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Introduction

Apres l'introduction de la notion de dérivée de Hukuhara, une équation différentielle
utilisant cette notion, et dont la solution est une application multivoque, a été considérée

pour la premiére fois en 1969 par de Blasi et Iervolino [10].

Plus tard, dans [11], [8], [15] et [17], diverses définitions d'une solution de cette équation

ont été introduites et des théorémes sur leur existence ont été démontrés.

Dans ce mémoire on s’intéresse a ’étude de 'existence de solutions locales pour une
équation différentielle générée par une inclusion différentielle sur I’espace semi-linéaire de

tous les ensembles convexes compacts d’un espace de Banach initial.

La solution de cette équation différentielle est une application multivoque qui dépend

du temps a valeurs convexes compactes.
Notre mémoire est organisé sur un plan structuré par trois chapitres.

Dans le premier, nous donnons quelques résultats préliminaires et outils de base utilisés
dans la démonstration des théoréme d’existence, en particulier les multi-applications et

leurs propriétés, la dérivée de Hukuhara et 'intégrale multivoque.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie I'existence de solutions de ’équation différentielle

multivoque de la forme

DyU =Gt U)=co(I'(t,U)), ppteT

oit Uy € Pro(X) et T : B(Ug,b) = Pr.(X) est une muti-application de Carathéodory et
intégrablement bornée. Il s’agit d’un résultat donné par A. Tolstonogov [23], nous 'avons

repris et détaillé sa démonstration.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, on présente un résultat d’existence de solutions pour

I’équation (P), en appliquant le "théoréme de comparaison".
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Chapitre 1

Notations et Préliminaires

1.1

L’objet de ce chapitre est de donner des notions de base, quelques résultats fonda-

mentaux sur les multi-applications ainsi que des résultats que nous avons utilisé dans ce

Notations

mémoire. Nous commencons par fixer les notions utilisées.

Soit X un espace de Banach, muni de la norme ||.|| et d(.,.) la métrique générale. Dans

la suite de ce travail, on note par

B(z,r) la boule ouverte de centre x et de rayon r > 0.

B(x,r) la boule fermée de centre z et de rayon r > 0.

© singleton , c’est a dire © = {0x}.

P(X) I'ensemble des parties de X.

P¢(X) la famille des sous ensembles non vides fermées de X.

Pp(X) la famille des sous ensembles bornés de X.

Pr(X) la famille des sous ensembles non vides compacts de X.

Prc(X) la famille des sous ensembles non vides convexes compacts de X.
Soit I un intervalle fermé de R. On note par

L(I) la tribu de Lebesgue sur l'intervalle 1.

() la mesure de Lebesgue.

B(X) la tribu de Borel sur X (Tribu engendrée par la topologie de X).

LP(I,X) (p € [1,+00]) I'espace quotient de Banach des applications u : [ — X
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mesurables et telles que [, [[u(t)|[’dt < +o0, muni de la norme

o= ( [ uu<t>updt)'l’.

- C(I, X) l'espace de Banach des applications continues w : I — X, muni de la

norme de la convergence uniforme, i.e.

lu()| = stu? |lu(t)]], pour tout u(.) € C(I,X).
€

1.2 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.2.1. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace séparé si

pour tous x,y € X, x # vy, il existe V,, V,, deux voisinage de x et y respectivement tels

que V, NV, = 0.
Remarque 1.2.2. Tout espace métrique est sépare.

Définition 1.2.3. (Recouvrement d’un ensemble)
Soit X un ensemble quelconque et soit (€;);er une famille de sous ensembles de X. On

dit que (€2;)ier est une recouvrement de X si X C |J(§%).
i€l

Si X est un espace topologique et pour tout i € I, §; est un sous ensemble ouvert de

X, alors (%)ier est un recouvrement ouvert de X .

Définition 1.2.4. (Sous recouvrement)
Soit (£2;)ier un recouvrement de E. Si J C I est (€;);cs est un recouvrement de E, alors

(Q4)ics est appelé un sous recouvrement du recouvrement (§;);e; de E.

Définition 1.2.5. Soit X un espace topologique. Un sous ensemble S de X est dit compact

st de tout recouvrement ouvert de S on peut extraire un sous recouvrement fini, c’est a

dire, S C |J O, 3T C A (T fini), tel que S C |J O,.

acA acl
Définition 1.2.6. Soit X un espace topologique. On dit que X est séparable s’il admet un
sous ensemble dénombrable par tout dense. X est parfaitement séparable si sa topologie

admet une base dénombrable.

Définition 1.2.7. Soit X un espace topologique séparé et A une partie sur X. On dit que
A est compact si de tout recouvrement de A par des ouverts de X, on peut extraire un

sous recouvrement fini.
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Théoréme 1.2.8. Soit X un espace métriqgue compact, alors toute suite de points de X

admet une sous suite convergente.
Définition 1.2.9. Soient X un espace topologique séparé, A une partie de X. On dit que
A est relativement compact si sont adhérence dans X est compacts.

Rappelons la définition d’une fonction absolument continue.

Définition 1.2.10. Soit X un espace de Banach. Une fonction f : [a,b] — X est dite
absolument continue si Ye > 0, 36 > 0 tels que pour toute partition dénombrable de

Uintervalle [a,b] par des intervalles disjoints [ay, by| vérifiant

Z(bk — CLk) < 5,

k

on a

Z”f(bk) - f(ak>H <e.

Théoréme 1.2.11. Une fonction f : [a,b] — X est absolument continue si et seulement

si elle est lintégrale p.p, c’est a dire,
b .
1)~ () = [ Foyar

On voit bien qu'une fonction absolument continue est continue par contre la réciproque

est fausse.

Ensembles convexes

On rappelle la définition et quelques propriétés des ensembles convexes (voir [4]).

Définition 1.2.12. Soit X un espace vectoriel, a,b € X. On appelle segment fermé ou

simplement segment d’extrémités a et b que ’on note [a,b], l'ensemble
{da+(1-=Xb, 0<A<1}.
Le segment ouvert est l’ensemble {\a + (1 — A\)b, 0 <\ < 1}, noté |a,b].

Définition 1.2.13. Une partie A d’un espace vectoriel X est dite convexe si, toutes les

fois que deux points a et b appartiennent a A, le segment [a,b] est contenu dans A, i.e.,

Va,be A, VA€ [0,1], \a+ (1 —\)b e A.



1.2. Quelques notions d’analyse fonctionnelle 7

On pose
7;1 = {()\1,,>\n) eER": N\ > 0, Z)\Z < ]_} (n S N)

i=1
et

n+1
7:.: = {()\17 ---7>\na)\n+l) € Rn+1 : )\z 2 O7 Z)\Z = 1} (n S N),
Tn

et remarquons que si (A1, ..., Ap, Apg1) € T, alors (A, ..., \,) €
(A1, ooy Ap) € Ty alors (Aq, .oy Ap, 1 — Z)‘l) eT,..
i=1

Définition 1.2.14. Soit A un sous ensemble d’un espace vectoriel X. On appelle enve-
loppe convezxe de A, que l’on note co(A), Uintersection de tous les sous ensembles convexes

de X contenant A.
C’est donc le plus petit convexe de X contenant A.

Et on appelle enveloppe convexe fermée de A, que l’on note ¢o(A), l'intersection de

tous les sous ensembles convexes fermés de X contenant A.
C’est donc le plus petit convexe fermé de X contenant A.

Théoréme 1.2.15. Soit X un espace vectoriel et A C X. Alors

k+1

co(A) = {Z)\jxj ke {0,1,..}, (M, Mew1) € Thy T1y ooy Tiy1 € A}.
=1

Théoréme 1.2.16. (Théoréme de Carathéodory).
Soitn € N et A CR™. Alors

n+1
CO(A) = {Z)\jl’j . ()\1, ---7>\n+1> € 7:1/, L1y eeey a1 € A}
j=1
Théoréme 1.2.17. Soient X est un espace vectoriel topologique, A, B € X, alors

(1) si A est un sous ensemble convere de X, et A le sont aussi.

(2) co(A) = co(A)
(3) co(a.A) = a.co(A)

(4) Sico(A) est compact, co(A+ B) = co(A) + co(B).
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1.3 La distance de Hausdorff

Définition 1.3.1. (voir [4]) Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique

(X,d), Uécart entre A et B est défini par

e(A, B) =supd(a, B),

acA
avec
d(a, B) = inf d(a, b),

beB

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A, B) = maz(e(A, B),e(B, A)).

Propriétés élémentaires

Soient A, B,C C X. Alors

1. e(A,0) = 0o si A£D,

2. e(, B) =0,

3. e(A,B)=0« AC B,

4. (A, B) < e(A,C) +e(C,B),

5. H(A,B)=0< A=B,

6. H(A, B) < H(A,C) + H(C, B),

7. |d(z, A) — d(z, B)| < H(A, B), Vx € X.

—L’ensemble Pr(X) muni de la distance de Hausdorff H, est un espace métrique.
Rappelons les propriétés suivantes

— Si (X,d) est un espace métrique complet, alors (P(X),H) Uest aussi, et Py(X) est
fermé dans Pp(X) de plus, (Pr(X),H) est complet.

— Si X est séparable, l’ensemble Pr(X) muni de H est aussi séparable.

— Si X un espace de Banach et Y C X un ensemble compact, alors Py(Y) (resp. Pre(Y))
est compact dans Py(X) (resp. Pr.(Y)).

En plus, sild C Pr(X) (resp. Pre(X)) un ensemble compact, alors l'ensemble Y = U A

Aeu
est compact dans X .

Définition 1.3.2. Soient X un espace de Banach, A € Py(X), on utilisera la notation

Al = H(A,0).
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1l est claire que

|Alx :=H(A,©) = sup ||z

z€A
En effet, on a

e(A,0) = supd(z,0)

T€EA

= sup infd(zx,
sup infd(z, y)

= sup d(z,0x)
z€EA

= sup ||z,
z€A

et

e(©,4) = supd(y,A)
yeB
= d(0x,A)
= 200

= inf ],

alors, nous avons
H(A, ©) = max <6(A, ), e(@,A))
=¢(4,0)
= sup ]|

Lemme 1.3.3. Soient X un espace de Banach, pour tous A, B,C, D € Py.(X) et o, €

R, nous avons
(1) H(A,A) =0.
(2) H(A+ C,B+C) =H(A,B).
(3) H(A+ B,C + D) < H(A,C)+H(B, D).
(4) H(aA, aB) = |a|H(A, B).
(5) H(aA, BB) = |o — BIH(A, ©).
(6) H(@(A)@(B)) < H(A, B).

1.4 Mesure de non compacité de Hausdorff

Dans cette section, on donne la définition de la mesure de non compacité de Hausdorff

et nous allons donner leurs propriétés fondamentales.
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Définition 1.4.1. (voir [7]) La mesure de non compacité de Hausdorff d’un sous ensemble

bornée M d’un espace de Banach X est la fonction X : Pp(X) — R, définie par
i=1

c’est a dire, M est recouvert par la réunion finie des boules ouvertes dans X.

Remarque 1.4.2. Dans le cas ou M est un sous ensemble non vide et non bornée, alors
X(M) = +o0.

Proposition 1.4.3. (voir[6]) Soit X un espace de Banach et soit A, B € Py(X), alors

les propriétés suivantes sont satisfaites
(1) monotonie : A C B = X(A) < X(B);
(2) semi-additivité algébrique : X(A+ B) < X(A) + X(B) ;
(3) semi-additivité : X(A|J B) < max(X(A), X(B));
(4) semi-homogénéité : X (t A) = |[t|X(A), pour tout nombre t ;
(5) invariance par translation : X(x + A) = X(A);
(6) X(coA) =X(A);
(7) X(B(x,r)) =r;
(8) X(A) =0« A est compact ;
(9) |X(A) = X(B)| <H(A, B);
Lemme 1.4.4. (Voir [16]) Si X un espace séparable et v, : I — X ,n > 1 une suite des

applications intégrablements bornés et mesurables. Alors, Uapplication u(t) = X (|J{v, (1) :

n > 1}) est intégrable sur I et pour tout ensemble mesurable T C I

X(U{/Zvn(s)ds; n> 1}) < /Iu(s)ds.

Lemme 1.4.5. Soient X un espace de Banach, H C C(I,X) bornée et équicontinue, et

X est la mesure de non compacité de Hausdorff de l’espace C(I,X), alors
Xo(H) = X(H(I)) = sup{ X(H(t)) : t €},

ol

H(t) = U{a(t) : =() € HY, H(I) = U{H(t): t € I}.
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1.5 Multi-applications et sélections

Pour une étude détaillée des multiapplications et leurs sélections on peut se référer a

14] et [9].

Définition 1.5.1. Soient X, Y deuz ensembles non vides. Une multi-application (au fonc-
tion multivoque) I' définie sur X a valeurs dans'Y est une application qui a chaque élément
x € X associe un sous ensemble I'(x) de Y. Il ya dans la littérature plusieurs notations
mais nous allons adopté la suivante I' : X — P(Y).

Le domaine, le graphe et l'image de la multi-application T' : X — P(Y) sont donnés

respectivement par

D) := Dom(T") = {x €X: I(x)# @},

gph(T") = {(m,y) eEXxY:zeD),ye€ F(m)},

Im(I)= | J T(a).
zeD(T)
Définition 1.5.2. Soit F': X — P(Y) une multi-application. On appelle sélection de F
toute application f : X — Y vérifiant

f(z) € F(x), Yz € X.

1.6 Mesurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-application on peut se référer a [4],

9] et [14].

Définition 1.6.1. Soient (2,X) un espace mesurable, X un espace métrique et I' : ) —
P(X). On dit que T' est S-mesurable, si pour tout ouvert V de X,

I'(V)y={teQ: T)NV #£0} e %.

Lemme 1.6.2. Soient (2, X)) un espace mesurable, X un espace métrique complet sépa-
rable et I' : Q — P(X) une multi-application & valeurs non vides fermées. Considérons

les propriétés suivantes

(i) T=Y(B) € X pour tout Borélien B de X.
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(ii) T=1(V) € X pour tout ouvert V de X.

(iii) Il existe une suite (f,), de sélections mesurables de I" tel que

vt € Q,T(t) = {fu(t)}en-

() Yz € X, la fonction distance d(z,I'(.)) est mesurable.
(v) Le graphe de T appartient 4 X @ B(X).

Alors (i) = (it) < (iti) < (iv) = (v).
Si I est a valeurs non vides complétes alors (ii) < (iii) < (iv).
Si I est a valeurs non vides compactes alors (ii) = (i).

Lemme 1.6.3. Soit (2,%, 1) un espace mesuré avec p > 0, o-finie et ¥ p-compléte.
Soient X un espace métrique complet, I' : Q — P(X) une multi-application & valeurs non
vides fermées, alors

(1) & (i) & (i) & (v) < (v).

Définition 1.6.4. (Mesurabilité forte) Soient (€,%) un espace mesurable, X un espace
métrique séparable, on dit que T : Q@ — P(X) est fortement mesurable si l'image réciproque
de tout fermé B

I'B)={tcQ:Ft)NB#D} €.

Lemme 1.6.5. Soient (2, %) un espace mesurable, X un espace métrique séparable, T :

QO — P(X) une multi-application fortement mesurable, alors I' est mesurable.

Théoréme 1.6.6. Soient (2, X) un espace métrique séparable, T' : Q — Pr(X) une multi-

application. Alors I' est mesurable si et seulement si I' est fortement mesurable.

Définition 1.6.7. (Voir [23],[24] ) Soit X un espace de Banach, une multi-application
[ I — Pr(X) est a valeurs p-presque séparables s’il existe un ensemble mesurable

ZcCl, u(Z) = p(l), tel que 'ensemble U{F(t);t € T} C X est séparable.

Théoréme 1.6.8. (Théoréeme d’existence de sélections mesurables).
Soient (2, %) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et
F:Q — P(X) une multi-application ¥-mesurable a valeurs fermées. Alors F' admet au

moins une sélection mesurable.

Théoréme 1.6.9. (voir [23]) Soient X un espace de Banach, I : I — Py(X). Alors les

assertions suivantes sont équivalentes
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(a) T est fortement mesurable,
(b) T est mesurable et a valeurs p-presque séparables,
(c) il existe une famille dénombrable {v,(t)},5, des sélections de I' fortements mesurables

tel que presque partout sur I, on a

T(t) = J{va(t); n>1}.

Définition 1.6.10. Soit (T, %, i) un espace mesuré, on dit que p est non atomique pour

tout ensemble A, avec p(A) > 0,s’il existe un sous ensemble mesurable non vide B C A,

tel que p(A) > pu(B).

Exemple 1.6.11. [a mesure de Lebesque est une mesure non atomique.

1.7 Concepts de continuité des multi-applications

Enongons les propriétés suivantes, et pour plus de détails on peut se référer a [1]

Définition 1.7.1. Soient X, Y deux espaces métriques et I' : X — P(Y) une multi-

application. On dit que I' est continue, si pour tout x € X nous avons

lim H(T'(z),T(2")) = 0,

' —x

H est la distance de Hausdorff.
Définition 1.7.2. Soient (Y,d) un espace métrique, b > 0 et C' : [0,b] — P(Y). On dit
que C' est absolument continue si pour touty € Y et tous t, t' € [0,b], nous avons

|d(y, C(t)) — d(y, C())| < [a(t) — a(t)], (1.1)
ot a : [0,b] = R est une fonction absolument continue satisfaisant a(t) # 0, p.p. sur
[0, b].

Observons que la relation (1.1) nous donne pourt > t',

|d(y, C(t)) — d(y, C(t))] < /tlt |a(s)|ds.

On peut alors supposer, (en remplagant a par |a| si ¢’est nécessaire), que a(t) > 0, Vt €
[0,0].

Définition 1.7.3. Soient X un espace de métrique, E C X. On dit que T : I X E — P(X)
une multi-application de Carathéodory st

(1) pour tout x € E, t — I'(t,x) est fortement mesurable ;

(i7) pour tout t € T, x — T'(t,x) est continue.
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Définition 1.7.4. Soit X un espace de Banach et Y un espace métrique. Soit la multi-

application T : I XY — Pr.(X).

1. On dit que I' vérifie la propriété de Scorza-Dragoni, Si pour tout € > 0 il existe
un ensemble fermé I. C [0,al] tel que la mesure de Lebesque p(I \ I.) < ¢ et la

restriction de I' sur I, X Y notée (F/ngy) est continue.

2. La multi-application ' est dite intégrablement bornée sur les compacts de'Y , si pour
tout compact D C 'Y, nous Pouvons trouver une fonction intégrable ap : I — R,

tel que
sup {||yll; v € T(t,2)} < ap(t).

pour presque tout z € D.

Définition 1.7.5. Soient X un espace de Banach, T' : RT x X — Py.(X) une multi-
application, on dit que T est complétement bornée au point (to, o) € R x X, sl existe
des voisinages V (to), W (xo) des points to et xo, tel que Uensemble T'(V (to), W (zo)) est
relativement compact.

e la multi-application T' est localement bornée si elle est complétement bornée a

chaque point.

o la multi-application I' : T x E — Pr(X) (£ C X) est compléetement bornée sur

T x E si l'ensemble U'(T, E) est relativement compact.

Théoréme 1.7.6. (Théoréme de Dugunji) (voir [14])
Soient X un espace métrique, Y un espace normé, A € Py(X) et T' : A — Pr(Y)
est continue, alors il existe une multi-application continue G : X — Pr(Y) tel que la

restriction de G sur A, G/, =T et G(x) Cco(I'(A)), pour tout x € X.

1.8 Dérivée de Hukuhara

Définition 1.8.1. (voir [22]) Soit X un espace vectoriel topologique, A, B € Pi.(X), on
dit que l'ensemble C' € Py.(X) est la différence de Hukuhara entre A et B si A= B+ C.

On le note par C := A& B, C se détermine d’une maniére unique.

Lemme 1.8.2. (voir[5]) Soient A, B et C' des ensembles d’un espace vectoriel topologique
réel tel que

A+BcCC+ B.

Si C' est convexe fermé et B est non vide bornée, alors A C C.
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Définition 1.8.3. (voir [22]) Soit X un espace normé et ¢ : [0,00] = Pr(X) une multi-
application, tel que la différence de Hukuhara ¢(t + s) © ¢(t) existe pour t,s > 0 et la
différence de Hukuhara ¢(t) S ¢(t—s) eziste pourt > 0 et s € |0,t[. La dérivé de Hukuhara
de ¢ at €)0,00[ est défini par la formule

Duo(t) = lim AT SO o) S0t~ )

s—+0t S s—+0t S

quand ces deux limites existent (voir [16]). De plus

Duo(0) = tim 2290

s—+0t S

1.9 Intégrale multivoque

Définition 1.9.1. (voir [24]) Soient (Q, X, u) un espace mesuré, X un espace de Banach
et I' : Q — Pre(X) une multi-application
e L’intégrale de Bochner de I' est définie par

D% s Pr(X), O(T) = /F(t)dt, )

e L’intégrale de Aumann sur [’ensemble mesurable Z de I' est donné par
(A)/F(t)dt: {/f(t)dt: f()e S%}
z z

ot St Pensemble de toutes les sélections intégrables de T', c’est a dire SE = { f() €
LNT,X) : f(t) e T(T), pour tout t € T}.

Théoréme 1.9.2. (voir [24]) Soient (2, X, 1) un espace mesuré, X un espace de Banach

et I' : Q — Pr(X) une multi-appleation intégrable au sens de Bochner. Alors

/F(t)dt _ (A)/F(t)dt, VIex.

Lemme 1.9.3. (voir [24]) Soient (Q, %, u) un espace mesuré X un espace de Banach, p
non atomique, soit I' : Q@ — Pr.(X) une muti-application fortement mesurable et il existe

w(.) Lebesgue intégrable définie sur ), telle que
H(T(),0) <w(t), Vit e Q.

Alors, pour tout T € X2

/I (F(H)dt = (A) /I S(F(t)dt = (A) /I F(t)dt. (1.2)
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Quelques propriétés.

Soient X un espace de Banach, F,G : [a,b] — Pr.(X) sont intégrable, alors

U‘H(/wF(Mt/) dQ /TH (£))dt.
/ IF(t)dt]

3) pour tout ¢ 6 la, b,
‘fp@m:ff@m+/ﬁ@w

4yfw@+mmﬁ:/¥mﬁ+fb@ﬁ

Théoréme 1.9.4. (voir [23]) Soient X un espace de Banach, ® : [0,a] — Pre(X). Si

2)

O(t)=Uy+ /tf(s)ds, Up € Pre(X),

ot I': I — Pyo(X) intégrable au sens de Bochner, alors Dy®(t) existe presque partout et
on a l’égalité

Dy®(t) = T(t).

presque partout.

1.10 Quelque résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris de la référence [12].

Théoréme 1.10.1. (Théoréme de la convergence de Lebesgue).
Soient (J, X, u) un espace mesuré et X un espace de Banach, soit 1 < p < 400 et (f,) une
suite de fonctions p-mesurables définies sur J a valeurs dans X, si la suite (f,) vérifie

pour tout n € N

() fo— [ ppp surJ,

(17) il existe une fonction positive g € LP(J,R) telle que, || fn(t)|| < g(t) p.p.p.
Alors f, — [ dans LP(J, X). En particulier, dans le cas p =1,

/andu—>/deu.

Théoréme 1.10.2. (Théoréme d’Ascoli-Arzela).
Sotent J un espace métriqgue compact, Y un espace métrique complet, et H un sous en-

semble de C(J,Y'), lespace des applications continues définies sur J a valeurs dans 'Y,
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muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si et

seulement si H est équicontinu et H(x) est relativement compact, avec

H(z) = {f(x): f€H}.



Chapitre 2

Résultat d’existence pour une équation
différentielle multivoque avec des

conditions de type compact

Dans ce chapitre, sur la base d’une inclusion différentielle, nous introduisons une équa-
tion différentielle multivoque et nous examinons quelques questions de 1’existence de so-

lutions.

Nous désignons par B(U,r), U C X, I'ensemble {z € X;d(z,U) <r} et B(U,r) sa

fermeture.

considérons l'inclusion différentielle

#(t) € T(t, 2), (2.1)

ot I' : T x B(Up,b) — Pp(X), T = [0,a], a,b > 0, et Uy € Pre(X). Si T une
multi-application de Carathéodory, alors il est possible de définir la multi-application

G : T X Pie(B(Uo, b)) = Pre(X), par G(t, A) = co(T'(t, A)) qui est de Carathéodory.
Nous examinons 1’équation différentielle multivoque

DHU - G(t7 U),

() U(0) = U,

Ou G : T X Pie(B(Us,b)) — Pre(X) est construite a l'aide de la multi-application
[I' et DyU désigne la dérivée au sens du Hukuhara de la multi-application U : T, —

Pre(X), (To =[0,a0), 0 < ag < a). L’équation différentielle (P) joue un role crucial dans

18
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I'étude de l'inclusion différentielle (2.1), dans le cas d’un espace infini, alors I’équation

(P) sera appelée I’équation différentielle générée par I'inclusion différentielle.

Soient X un espace de Banach, £ C X et I': T'x E — P,(X), une multi-application
continue en x presque partout sur 7'. Alors pour presque tout ¢ € T, en peut définir une
multi-application G : T' X Py.(E) — Pre(X), par

G(t,A) =co(I(t, A)).
Lemme 2.0.1. Soient X un espace de Banach, E C X et ' : T x E — Prp(X) une
multi-application. Alors

a) si T est uniformément continue, alors G l'est aussi;

b) si ' est continue, alors G est continue ;

c) si [ est de Carathéodory, alors G est de Carathoédory ;

d) si T' est complétement bornée sur T x E, alors G est complétement bornée sur

T X Pi(F) ;
e) Si T est intégralement (essentiellement) bornée sur T x E, alors G est intégrable-

ment bornée sur T X Pre(FE).

Définition 2.0.2. Soit w; : T xR — RT(RT xRt — R") une fonction de Carathéodory
et intégralement bornée sur les sous ensembles bornées de [c,a] Xx R ([c,00) x RT), ¢ > 0,

tel que
(1) wi(t,0) =0, pour presque tout t € T,
(2) pour chaque ¢,0 < ¢ < a (0 < ¢ < ), la seule fonction absolument continue
r:[0,c] = R, r(0) =0, qui satisfait ’équation différentielle
() = wr(t, r(t)),
presque partout sur [0, c|, est la fonction r(.) qui est identiquement nulle.
e La fonction wy sera appelé la fonction de Kamke du premier type.
Définition 2.0.3. Soit w;; : TxRT — RT (Rt xRT — R") une fonction de Carathéodory

et intégrablement bornée sur les sous ensembles bornées de [c,a] X RT ([¢,00) x RT), ¢ > 0,

tel que
(1) wiy(t,0) = 0, pour presque tout t € T,
(2) pour chaque ¢,0 < ¢ < a (0 < ¢ < o), la fonction qui est identiquement nulle et

la seule fonction absolument continue r : [0, c] — R, tel que pour presque partout

sur [0, cl, elle est satisfait I’équation différentielle

7(t) = wy(t,r(t)), r(0) =0,
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ot le symbole DT désigne la dérivée a droit.

e La fonction wyy sera appelé la fonction de Kamke du deuxieme type.

Lemme 2.0.4. Soit w; : T x Rt — RT(RT x RT — RT) une fonction de Kamke du
premier type. Alors pour tout segment [c,d],0 < c < d < a (0 < ¢ <d < 00), la seule
fonction absolument continue r : [c,d] — R, r(c) = 0, presque partout sur [c,d], qui
satisfait [inégalité

i(t) < wi(t,r(t)),

est la fonction qui est identiquement nulle.

Lemme 2.0.5. Soit w;; : T x RT — RT(RT x Rt — R") une fonction de Kamke du
deuzieme type. Alors pour tout segment [c,d] , 0 < ¢ < d < a (0 < ¢ < d < ), la
seule fonction absolument continue r : [c,d] — R, r(c) = 0, presque partout sur [c,d], qui
satisfait ’inégalité

(t) < wi(t,r(t)),
est la fonction qui est identiquement nulle. (Pour ¢ = 0 I’énoncé du Lemme reste valide

s’il est en outre requis que r(0) = D*r(0) = 0).

Exemple 2.0.6. Un exemple classique de wy et wyy, peut étre donné par w(t,r) = k(t).r,

H-Iﬁﬁ

ot k(.) une fonction intégrable sur T' (sur les segment de R ), k(t) > 0 et wy(t,r) =

définie au point t = 0, d’une maniére arbitraire.

Une fonction de Kamke du premier type est aussi la fonction de la forme k(t).l(r), ou

k(t > O intégrable sur T (sur les segment de RT ), et I(r) > 0, r > 0, est continue et

Théoréme 2.0.7. Soient X un espace de Banach, Uy € Pp(X) et ' : T x B(Uy, b) —

Nous sommes maintenant en mesure de donner le résultat principal de ce chapitre.

Pr(X)(b > 0) une multi-application intégrablement bornée sur l’ensemble T x B(Uy, b) et
de Carathéodory. Supposons que presque partout sur T et pour tout E C B(Uy,b), on a

X(L(t, E)) < wi(t, x(E)), (2.2)

ot wr : T x Rt — RT est une fonction de Kamke du premier type. Alors l’équation

différentielle (P) admet une au moins une solution U(.) absolument continue.

Démonstration. Comme I' est intégrablement bornée, alors il existe une fonction A(.)
positive, Lebesgue intégrable définie sur T, telle que pour presque partout sur 7' et pour

tout x € B(Uy,b), on a I'inégalité
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On pose

Nous choisissons le nombre ¢ tel que 0 < ¢ < a, M(c¢) < b et nous prenons Ty =

[0,c]. D’apres les hypothéses du Théoréme, on a presque partout sur T et pour tout
U € Pr.(B(Uy, b))
H(G(t,U),0) < A(t). (2.3)

Par cette inégalité et par le Lemme 2.0.1, nous avons pour tout multi-application

t
continue U : T' — Py.(B(Up, b)), 'intégrale / G(s,U(s))ds, te T existe.
0

Pour tout n > 1, nous définissons les multi-applications U,, : Ty — Pr.(X) et V,, :

To — Pre(X), par

Vo, 0<t< s
Un(t) = e . " (2.4)
U0+/ G(s,Un(s))ds, —<t<e,
0 n
et .
Va(t) = Uy —|—/ G(s,Un(s))ds, 0<t<ec (2.5)
0

Par les relations (2.4) et (2.5), grace au propriétés de l'intégrale et la distance de

Housdorff nous avons,
HVa (1), Va(s)) = M <U0+ /0 Gl U Us + /0 e Un(r))dr)
— H(Uo, Uo) + M ( /O G Un (), /0 e Un(T))dT)

Y </tG(T, U, (r))dr, /sc;(T, Un(T))dT)

H(/GTU dT+/GTU dT/GTU dT>

’H< dT/G dr>+H</GTU())dT®>
< ))dr, @)

(T))dT
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< / et v r
:/StH<G(T U (7)) @)dT
< /t/\(T)dT
< };40‘) — M(s)]
alors, pour tout n > 1,
H(V,(t), Val(s)) < [M(t) — M(s)|, t,s€Th. (2.6)

En plus,

. c
si 0<t< —,ona
n

HV(1), Un()) = H (UO + /0 G5, Un())ds. UO)
(U, Uo) + M (/t (s, Un(s))ds, @>

0

/0 G5, U ())ds

t

X

<

0

H(Vu(t),Un(t)) =H (Ug + /Ot G(s,Uy,(s))ds, Uy + /t—i G(s, Un(s))ds)

:H(UO,U0)+H</OtG( U (s))ds /Ot_'c‘ G(s,Un(s))ds>

s,Un(s))ds,
-y </0t_; (s, Un(s))ds+/tt G(s, Un(s))ds, /Ot_z (s, Un(s))ds>

<
n
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I
X
/7~
Q
=
X
©
@
~_
Q
&

donc, pour tout n > 1,
H(Va(t). Un(D)) < B, te T, (2.7)
ou
h(r) = sup {|M(t) —M(s)|: t,seTy, [t—s| < r}.

Par la définition de M(.) et h(.), on conclut que h(E) — 0 quand — — 0.
n n

On pose

! Y, (t) :U{Vm(t);mZn}.

Gréace au propriétés (1), (3) et (8) de la mesure de non compacité de Hausdorff, on obtient

X(Xn(1)) = x(Xa1(1), n =1,

et
X(Ya(t)) = x(Yi(t), n =1
En effet.On a
X\(t) = {Um(t) m>1}
= U (t) U Xo(t),
donc
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d’autre part
Xo(t) C Xi(t) = X(Xa(t) < X(Xq(1)),
alors

X (X,(1) = X (X1 (2)).

Maintenant, en utilisant le raisonnement par récurrence, donc supposons que X (X, (t)) =

X (X:(t)) et montrons que X (X,41(t)) = X (X1(t)).

On a
Xolt) = U {Un(t)ym = )
— U (1) U KXo (1),
donc
X(X,(t) = X(Un(t) u Xn+1(t)>
< ma (U0, XX, (1) )
— (X)),
et comme
Xoa(t) € X (6) = X(Xa (1) < X(X, (1),
donc

X (Xnp1(t)) = X(Xa(t)) = X(X1(2)),
c’est a dire I'égalité est vraie pour tout n > 1.
La deuxiéme égalité peut étre facilement démontrée d’'une maniére identique.

Par les deux égalités précédentes, par la propriété (9) de la mesure de non compacité

de Haussdorff et par (2.7) on obtient

IX(X: () = x(Ya(2)] < H (X1(2), Ya(2))
< h(%), pour tout n > 1.

Comme n > 1 est arbitraire, alors la derniére inégalité implique

X(X1(t)) = x(Ya(t)). (2.8)
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De mame, par I'inégalité (2.6), on obtient

(Vi) — x(¥i(s))] < H(w),ms))

< | M(t) = M(s)

) t,S € TO- (29)

Donc par les relations (2.8) et (2.9), on conclut que x(X;(t)) et x(Yi(t)) sont égaux

et absoluments continues.

D’apreés la relations (2.5), on obtient pour h > 0
t+h
Vo(t +h) =Uy + / G(s,Upn(s))ds
0

= Uo+/ G(s, Un(s))ds+/ G(s,Upn(s))ds
’ t+h t
= V(1) +/t G(s,Upn(s))ds,

donc, par la relation (1.2)
Yi(t+h) C Yi(t) + (g/tt+h G(s, Un(s))ds>
CYi(t) + ((A) /t t+hG(s,X1(s))ds) . (2.10)

Comme la multi-application s — G(s, Uy, (s)) est fortement mesurable, il est a valeurs
séparables p.p.p, c’est a dire il existe un ensemble mesurable Z C Ty, u(Z) = u(Tp), tel

que ’ensemble
U{etstne)i nz1set)

est séparable. Par conséquent, il existe un espace de Banach séparable Y C X et un

ensemble mesurable Z C Ty, u(Z) = u(Ty), tel que

['(s, X1(s)) = U {F(s, Un(8)); n> 1} CY, pour tout s € T.

Donc

G(s, X1(s)) = E(F(S,Xl(s))) C Y, pour tout s € I.
Par conséquent, en étudiant 'intégrale

(.A)/t G(s, X1(s))ds,
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sans perte de généralité, 'espace X peut étre considéré comme un espace de Banach
séparable, car on peut effecteur tout raisonnement par rapport a un espace de Banach

séparable Y.

Nous désignous par Slc(. X10) I’ensemble de toute les sélections intégrables de Bochner
de la multi-application G(., X;(.)). Puisque l'espace X est sé¢parable, L' (T, X) est égale-
ment séparable. Donc I'ensemble Slc(” X, () contient un sous ensemble {v,(.);n > 1} dense

dénombrable.

Comme l'intégrale de Bochner est un opérateur linéaire continue de L!(T, X) dans X,

{/ﬁh on(s)ds,n > 1}

t+h
(A)/t G(s, X1(s))ds.

D’ou grace au propriétés de la mesure de non compacité de Housdorff, nous avons

X ({/ﬁh val(s)ds;n > 1}) =X ((A) /tt+hG(s,X1(s))ds) . (2.11)

Comme ||v,(s)]] < A(s),n > 1, presque partout sur Ty, par le lemme 1.4.5 de la mesure

’ensemble

est dense dans 'ensemble

de non compacité, on obtient

X <{/tt+h vn(s)ds; n > 1}) < /tt+hx({vn(s)ds; n> 1}>ds. (2.12)

Maintenant par la relation (2.10), et les propriétés de la mesure de non compacité de

Hausdorff, on a .
t+
Yi(t +h) CYi(t) + ((A)/t G(S,X1(s))ds)

done

it ) < x(vio+ (4 [ G )as)

IN

x(Y1(t) + x ((«4) /tHh G(s, Y1(S))d8) :
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et par les relations (2.11) et (2.12), on obtient

t+h
Kl +10) = x(vi0) < () [ Gtsvige))as)

_ X( {/tHhvn(s)ds; n > 1})
< /tHhx({vn(s)ds; n > 1})ds.

alors

t+h
i+ 1) - x) < [ fonlehdsin = 1) Y (2.13)

Comme {v,(s); n > 1} C G(s, Xi(s)), presque partout sur Ty, alors par la relation

(2.2), nous avons

X {vn(s)ds: n>1}) <wr(s, x(X1(9))), p.p- (2.14)

Par la continuité absolue de la fonction x(X;(t)), 'égalité (2.8) et les inégalités (2.13)
et (2.14), on obtient

X(X1 (1) < wit, x(X1(1))), (2.15)

presque partout sur 7.

Puisque x(X7(0)) = x(Up) = 0, par la relation (2.15) et par le Lemme 2.0.4, on obtient
X(Xi1(t)) = 0,t € Ty. Implique que pour chaque t € T, I'ensemble X () est relativement

compact.

De plus, soient ty,t, € Tj, alors grace au propriétés de 'intégrale et de la distance de
Hausdorff, on a
S0 <ty ty < %
H(Un(t2), Un(t1)) = 0,

— H(Uy, Uy) + H (/02_nG(S,Un(s))ds,/ol_nG(s, Un(s))ds>

_ ( / Gt v+ [ s 0l / e Un<s>>ds>

tlfﬁ
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d’ou I'équicontinuité de la suite (Un(.)), .-

Comme U, (t) C X;(t),t € Tp,n > 1, alors par le Théoréme d’Arzela-Ascoli la suite
(Un<'))n>1 est relativement compact dans I'espace des multi-applications continues U :

To — Pr(X), avec la topologie de la convergence uniforme.

Par conséquent, on peut extraire de la suite (Uy(.)), ., une sous suite (Un,(.)),k > 1

qui converge uniformément vers une application continue U : T" — Pp.(X).
On passe a la limite dans (2.4), quand ny; — 0o, on obtient
U(t) = Uy + /tG(S, U(s))ds, te& Ty, (2.16)
0
implique que presque partout sur 7
DyU(t) = G(t,U(1)).

Dans le Théoréme suivant la fonction de Kamke du premier type peut étre remplacée

par la fonction de Kamke du deuxiéme type.

Théoréme 2.0.8. Soient X un espace de Banach, Uy € Pp(X) et I : T x B(Uy,b) —
Pr(X) une multi-application continue. Supposons que presque partout sur T et pour tout
E C B(Uy,b), on a

X(T(t, E)) < wi(t, x(E)),
ou

X(I(t, E)) < wii(t, x(E)).
Alors, il existe au moins une solution absolument continue U(.), de ’équation différentielle

(P).
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Démonstration. Puisque nous cherchons la solution locale de 'équation (P) et la multi-
application I' est continue, donc localement bornée, on suppose qu’il existe M > 0, tel
que

H(D(t,2),0) < M, x € B(Uy,b), teT.

Par conséquent

H(G(t, A),0) < M, pour tout A € Pr.(B(Up,b)), teT.

Dans le cas ou l'inégalité (2.2) est satisfaite avec la fonction de Kamke du premier

type, le Théoreme 2.0.7 représente un Corollaire du Théoréme 2.0.8.

Dans le cas ot l'inégalité (2.2) est satisfaite avec la fonction de Kamke wy; : T'x RT —
R* du deuxiéme type, alors en répétant la preuve du Théoréme 2.0.7 et en conservant les

méme notations, nous obtenons l'inégalité

X(X1(t)) < wrr(t, x(X1)), (2.17)

presque partout sur 7.

Puisque la suite (Un<'))n>1 est équicontinue et Uy est compact, par la continuité de la
multi-application ['(¢,z) au point (0, ),z € Uy, on conclut que pour tout € > 0, il existe

0 > 0, tel que pour tout n > 1et 0 <t <4, on a l'inclusion
['(t,U,(t)) C T(0,Up) +eB(0,1).
Par cette inclusion et par les relations (2.5) et (2.8) 4 0 < ¢ < 4, nous avons

0 < x(Xi(t)) <et. (2.18)

Puisque x(X:(0)) = 0, alors par la relation (2.18), il existe aussi D"y (X;(0)) et
D7 x(X1(0)) = 0. Donc par le Lemme 2.0.5 et I'inégalité (2.17), on obtient x(X;(t)) =
0,t € Tp. Cela implique que pour chaque t € Tp, 'ensemble X (¢) est relativement com-

pact.

Maintenant, afin de compléter la preuve, il est nécessaire de répéter la fin de la preuve

du Théoréme 2.0.7. |

Corollaire 2.0.9. Soient X un espace de Banach, Uy € Pr.(Up) et T' = I'y + I'y avec
[,Ty: T x B(Up, b) — Prp(X) deux multi-applications, intégrablements bornées sur T x
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B(Uy,b), et de Carathéodory. Supposons que presque tout t € T, I’ensemble y(t, B(Up, b))
est relativement compact et presque partout sur T et pour tout E C B(Uy,b), on a lin-
égalité

X(T1(t, B)) < wi(t, x(E)).

Alors, Uéquation différentielle (P) admet au moins une solution absolument continue

UQ).

Démonstration. Par les hypothéses du Corollaire, en conclut que la multi-application
[(t,z) = T1(t,z) + Ta(t,x) est de Carathéodory de T' x B(Up, b) dans Pj(X), et intégra-
blement bornée sur I'ensemble 7' x B(Uy, b).

Puisque pour tout £ C B(Uy,b), on a

[(t,E) C T1(t, E) + Dy(t, B), (2.19)

presque partout et I’ensemble I'y(¢, F) est relativement compact, alors par les proprié-

tés de la mesure de non compacité de Hausdorff et la relation (2.19), on a

W1, B)) = x(n(t, B) + Tut, E))

< x(T'(t, B)) + x(T2(t, )
= x(I'(t, E))
< wl(t’ X(E))

Donc toutes les hypothéses du Théoréme 2.0.7 sont satisfaites. Par conséquent, le

Corollaire suivant a partir du Théoréme 2.0.7. |

Corollaire 2.0.10. Soient X un espace de Banach, Uy € Pr.(X),T' = T'1 + 'y une
multi-application avec T'1, Ty : T x B(Upy,b) — Pr(X), deus multi-applications continues.
Supposons que presque tout t € T, l'ensemble Ts(t, By(Up, b)) est relativement compact et
on a l'inégalité

X(Ti(t, E)) <wi(t,x(E)), =111, (2.20)

presque partout sur T, et pour tout E C B(Uy,b).
Alors Uéquation différentielle (P) admet une solution absolument continue U(.).
Démonstration. D’apreés les hypothéses du Corollaire, on conclut que la multi-application

I'(t,z) =T'1(t,2)+Ta(t, z) est continue. Maintenant, par analogue avec le Corolaire 2.0.9,

nous trouvons que les hypothéses du Théoréme 2.0.7 sont satisfaites. |
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Remarque 2.0.11. Dans les Théoreme 2.0.7 et 2.0.8, et dans les Corollaires 2.0.9 et
2.0.10 linstant initial est représenté par to = 0. A partir les preuves des Théorémes 2.0.7,
et 2.0.8, et les Lemmes 2.0.4 et 2.0.5 il est évident que les hypothéses des Théorémes
2.0.7 et 2.0.8 sont valables pour chaque 0 < ty < a. Par conséquent, dans le cadre des
hypothéses indiquées ci-dessus [’'équation (P) admet une solution absolument continue

U(.),U(to) = Uy, défini sur un segment Ty = [to,c|,to < ¢ < a.

Une condition fondamentale dans les Théorémes 2.0.7 et 2.0.8 est l'inégalité (2.2).

Nous donnons quelques exemples sur les multi-applications qui satisfait cette inégalité.

Exemple 2.0.12. X un espace de dimension finie et I' une multi-application intégrable-

ment bornée sur T x B(Up, b).

Exemple 2.0.13. Pour presque tout t € T, l'ensemble I'(t, B(Uy,b)) est relativement

compact.

Dans ces exemples, on peut prendre toutes les fonctions wr,wrr : T x Rt — Rt du

Kamke du premier et du deuxieme type, et en particulier identiquement égales a zéro.
Un exemple, plus représentatif sera obtenu si le Lemme suivant utilisé.

Lemme 2.0.14. Soient X un espace de Banach, Uy € Pr(X), T =T + Ty une multi-
application avec T, Ty : T x B(Uy,b) — Pi(X). Supposons que pour presque tout t € T,

Uensemble Ty (t, B(Up, b)) est relativement compact et on a l’inégalité
H(L1(t, 2), It y)) < wilt, lz—yll), (2.21)
presque partout sur T et pour tout v,y € B(Uy,b), ot la fonction de Kamke w;,i =

1,11 croissante par rapport a la deuzieme variable. Alors presque partout, pour tout & C

— b
B(Ug, 1) nous avons l’inégalité

Xt E)) < wilt,x(E)), i=11I. (2.22)

Démonstration. Soit t € T, tel que pour tout x,y € B(Uy, b), on a

1Tt () ) < (o)),

et les fonctions w;(t,r),7i = I, I, sont continues par rapport a la deuxiéme variable.

— b b
Prendre arbitrairement £ C B <U0, Z) et 0 <o < T
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Par la définition de la mesure de non compacité de Hausdorff x(E), nous avons

X(E) = inf {5 >0,F C UB(yl-,n-),yi e X,r< 5}7 i=1,2,3,...,n,

i=1
done

Ec|J @+ x(E) +6)B(0,1)), (2.23)
i=1
c’est a dire F est recouvert par la réunion fini de boules ouvertes de centre si et de rayon
< (X(E) + 5) .
b ) — R
Comme y(F) < 7 o0 obtient y; € B(Uy,b), i=1,n.
Par conséquent, par la relation (2.21), on a, pour tout x € E, il existe y; tel que
Di(t,2) C Ta(t,ys) +wj(t, |z — il ) B(0, 1),

et comme x € E, alors par I'inclusion(2.3), on obtient

T € (yi + (x(E) +6)B(0, 1))
implique
|2z — ]| < x(E)+3,
donc
Ii(t,z) C Dt y) + w; (t,x(E) + 5)?(0, 1), gj=1,11.

Par conséquent,

T\(t,E) C O Ty (L) + w; (t, X(E) + 5)?(0, 1), j=1I1I (2.24)

i=1

n

Par cette inclusion, la compacité de l’ensemble (J I'1(¢,;) et par les propriétés de la
i=1

mesure de non-compacité, nous obtenons

Comme w;(t,r),i = 1,11, sont des fonctions continues en r et § > 0 arbitraire, nous avons
x(Ti(t, B)) <wi(t, x(E)), i=1,11.

D’autre part, on a

[(t,E) CTy(t,E) +2(t,E), pp. t €T,
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donc, par les propriétés de la mesure de non compacité de Hausdorff, et puisque T's(t, E)

est relativement compact, on obtient

x(C(t, E)) = (Fl(t, E) + Tt E))

< x(N(t, B)) + x(Ta(t, E))
SX(Fl E))
<wi(t,x(E)), i=1,11.



Chapitre 3

Résultat d’existence pour une équation
différentielle multivoque

"Théoréme de comparaison"

Dans le chapitre précédent, nous avons examiné les questions de l'existence d’une
solution locale de I'équation différentielle (P), en utilisant la notion de mesure de non

compaciteé.

Dans ce chapitre, nous examinerons les mémes questions sur la base des principales
idées et méthodes du principe de comparaison (voir [19], [20] et [21] en leur communiquant
une interprétation multivoque.

On pose T'=[0,a], a > 0

Définition 3.0.1. Soient X un espace de Banach, Uy € Pr.(X), on dit que T' : T X

B(Uy, b) — Pi(X) une multi-application localement essentiellement bornée au point (t,x) €
T x B(Uy,b), s’il existe des voisinages O(t), Q(z) des points t,x et un nombre M > 0, tel
que

H(I(1,y),0) < M,
presque pour tout T € O(t) et pour tout y € Q(x).

e La multi-application T' est localement essentiellement bornée sur T x B(Uy, b), si elle

est localement essentiellement bornée a chaque point (t,z) € T x B(Uy,b).

Remarque 3.0.2. Si ' est localement essentiellement bornée sur T x B(Uy,b) donc par

la compacité des ensembles T et Uy, on conclut qu’il existe d,0 < d < b, tel que T' est

34
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essentiellement bornée sur l'ensemble T x B(Uy, d).

Lemme 3.0.3. Soient X un espace de Banach, G : T X Pro(B(Up, b)) — Pre(X) une

multi-application continue et bornée par un nombres M > 0, Ty = [0,¢], 0 < ¢ <
b
min < a, [ Alors pour tout n > 1, il existe un nombre entier N(n) > 0, et des nombre
or i =1,..,N(n), et une multi-application U™ : Ty — Pr.(X), U™(0) = Uy, tel que
HU™(t),U"(s)) < M|t — s], t,s € Ty, (3.1)
H(Uy, U™ (t)) < b, t e Ty, (3.2)
o >0, tr,+0reTy, i=1,...,N(n). (3.3)
Si
H(Uv Un@?—l)) S M(SZZ? te [t?—lv t?—l + 57]7
alors

7 (3.4)

S|

’H(G(t, U),G(t?l,U"(tg?l))) <

0t U € Pr(B(Uo, b)), avec 61 est le plus grand des nombres possibles ot les inégalités

(3.3) et (3.4) sont satisfaites.

Démonstration. On pose tj =0, U"(ty) = Up.

Par la continuité de la multi-application G au point (0, Up), il existe un nombre maxi-

mal 67 > 0, tel que quand 7 = 1 les deux inégalités (3.3) et (3.4) sont satisfaites.

En prenant ¢} = t§ + 7, et on définit sur [tf, t7] la multi-application U™(.) par

t

Un(t) = U(t8) + / G(s, U™(s))ds,

tg

il est claire que la multi-application U"(.) vérifie les inégalités (3.1) et (3.2) sur 'intervalle

[tg, t7].
En effet.

Soient t, s € [tf, t}7], nous avons

s

HU"(t),U"(s)) =H (U"(tg) +/t G(r,U"(1))dr, U"(ty) +/

n n
0 tO

G(r, U”(T))dT)

=HU"(t;),U"(ty)) + H (/t G(r,U"(7))dr, /S G(r, Un(T))dT)

n n
0 tO
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0

(o

/St G(r,U"(7))dr

=H (/t: G(r,U"(7))dT + /:G(T, U"(r))dr, /t; G(r, Un(T))dT>
U"(r))dr, @)

X

§/|G(T,U"(T))|Xd7'
_ /t H (G(r, U"(r))dr, ©) dr

S‘]\4“"_3%

en plus, si ¢ € [tf,t}], on obtient

H(Up, U™(1)) = H (UO, Un () + [G(s, U"(s))ds)

t

MUy, UM () + H (/

Y
0

G(s, U"(s))ds,@)

- /ttG(s, U™(s))ds

n
0

< [ |G(s,U"(s))lx ds

ty

X

= [ H(G(s,U"(s)),0)ds

t
< Mt,

< Mc
b
< M— =b.
M
Supposons maintenant que U™(.) est définie sur [t],t" ], 2 <i < N(n). En utilisant

la continuité de G' au point (¢ ,,U™(t;—1)) et nous choisissons le plus grand des nombres

o > 0, tel que les inégalités (3.3) et (3.4) sont satisfaites.

En prenant ¢ =t | + 6! et on définit U"(.) sur [t} ,,t!], par
t
Uurt) =0"(t",) + G(s,U"(s))ds. (3.5)
Gy
Il est facile de vérifier que sur [tf, t7], Papplication U™(.) vérifie les inégalités (3.1) et

(3.2).
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Pour compléter la démonstration, nous allons démontrer qu’il existe un nombre entier

positif N(n) pour lequel Ny = C-

Supposons que le contraire est vrai. Alors il existe une limite t* = li)m tr, t e (ty, d.
Par D'inégalité (3.1), on conclut que la suite (U"(t}))..,, enta
Prc(X). Puisque Py.(X) est complet, il existe une limite lgn U(t?) = U*, et d’apres
inégalité (3.2), U* € B(Uy,b). o

est fondamental dans 1’espace

Par la continuité de G et la convergence tI' — t*, U™(t}') — U* quand i — +o0, alors

il existe o > 0 et ig tel que

H(G(t,U), G, U") < % (3.6)

alors [t—t*| < 20, H(U,U*) < 20,t < ¢, U € Pre(B(Up, b)) et t*—t1" | < o, H(U*, U™(t})) <

o, pour tout ¢ > 1.

Choisissez un nombre entier k > iy, tel que

07 < mi { g }
min-<§ —— .
k oM’

Si nous prenons t € T, U € P, (E(Uo, b)) qui satisfait les conditions
tpa St<ty,+o,

o
HU,U™(t1) < M (6 + 537 ):

alors, nous obtenons
HWU,U*) <HU,U™(t;_y)) + HU"(tE_,),U")

g
<M|(6 +—

o o
<M( —+—
= (2M+4M)+U

30
< M.—
= 4M—|—0

<30+
— 40
— 4

< 20

et

6= <t = e[ + [ty = 7]

< 20.
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par conséquent,

H(G<t7 U>> G( Z—lﬁ Un(tz—l)» S H(G(t’ U)a G(t*7 U*)) + H(G(t*’ U*)> G( Z—lv Un( Z—l)))

< 1 L 1

~—2n  2n

1

=
Ce qui est une contradiction avec le choix de 0}, parce que §; < o. |
Soit R¥ un espace de dimension k, muni de la norme ||r|| = max {|r|; [ =1,...,k} et

la relation semi-ordonné : s <r,sis; <r, [ =1,.. k.

Considérons la fonction vectorielle continue V = (V, ..., Vi), V : T X Pre(B(Uy, b)) x
Pre(B(Up, b)) — R¥ avec Uy € Py et X un espace de Banach, et la fonctionnelle continue
v(.), tel que v(t, A, B) = maX{Vl(t, A, B)} vérifie les propriétés :

1) v: T X Pre(B(Uy, b)) X Pre(B(Up, b)) = RY : A= B = v(0,A,B) =

2) lim o(t, Ay, B,) =0, t€ T = lim H(Ay, B,) = 0;

3) Vi(tr, A1, B1) — Vi(ta, Ao, Bo) < L[(t1 — o) + H(A1 + Bo, B+ A3)], L >0, t1 >

ol =1, ...k

Soit w : T x R¥ — R¥ une fonction vectorielle tel que

1) w est une fonction de Carathéodory, intégralement bornée sur des ensembles bor-

nées de 7' x R*;

2) pour presque t € T, w(t,r) satisfait la condition de Wazewski [25] sur le deuxiéme

variable, c’est a dire
wi(t,r) <w(t,s), 1=58,Tm < Sp,m #let m,l=1,....k;
3) sur chaque segment [0, c|,0 < ¢ < a, la solution de I’équation
() = w(t,rt), r0)=0,
est la fonction de Carathéodory r(.) qui est identiquement égal & zéro.
On note par DTV (¢, A, B), I'expression
hli)rgl+ infh™? {V (t+h, A+h @(I’l(t, A)), B+h E(I‘l(t, B))) =V (t, A, B)] A, B € Pre(B(Up, b)).

Proposition 3.0.4. Soient X un espace de Banach, Y un espace métrique, Z un sous
ensemble fermé de Y, et F' 1 Z — Pr(X),H : Y — Pip(X) des multi-applications
continues avec F(z) C H(z), z € Z. Alors il existe une multi-application continue F* :

Y — Pre(X), tel que F*(y) C H(y), pour touty € Y.
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Définition 3.0.5. (voifr[Q]) Une fonction r : T — RF est dite absolument semi-continue

supérieurement sur le segment T, si pour tout € > 0, il existe § > 0 tels que pour toute

partition dénombrable de T par des intervalles disjoints (ay,by), ..., (an, by), vérifiant
Z(bZ — a,i) < (S,
i=1

alors, on a

Z{Tj(bi) — (@)} <, ji=1,..k

La proposition suivante est un cas particulier du Théoréme 1 dans Kozlov [18§].

Proposition 3.0.6. Soit ¢ : T x R¥ — R* une fonction vectorielle des variables (t,r)
qui a les mémes propriétés 1) et 2) que la fonction w(t,r). Supposons que r(.),r(0) = ro,
est une solution de l’équation 1 = @(t,r) définie sur T'. Si la fonction continue s(t) est

absolument semi continue supérieurement , s(0) < r(0), et

D*s(t) < o(t,s(t)),

presque partout sur T, o le symbole D désigne la dérivée inférieure droite de s(t), alors
s(t) <r(t), t € T. (La proposition sera également vraie dans le cas o les fonctions ¢(t,r)
et s(t) sont continues, et l'inégalité D*s(t) < o(t,s(t)) est satisfaite partout sur T, Sauf

pour un nombre dénombrable de points).
Le Théoréeme suivant est le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.0.7. Soient X un espace de Banach Uy € Pi(X),I' = I'y + 'y avec
',y : T x E(U{),b) — Prp(X), 'y une multi-applications localement essentiellement
bornée vérifie la propriété de Scorza-Dragoni, et I's une multi-application localement com-
pletement bornée, uniformément continue. S’il existe des fonctions vectorielles V' et w
avec les propriétés 1) a 3) tel que ,

DTV (t,A B) <w(tV(t, A B)), (3.7)

presque partout sur T, et pour tout A, B € Py.(B(Uy,b)).

Alors, il existe une solution U(.) de ’équation différentielle (P).

Démonstration. Par les hypothéses du Théoréme, il existe d > 0, N > 0, tel que

H(Fl(t7x>7@) S N7
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presque partout sur 7' pour tout z € B(Uy,d), et I'ensemble T'y(t, B(Up, d)) est relative-

ment compact.

Puisque nous traitons une solution locale de I’équation différentielle (P), on peut
supposer que

H(Fl(tv $), @> S Ml

et
H(Ts(t,7),0) < Mo,

presque partout sur 7', pour tout € B(Up,b) et 'ensemble I'y(T, B(Uy, b)) est relative-

ment compact.

b
Soit 0 < ¢ < min vk M = M, + M, Ty = [0,¢], et soit € L 0, n > 1. Comme
la multi-application I'y est vérifie la propriété de Scorza-Dragoni, il existe une suite des
compacts Z,, C Ty, n > 1, croissant par rapport a Uinclusion telle que u(Ty\ Z,) < &,, la

restriction de I'y sur Z, x B(Up, b) notée 'y | . est continue, et H(I'1(¢,2),0) < My,

o (Uo,b)
pour chaque t € Z,,, x € B(Uy, b).

Maintenant, on considére les deux multi-applications G, Gy : T x Pro(B(Uy, b)) —
Pre(X) généré respectivement par I'y et I'y, c'est a dire Gy(t,A) = E(Fl(t,A)) et
Ga(t, A) =o(Ta(t, A)), out A € Pye(B(Us, b)).

Par le Lemme 2.0.1, on conclut que G, vérifie la propriété de Scorza-Dragoni, et Go

est uniformément continue et complétement bornée.

En plus
H(Gl(t> A)a @) S M17

et
H(GQ(t7 A)7 @> S M27

presque partout sur Ty, pour tout A € Pr.(B(Up, b)), la restriction de Gy sur Z,, x
Prc(B(Uo, b)) est continue, et H(G1(t, A),0) < My, pour tout ¢ € Z,,, A € Pye(B(Up,b)).

En utilisant le Théorémes de Dugunji, on obtient pour tout n > 1, il existe une

application continue Gy, : Ty X Pkc( (U, b)) — Pre(X), tel que

len/InXPkc(E(UO’b)) B Gl

et
H(G1a(t,A),0) < M, teTy A€ Pre(B(Uy, b)).
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Soit G, = G, + Gs. 1l est clair que G}, est une multi-application continue de Tj x
Pre(B(Uy, b)) dans Py.(X), et nous avons
H(GZ(ta A)7 @) = H(Gl,n(ta A) + GQ(t7 A)a 9)
< H(Gl,n(t, A), @) + H(Gg(t, A), @)
< M + M,
donc
H(Gi(t,A),0) < M, teTy, A€ Py(B(Upyb)).

Pour chaque G} et par la relation (3.5), nous allons construire une multi-application

Ul : Ty — Pre(X), avec les propriétés établies dans le Lemme 3.0.3.

On pose 7, (t) = V(t,UX(t),UM™(t)), m > n > 1. Alors par les propriétés de la
fonction vectorielle V' et par la relation (3.1), on conclut que 7,,,(.) est une fonction

vectorielle continue, r,,,(0) <0, et

Tnm(tl) - 7nnm(t2) V(th Ur(tl% U?(h)) - V(t% Uf<t2)a Ufb(t?))
1)

= [Vi(ts, U (t1), UM (t1)) — Vi(ta, U (t2), UM () 1,1 =1, ... k
< L[ty — to) + H(UMt1) + UM (ta), Ul (ta2) + U (t1)) |1
< L[ty — ta) + H(Ut1), Ul (t2)) + H(UM (t2) + UM (t)) |1
< L[(ty — ta) + M(ty — to) + M(t1 — t2)] 1
= L[(t1 — ta) + 2M (t1,t2)| 1
(2M + 1) L(t, — t2)1,
donc
Trm(t1) — Tom (t2) < (2M + 1)L(t; — to)1, t1 > to, (3.8)

ou I est une colonne unitaire de dimension k.

Par I'inégalité (3.8), on conclut que 7,,,(.) est une fonction absolument semi-continue

supérieurement .

Nous prenons ¢ € Z,. Alors il existe des nombres positifs ¢ et j, tels que ¢ € [T, t7)N

J—12%j
[t? 1>t?)

Par conséquent, par les relations (3.7), (3.8), par la propriété 3) de la fonction vecto-

rielle V', et le Lemme 3.0.3, nous avons pour presque partout t € Z,,,

D (8) < w0t ran) + L (om0 7+ ) 39)
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ou

nm(t) = H (La(t, UL (), Ta(t, U (2))) -
En utilisant 'equicontinuité de la suite U : Ty — P (E(U(), b)) ,n > 1, et les propriétés de
la multi-application I'y, on obtient que la suite (I'y(., U?(.)))n>1, est relativement compact

dans I'espace des multi-applications continues, de Ty dans Py(X), avec la topologie de

convergence uniforme.

Par conséquent, on peut extraire de (I'z(., U(.)))n>1 une sous suite qu’on note aussi

de la méme maniére converge uniformément.

Soit

en = sup{pnm(t); m>n, t € Ty}.
Alors, par la convergence de la suite (I'y(., U(.)))n>1, on conclut que e, J 0,n > 1.
Donc la relation (3.9), implique
D ron(t) < wlt, rm(t)) + I (% + en) I om>n (3.10)

presque partout sur Z,.

On note par Q@ C R* un cube de centre 0 et ses cotés de la longueur 2L(2M + 1)c.

Soit Ag(t) une fonction intégrable sur Ty, tel que ||w(t,r)|| < Ag(t), presque partout
sur T, pour tout r € (). On pose

An(t) = maX{L(2M+ 1), \o(t) + L (% + en) } ,n>1,Ti=0,c),

1
¢1 = max {t €Ty ;/ A(s)ds < (2M + 1)Lc} : (3.11)
0

On considére la fonction w, : Ty x R¥ — R¥, définie par

2
w(t,r)+L<—+en>I, t e,
n

wy(t, 1) = (3.12)

()1, teT\Z,.

Il est claire que w,(t,7), n = 1,2, ... est une fonction de Carathéodory, pour presque
tout t € Ty, satisfait la condition de Wazewski par rapport a la deuxiéme variable et tel
que

w<t7 T) S wnJrl(t’ T)

< wy(t, 1),
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et
[wa(t, )] < Ai(t) (3.13)

presque partout sur Tp, pour tout r € (). Par les relations (3.8) et (3.10), on obtient

D rpm(t) < w,(t, ram(t)), m >n, (3.14)

presque par tout sur 7j.

Par les relations (3.11) et (3.12), et par les propriétés de w,,, on conclut que pour tout
n > 1, ’équation

¥ =wu(t,y), y(0) =0, (3.15)

admet une solution y,(.) définie sur 77. Par les relations (3.13), (3.14) et la propriété 3)

de la fonction w, et par la Proposition 3.0.6, la suite (yn()) est relativement compact

n>1’
dans lespace C(T1,R¥), et pour tout n > 1

0< yn+1(t) < yn<t)7

et
Tom(t) < yn(t), t€ Ty, m>n. (3.16)

Par la relation (3.16) et la compacité relativement de (yn(.))n>1, la suite (yn(t))n>1 est
décroissante, converge uniformément sur 77 vers la fonction continue y(¢) > 0. D’aprés la

définition de wy,, on conclut que la suite (w, (¢, yn(t))) converge vers w(t, y(t)), presque

n>1’

partout sur Tj.

par conséquent, par les relations (3.13), (3.15) et par le Théoréme de Lebesgue, on

obtient que
y(t) = w(t,y(t)), y(0)=0, (3.17)

presque partout sur 77. La propriété 3) de la fonction w, implique que y(t) =0, t € T;.
Donc, par (3.16) et par la propriété 1) de la fonction vectorielle V| on conclut que pour

tout n > 0, il existe n(n), tel que pour tout m > n(n),
0<wo(t,U1), UN1) <. (3.18)

Par la relation (3.18) et de la propriété 2) de la fonction vectorielle V| on obtient que la
suite U : T1 — Pro(X), n > 1, est fondamental dans la topologie de convergence ponctuel

sur T}. Comme 'espace Pr.(X) est complet, et la suite (Uf( )) est équicontinue, alors

n>1’
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il est converge uniformément sur 7 vers une multi-application U, : T7 — Pr.(X), U.(0) =

Us, U.(t) C B(Uy,b), teTh.

Considérons maintenant la multi-application G : T x Py.(B(Up, b)) — Pre(X), générée
par la multi-application I' = I'; +T'y. Il est clair que G(t, A) C G4(t, A)+Ga(t, A), presque
partout sur T, pour tout A € Py.(B(Up, b)), la restriction de G sur Z,, x Py.(B(Uo, b)), n >
1, est continue, et H(G(t, A),0) < M, pour tout A € Pp.(B(Up,b)) et t € Z,,, n > 1.
Comme

G(t,A) C G:(t,A), t €T, A€ Pr(B(Uy, b)), n>1,

alors par la proposition 3.0.4, pour tout n > 1, il existe une multi-application continue

G, Ty x Pkc( (Uo,b)) — Pre(X) tel que
Gn(t,A) C Gi(t, A), t € Ty, A € Pr(B(Uy,b)).

On pose

Y:@(U{U:j(t); teTy, n> 1}).

Comme la suite U : Ty — Pr.(X), n > 1, converge uniformément sur 77, alors Y est
un ensemble convexe compact dans X. L’ensemble Py (Y) C Pr.(B(Up, b)) est aussi un

ensemble compact dans Pp.(X).

Fixer n > 1. Comme les multi-applications G, sont uniformément continues sur 7} x

Pre(Y), alors il existe d,, > 0, tel que

H(Go(t, A), Go(s, B)) < .

3

pour |t — s| < 8,, H(A, B) < Mdy,, t,s€Ti, A, B & Pr(Y).

Soit {0 =sf < st <...<sp =c;} une subdivision de T, tel que la longueur maxi-

male des intervalles < §,,.

On note par 73 = 0 < 77" < ... < 7. = ¢y, les points s7,j = 0, ..., k,, et les points
;' du segment 77 numéroté en ordre croissant qui ont été obtenus la construction de la

multi-application UZ*(T).

On définit la multi-application U™ : Ty — Pr.(B(Up, b)), U™(0) = Uy, on suppose que
pour t € [, 7], i=1,...,my,

7

ur(t) =0"(1",) +/ G(s,U(s)ds.

n
Ti—1
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Comme G,(t,A) C Gi(t,A), t € Ty, A € Pr(B(Up,b)) et parmi les points 7;*,i =
1,...,m,, de la subdivision du segment 7 il ya des points contenus ¢}, alors U"(t) C

Ur(t), t € Ty. Donc U™(t) C Y, t € Ty.

Sur 'exécution des constructions pour chaque n > 1, on obtient une suite U" : T; —

Prc(Y), n > 1. Puisque

H(Gn(t,A),0) < M, t €Ty, A€ Pr(B(Uy,b)),

alors

HU™t),U"(s)) < M|t —s| t,s €Ty.

Ainsi la suite (U "(.))n>1, t € T, est relativement compact dans l'espace des multi-

applications continue de 77 dans P.(X), avec la topologie de convergence uniforme, on

peut supposer que la suite (U ”())
U T1 — PkC(X)

.>1» converge uniformément vers une multi-application

Soit t € T1 (\(UJ Z,). Alors pour n suffisamment grand on a l'inégalité
n=1
G(t,U"(t)) = Gu(t,U™(1)),

Par conséquent la suite G,,(t, U"(t)), n > 1. converge vers G(t,U(t)), presque partout sur
Ty. Donc pour chaque t € T}, on a
¢

lim Gn(s,U”(s))ds:/o G(s,U(s))ds. (3.19)

n—o0 0

A partir de la construction de U"(t) et l'inégalité

H(GL(t,A),Gn(s,B)) < —, |t —s| < 0n, H(A,B) < M6y, t,s€Ti, A, B e Pp(Y),

S|

on conclut que pour tout ¢t € 77,

H(U™(¢), Uy + /0 t G(s,U™(s))ds) < (3.20)

t
n
Les relations (3.19) et (3.20) impliquent immédiatement
t
U(t) = Uy +/ G(s,U(s))ds, teTy.
0

Par conséquent, U : T7 — Pr.(X), U(0) = Uy, est une solution de I’équation différentielle
(P) définie sur T7. [ |
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Remarque 3.0.8. Si I'y(t,z) = ©, t € T, x € B(Uy,b), alors la condition 3) de la

fonction vectorielle V' peut étre remplacée par la condition suivante
Vi(t1, A1, Br) — Vi(t2, Az, Ba) < L[(t1 — t2) + H(Ar, A2) + H(By, Bs)].

Théoréme 3.0.9. Soient X un espace de Banach, Uy € Pre(X),T1,Ts : T x B(Uy, b) —
Pr(X), I'y est continue et I'y est uniformément continue complétement localement bornée.
Sl existe une fonction vectorielle V' vérifie les propriétés
1) v: T X Pre(B(Up, b)) X Pre(B(Up, b)) = RY: A=B=v(0,4,B)=0;
2) nh_)rrolo v(t,Ap, B,) =0, teT = nh_)rrolo H(A,, B,) =0;
3%) |Vi(t, Ay, B) = Vi(t, Ay, By)| < LH(A1 4 Ba, Bi + As), teT;
et une fonction vectorielle w vérifie les propriétés

1%) la fonction w est continue ;

2) pour presque t € T, w(t,r) satisfait la condition de Wazewski(voir|25|) par rapport

a le deuxieme variable, c’est a dire
wi(t,r) <w(t,s), r1==8,Tm < Smym#Let m,l=1,..k;

3) sur chaque segment [0,c],0 < ¢ < a, la solution de ’équation

Ht) =w(t,r), r0)=0,
est la fonction de Carathéodory r(.) qui est identiquement nulle, tel que sur T,

pour tout A, B € Py.(B(Uy,b)), on a
D*V(t, A, B) <w(t,V(t, A, B)).
Alors, il existe une solution U(.) absolument continue, de l’équation différentielle (P).
On donne des exemples sur les fonctions V' et w qui vérifie les propriétés 1) a 3), et la
multi-applications I'; vérifie 'inégalité (3.7).

Exemple 3.0.10. Soient X un espace de Banach, Uy € Pro(X) et Ty : T x B(Uy, b) —
Pre(X) une multi-application tel que

H(T1(t, A), T (t, B)) < w(t,H(A, B)), (3.21)

presque partout sur T, pour tout A, B € Pr(B(Up,b)), ot wy : T'x RT — R est une

fonction de Kamke du premier type qui est intégralement bornée sur les ensembles bornées
de T x RT.
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On pose V(t, A, B) = H(A, B) et w(t,r) = wi(t,r), pour r >0 et w(t,r) = 0 quand
r <0.

Il est clair que H(A, B) vérifie les propriétés 1) — 3), et 3%), et w(t,r) vérifié les
propriétés 1) — 3), et La relation (3.21) implique la relation (3.7), avec les fonction V et

w indiquées ci-dessus.

Exemple 3.0.11. Soient X un espace de Banach, Uy € Pro(X) et 'y : T x B(Up, b) —
Pr(X) satisfait linégalité

H(1 (8 2), Ti(t y) < k@)|lz =yl (3.22)

presque partout sur T, pour chaque x,y € B(Uy,b), ot k(t) > 0, intégrable sur T.

La fonction .
V(t,A,B) = exp <—/ k:(s)ds) H(A, B),
0

vérifie les propriétés 1) — 3) et 3%).

Maintenant, par la relation (3.22), on conclut que l'inégalité (3.7) est satisfaite, et la

fonction w(t,r) identiquement nulle. Dans cet exemple en peut prendre
V(t, A, B) = H(A, B).

Alors, Uinégalité (3.7) et satisfaite, et la fonction w(t,r) = k(t)r, sir >0 et w(t,r) =0,
quand r < 0, vérifie les propriétés 1) — 3).
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