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Introduction générale

Le théorème du prolongement de Dugundji est un théorème de topologie
générale. Il consiste à prolonger une application "continue" définie sur une
partie fermée d’un espace métriqueX à valeurs dans un espace Y, la prolonger
"par continuité" sur tout l’espace X. Il est du au mathématicien américain
James Dugundji. Quand à ses applications, on les retrouve souvent dans la
résolution et l’étude analytique des équations différentielles.

Dans le papier de Dugundji [5] considéré comme version classique, l’es-
pace d’arrivée Y est supposé être un espace vectoriel topologique localement
convexe. Ceci nécessite implicitement d’avoir non seulement une structure
vectorielle mais aussi une condition de convexité. Cependant, dans l’histoire
des mathématiques, on trouve que à un certain moment, développement du
calcule dans les espaces "métrique", plusieurs notions mathématiques ont été
généralisées loin du cadre "vectoriel" Y compris la convexité. Bien évidem-
ment, les théorèmes fondés sur ces notions ont été aussi généralisés.

C’est le cas dans [11], où l’auteur introduit une notion de convexité
abstraite, puis il s’est intéressé au théorèmes classiques qui sont liés à la
convexité et il a vérifie leur validité par rapport à la nouvelle notion généra-
lisée. Le théorème de prolongement du Dugundji en fait partie.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à ce théorème ( dans ses deux
versions) et nous présentons sa démonstration d’une manière très très dé-
taillée. Le mémoire s’articule autour de trois chapitres, après avoir introduit
les préliminaires nécessaires dans le chapitre un, dans le deuxième chapitre,
nous étudions le théorème de Dugundji dans sa version classique, nous nous
somme référées à [1]. Nous donnons aussi un exemple d’applications de ce

ii



Introduction générale iii

théorème.

Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons à la version généralisée en
donnant la démonstrations détaillée. Notons que dans [11], l’auteur a donné
les grandes lignes pour la démonstration. Notre rôle était de déchiffrer ses
lignes et bien éclaircir les choses.



Notations iv

Notations

R L’ensemble des nombres réels.
R+ L’ensemble des nombres réels positives.
(X, dX) L’espace métrique X muni de la distance dX .
(E, ‖‖) L’espace normé E muni de la norme ‖‖.
d(x,A) La distance de l’élément x à l’ensemble A.
d(x, y) La distance de x à y.
B(x0, r) La boule ouverte de centre x0 et de rayon r.
B̄(x0, r) La boule fermée de centre x0 et de rayon r.
Ā L’adhérence de A.
fr(A) La frontière de A.
◦
A L’intérieur de A.
Co(A) L’enveloppe convexe de A.
X\A Le complémentaire de L’ensemble A dans X.
(X, θX) L’espace topologique X muni de la topologie θX .
(Y, τY ) L’espace vectoriel topologique Y muni de la topologie τY .
P(X) L’ensemble de tous les parties de X.
V(x) La famille de tous les voisinages de x.
VX(x0) Le voisinage de x0 dans l’ensemble X.
f̃ L’application qui prolonge f.
(X, τ) L’espace vectoriel topologique (e.v.t) X muni de la topologie τ.
f(A) L’image directe de l’ensemble A par l’application f .
≺ Y � La famille des parties non vides et finies de Y.
(Y,Γ) L’espace-c muni de la famille Γ.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et quelques théo-
rèmes de base que l’on utilise dans les chapitres suivants. Certaines sections
comportent des notions peu familières mais très essentielles pour la compré-
hension de ce mémoire, en plus des démonstrations.

1.1 Espace métrique

Les notions de cette section ont été prises des références [7] et [13].

Definition 1.1. Soit X un ensemble non vide quelconque. On appelle distance

sur X une application d : X×X → R+ qui à (x, y) ∈ X×X fait correspondre

le nombre réel fini positif d(x,y) appelle distance de x à y, et satisfaisant aux

trois conditions suivantes

(i) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = 0⇐⇒ x = y,

(ii) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x) (relation de symétrie),

(iii) ∀x, y, z ∈ X, d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Definition 1.2. On appelle espace métrique le couple (X, dX) formé d’un

ensemble X et une distance d définie sur X.

Definition 1.3. ( Distance induite)

1



1.1. Espace métrique 2

Soit (X, dX) un espace métrique et soit F une partie non vide de l’ensemble X.

l’espace métrique (F, dF×F ) (où dF×F désigne la réstriction de d à F × F ⊂
X ×X) est appelé sous-espace métrique.

On dit que F est muni de la distance induite par celle de X. On note simple-

ment d la distance induite.

Definition 1.4. Soit (X, dX) un espace métrique, soient x0 ∈ X et r > 0.

1)On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r, notée B(x0, r) l’ensemble

{x ∈ X/d(x0, x) < r}.

2)On appelle boule fermée de centre x0 et de rayon r, notée B̄(x0, r) l’ensemble

{x ∈ X/d(x0, x) 6 r}.

3) On appelle sphère de centre x0 et de rayon r, notée S(x0, r) l’ensemble

{x ∈ X/d(x0, x) = r}.

Definition 1.5. (Les ouverts et les fermés dans un espace métrique)

Soit (X, dX) un espace métrique et A un sous-ensemble de X

1) On dit que A est un ensemble ouvert dans X si

∀x ∈ A, ∃r > 0, B(x, r) ⊂ A.

2) A est dit fermé dans X si son complémentaire CA
X est ouvert dans X.

Propriété

Dans un espace métrique (X, dX), toute boule ouverte est un ouvert, et
toute boule fermée est fermée.

Definition 1.6. Soient A,B deux parties d’un espace métrique (X, dX) et

x ∈ X. On appelle
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distance de x à l’ensemble A la quantité définie par

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y).

On appelle distance de A à B la quantité d(A,B) définie par

d(A,B) = inf
x∈A

d(x,B).

Remarque

Si A = ∅, alors pour tout x ∈ X, d(x,A) = inf ∅ =∞.

Proposition 1.1. Si A 6= ∅, alors

1) d(x,A) ≤ dX(x, y) + d(y, A), pour tout y ∈ X.

2) L’application dA : X → R définie par

x 7→ dA(x) = d(x,A)

est continue sur X.

Démonstration. 1) Soit y ∈ X.

d(x,A) = Inf
z∈A

dX(x, z) 6 dX(x, z), ∀z ∈ A

6 dX(x, y) + dX(y, z), ∀z ∈ A,

d’où
d(x,A)− dX(x, y) 6 dX(y, z), ∀z ∈ A,

donc

d(x,A)− dX(x, y) ≤ Inf
z∈A

dX(y, z),

= d(y, A).

Alors, d(x,A) 6 dX(x, y) + d(y, A), ∀y ∈ X.
2) Soit x0 ∈ X(

dA est continue en x0

)
⇐⇒

(
lim
x→x0
| dA(x)− dA(x0)| = 0

)
.
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Pour tout x ∈ X, d’après 1) nous avons

dA(x) = d(x,A) 6 dX(x, x0) + dA(x0, A)

6 dX(x, x0) + dA(x0)

d’où
dA(x)− dA(x0) 6 dX(x, x0).

De même
d(x0, A)− dA(x) 6 dE(x0, x) = dX(x, x0),

d’où
dA(x)− dA(x0) > −dX(x, x0),

par conséquent

−dX(x, x0) 6 dA(x)− dA(x0) 6 dE(x, x0),

alors
|dA(x)− dA(x0)| 6 dX(x, x0), ∀x ∈ X,

par passage à la limite

lim
x→x0
|dA(x)− dA(x0)| 6 lim

x→x0
dX(x, x0) = 0.

On aura
lim
x→x0
|dA(x)− dA(x0)| = 0.

D’où dA est continue en x0. �

Definition 1.7. (L’adhérence)

On appelle adhérence de A et on note Ā, le sous-ensemble de (X, dX) défini

par

Ā = {x ∈ X, d(x,A) = 0}.

Propriétés

1) A ⊂ Ā.

2) x ∈ Ā⇐⇒ d(x,A) = 0.
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3) A est fermé dans X ⇐⇒ A = Ā.

4) Ā est fermé dans X.

5) Ā est le plus petit fermé qui contient A.

Definition 1.8. (Frontière)

soit (X, dX) un espace métrique et A un sous-ensemble de X. On appelle

frontière de A, et on note Fr(A), l’ensemble

Fr(A) = {x ∈ X;∀r > 0, BX(x, r) ∩ A 6= ∅ et BX(x, r) ∩ CA
X 6= ∅}.

Propriétés

1) Fr(A) = Fr(X\A).

2) Fr(A) est un fermé.

3) A fermé ⇐⇒ Fr(A) ⊂ A.

Definition 1.9. (Intérieur)

Soient (X, dX) un espace métrique et A un sous ensemble de X. On dit

qu’un élément x de X est un point intérieur à A si A est un voisinage de x

i.e., s’il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ A.

On appelle intérieur de A et on note
◦
A l’ensemble des points intérieurs à A,

définie par

x ∈
◦
A ⇐⇒ ∃r > 0, B(x, r) ⊂ A

Propriétés

1)
◦
A est un ouvert de X et

◦
A ⊂ A

2) A ouvert⇐⇒ A =
◦
A

3)
◦
A est le plus grand ouvert de X contenu dans A

1.2 Espace normé

Les notions de cette section ont été prises des références [7] et [13].
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Definition 1.10. Une norme sur un R+-espace vectoriel E est une application

‖ ‖ : E −→ R+

x 7−→ ‖x‖

possédant les propriétés suivantes

i) Pour tout x ∈ E non nul, on a ‖x‖ 6= 0.

ii) Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ R, on a ‖λ x‖ = |λ|‖x‖.

iii) Pour tout x, y ∈ E, on a ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

L’espace E muni de la norme ‖ ‖, est dit espace normé ou espace vectoriel

normé. On note souvent un tel espace (E, ‖‖). On déduit de la propriété ii)

que l’on a ‖0E‖ = 0.

Proposition 1.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé

1) La propriété (ii) ci-dessus est équivalente à la forme affaiblie suivante

(ii′)Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K, on a‖λx‖ 6 |λ| ‖x‖.

2) On peut remplacer la propriété (iii) ci-dessus par la propriété suivante

(iii’) Pour tout x, y ∈ E et tout t ∈ [0, 1], on a

‖tx+ (1− t)y‖ 6 t‖x‖+ (1− t)‖y‖.

3) Pour tout x, y ∈ E, on a l’inégalité |‖x‖ − ‖y‖| 6 ‖x− y‖.

4) L’inégalité(iii) se généralise à n points. Pour tout x1, x2, ..., xn ∈ E, on
a

‖
n∑
i=1

xi‖ 6
n∑
i=1

‖x‖.

Remarque (Distance associée à une norme)
Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Pour tout x, y ∈ E, on pose
d(x, y) = ‖x−y‖. On vérifie facilement que d est une distance sur E, appelée
distance associée à la norme. La topologie correspondante sera appelée
topologie normique.
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1.3 Espace topologique

Les notions de cette section ont été prises des références et [7] et [3].

Definition 1.11. Soit X un ensemble non vide. Soit θ une famille de parties

de X (θ ⊂ P(X)). On dit que θ est une topologie sur X ssi

1) ∅ ∈ θ,X ∈ θ.

2) ∀(Ai)i∈I ⊂ θ =⇒ ∪
i∈I
Ai ⊂ θ

(stabilité par union quelconque ).

3) ∀(Ai)i=1,..,n ⊂ θ =⇒
n
∩
i=1
Ai ⊂ θ

(stabilité par intersection finie).

Definition 1.12. Soit θ une topologie sur X alors, (X, θX) est appelé un es-

pace topologique.

On appelle ensemble ouvert de X tout ensemble appartenant à θ, c’est-à-dire

A est ouvert dans X ⇐⇒ A ∈ θ.

Definition 1.13. Soit (X, θX) un espace topologie et soit A ⊂ X. On dit que

V est un voisinage de A si et seulement si V contient un ouvert qui contient

A

V est un voisinage de A⇐⇒ ∃O ∈ θ, A ⊂ O ⊂ V.

Si A = {x} le voisinage de A s’appelle voisinage de point x

W est un voisinage de x⇐⇒ ∃O ∈ θ, x ∈ O ⊂ W.

La famille de tous les voisinages de x est notée V(x) c’est-à-dire

W ∈ V(x)⇐⇒ ∃O ∈ θ, x ∈ O ⊂ W.

Remarque : Nous avons W 6= ∅ pour tout W ∈ V(x) (car x ∈ W ).

Definition 1.14. ([3])(système fondamentale de voisinages)

Soit (X, θ) un espace topologie, A ⊂ X et V un voisinage de A.
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Un système fondamentale de voisinages de A, est une famille F de voisinages

de A, telle que tout voisinage de A contienne au moins un des éléments de F .
La même définition s’applique pour un point (cas A = {a}).

Definition 1.15. (topologie produit)

Soit (X1, θ1), (X2, θ2) deux espaces topologies et soit

X = X1 ×X2 = {(x1, x2)/x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}.

1) On appelle ouvert premier tout ensemble

O = O1 ×O2/O1 ∈ θ1, O2 ∈ θ2.

2) On appelle ouvert de X tout union d’ouverts premier, i.e.

θ = {∪
k
(Ok

1 ×Ok
2)/Ok

1 ∈ θ1, O
k
2 ∈ θ2},

est une topologie sur X appelée la topologie produit de θ1 × θ2

le couple (X, θ) est appelée l’espace topologique produit de (X1, θ1), (X2, θ2).

1.4 Espace paracompact

Les notions de cette section ont été prises de référence [8].

Definition 1.16. Soit (X, θX) un espace topologique et soit A ⊂ X, soit

(Ai)i∈I ⊂ X une famille d’ensembles.

On dit que (Ai)i∈I est un recouvrement de A si A ⊂ ∪
i∈I
Ai

Si A = X, (Ai)i∈I est un recouvrement de X ssi X = ∪
i∈I
Ai.

Si Ai est ouvert, ∀i ∈ I. On dit que (Ai)i∈I est un recouvrement ouvert de X.

Definition 1.17. Un recouvrement (Ui)i∈I de X est dit localement fini si pour

tout x ∈ X, il existe un voisinage V de X tel que V ∩Ui 6= ∅ pour un nombre

fini d’indice i.

Definition 1.18. Soient (Ui)i∈I et (Vj)j∈J deux recouvrement d’un espace

topologique (X, θ), on dit que (Ui)i∈I est un raffinement de (Vj)j∈J si pour

tout i ∈ I, il existe un j ∈ J tel que Ui ⊂ Vj.
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Definition 1.19. Un espace topologique X est dit paracompact s’il est séparé

et si de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous recouvrement

localement fini.

Proposition 1.3. Tout espace métrique est paracompact.

Lemme 1.1. Soit X un espace métrique, A un sous ensemble fermé de X,

alors il existe un recouvrement {Ui}i∈I de X\A tel que,

1) {Ui}i∈I est localement fini,

2) Tout voisinage de point a ∈ (A\Å) contient une infinité d’ensemble Ui,

3) Pour tout voisinage W de a ∈ A, il existe un voisinage W ′ ⊂ W , tel

que

Ui ∩W ′ 6= ∅ =⇒ Ui ⊂ W.

un tel recouvrement est dit canonique.

Proposition 1.4. Soient X un espace métrique et A un sous ensemble fermé

de X. Alors, de tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un raffinement

ouvert localement fini et canonique

1.5 Continuité des applications

Les notions de cette section ont été prises des références [7] et [9].

Definition 1.20. Soient (X, θX), (Y, θY ) deux espaces topologiques et

f : X −→ Y une application

Soit x0 ∈ X, on dit que f est continue au point x0 si

∀ V ∈ VY (f(x0)),∃ W ∈ VX(x0), f(W ) ⊂ V.

Definition 1.21. Soit (X, dX), (Y, dY ) deux espaces métriques, et f : X −→
Y une application. On dit que f est continue en x0 ∈ X si et seulement si

∀ε > 0,∃α > 0,∀x ∈ X, dX(x, x0) < δ =⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε.



1.6. Convexité dans les espaces vectoriels 10

L’application f est continue si et seulement si elle est continue en tous point

x0 ∈ X.

Remarque 1.1. Soit (E, d) un espace métrique et (Y, θ) un espace topolo-

gique, soit f : E −→ Y une application, x0 ∈ E. On dit que f continue en x0

si

∀ V ∈ VY (f(x0)),∃δ > 0;∀x ∈ X, dX(x, x0) < δ =⇒ f(x) ∈ V.

Ce qui est équivalent à ;

∀ V ∈ VY (f(x0)),∃ δ > 0; f(BX(x0, δ)) ⊂ V.

Proposition 1.5. (Composition de deux applications continues)

Soient (X1, θ1), (X2, θ2) et (X3, θ3) trois espaces topologiques, A1 ⊂ X1 et

A2 ⊂ X2. Soient f : A1 −→ X2 et g : A2 −→ X3 deux applications telles que

f(A1) ⊂ A2.

Si f est continue en x0 ∈ A1 et si g est continue en f(x0), alors g ◦ f est

continue en x0.

On en déduit que si f et g sont continues alors g ◦ f est continue.

Proposition 1.6. ([9])(Composantes continues)

Soient E,E1, E2, ..., En des espaces topologiques, et f : E −→
n∏
i=1

Ei une

application telle que pour tout x ∈ E

f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)).

Alors, f est continue sur E si et seulement si chaque composante fi est conti-

nue.

1.6 Convexité dans les espaces vectoriels

Les notions de cette section ont été prises des références [7] et [11].

Definition 1.22. Soit E un espace vectoriel sur le corps R ou C et soit x, y ∈
E, le segment de droite [x, y] d’extrémités x et y est défini par l’ensemble

{λx+ (1− λ)y, 0 ≤ λ ≤ 1}.
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Une partie A de E est dite convexe si [x, y] ⊂ A, ∀x, y ∈ A.
Une combinaison convexe (finie) des points x1, ..., xn de E est un point x de

E, définit par

x =
n∑
i=1

λixi, λi ≥ 0 et
n∑
i=1

λi = 1.

Definition 1.23. (L’enveloppe convexe)

Soit E un espace vectoriel et A ⊂ E, on a l’intersection de tous les convexes

qui contient A est un convexe qui contient A; On appelle L’enveloppe convexe

de A.

L’enveloppe convexe de A. est le plus petit convexe contenant A, notée Co(A).

(A ⊂ Co(A)).

Si A ⊂ B alors Co(A) ⊂ Co(B).

Remarque 1.2. Co(A) est l’ensemble de toutes les combinaisons convexes

(finie) des éléments de A.

1.7 Espace vectoriel topologique

Les notions de cette section ont été prises des références [7] et [3].

Definition 1.24. Soit (Y,+, .) un espace vectoriel réel et τ une topologie sur

Y. On dit que Y est un espace vectoriel topologique (e.v.t) si τ vérifie

a) ∀y ∈ Y, {y} est un fermé de Y.

b)

f : Y × Y −→ Y

(y, y′) 7−→ f(y, y′) = y + y′

g : R× Y −→ Y

(β, y) 7−→ g(β, y) = β.y

f et g sont continues.
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Proposition 1.7. ([7]) Tout espace vectoriel normé est un espace vectoriel

topologique.

Proposition 1.8. Soit B un espace topologique, Y un espace vectoriel topolo-

gique réel, y0 ∈ Y et ψ : B −→ R une application continue. Alors, l’application

h définie pour tout x ∈ B par

h(x) = ψ(x) y0,

est continue sur B.

Démonstration. Considérons l’application h0 définie par

h0 : B −→ R× Y

x 7−→ h0(x) = (ψ(x), y0).

Puisque ψ est continue sur B, et l’application x 7−→ y0 est continue sur Y (car
elle est constante),alors h0 est continue sur B(Proposition(1.6)). Et comme
Y est un espace vectoriel topologique réel, alors l’application

g : R× Y −→ Y

(β, y) 7−→ g(β, y) = β.y,

est continue sur R× Y (d’après la Définition (1.24)).
Par conséquent, l’application composée

g ◦ h0 : B −→ R× Y

x 7−→ g ◦ h0(x)

est continue sur B. Or g ◦ h0 = h. En effet, pour tout x ∈ B

(g ◦ h0)(x) = g(h0(x)) = g(ψ(x), y0) = ψ(x).y0,

d’où la continuité de h sur B. �

Proposition 1.9. Soit B un espace topologique, Y un espace vectoriel topo-

logique,

et (hλ)λ∈J une famille finie d’applications continues, hλ : B −→ Y. Alors

l’application
∑
λ∈J

h définie sur B par
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x 7−→
∑
λ∈J

hλ(x),

est continue sur B.

Démonstration. On prend le cas de deux applications. Considérons l’ap-
plication hc définie par

hc : B −→ Y × Y

x 7−→ hc(x) = (h1(x), h2(x)).

Puisque h1, h2 sont continues sur B, alors hc est continue sur B (Proposition
(1.6) ). Comme Y est un espace vectoriel topologique, alors l’application

f : Y × Y −→ Y

(x, y) 7−→ f(x, y) = f(x+ y),

est continue sur Y × Y (d’après la Définition (1.24)).
Par conséquent, l’application composée

f ◦ hc : −→ Y × Y

x 7−→ f ◦ hc(x),

est continue sur B. Or pour tout x ∈ B

(f ◦ hc)(x) = f(hc(x))

= f(h1(x), h2(x))

= h1(x) + h2(x).

D’où le résultat. �

Definition 1.25. Soit (Y, τY ) un espace vectoriel topologique (e.v.t). On dit

que Y est localement convexe si chaque point de Y admet un système fonda-

mental de voisinages dont les éléments sont convexes.

Proposition 1.10. Tout espace vectoriel normé est localement convexe.

Démonstration. Soit (E, ‖ . ‖) un espace vectoriel normé. Pour chaque
point x ∈ E, considérons la famille V = {BE(x, r), r > 0}. Il est clair
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que V est un système fondamental de voisinages pour x. En effet, soit V un
voisinage de x dans E. Alors, V contient un ouvert O dans E qui contient
x, d’où

∃rx > 0; BE(x, rx) ⊂ O,

donc
BE(x, rx) ⊂ V,

i.e.
∃V ′ ∈ V ; V ′ ⊂ V.

De plus ces voisinages (les boules) sont convexes. �

1.8 Espace-c

Les notions de cette section ont été prises des références [10] et [12].

Definition 1.26. ([12]) Un espace topologique X est contractible s’il existe

un point x0 dans X et une application continue h : X × [0, 1] −→ X tel que

pour tout x ∈ X nous avons

h(x, 1) = x0 et h(x, 0) = x .

Definition 1.27. ([11]) Si Y un espace topologique, et ≺ Y � désigne la

famille des parties non vides et finies de Y, alors une structure-c sur Y est

donnée par une application Γ :≺ Y �−→ P(Y ) qui satisfait

1) pour tous B ∈≺ Y �, Γ(B) est non vide et contractible.

2) pour tous B, B′ ∈≺ Y �, B ⊆ B′ ⇒ Γ(B) ⊆ Γ(B′).

Le couple (Y,Γ) appelé espace-c et un sous ensemble Z ⊆ Y est appelé un

Γ-ensemble si et seulement s’il vérifie Γ(B) ⊆ Z, pour tout B ∈≺ Z � .

Proposition 1.11. Tout espace vectoriel topologique (Y,Γ) est un espace-c.

De plus, chaque convexe C ⊂ Y est un Γ-ensemble.
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Démonstration. Soit (Y, θ) un espace vectoriel topologique. Considérons
l’application Γ :≺ Y �−→ P(Y ) définie par

B 7−→ Γ(B) = Co(B).

Co(B) est l’enveloppe convexe de B.
1. Pour B ∈≺ Y �, il est clair que Γ(B) 6= ∅, car B ⊂ Co(B) = Γ(B) et
B 6= ∅.
Γ(B) est aussi contractible, car pour un élément x0 ∈ Γ(B), si on définit
l’appliation

hx0 : Γ(B)× [0, 1] −→ Γ(B)

(y, t) 7−→ hx0(y, t) = tx0 + (1− t)y

alors on aura, pour tout y ∈ Γ(B),

hx0(y, 1) = 1.x0 + (1− 1).y = x0

et
hx0(y, 0) = 0.x0 + (1− 0).y = y.

De plus, hx0 est continue. Donc Γ(B) est contractible.
2. Soient B, B′ ∈≺ Y �, alors

B ⊆ B′ =⇒ Co(B) ⊆ Co(B′)

=⇒ Γ(B) ⊆ Γ(B′)

On conclut que Y est un espace-c.
Soit C ⊂ Y un ensemble convexe.
Par définition, C est un Γ-ensemble si et seulement si pour tout B ∈≺ C �
,Γ(B) ∈ C.
Soit B ∈≺ C �, alors B ⊂ C donc

Γ(B) ⊂ Γ(C) = Co(C),

et comme C est convexe, alors Co(C) = C, donc Γ(B) ⊂ C.
Par conséquent, C est un Γ-ensemble.

�



1.8. Espace-c 16

Definition 1.28. ([11]) Un espace-c (Y,Γ) est appelé espace-m.c, si pour tout

espace métrique (D, d) et toute application continue f : D −→ Y nous avons

la propriété (m) suivante

Pour tout x ∈ D et tout voisinages W de f(x), il existe un voisinage V de x

et un Γ-ensemble Z ⊂ Y tels que f(V ) ⊆ Z ⊆ W.

Definition 1.29. ([11]) Soient (Y, d) un espace métrique et

Γ :≺ Y � −→ P(Y ) une application vérifiant 1) et 2) de la Définition (1.27),
i.e un espace métrique-c. On dit que (Y, d; Γ) est un espace-l.c. si les boules

ouvertes sont des Γ-ensembles et si tout voisinage {y ∈ Y ; d(y, Z) < r} de

tout Γ-ensemble Z ⊆ Y est aussi un Γ-ensemble.

Proposition 1.12. Tout espace métrique-l.c est un espace-m.c.

Démonstration. Soit (E, dE,Γ) un espace-l.c, montrons que c’est un
espace-m.c, c’est-à-dire qu’il vérifie (m). Soit (X, dX) un espace métrique
et f : (X, dX) → (E, dE) une application continue. Soit x ∈ X et soit
W ∈ VE(f(x)). ∃?V ∈ VX(x), ∃?Z ⊂ E un Γ-ensemble tel que

f(V ) ⊂ Z ⊂ W.

Comme W ∈ VE(f(x)), alors ∃O ouvert dans E tels que f(x) ∈ O ⊂ W.

Puisque O est ouvert dans E et f(x) ∈ O, alors ∃r > 0, BE(f(x), r) ⊂ O.

Donc BE(f(x), r) ∈ VE(f(x)). Mais f est continue au point x, donc ∃V ∈
VX(x), f(V ) ⊂ BE(f(x), r). Alors

f(V ) ⊂ BE(f(x), r) ⊂ O ⊂ W.

Il suffit de prendre Z = BE(f(x), r), car c’est un Γ-ensemble. �

Proposition 1.13. Tout espace vectoriel topologique localement convexe est

un espace m-c.

Démonstration. Soit Y un espace vectoriel topologique localement convexe.
D’après la Proposition 1.11, c’est un espace-c. Il reste donc à vérifier la pro-
priété (m). Soit D un espace métrique et f : D −→ Y une application
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continue. Soit x ∈ D et soit W ∈ VY (f(x)), ∃? V ∈ VD(x),∃? Z ⊂ Y un
Γ-ensemble tels que

f(V ) ⊂ Z ⊂ W.

Comme Y est localement convexe, f(x) admet un système fondamental de
voisinages dont les éléments sont convexes, et puisque W ∈ VY (f(x)), alors

∃W ′ ∈ VY (f(x));W ′ ⊂ W et W ′ est convexe.

Mais f est continue au point x, donc

∃ V ∈ VD(x), f(V ) ⊂ W ′.

Donc
f(V ) ⊂ W ′ ⊂ W,

il suffit alors de prendre Z = W ′, c’est un Γ-ensemble car il est convexe
d’après la Proposition 1.11. �



Chapitre 2

Théorème de Dugundji

Dans ce chapitre, nous présentons le théorème de Dugundji dans sa
version classique (voir [5]). On s’est référé à [1] pour la démonstration, en la
présentant d’une manière approfondi et très bien détaillée.
Théorème 2.1([5]) Soit (X, dX) un espace métrique,A un ensemble fermé de
X, Y un espace vectoriel localement convexe et f : A −→ Y une application
continue. Alors, il existe une application continue f̃ : X −→ Y qui prolonge
f, c’est-à-dire, f̃(x) = f(x), ∀x ∈ A. De plus

f̃(X) ⊂ Co(f(A)). (P )

Démenstration.

Etape1. Pour chaque x ∈ X\A, fixons un réel rx tel que

0 < rx <
1

3
d(x,A). (2.1)

Un tel nombre existe puisque A est fermé dans X. En effet,
x ∈ X\A =⇒ x /∈ A =⇒ x /∈ Ā =⇒ d(x,A) 6= 0 =⇒ d(x,A) > 0 =⇒ ∃r ∈
R, 0 < r < d(x,A).

(r dépend de x, r = rx )
Pour chaque x ∈ X\A, posons Bx = BX(x, rx). la boule ouverte dans X de
centre x et de rayon rx. Alors,

X\A =
⋃

x∈X\A

Bx.

18
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En effet

x′ ∈ X\A x′∈Bx′=⇒ ∃x ∈ X\A, x′ ∈ Bx

=⇒ x′ ∈
⋃

x∈X\A

Bx,

d’où X\A ⊂
⋃

x∈X\A
Bx.

Maintenant

x′ ∈
⋃

x∈X\A

Bx =⇒ ∃x ∈ X\A, x′ ∈ Bx

=⇒ ∃x ∈ X\A, d(x′, x) < rx

=⇒ ∃x ∈ X\A,−d(x′, x) > −rx,

mais

d(x,A) ≤ d(x, x′) + d(x′, A),

d’où

d(x,A)− d(x, x′) ≤ d(x′, A).

Comme x ∈ X\A, alors d’après la relation (2.1)

3rx < d(x,A),

d’où
0 < 2rx = 3rx − rx < d(x′, A).

i.e.
x′ /∈ Ā,

donc
x′ /∈ A,

alors
x′ ∈ X\A,
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d’où,
⋃

x∈X\A
Bx ⊂ X\A.

Donc (Bx)x∈X\A est un recouvrement ouvert de X \ A, or, X\A est para-
compacte car c’est un espace métrique ( proposition (1.3) )
Par conséquent (Bx)x∈X\A admet un raffinement ouvert localement fini cano-
nique (proposition (1.4)), qu’on note (Uλ)λ∈Ω, c’est-à-dire il existe une famille
(Uλ)λ∈Ω de parties de X vérifiant

(A) X\A ⊂
⋃
λ∈Ω

Uλ,

(B) ∀λ ∈ Ω, Uλ est ouvert dans X,

(C) ∀λ ∈ Ω, ∃x ∈ X\A, Uλ ⊂ Bx, (raffinement)

(D) ∀x ∈ X\A,∃V ∈ VX(x), il existe un nombre fini (nx) de Uλ vérifiant
V
⋂
Uλ 6= ∅, ( localement fini)

(E) ∀a ∈ A, ∀W ∈ VX(a), ∃W ′ ∈ VX(a) tels que

W ′ ⊂ W,

et

Uλ ∩W ′ 6= ∅ =⇒ Uλ ⊂ W.

D’autre part, pour tout x ∈ X\A, nous avons la relation

0 < 2rx ≤ d(Bx, A). (2.2)

En effet, soit x ∈ X\A et soit y ∈ Bx. On sait que d(x,A) ≤ d(x, y) +

d(y, A), d’où
d(x,A)− d(x, y) ≤ d(y, A).

Comme y ∈ Bx, d(x, y) < rx d’où −d(x, y) > −rx,
et comme x ∈ X\A, alors d’après la relation (2.1), 3rx < d(x,A),

par conséquent
2rx = 3rx − rx < d(y, A).

On conclut que
2rx < d(y, A), ∀y ∈ Bx,
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d’où
0 < 2rx ≤ inf

y∈Bx
d(y, A) = d(Bx, A).

Etape2. Pour chaque λ ∈ Ω, considérons l’application

ψλ : X\A −→ R

x 7−→ ψλ(x) =
d(x,X \ Uλ)∑

λ∈Ω

d(x,X \ Uλ)
.

L’application ψλ est bien définie. En effet, soit x ∈ X\A, d’après (D),
il existe un voisinage V ∈ VX(x) (x ∈ V ), et il existe un nombre fini noté nx
de Uλ vérifiant V

⋂
Uλ 6= ∅.

C’est-à-dire, il existe un voisinage V ∈ VX(x), et il existe un ensemble fini
d’indices Jx ⊂ Ω

(
Card(Jx) = nx

)
tels que

V ∩ Uλ = ∅, ∀λ ∈ Ω\Jx. (2.3)

Puisque x ∈ V , alors d’après (2.3), les (Uλ)λ∈Jx sont les seuls qui peuvent
contenir x, c’est-à-dire, x n’appartient pas aux autres, i.e.

x /∈ Uλ, ∀λ ∈ Ω\Jx.

D’autre part, x appartient au moins à un Uλ
(
d’après (A)

)
, par consé-

quent, x appartient à un nombre fini, n′x, de Uλ (1 6 n′x 6 nx).

Alors, ∑
λ∈Ω

d(x,X\Uλ) =
∑
λ∈Jx

d(x,X\Uλ) +
∑

λ∈Ω\Jx

d(x,X\Uλ).

Pour tout λ ∈ Ω\Jx, x /∈ Uλ, d’où x ∈ X\Uλ, (qui est fermé dans X) donc
d(x,X\Uλ) = 0, d’où ∑

λ∈Ω\Jx

d(x,X\Uλ) = 0.

Puisque Jx est fini, alors la somme
∑
λ∈Jx

d(x,X\Uλ) est finie. Par conséquent

la somme
∑
λ∈Ω

d(x,X\Uλ) est finie.
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Maintenant, on va montrer que∑
λ∈Ω

d(x,X\Uλ) 6= 0.

Supposons que
∑
λ∈Ω

d(x,X\Uλ) = 0.∑
λ∈Ω

d(x,X\Uλ) = 0⇐⇒ ∀λ ∈ Ω, d(x,X\Uλ) = 0

⇐⇒ ∀λ ∈ Ω, x ∈ X\Uλ
⇐⇒ ∀λ ∈ Ω, x ∈ X\Uλ

(
car Uλ est ouvert

)
⇐⇒ ∀λ ∈ Ω, x /∈ Uλ,

contradiction avec (A), x appartient au moins à un Uλ.
Donc

∑
λ∈Ω

d(x,X\Uλ) 6= 0.

On conclut que ψλ est bien définie.Notons par J ′x = {λ ∈ Ω, x ∈ Uλ}.
J ′x ⊂ Jx.

x ∈ Uλ ⇔ ∀λ ∈ J ′x. (2.4)

On peut écrire

ψλ : X\A −→ R

x 7−→ ψλ(x) =
d(x,X\Uλ)∑

λ∈Jx
d(x,X\Uλ)

=
d(x,X\Uλ)∑

λ∈J ′
x

d(x,X\Uλ)
.

En fait, pour tout λ ∈ Ω, ψλ est continue et Supp(ψλ) ⊂ Uλ. En plus∑
λ∈Ω

ψλ(x) = 1 pour tout x ∈ X\A. En effet

∑
λ∈Ω

ψλ(x) =
∑
λ∈Jx

ψλ(x)

=
∑
λ∈Jx

d(x,X\Uλ)∑
λ∈Jx

d(x,X\Uλ)

=

∑
λ∈Jx

d(x,X\Uλ)∑
λ∈Jx

d(x,X\Uλ)
)

= 1.
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Supp(ψλ) = {x ∈ X\A, ψλ(x) 6= 0}

= {x ∈ X\A, d(x,X\Uλ) 6= 0}

= {X\A, x ∈ Uλ}

= X\A
⋂

Uλ

⊂ Uλ.

ψλ est continue puisque le numérateur est une fonction continue (la propriété
2) de la proposition (1.1)).Pour le dénominateur, pour chaque x ∈ X\A,
l’image de x est une somme finie d’images de x par des applications continues,
elle est donc continue (par la proposition (1.9)).
Maintenant, pour chaque λ ∈ Ω, choisissons un couple (uλ, aλ) ∈ (Uλ × A)

tel que
d(uλ, aλ) < 2d(uλ, A) (2.5)

De tels éléments existent. En effet, pour tout λ ∈ Ω prenant un élément
uλ ∈ Uλ (Uλ 6= ∅). D’après la relation (C), il existe un élément x ∈ X\A tel
que

Uλ ⊂ Bx,

d’où
d(Bx, A) 6 d(Uλ, A),

car

d(Bx, A) = Inft∈Bxd(t, A)

6 d(t, A),∀t ∈ Bx

6 d(t, A),∀t ∈ Uλ(car Uλ ⊂ Bx)

6 Inf
t∈Uλ

d(t, A)

= d(Uλ, A).

Or d’après (2.2)
0 < d(Bx, A),

donc
0 < d(Uλ, A).
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Mais d(Uλ, A) = Inf
u∈Uλ

d(u,A) 6 d(uλ, A) car uλ ∈ Uλ, donc 0 < d(uλ, A)

d’où
d(uλ, A) < 2d(uλ, A),

i.e.
inf
y∈A

(uλ, y) < 2d(uλ, A),

Par conséquent, il existe un élément y ∈ A tel que

d(uλ, y) < 2d(uλ, A),

on prend aλ := y, on obtient

d(uλ, aλ) < 2d(uλ, A).

Etape3. Définissons l’application

f̃ : X −→ Y

x 7−→ f̃(x) =

 f(x) si x ∈ A,∑
λ∈Ω

ψλ(x)f(aλ) si x ∈ X\A.

Il est claire que f̃ est un prolongement de f. Pour la propriété (P), nous
avons

x ∈ A =⇒ f̃(x) = f(x)

=⇒ f̃(x) ∈ f(A) (car f(x) ∈ f(A))

=⇒ y ∈ Co(f(A))
(
car f(A) ⊂ Co(f(A)

)
.

Par contre

x ∈ X \ A⇒ y = f̃(x) =
∑
λ∈Ω

ψλ(x)f(aλ)

=
∑
λ∈Jx

ψλ(x)f(aλ) +
∑

λ∈Ω\Jx

ψλ(x)f(aλ)

=
∑
λ∈Jx

ψλ(x)f(aλ)
(
car ψλ(x) = 0,∀λ ∈ Ω\Jx

)
,
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donc f̃(x) est une combinaison convexe des éléments (f(aλ))λ∈Jx, mais les
f(aλ) appartiennent à f(A), pour tout λ ∈ Ω, en particulier, pour tout
λ ∈ Jx

(
car aλ ∈ A,∀λ ∈ Ω

)
. Alors, f̃(x) ∈ Co(f(A)).

Continuité de f̃ . Montrons que f̃ est continue sur X. Pour cela, il suffit
de montrer que f̃ est continue sur fr(A) et sur X\A.
Soit a ∈ fr(A)

(f̃ continue en a)⇔ (∀V ′ ∈ VY (f̃(a)),∃W ′ ∈ VX(a); f̃(W ′) ⊂ V ′).

Soit V ′ ∈ VY (f̃(a)) un voisinage quelconque de f̃(a) dans Y. Comme l’es-
pace vectoriel topologique Y est localement convexe, chaque point de Y, en
particulier f̃(a) possède un système fondamental de voisinages noté B(f̃(a))

formé d’ensembles convexes, i.e., il existe une famille B(f̃(a)) ⊂ VY (f̃(a))

telle que

∀V ∈ B(f̃(a)), V est convexe,

et

∀V ′ ∈ V(f̃(a)),∃V ∈ B(f̃(a));V ⊂ V ′.

Soit V ∈ B(f̃(a)). V un voisinage convexe de f̃(a) dans Y inclu dans V ′.
On a f̃(a) = f(a) (puisque A est fermé alors fr(A) ⊂ A, d’où a ∈ A). Mais
f est continue sur A, en particulier au point a, d’où il existe un réel δ > 0

tel que
f(BA(a, δ)) ⊂ V. (2.6)

On sait que BA(a, δ) = A ∩BX(a, δ).

Soit W = BX(a, δ3). Pour tout λ ∈ Ω, nous avons

d(aλ, a) ≤ d(aλ, uλ) + d(uλ, a) (inégalité triangulaire)

< 2 d(uλ, A) + d(uλ, a) (grâce à la relation(2.5))

≤ 2 d(uλ, a) + d(uλ, a) (car a ∈ A)

= 3 d(uλ, a).
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Donc, si uλ ∈ W on aura d(uλ, a) < δ
3 , d’où d(aλ, a) < 3 δ

3 = δ,

donc aλ ∈ BA(a, δ) (car aλ ∈ A), d’où, grâce à (2.6), f(aλ) ∈ V.
En résumé, pour tout λ ∈ Ω, nous avons

uλ ∈ W ⇒ f(aλ) ∈ V. (2.7)

Maintenant, puisque W ∈ VX(a), alors d’après (E), il existe
W ′ ∈ VX(a) tel que

W ′ ⊂ W (2.8)

et
Uλ ∩W ′ 6= ∅ ⇒ Uλ ⊂ W (2.9)

Dans la suite, en va montrer que f̃(W ′) ⊂ V ′. Comme

f̃(W ′) = f̃(W ′ ∩X)

= f̃(W ′ ∩ (A ∪X\A))

= f̃((W ′ ∩ A) ∪ (W ′ ∩X\A))

= f̃(W ′ ∩ A) ∪ f̃(W ′ ∩X\A)

= f(W ′ ∩ A) ∪ f̃(W ′ ∩X\A),

il suffit de montrer que f(W ′ ∩ A) ⊂ V ′ et que f̃(W ′ ∩X\A) ⊂ V ′.

Grâce à la relation (2.8) nous avons

(W ′ ∩ A) ⊂ (W ∩ A),

or

W ∩ A = BA(a, δ3),

et

BA(a, δ3) ⊂ BA(a, δ),

donc

(W ′ ∩ A) ⊂ BA(a, δ)
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D’où grâce à la relation (2.6),

f(W ′ ∩ A) ⊂ f(BA(a, δ)) ⊂ V ⊂ V ′.

D’autre part, soit x ∈ W ′ ∩X \ A. (f̃(x) ∈ V ?)

Puisque x ∈ X \ A, alors

f̃(x) =
∑
λ∈J ′

x

ψ(x)f(aλ).

Avec
∑
λ∈J ′

x

ψλ(x) = 1 et 0 < ψλ(x) < 1, ∀λ ∈ J ′x.

Or, pour tout λ ∈ J ′x, nous avons x ∈ Uλ, d’où x ∈ W ′⋂Uλ (car x ∈ W ′),
donc W ′⋂Uλ 6= ∅ et donc d’après (2.9), Uλ ⊂ W d’où uλ ∈ W (car
uλ ∈ Uλ,∀λ).On en déduit d’après la relation (2.7) que f(aλ) ∈ V.

λ ∈ J ′x
(2.4)
=⇒ x ∈ Uλ
x∈W ′
=⇒ x ∈ W ′ ∩ Uλ
=⇒ W ′ ∩ Uλ 6= ∅
(2.9)
=⇒ Uλ ⊂ W

uλ∈Uλ,∀λ
=⇒ uλ ∈ W

(2.7)
=⇒ f(aλ) ∈ V.

Donc f̃(x) est une combinaison convexe des éléments f(aλ), λ ∈ J ′x qui
appartiennent à V, mais V est convexe donc f̃(x) ∈ V . On conclut que
f̃(W ′ ∩X\A) ⊂ V ⊂ V ′,

d’où la continuité de f̃ sur fr(A).

Continuité de f̃ sur X \ A. Pour tout λ ∈ Ω (λ est fixé), considérons l’ ap-
plication

hλ : X\A → Y

x 7→ hλ(x) = ψλ(x).f(aλ).
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Notons que f(aλ) est constant dans Y (aλ ne dépend pas de x ). En prenant
B = X\A, y0 = f(aλ), et en appliquant la Proposition 1.8, on conclut que
hλ est continue sur X\A. C’est-à-dire pour chaque x ∈ X\A, l’image de x,
f̃(x) est une somme finie d’images de x par des applications continues (les
hλ), elle est donc continue (d’après la Proposition 1.9). Par conséquent, f̃ est
continue sur X\A, et donc sur A. �

Le théorème de Dugundji non seulement permet de prolonger par conti-
nuité une application sur l’espace entier, mais aussi permet souvent de pré-
server les caractéristiques de l’application qu’on a prolongé, comme le montre
l’exemple suivant. Il s’agit d’une propriété qui a été utilisé implicitement dans
[2] lors de la démonstration d’un résultat principal concernant l’existence de
solution pour une équation différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites où l’application f représente le second membre de l’équation.
Pour plus de détail sur l’équation différentielle et le résultat d’existence, voir
[2].

Proposition 2.1 Soient E un espace vectoriel normé, J ⊂ [0, 1] un
fermé et soit
f : J × E × E → E une application continue satisfaisant les conditions
suivantes
(i) il existe une constante c > 0 telle que pour tout (t, x, y) ∈ J × E × E

‖ f(t, x, y) ‖≤ c ( 1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖ );

(ii) il existe deux constantes positives λ1, λ2 satisfaisant λ1 + λ2 < 1, telles
que pour tout t ∈ J et tous (x, y), (x′, y′) ∈ E × E

‖ f(t, x, y)− f(t, x′, y′) ‖≤ λ1 ‖ x− x′ ‖ +λ2 ‖ y − y′ ‖ .

Alors, il existe une application continue f̃ : [0, 1]×E×E −→ E qui prolonge
f, de plus f̃ vérifie (i) et (ii).

Démonstration. Puisque l’espace E est vectoriel topologique localement
convexe ( Proposition (1.10) ), on suit le même schéma de démonstration du
Théorème 2.1. En prenant A = J et X = [0, 1], les étapes 1 et 2 restent
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entièrement valables. On obtient les même relations même la relation (2.5).
Définissons l’application

f̃ : [0, 1]× E × E −→ E

(t, x, y) 7−→ f̃(t, x, y) =

 f(t, x, y) si t ∈ J,∑
λ∈Ω

ψλ(t)f(aλ, x, y) si t ∈ [0, 1]\J.

Par construction, le reste de la démonstration reste entièrement valable avec
adaptation.
Par conséquent, f̃ vérifie (i) puisque pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1] × E × E, si
t ∈ J c’est immédiat. Sinon

‖f̃(t, x, y)‖ = ‖
∑
λ∈Ω

ψλ(t)f(aλ, x, y)‖

≤
∑
λ∈Ω

‖ψλ(t)f(aλ, x, y)‖

=
∑
λ∈Ω

|ψλ(t)|‖f(aλ, x, y)‖

=
∑
λ∈Ω

ψλ(t)‖f(aλ, x, y)‖

≤
∑
λ∈Ω

[ψλ(t) c ( 1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖)]

≤
∑
λ∈Ω

(ψλ(t)) c( 1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖)

= c (1 + ‖x‖+ ‖y‖).

f̃ vérifie aussi (ii) puisque pour tout t ∈ [0, 1] et tous (x, y), (x′, y′) ∈ E×E,si



30

t ∈ [0, 1] \ J

‖f̃(t, x, y)− f̃(t, x′, y′)‖ = ‖
∑
λ∈Ω

ψλ(t)f(aλ, x, y)−
∑
λ∈Ω

ψλ(t)f(aλ, x
′, y′)‖

= ‖
∑
λ∈Ω

ψλ(t)(f(aλ, x, y)− f(aλ, x
′, y′))‖

≤
∑
λ∈Ω

‖ψλ(t)(f(aλ, x, y)− f(aλ, x
′, y′))‖

=
∑
λ∈Ω

ψλ(t) ‖f(aλ, x, y)− f(aλ, x
′, y′)‖

≤
∑
λ∈Ω

[ψλ(t) (λ1 ‖ x− x′ ‖ +λ2 ‖ y − y′ ‖)]

= (
∑
λ∈Ω

ψλ(t)) (λ1 ‖ x− x′ ‖ +λ2 ‖ y − y′ ‖)

= λ1 ‖ x− x′ ‖ +λ2 ‖ y − y′ ‖ .

�



Chapitre 3

Théorème de Dugundji généralisé

Le théorème principale dans ce chapitre (Théorème 3.2) est une géné-
ralisation du fameux théorème classique de Dugundji au cas des espaces pas
nécessairement vectoriels mais qui possèdent une structure abstraite analogue
à celle des espaces vectoriels topologiques localement convexes. De tels es-
paces sont dits espaces-m.c.
Dans [11] , il a été mentionné que la démonstration suit celle du théorème
classique, l’auteur a donné les grandes lignes de démonstration. Dans ce mé-
moire, et dans cette partie nous présentons une démonstration en suivant
celle que nous avons présenté pour le théorème (2.1) du chapitre précédent
(théorème classique) que nous avons très bien détaillée, mais avec les chan-
gements adéquats. Le lecteur trouvera dans ce mémoire une référence assez
claire et détaillée concernant la démonstration.
Le théorème 3.2 est basé sur le théorème suivant
Théorème 3.1 ([11])Soit D un espace paracompact, (Uλ)λ∈Ω un recouvre-
ment ouvert localement fini de D, (Y,Γ) un espace-c et η : Ω −→ Y une
application. Alors, il existe une application continue g : D −→ Y telle que
pour tout x ∈ D,

g(x) ∈ Γ ({η(λ);λ ∈ σ(x,Ω)}), (3.1)

avec σ(x,Ω) = {λ ∈ Ω;x ∈ Uλ}.

31
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Théorème 3.2 ([11]) Soient (X, dX) un espace métrique, A ⊂ X un
ensemble fermé, (Y, Γ ) un espace-m.c et f : A −→ Y une application conti-
nue.Alors, il existe une application continue f̃ : X −→ Y qui prolonge f et
qui vérifie

f̃(X) ⊂ Z, (P )

pour tout Γ− ensemble Z ⊂ Γ contenant f(A).

Démonstration. L’étape 1 et une partie de l’étape 2 de la démonstration
du Théorème 2.1 restent entièrement valables car l’ensemble de départ pour
l’application f est le même.
Etape1. Pour chaque x ∈ X\A, fixons un réel rx tel que

0 < rx <
1

3
d(x,A). (3.2)

Un tel nombre existe puisque A est fermé dans X. En effet

x ∈ X\A =⇒ x /∈ A

=⇒ x /∈ Ā

=⇒ d(x,A) 6= 0

=⇒ d(x,A) > 0

=⇒ ∃r ∈ R, 0 < r < d(x,A).

(r dépend de x, r = rx)

Pour chaque x ∈ X\A, posons Bx = BX(x, rx), la boule ouverte dans
X de centre x et de rayon rx. Alors,

X\A =
⋃

x∈X\A

B
x
.

En effet

x′ ∈ X\A x′∈Bx′⇒ ∃x ∈ X\A, x′ ∈ Bx ⇒ x′ ∈
⋃

x∈X\A

Bx,

d’où X\A ⊂
⋃

x∈X\A
Bx.
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Maintenant,

x′ ∈
⋃

x∈X\A

B
x

=⇒ ∃x ∈ X\A, x′ ∈ Bx

=⇒ ∃x ∈ X\A, (x′, x) < rx

=⇒ ∃x ∈ X\A,−d(x′, x) > −rx

mais
d(x,A) 6 d(x, x′) + d(x′, A),

d’où
d(x,A)− d(x, x′) 6 d(x′, A).

Comme x ∈ X\A, alors d’après la relation (3.2),

3rx < d(x,A),

d’où
0 < 2rx = 3rx − rx < d(x′, A),

i.e.
x′ /∈ Ā,

donc
x′ /∈ A,

alors
x′ ∈ X\A,

d’où ⋃
x∈X\A

B
x
⊂ X\A.

Donc (Bx)x∈X\A est un recouvrement ouvert de X \ A, or, X\A est para-
compact car c’est un espace métrique

(
Proposition (1.3)

)
, par conséquent

(Bx)x∈X\A admet un raffinement ouvert localement fini canonique (Proposi-
tion (1.4)), qu’on note (Uλ)λ∈Ω, c’est-à-dire il existe une famille (Uλ)λ∈Ω de
parties de X vérifiant

(A) X\A ⊂
⋃
λ∈Ω

Uλ,
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(B) ∀λ ∈ Ω, Uλ est ouvert dans X,

(C) ∀λ ∈ Ω, ∃x ∈ X\A, Uλ ⊂ Bx, (raffinement)

(D) ∀x ∈ X\A,∃V ∈ VX(x), il existe un nombre fini (nx) de Uλ vérifiant
V
⋂
Uλ 6= ∅, (localement fini)

(E) ∀a ∈ A, ∀W ∈ VX(a), ∃W ′ ∈ VX(a) tels que

W ′ ⊂ W,

et
Uλ ∩W ′ 6= ∅ =⇒ Uλ ⊂ W.

D’autre part, pour tout x ∈ X\A, nous avons la relation

0 < 2rx 6 d(Bx, A). (3.3)

En effet, soit x ∈ X\A et soit y ∈ Bx. On sait que

d(x,A) ≤ d(x, y) + d(y, A),

d’où
d(x,A)− d(x, y) ≤ d(y, A).

Comme y ∈ Bx, d(x, y) < rx, d’où −d(x, y) > −rx,

et comme x ∈ X\A, alors d’après la relation(3.2), 3rx < d(x,A),

par conséquent
2rx = 3rx − rx < d(y, A).

On conclut que
2rx < d(y, A), ∀y ∈ Bx,

d’où
0 < 2rx ≤ inf

y∈Bx
d(y, A) = d(Bx, A).

D’autre par, d’après (D), pour tout x ∈ X\A, il existe un voisinage
V ∈ VX(x) (x ∈ V ), et il existe un nombre fini(noté nx) de Uλ vérifiant
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V
⋂
Uλ 6= ∅. C ’est-à-dire, il existe un voisinage V ∈ VX(x), et il existe un

ensemble fini d’indices Jx ⊂ Ω (CardJx = nx ) tels que

V ∩ Uλ = ∅,∀λ ∈ Ω\Jx (3.4)

Puisque x ∈ V , alors d’après(3.4), les (Uλ)λ∈Jx sont les seuls qui peuvent
contenir x, c’est-à-dire, x n’appartient pas aux autres, i.e.

x /∈ Uλ,∀λ ∈ Jx.

D’autre part, x appartient au moins à un Uλ (d’après (A)) , par conséquent,
x appartient a un nombre fini, n′x, de Uλ (1 6 n′x 6 nx). Notons par
J ′x = {λ ∈ Ω, x ∈ Uλ}. J ′x ⊂ Jx,

x ∈ Uλ ⇔ ∀λ ∈ J ′x. (3.5)

Maintenant, pour chaque λ ∈ Ω choisissons un couple (uλ, aλ) ∈ (Uλ ×
A) tel que

d(uλ, aλ) < 2d(uλ, A). (3.6)

De tels éléments existent. En effet, pour tout λ ∈ Ω prenant un élément
uλ ∈ Uλ(Uλ 6= ∅). D’après la relation C), il existe un élément x ∈ X\A tel
que

Uλ ⊂ Bx,

d’où
d(Bx, A) 6 d(Uλ, A),

en effet,

d(Bx, A) = Inf
t∈Bx

d(t, A)

6 d(t, A),∀t ∈ Bx

6 d(t, A),∀t ∈ Uλ(car Uλ ⊂ Bx)

6 Inf
t∈Uλ

d(t, A)

= d(Uλ, A).
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Or d’après (3.3)
0 < d(Bx, A),

donc
0 < d(Uλ, A).

Mais d(Uλ, A) = inf
u∈Uλ

d(u,A) 6 d(uλ, A) car uλ ∈ Uλ, donc 0 < d(uλ, A)

d’où
d(uλ, A) < 2d(uλ, A),

i.e.
inf
y∈A

d(uλ, y) < 2d(uλ, A).

Par conséquent, il existe un élément y ∈ A tel que

d(uλ, y) < 2d(uλ, A),

on prend aλ := y, on obtient

d(uλ, aλ) < 2d(uλ, A).

Etape2.

Définissons l’application

η : Ω −→ Y

λ 7−→ η(λ) = f(aλ).

Puisque X\A est paracompacte (car il est métrique), alors en appliquant le
Théorème 3.1, il existe une application continue

g : X\A −→ Y

qui vérifie la propriété (3.1). Or, pour tout x ∈ X\A nous avons par la
relation (3.5)

σ(x,Ω) = {λ ∈ Ω;x ∈ Uλ} = J ′x

Donc g vérifie pour tout x ∈ X\A

g(x) ∈ Γ({f(aλ);λ ∈ J ′x}).
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Etape3.

Définissons l’application

f̃ : X −→ Y

x 7−→ f̃(x) =

{
f(x) si x ∈ A,
g(x) si x ∈ X\A.

Il est claire que f̃ est un prolongement de f . Pour la propriété (P), Soit
Z ⊂ Y un Γ− ensemble contenant f(A), c’est-à-dire

∀B ∈< Z >,Γ(B) ⊂ Z, (3.7)

f(A) ⊂ Z, (3.8)

où ≺ Z � est la famille des parties finies et non vides de Z. Montrons que
f̃(X) ⊂ Z. Nous avons

f̃(X) = f̃(A ∪X\A)

= f̃(A) ∪ f̃(X\A)

= f(A) ∪ g(X\A).

D’après(3.8) f(A) ⊂ Z soit maintenant x ∈ X\A. (g(x) ∈ Z?)

Nous avons d’après (3.1), g(x) ∈ Γ({f(aλ);λ ∈ J ′x}). D’autre part, on
sait que {f(aλ);λ ∈ J ′x} ⊂ f(A) (car ∀λ, aλ ∈ A), d’oÙ d’après (3.8)

{f(aλ);λ ∈ J ′x} ⊂ Z.

On sait que {f(aλ);λ ∈ J ′x}, est un ensemble non vide (carJ ′x est non
vide est fini). Par conséquent

{f(aλ);λ ∈ J ′x} ∈≺ Z � .

donc d’après (3.7)

g(x) ∈ {f(aλ);λ ∈ J ′x} ⊂ Z.
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(car Z est un Γ−ensemble). On conclut que g(X\A ⊂ Z), d’où la pro-
priété (P ) est vérifiée.

Continuité de f̃ . Sur X\A (qui est ouvert dans X) f̃ est continue. Sur
◦
A, f̃ est continue. Reste à montrer que f̃ est continue sur fr(A).

Soit a ∈ fr(A).

(f̃ est continue en a)⇔ (∀V ′ ∈ VY (f̃(a)),∃W ′ ∈ VX(a); f̃(W ′) ⊂ V ′).

Soit V ′ ∈ VY (f̃(a)). On sait que f̃(a) = f(a) ( puisque A est fermé alors
fr(A) ⊂ A, d’où a ∈ A). Donc V ′ ∈ VY (f(a)).

Puisque Y est un espace m-c, et comme f : A −→ Y est continue, alors
d’après la propriété (m)
∀x ∈ A,∀V ∈ VY (f(x)),∃W ∈ VA(x),∃Z ⊂ Y un Γ−ensemble tel que

f(W ) ⊂ Z ⊂ V.

Donc pour x = a et V = V ′, il existe un voisinage W ∈ VA(a), i.e. un réel
δ > 0, et un Γ−ensemble Zδ ⊂ Y tels que

f(BA(a, δ)) ⊂ Zδ ⊂ V ′ (3.9)

On sait que BA(a, δ) = A ∩BX(a, δ). Soit W = BX(a, δ3). Pour tout λ ∈ Ω,

nous avons

d(aλ, a) ≤ d(aλ, uλ) + d(uλ, a) (inégalité triangulaire)

< 2 d(uλ, A) + d(uλ, a) (grâce à la relation(3.6))

≤ 2 d(uλ, a) + d(uλ, a) (car a ∈ A)

= 3 d(uλ, a).

Donc, si uλ ∈ W on aura d(uλ, a) < δ
3 , d’où d(aλ, a) < 3 δ

3 = δ,

donc aλ ∈ BA(a, δ) (car aλ ∈ A), d’où, grâce à (3.9) f(aλ) ∈ Zδ.
En résumé, pour tout λ ∈ Ω, nous avons

uλ ∈ W ⇒ f(aλ) ∈ Zδ. (3.10)
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Maintenant, puisque W ∈ VX(a), alors d’après la propriété (E) établie dans
l’étape 1, il existe
W ′ ∈ VX(a) tel que

W ′ ⊂ W (3.11)

et
Uλ ∩W ′ 6= ∅ ⇒ Uλ ⊂ W. (3.12)

Dans la suite, nous allons montrer que f̃(W ′) ⊂ V ′. Comme

f̃(W ′) = f̃(W ′ ∩X) = f̃(W ′ ∩ (A ∪X\A)) = f̃((W ′ ∩ A) ∪ (W ′ ∩X\A))

= f̃(W ′ ∩ A) ∪ f̃(W ′ ∩X\A)

= f(W ′ ∩ A) ∪ g(W ′ ∩X\A),

il suffit de montrer que f(W ′ ∩ A) ⊂ V ′ et que g(W ′ ∩X\A) ⊂ V ′.

Grâce à la relation (3.11) nous avons,

(W ′ ∩ A) ⊂ (W ∩ A)

or
W ∩ A = BA(a,

δ

3
),

mais
BA(a,

δ

3
) ⊂ BA(a, δ)

donc
W ′ ∩ A ⊂ BA(a, δ),

d’où grâce à la relation (3.9)

f(W ′ ∩ A) ⊂ f(BA(a, δ)) ⊂ V ′.

D’autre part, soit x ∈ W ′ ∩X\A. (g(x) ∈ V ′ ?)

Puisque x ∈ X\A, alors d’après la propriété (3.1)

g(x) ∈ Γ
(
{f(aλ);λ ∈ J ′x}).
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Or, pour tout λ ∈ J ′x, nous avons x ∈ Uλ, d’où x ∈ W ′ ∩ Uλ
(
car x ∈ W ′),

donc W ′ ∩ Uλ 6= ∅ et donc d’après la relation (3.12), Uλ ⊂ W d’où uλ ∈ W
( car uλ ∈ Uλ,∀λ). On en déduit d’après la relation (3.10) que f(aλ) ∈ Zδ.

λ ∈ J ′x
(3.5)
=⇒ x ∈ Uλ
x∈W ′
=⇒ x ∈ W ′ ∩ Uλ
=⇒ W ′ ∩ Uλ 6= ∅
(3.12)
=⇒ Uλ ⊂ W

uλ∈Uλ,∀λ
=⇒ uλ ∈ W

(3.10)
=⇒ f(aλ) ∈ Zδ.

Donc {f(aλ);λ ∈ J ′x} ⊂ Zδ. Mais {f(aλ);λ ∈ J ′x} est fini et non vide (car
J ′x l’est), d’où {f(aλ);λ ∈ J ′x} ∈≺ Zδ � . Comme Zδ est un Γ-ensemble, il
vérifie

∀B ∈≺ Zδ �,Γ(B) ⊂ Zδ.

On conclut que
Γ({f(aλ);λ ∈ J ′x}) ⊂ Zδ,

par conséquent,
g(x) ∈ Zδ,

ce qui implique d’après (3.9) que

g(x) ∈ V ′,

d’où la continuité de f̃ sur fr(A) et donc sur X. La démonstration du Théo-
rème 3.2 est alors achevée. �
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Conclusion

Dans la version classique du théorème de Prolongement de Dugundji,
l’espace d’arrivée de l’application prolongée possède la structure vectorielle
topologique localement convexe. Si cet espace n’est pas vectoriel mais topo-
logique, alors cette structure est remplacée par un espace-m.c, c’est en fait
une structure analogue. Dans ce cas le théorème de Dugundji reste vrai, c’est
"la version généralisée".

�
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