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INTRODUCTION

L’objectif de ce mémoire est d’étudier l’existence de solution pour certaines classes
d’inclusions différentielles du premier ordre et du seconde ordre et d’établir la relation
entre les solutions d’une inclusion différentielle du premier ordre et les solutions de cette
inclusion différentielle convexifiée.

Nous commençons par introduire un aperçu sur les inclusions différentielles existant
dans la littérature (voir[11] et [31]).

Ces dernières années beaucoup de travaux ont été consacrés à l’étude des équations et
d’inclusions différentielles vu leur large application dans de nombreux domaines de mathé-
matiques, physique, médecine et même en économie. Ils ont commencé par les équations
différentielles mais à travers l’évolution, ces équations ne suffisaient plus.
Un aspect plus général est apparu, il s’agit des inclusions différentielles, celles ci permet-
tant aujourd’hui de modéliser une plus large classe de phénomènes de la vie réelle.

A vrai dire, la théorie des inclusions différentielles est relativement ancienne. Elle
repose sur les travaux des pionniers comme G. Bouligand (1932), P. Painlevée (1863-
1933) et H. Marchaud (1938). Mais cette théorie ne redevient à la mode qu’avec les
travaux d’une école polonaise autour de T. Wazewski (1961) qui a montré comment poser
un problème de contrôle optimal dans le carde des inclusions différentielles. Depuis, le
champs s’est considérablement élargi et les applications de cette théorie touchent de très
nombreux domaines.

- L’optimisation (travaux de F. H. Clarck[13], J. P. Aubin,... ).

- Le contrôle optimal (travaux de H. J. Sussmann[30], A. F. Filippov, P. Varaiya,...).

iii
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- L’analyse numérique (travail de F.Lempio,...).

- L’analyse stochastique (travaux de F. Bernardin, F. Bernicot, ...).

- La théorie d’inclusion différentielles elle même (travaux de J. P. Aubin, A. Cellina,
H. Frankowska,[2], [3]...).

Dans ce présent mémoire nous étudions des inclusions différentielles du premier ordre de
la forme

(PF )

 ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p sur [0, 1]
x(0) = x0,

où F : I × Rn ⇒ Rn est une multi-application à valeurs fermées non bornées vérifiant
certaines conditions, et du deuxième ordre de la forme

(P ′F )

 ẍ(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t)) p.p sur [0, 1]
ẋ(0) = 0, x(1) = 0,

où F : I×Rn×Rn ⇒ Rn est une multi-application à valeurs fermées non bornées vérifiant
certaines conditions.

Concernant les inclusions différentielles du premier ordre de la forme (PF ), on présente
le travail de Tolstonogov [31], où il donne des théorèmes d’existence de solutions locales
et globales du problème (PF ). Ainsi qu’une approximation des solutions de l’inclusion
convexifiée

(PcoF )

 ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), p.p sur [0, 1]
x(0) = x0,

par les solutions de l’inclusion (PF ). Cette propriété est appelé relaxation.

Pour le cas où les valeurs de la multi-application F sont des ensembles non vides
fermées et bornées, les questions d’existence de solutions de l’inclusion (PF ) sont bien
étudiées, en commençant par les papiers de Wazewski [35] et Filippov [14]. L’hypothèse de
base, à la fois dans [14] et dans la majorité des articles traitant la relaxation en dimension
finie, est la condition de Lipschitz de F par rapport à la deuxième variable, c’est à dire

haus(F (t, x), F (t, y)) ≤ k(t)‖x− y‖ (1)

où haus est la distance de Hausdorff sur l’espace des ensembles non vides et fermés et
k(·) est une fonction intégrable sur [0, 1].
Cette inégalité est tout à fait acceptable si les valeurs de F sont fermées bornées, mais
elle est lourde si les valeurs de F sont non bornées.
Ioffe [22] à donné les théorème d’existence et de relaxation avec une version plus faible de
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la condition de Lipschitz qui est plus acceptable lorsque les valeurs de F sont non bornées,
appelée version globale de la condition pseudo-Lipschitz d’Aubin et donnée par

y ∈ F (t, x) =⇒ d(y, F (t, x)) ≤ (k(t) + β‖y‖)‖x− y‖,

où β > 0 et k(·) est une fonction intégrable sur [0, 1]. Une généralisation de ce théorème
d’existence au cas d’un espace de Banach séparable et donnée dans [24].

Les resultats du travail de Tolstonogov [31] complètent et généralisent les résultats
dans [22].

On essaye, dans ce mémoire, de généraliser le théorème d’existence de solutions globales
de Tolstonogov au cas d’inclusions différentielles du seconde ordre de la forme (P ′F ).

L’inclusion (P ′F ) a été étudiée par plusieurs auteurs [5],[25],[4]... .
Dans [4], D. Azzam-Laouir et al. ont donné un théorème d’existence avec des conditions
aux limites en trois points et quand F est à valeurs fermées vérifiant la condition de
Lipschitz. Ce travail a été généralisé dans [6] au cas où F vérifie la version globale de la
condition pseudo-Lipschitz d’Aubin.

Ce mémoire comprend cinq chapitres

Le premier chapitre intitulé “Notations et préliminaires ”, il contient des notations
ainsi qu’un ensemble de définitions, propositions et théorèmes qui nous seront utiles pour
la suite de cette étude.

Le deuxième chapitre intitulé “Multi-applications ”. Son objectif est de donner des
notions de bases sur les multi-applications ainsi que leurs continuité et mesurabilité.

Le troisième chapitre intitulé “Existence de solutions globales et locales ”. Ce cha-
pitre est partagé en deux sections. Dans la première section, nous démontrons l’existence
de solutions globales de l’inclusion différentielle (PF ), et dans la deuxième section, nous
établissons l’existence de solutions locales , en réduisant ce problème au problème d’exis-
tence de solutions globales d’une inclusion différentielle étendue.

Le quatrième chapitre intitulé “Relaxation”. Dans ce chapitre, nous prouvons le
théorème de relaxation associé à l’inclusion (PF ).
Les résultats de ces deux derniers chapitres sont pris de [31].

Le cinquième chapitre intitulé “ Existence de solutions pour une inclusion différen-
tielle du seconde ordre ”. Dans ce chapitre, on donne une petite contribution, où on essaye
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de démontrer un théorème d’existence de solutions globales de l’inclusion différentielle
(P ′F ).



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES

On commence par ce chapitre, dans lequel nous précisons nos notations et nous rap-
pelons certains définitions, propositions et théorèmes dont on aura besoin tout au long de
ce mémoire.

1.1 Notations générales

On note

• I = [0, 1] l’intervalle unité de R.
Soit X un espace topologique. On note

• (X, τ) un espace topologique.

• (X, d) un espace métrique.

• (X,Σ) un espace mesurable.

• (X,Σ, µ) un espace mesuré.

• B(X) la tribu Borélienne sur X.

• Pcl(X) l’ensemble des parties fermées de X.

• Pk(X) l’ensemble des parties compactes de X.

1



1.1. Notations générales 2

• L(I) la tribu sur I des ensembles mesurables au sens de Lebesgue et dans ce cas µ
est la mesure de Lebesgue.

Soit E un espace de Banach, alors on note

• E ′ le dual topologique de E, ‖ · ‖ la norme de E et 〈·, ·〉 le produit de dualité entre
E et E ′.

• C(I, E) l’espace de Banach de toutes les applications continues définies sur I à
valeurs dans E muni de la norme ‖f(·)‖C = sup

t∈I
‖f(t)‖.

• C1(I, E) l’espace de Banach des applications continuement différentiables muni de
la norme ‖f(·)‖C1 = max{‖f(·)‖C , ‖f ′(·)‖C}.

• L1(I, E) l’espace de Banach de toutes les applications intégrables au sens de Boch-
ner définies sur I à valeurs dans E muni de la norme ‖f(·)‖ =

∫
I ‖f(s)‖ds.

• Cc le complémentaire de C.

• σ(E,E ′) la topologie faible sur E.

• σ(E ′, E) la topologie faible* sur E ′.

• → la convergence forte dans E.

• ⇀ la convergence faible dans E.

• ω − E l’espace E muni de la topologie faible.

• co(A) l’enveloppe convexe de A.

• co(A) l’enveloppe convexe fermée de A.

• BE(x, r) la boule ouverte de E de centre x et de rayon r.

• BE(x, r) la boule fermée de E de centre x et de rayon r.

• B la boule unité ouverte de E.

• B la boule unité fermée de E.

• Rn+1
∗ l’espace R×Rn muni de la norme ‖(t, x)‖∗ = max{|t|, ‖x‖}, (t, x) ∈ R×Rn.

• Rn+1 l’espace R×Rn muni de la norme euclidienne ‖.‖.

• εBn+1
∗ la boule ouverte de rayon ε > 0 et de centre 0 sur Rn+1

∗ .

• εBn+1 la boule ouverte de rayon ε > 0 et de centre 0 sur Rn+1.

• 1IA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

1IA(x) =

 1 si x ∈ A;
0 si x 6∈ A.
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1.2 Mesurabilité

Les résultats suivants sont pris de la référence [9].

Définition 1.1 (La tribu borélienne).
Soit (X, τ) un espace topologique, on appelle tribu borélienne la tribu engendrée par τ , on
la note B(X).
Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.2. Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et f une application
définie sur X1 à valeurs dans X2. On dit que f est (Σ1,Σ2)-mesurable si pour tout
A ∈ Σ2, f -1(A) ∈ Σ1.
Si X2 est un espace topologique, une fonction (Σ1,B(X2))-mesurable est dite fonction
Borélienne ou Σ1-mesurable.

Proposition 1.1. Soient (X1, θ1), (X2, θ2) deux espaces topologiques et f : X1 → X2. Si
f est continue alors f : (X1,B(θ1))→ (X2,B(θ2)) est mesurable.

Définition 1.3. Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l’application µ : Σ→ R est une
mesure si

1. µ(∅) = 0 ;

2. µ(∪
n
An) = ∑

n
µ(An), pour toute suite dénombrable (An) d’éléments de Σ deux à

deux disjoints.

• Le triple (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.
• Si µ(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure positive et on note
µ ≥ 0, ou que l’espace (X,Σ, µ) est positif.
• Si µ(A) < ∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure finie ou que l’espace
(X,Σ, µ) est fini.
• Si X est un espace topologique, la mesure µ : B(X) → R est appelée mesure Boré-
lienne.

Définition 1.4. Soit X un espace topologique séparé et µ une mesure Borélienne. Alors
µ est dite régulière si pour tout A ∈ B(X) et tout ε > 0, il existe un ouvert C et un fermé
G de X, tels que G ⊂ A ⊂ C et µ(C\G) ≤ ε.
Une mesure borélienne finie et régulière est appelée mesure de Radon.

Définition 1.5. Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré et A un sous ensemble de X tel que
A ∈ Σ. On dit que A est µ-négligeable ou négligeable, si B ⊂ X tel que A ⊂ B et
µ(B) = 0.
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• On dit qu’une propriété sur X est vraie µ-presque partout (µ.p.p.), si l’ensemble
où elle n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

• La tribu µ-complète de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles
µ-négligeables, c’est à dire

Σµ = {A ∪ Z; A ∈ Σ et Z ensemble µ− négligeable}.
• La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c’est à dire, si tout ensemble µ-négligeable

appartient à Σ.

Définition 1.6 (Tribu de Lebesgue).
La tribu de Lebesgue sur R notée L(R) est la tribu complétée de la tribu borélienne B(R)
pour la mesure de Lebesgue.

Définition 1.7 (Fonction simple).
Soient (X,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach et f : X → E. On dit que f
est une fonction simple si elle est de la forme

f(x) =
n∑
i=1

1IEi
(x)yi,

où les Ei = f−1(yi), i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments deux à deux disjoints de Σ et les
yi, i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments distincts de E.
Cette formule est appelée la représentation canonique de f .

Proposition 1.2. Soient (X,Σ) un espace mesurable et {fn}n≥1 une suite de fonctions
mesurables définies sur X à valeurs dans R. Si {fn}n≥1 converge simplement vers f alors
f est mesurable.

Théorème 1.1. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach séparable.
Si f : X → E est mesurable, alors il existe une suite {fn}n≥1 de fonctions simples telles
que fn → f µ-p.p, et pour µ-presque tout x ∈ E , ‖fn(x)‖ ≤ ‖f(x)‖ pour tout n ∈ N∗.

1.3 Fonction intégrable au sens de Bochner

Les résultats suivants sont pris des références [16] et [28].
Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et (E, ‖.‖) un espace de Banach .

Définition 1.8. Une fonction mesurable f : X −→ E est dite intégrable au sens
de Bochner, s’il existe une suite de fonctions simples (fn)n telle que fn −→ f µ p.p,
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‖fn − f‖ est intégrable au sens de Lebesgue et

lim
n−→∞

∫
X

‖fn − f‖dµ = 0.

On pose alors ∫
X
fdµ = lim

n−→∞

∫
X

fndµ.

Dans ce cas
∫
A fdµ est défini pour tout A ∈ Σ par

∫
A
fdµ = lim

n−→∞

∫
A
fndµ.

Où

‖f‖ : X −→ R

x 7−→ ‖f‖(x) = ‖f(x)‖,

Théorème 1.2. Une fonction mesurable f : X −→ E est dite intégrable au sens de
Bochner si et seulement si ∫

X

‖f‖dµ <∞.

Corollaire 1.1. Si f : X −→ E est une fonction intégrable au sens de Bochner et A ∈ Σ,
alors

‖
∫
A

f(x)dµ‖ 6
∫
A

‖f(x)‖dµ.

Corollaire 1.2. Si f, g : X −→ E sont deux fonctions intégrables au sens de Bochner et
pour tout A ∈ Σ,

∫
A
fdµ =

∫
A
gdµ, alors

f(x) = g(x) pour µ− presque tout x ∈ X.

Théorème 1.3. Soit f : X −→ E une fonction intégrable au sens de Bochner et soit
G : E → F un opérateur linéaire continu, où F un espace de Banach. Alors Gf est une
fonction intégrable au sens de Bochner à valeurs dans F , et on a

G(
∫
X

f(x)dµ) =
∫
X

Gf(x)dµ.

En particulier, si x′ ∈ E ′ et f : X −→ E est une fonction intégrable au sens de Bochner,
alors x 7−→ 〈f(x), x′〉 est intégrable et

〈
∫
X

f(x)dµ, x′〉 =
∫
X

〈f(x), x′〉dµ.

Théorème 1.4 (Théorème de la convergence dominée).
Soit f : X −→ E une fonction mesurable, et (fn)n≥1 une suite de fonctions mesurables
de X dans E vérifiant

fn(x) −→ f(x) µ-presque partout sur X.
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S’il existe h : X −→ R+ Lebesgue intégrable telle que

‖fn(x)‖ ≤ h(x), µ-presque partout sur X, pour tout n ∈ N∗,

alors, fn, n ≥ 1 et f sont Bochner intégrables et∫
X
f(x)dµ = lim

n→∞

∫
X
fn(x)dµ.

On note L 1(X,E) l’ensemble des fonctions mesurable f telle que ‖f‖ est intégrable
au sens de Lebesgue.
Si on note N l’ensemble des fonctions mesurables f : X −→ E telle que f(x) = 0 µ-
p.p sur X, l’espace des classes d’équivalence L 1(X,E)\N est noté par L1(I, E) c’est un
espace de Banach muni de la norme ‖f‖1 =

∫
X ‖f(x)‖dµ.

Définition 1.9. Un sous ensemble K ⊂ L1(I, E) est dit uniformément intégrable si
lim

µ(C)→0

∫
C ‖f(x)‖dµ = 0 uniformément en f ∈ K.

Proposition 1.3. Si (fn)n est une suite de Cauchy de L1(I,Rn), alors il existe une sous
suite (fnk

)k qui converge presque partout vers une fonction f ∈ L1(I,Rn).

Théorème 1.5. Soit ϕ une fonction à valeurs réelles sur Vs×(E\A) où Vs est un voisinage
d’un point s ∈ R, E un espace de Banach séparable, (E,Σ, µ) un espace mesuré fini et
A ⊂ E est un sous ensemble µ-négligeable.
Si pour chaque t ∈ Vs, la fonction x 7−→ ϕ(t, x) est intégrable sur E et si de plus, sur
Vs × (E\A) la fonction ϕ admet une dérivée partielle par rapport à t vérifiant l’inégalité
|∂ϕ
∂t

(t, x)| ≤ g(x), où g est µ-intégrable et indépendante de t, alors la fonction t 7−→∫
E ϕ(t, x)dµ est dérivable au point s et l’on a

∂

∂t

∫
E
ϕ(s, x)dµ =

∫
E

∂ϕ

∂t
(s, x)dµ.

1.4 Ensembles convexes

Ces résultats sont pris des références [29], [34] et [7].

Définition 1.10. Soit E un espace vectoriel et soient a, b ∈ E.
• On appelle segment fermé d’extrémités a et b (ou tout simplement segment) que l’on
note [a, b], l’ensemble {λa+ (1− λ)b tel que λ ∈ [0, 1]}.
• On appelle segment ouvert que l’on note ]a, b[ l’ensemble {λa+(1−λ)b tel que λ ∈ ]0.1[}.
De la même manière on définit les segments ]a, b] et [a, b[.
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Définition 1.11. Une partie A de l’espace vectoriel E, est dite convexe si toutes les fois
que deux points a, b appartient à A le segment [a, b] est contenue dans A, i.e.
λA+ (1− λ)A ⊂ A, ∀λ ∈ [0, 1], ou encore ∀x, y ∈ A, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ A.
On appelle simplexe de Rn le sous ensemble ∆n, tel que

∆n = {(λ1, ..., λn) ∈ Rn, λi ≥ 0 , i = 1...n,
n∑
1
λi = 1}.

Définition 1.12. Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, . . . , xn ∈ E. On appelle
combinaison convexe des éléments x1, x2, . . . , xn tout élément x qui s’écrit comme
suit

x =
n∑
i=1

λixi tels que (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ ∆n .

Proposition 1.4. Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. Alors A est convexe si et
seulement si n’importe quelle combinaison convexe des vecteurs de A est un vecteur de A.

Définition 1.13. Soit A un sous ensemble de l’espace vectoriel E. On appelle enveloppe
convexe de A qu’on note co(A) l’intersection de tous les convexes de E contenant A. C’est
en fait le plus petit convexe de E contenant A.
Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe fermée de A
qu’on note co(A) le plus petit convexe fermé de E contenant A.

Théorème 1.6 (Théorème de Carathéodory).
Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. Alors,

co(A) =
{
k+1∑
i=1

λixi; k ∈ N, (λi)1≤i≤k+1 ⊂ ∆k+1, xi ∈ A, ∀i = 1, ..., k + 1
}
.

Proposition 1.5. Soit E un espace vectoriel topologique, soit A,B ⊂ E et α ∈ R

1. co(α.A) = αco(A).

2. co(A+B) = co(A) + co(B).
Si E un espace vectoriel topologique. Alors

3. Si A est un espace convexe de E alors A et
◦
A le sont aussi.

4. co(A) = co(A).

5. co(αA) = αco(A).

Proposition 1.6. Soit A ⊂ Rn et A borné. Alors co(A) = co(A).

Proposition 1.7. Soit E un espace vectoriel topologique et C1, C2 deux sous ensembles
convexes de E tels que C1 est fermé et C1 ∩ C̊2 6= ∅, alors

C1 ∩ C2 = C1 ∩ C2.
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1.5 Quelques résultats de compacité

Les résultats suivants sont pris des références [19] et [12].

Définition 1.14. Soit (X, θ) un espace topologique et soit A ⊂ X et (Ai)i∈J ⊂ X.
On dit que (Ai)i∈J est un recouvrement de A si A ⊂ ∪

i∈J
Ai.

• Si A = X, (Ai)i∈J est un recouvrement de X si X ⊂ ∪
i∈J
Ai, i.e., X = ∪

i∈J
Ai.

• Si pour tout i ∈ J , Ai est ouvert, on dit que (Ai)i∈J est un recouvrement ouvert de X.

Définition 1.15. Soit (X, θ) un espace topologique. On dit que X est compact s’il est
séparé et de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous recouvrement fini.

Proposition 1.8. Soit (X, θX), (Y, θY ) deux espaces topologiques, et f : X −→ Y une
application continue. Si A ⊂ X est un compact de X, alors f(A) est un compact de Y .

Théorème 1.7. Soit (X, d) un espace métrique. Alors, les assertions suivantes sont équi-
valentes,

1. X est compact.

2. Toute suite infinie de points de X admet au moins une valeur d’adhérence.

3. De toute suite infinie de points de X on peut extraire une sous suite convergente.

4. Tout sous ensembles infini de X admet au moins un point d’accumulation.

Remarque 1.1. Dans Rn, A est compact si et seulement si A est borné fermé.

Définition 1.16. Soit (X, d) un espace métrique, et soit A un sous ensemble de X. On
dit que A est relativement compact si A est compact.

Remarque 1.2. Tous sous ensembles d’un compact est relativement compact.

Proposition 1.9. Soit X un espace métrique et soient A un ensemble compact et B un
ensemble fermé tel que A ∩ B = ∅. Alors il existe deux ouverts V et W dans X tels que
A ⊂ V et B ⊂ W et V ∩W = ∅.

Théorème 1.8 (Heine).
Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f une application définie sur X à valeurs
dans Y . Si X est compact et f est continue alors f est uniformément continue.

Définition 1.17. Soient (X, d) espace métrique compact, (Y, d′) un espace métrique com-
plet et K un sous ensemble borné de C(X, Y ) (l’espace des applications continues définies
sur X à valeurs dans Y muni de la topologie de la convergence uniforme). On dit que K
est équicontinu si

∀ ε > 0, ∃ δε > 0, ∀x1, x2 ∈ X, d(x1, x2) < δε =⇒ d′(f(x1), f(x2)) < ε , pour tout f ∈ K .



1.6. Topologies faible et faible * 9

Théorème 1.9 (Théorème d’Ascoli-Arzelà).
Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet et K un sous ensemble
de C(X, Y ). Alors K est relativement compact dans C(X, Y ) si et seulement si les deux
conditions ci-dessous sont satisfaites.

1. K est équicontinue.

2. K(x) := {f(x) : f ∈ K} est relativement compact dans Y .

1.6 Topologies faible et faible *

Les résultats suivants sont pris des références [10] et [8].
Soient X un espace topologique, I un ensemble quelconque et soit (Yi)i∈I une famille
d’espaces topologiques. Pour chaque i ∈ I, on se donne une application ϕi : X −→ Yi.

Le problème posé est de munir X par une topologie τ la moins fine (avec le minimum
d’ouverts) qui rend continues toutes les applications (ϕi)i∈I .

Proposition 1.10. Soit τ l’ensemble des parties de X de la forme

⋃
j∈J

⋂
i∈Fj

ϕ−1
i (Ui),

où Ui est un ouvert quelconque de Yi, Fj est un sous ensemble fini quelconque de I et J
est un ensemble quelconque d’indices. Alors, τ définit une topologie sur E. De plus, τ est
la topologie la moins fine qui rend continues toutes les applications ϕi (i ∈ I).

1.6.1 Topologie faible

Soient E un espace de Banach et E ′ son dual topologique, c’est à dire, l’espace des
formes linéaires continues sur E muni de la norme

‖f‖E′ = sup
x∈B
| 〈f, x〉 | .

Définition 1.18. Soit f ∈ E ′, et considérons la fonction

ϕf : E −→ R

x 7−→ ϕf (x) = f(x) := 〈f, x〉.

Lorsque f décrit E ′ nous obtenons une famille d’applications (ϕf )f∈E′ définies sur E à
valeurs dans R.
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On appelle la topologie faible sur E la topologie la moins fine rendant les applications
(ϕf )f∈E′ continues et on la note σ(E,E ′).

Remarque 1.3.

1. E étant un espace de Banach, E est muni d’une norme (donc d’une distance)
et alors on définit la topologie associée à cette norme, cette topologie sera dite
topologie forte.

2. Les ouverts (resp. fermés) faibles (pour σ(E,E ′)) sont aussi des ouverts (resp.
fermés) pour la topologie forte.

Proposition 1.11. Soit E un espace vectoriel normé, la topologie σ(E,E ′) est séparée.

Preuve. Soit x, y ∈ E tels que x 6= y. Par le théorème de Hahn-Banach, il existe f ∈ E ′

telle que 〈f, x〉 6= 〈f, y〉,i.e, ϕf (x) 6= ϕf (y).
On pose a = ϕf (x) et b = ϕf (y).
Puisque R est séparé, il existe ε > 0 tel que ]a− ε, a+ ε[∩]b− ε, b+ ε[= ∅, donc,

ϕ−1
f (]a− ε, a+ ε[∩]b− ε, b+ ε[) = ϕ−1

f (]a− ε, a+ ε[) ∩ ϕ−1
f (]a− ε, a+ ε[) 6= ∅.

De plus, ϕ−1
f (]a−ε, a+ε[) est un voisinage de x pour la topologie faible et, ϕ−1

f (]b−ε, b+ε[)
est un voisinage de y pour la topologie faible.
D’où (E, σ(E,E ′)) est séparé.

Théorème 1.10. Soit C ⊂ E un sous ensemble convexe, alors C est faiblement fermé
(fermé pour σ(E,E ′)), si et seulement s’il est fortement fermé.

Preuve. Supposons que C est fortement fermé, et montrons qu’il est faiblement fermé.
Vérifions que Cc est ouvert pour la topologie σ(E,E ′).
Soit x0 ∈ Cc. D’après le théorème de Hahn-Banach, il existe f ∈ E ′ et α ∈ R tels que

〈f, x0〉 < α < 〈f, y〉,∀y ∈ C.

Posons
V = {x ∈ E; 〈f, x〉 < α},

de sort que x0 ∈ V, V ∩ C = ∅ (i.e. V ⊂ Cc) et V est ouvert pour σ(E,E ′). Donc Cc

est un voisinage de x pour σ(E,E ′), et comme x0 est arbitraire dans Cc, c’est un ouvert
pour σ(E,E ′). D’où C est faiblement fermé.

Proposition 1.12. Soit (xn)n une suite de E.
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1. La suite (xn)n>1 converge vers x pour σ(E,E ′) (ou faiblement) si et seulement si
(〈f, xn〉)n>1 converge vers 〈f, x〉 pour tout f ∈ E ′.

2. Si (xn)n>1 converge fortement vers x, alors (xn)n converge faiblement vers x.

3. Si (xn)n>1 converge faiblement vers x alors ‖xn‖ est bornée et nous avons

‖x‖ 6 lim inf
n→∞

‖xn‖.

4. Si (xn)n>1 converge faiblement vers x et (fn)n>1 converge fortement vers f dans E ′,
alors (〈fn, xn〉)n>1 converge vers 〈f, x〉.

Proposition 1.13. Lorsque E est de dimension finie, la topologie forte de E et la topologie
faible σ(E,E ′) coïncident. En particulier, une suite (xn)n ⊂ E converge faiblement si et
seulement si elle converge fortement.

Théorème 1.11 (Théorème d’Ebalein-Smûlian).
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes

(i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

(ii) S est faiblement (relativement) compact.

1.6.2 Topologie faible *

Soit E un espace vectoriel normé, E ′ son dual et E ′′ son bidual (c’est à dire le dual de
E ′) muni de la norme

‖ξ‖E′′ = sup
f∈BE′

|〈ξ, f〉|.

Alors on a une injection canonique J : E → E ′′ définie de la façon suivante, pour tout
x ∈ E fixé, l’application

ξx : E ′ −→ R

f 7−→ ξx(f) = 〈ξx, f〉 = 〈f, x〉,

est linéaire continue sur E ′, c’est à dire, ξx est un élément de E ′′, et

J : E −→ E ′′

x 7−→ J(x) = ξx,

est linéaire continue, de plus, elle est une isométrie (on dit que J est une isométrie si
‖J(x)‖ = ‖ξx‖ = ‖x‖), et on a

〈J(x), f〉 = 〈ξx, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E ∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′.

Sur l’espace E ′ sont définies déjà deux topologies
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1. La topologie forte associée à la norme de E ′ (‖f‖E′ = sup
f∈BE′ (0.1)

|〈f, x〉|).

2. La topologie faible σ(E ′, E ′′).

On définit une troisième topologie sur E ′ qui est la topologie faible* que l’on note σ(E ′, E).

Définition 1.19. La topologie faible* sur E ′ est la topologie la moins fine sur E ′ qui rend
continues toutes les applications (ξx)x∈E. On la note σ(E ′, E).

Proposition 1.14. Soit E un espace vectoriel normé. La topologie faible* est séparée.

Proposition 1.15. Soit (fn)n une suite de E ′.

1. La suite (fn)n converge vers f pour σ(E ′, E) (ou faiblement*) si et seulement si
(〈fn, x〉)n converge vers 〈f, x〉 pour tout x ∈ E.

2. Si (fn)n converge fortement vers f , alors (fn)n converge faiblement* vers f .

3. Si (fn)n converge vers f pour σ(E ′, E), alors (‖fn‖E′) est bornée et nous avons

‖f‖E′ 6 lim inf
n→∞

‖fn‖.

4. Si (fn)n converge vers f pour σ(E ′, E) et (xn)n converge fortement vers x dans E
alors (〈fn, xn〉)n converge vers 〈f, x〉.

Proposition 1.16. Si E est de dimension finie, les topologies forte, faible σ(E ′, E ′′) et
faible* σ(E ′, E) coïncident sur E ′.

Théorème 1.12. (Théorème d’Alaoglu).
Soit E un espace vectoriel normé. Alors, la boule unité fermée de E ′ (pour la norme de
la topologie forte) est faiblement* compacte.

1.6.3 Espaces réflexifs

Définition 1.20. Soit E un espace normé, on dit que E est réflexif si J(E) = E ′′, c’est
à dire, si J est bijective (on identifie alors E à E ′′ à l’aide de l’isomorphisme J).

Théorème 1.13. Soit E un espace normé. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. E est réflexif.

2. BE(0, 1) = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} est σ(E,E ′)-compact.

3. Pour tout suite {xn}n≥1 bornée dans E il existe une sous suite {xnk
}k≥1 qui converge

pour σ(E,E ′).



1.7. Fonctions absolument continues 13

Proposition 1.17.

•Tout espace de Hilbert est réflexif.
•Tout espace de dimension finie est réflexif .

Corollaire 1.3. Soit X un espace réflexif et soit C ⊂ X un convexe fermé borné. Alors
C est compact pour la topologie σ(X,X ′).

Proposition 1.18. Si E est réflexif, alors les topologies faible et faible* sur E ′ coïncident.

Dans la suite, on donne comme cas particulier les espaces Lp(I,Rn) avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Proposition 1.19. Soit p ∈]1,+∞] et soit q son conjugué. Alors l’application

J : Lp(I,Rn) −→ (Lq(I,Rn))′

f 7−→ J(f) = ϕf ,

où

ϕf : Lq(I,Rn) −→ R

g 7−→ ϕf (g) =
∫
I
〈f(t), g(t)〉dt,

est une bijection. On identifie alors f avec J(f) ∈ (Lq(I,Rn))′.
On a alors une notion de convergence faible* dans Lp(I,Rn). Si 1 < p < +∞ (on a alors
aussi 1 < q < +∞), les notions de convergence faible et faible* dans Lp(I,Rn) coïcident.
Dans le cas de L∞(I,Rn), que l’on identifie fréquemment avec le dual topologique de
L1(I,Rn), les notions de convergence faible et faible* sont différentes.

Proposition 1.20 (Convergence faible dans Lp(I,Rn)).
Soient p ∈ [1,+∞[ et q le conjugué de p, {fn}n≥1 ⊂ Lp(I,Rn) et f ∈ Lp(I,Rn). Alors, la
suite {fn}n≥1 converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g ∈ Lq(I,Rn)

〈fn, g〉 =
∫
I
〈fn(t), g(t)〉 dt −→

∫
I
〈f(t), g(t)〉dt quand n −→ +∞ .

Proposition 1.21. Soit p ∈]1,+∞[. Alors Lp(I,Rn) est un espace réflexif.

1.7 Fonctions absolument continues

Les résultats suivants sont pris des références [8] et [15].
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Définition 1.21. Une application f définie sur I à valeur dans un espace vectoriel normé
(E, ‖ · ‖) est dite absolument continue si pour tout ε > 0 il existe ζ > 0 tel que pour
toute famille finie d’intervalle ouverts disjoints deux à deux de I ; (]ai, bi[)i∈{1,...,n}, nous
avons

n∑
i=1

(bi − ai) ≤ ζ =⇒
n∑
i=1
‖f(bi)− f(ai)‖ ≤ ε .

Proposition 1.22. Soient E un espace réflexif et f ∈ C(I, E). Alors f est absolument
continue si et seulement si il existe une fonction g ∈ L1(I, E) telle que

f(t) = f(0) +
t∫

0

g(s)ds , ∀ t ∈ I.

Dans ce cas, ḟ(t) = g(t) p.p sur I.

Proposition 1.23. Si E est réflexif et f est absolument continue, alors f est dérivable
pour presque tout t ∈ I, et on a

f(t)− f(0) =
t∫

0

ḟ(s)ds, ∀ t ∈ I.

1.8 Distance de Hausdorff

Nous allons donner dans cette section quelques résultats sur la distance de Hausdorff
qui sont pris des références [8] et [1].

Définitions 1.1. Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d).
• On a d(x,A) = inf

y∈A
d(x, y).

• On appelle écart entre A et B que l’on note e(A,B) la quantité définie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) = sup
x∈A

(
inf
y∈B

d(x, y)
)
.

• On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note haus(A,B) la
quantité définie par

haus(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}.

Remarquons que haus(A,B) = haus(B,A).

Proposition 1.24. Soient A, B, C trois sous ensembles d’un espace métrique (X, d).

1. e(A, ∅) =∞ si A 6= ∅.

2. e(∅, B) = 0.
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3. e(A,B) = 0⇐⇒ A ⊂ B.

4. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C).

5. haus(A,B) = 0⇐⇒ A = B.

6. haus(A,C) ≤ haus(A,B) + haus(C,B).

7. | d(x,A)− d(x,B) |≤ haus(A,B), ∀x ∈ X.

Rappelons les propriétés suivantes.
• (Pcl(X), haus) est un espace métrique.
• Si (X, d) est un espace métrique complet, alors (Pcl(X), haus) est complet.
• Si X est séparable, (Pk(X), haus) est aussi séparable.
Soit E un espace vectoriel normé.

Soit C ⊂ E. On note Cρ = C ∩ ρB, ρ ≥ 0.

Définition 1.22. Soient C,D ⊂ E et ρ > 0. La distance hausρ est définie par

hausρ(C,D) = max{e(Cρ, D), e(Dρ, C)}.

Proposition 1.25. Soient C,D ⊂ E non vides.

1. hausρ(C,D) 6= +∞, ρ ≥ 0.

2. Si C et D sont non vides et fermés, alors hausρ(C,D) = 0 pour tout ρ > 0 si et
seulement si C = D.

Définition 1.23. Soit E un espace de Banach, Q ⊂ I × E, F : Q ⇒ E une multi-
application et (t′, x′) ∈ Q. On dit que la multi-application F est localement intégrablement
(ρ − H)-lipschitzienne en (t′, x′) ∈ Q s’il existe ε > 0 et β > 0 et une fonction k(.)
strictement positive et intégrable sur ]t′ − ε, t′ + ε[ telle que

hausρ(F (t, x), F (t, y)) 6 (k(t) + βρ)‖x− y‖, (1.1)

pour tous (t, x), (t, y) ∈ (]t′ − ε, t′ + ε[×(x′ + εB)) ∩Q et pour tout ρ > 0.

Définition 1.24. Soit E un espace de Banach, Q ⊂ I × E , F : Q ⇒ E une multi-
application et (t′, x′) ∈ Q. On dit que la multi-application F est intégrablement (ρ− H)
lipschitzienne sur Q s’il existe β > 0 et k(.) ∈ L1(I,R+) telle que (1.1) est vérifiée pour
tous (t, x), (t, y) ∈ Q et pour tout ρ > 0.

Lemme 1.1. Soit E un espace vectoriel normé et C un ensemble convexe fermé tel que
Cρ0 6= ∅. Alors pour tout ρ > ρ0 et η ≥ 0 on a

haus(Cρ+η, Cρ) 6 [(ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0)]η,
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ce qui implique que l’application η 7−→ haus(Cρ+η, Cρ) est lipschitzienne sur R+.

Proposition 1.26. Soient C,D ⊂ E deux sous ensembles fermés convexes tels que
Cρ0 , Dρ0 sont non vides pour un certain ρ0 > 0. Alors pour tout ρ > ρ0,

haus(Cρ, Dρ) ≤
2ρ

ρ− ρ0
hausρ(C,D). (1.2)

Preuve. On a
e(Dρ, Cρ) 6 e(Dρ, Cρ+η) + e(Cρ+η, Cρ)

et
e(Cρ, Dρ) 6 e(Cρ, Dρ+η) + e(Dρ+η, Dρ),

cela implique que

haus(Cρ, Dρ) = max{e(Dρ, Cρ), e(Cρ, Dρ)}
6 max{e(Dρ, Cρ+η), e(Cρ, Dρ+η)}+ max{e(Cρ+η, Cρ), e(Dρ+η, Dρ)},

c’est à dire
haus(Cρ, Dρ) 6 β1 + β2,

avec, pour tout η > 0
β1 = max{e(Dρ, Cρ+η), e(Cρ, Dρ+η)}

et
β2 = max{e(Cρ+η, Cρ), e(Dρ+η, Dρ)}.

On va montrer que β2 6
ρ+ρ0
ρ−ρ0

η.

On a
e(Cρ+η, Cρ) 6 haus(Cρ+η, Cρ)

6 ((ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0))η,
et

e(Dρ+η, Dρ) 6 haus(Dρ+η, Dρ)
6 ((ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0))η.

Alors

β2 6 max{haus(Cρ+η, Cρ), haus(Dρ+η, Dρ)}

6 ((ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0))η. (1.3)

Maintenant on va prouver que β1 = hausρ(C,D).
En posant η = hausρ(C,D) on trouve,

e(Dρ, Cρ+η) = e(Dρ, C) et e(Cρ, Dρ+η) = e(Cρ, D).
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En effet, pour tout y ∈ Dρ, on a d(y, C) ≤ e(Dρ, C) ≤ η. D’ou d(0, C) ≤ ‖y‖+ d(y, C) ≤
ρ + η. C’est à dire C ⊂ (ρ + η)B, donc, C = Cρ+η et e(Dρ, C) = e(Dρ, Cρ+η) et de la
même façon, e(Cρ, D) = e(Cρ, Dρ+η).
D’où

β1 = max{e(Dρ, Cρ+η), e(Cρ, Dρ+η)}
= max{e(Dρ, C), e(Cρ, D)}
= hausρ(C,D).

(1.4)

De (1.3) et (1.4) on a

β1 + β2 6 ((ρ+ ρ)/(ρ− ρ))hausρ(C,D) + hausρ(C,D)
6 (2ρ/(ρ− ρ0))hausρ(C,D),

cela implique que
haus(Cρ, Dρ) 6 (2ρ/(ρ− ρ0))hausρ(C,D).

1.9 Projection

Ces résultats sont pris des références [10] et [21]

Théorème 1.14. Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert et soit A un sous ensemble convexe
fermé non vide de H. Alors pour tout x ∈ H, il existe x′ ∈ A tel que

‖x− x′‖ = d(x,A) = inf
z∈A
‖x− z‖.

x′ s’appelle la projection de x sur A et on la note pr(x,A) ,i.e., x′ = pr(x,A).
De plus pr(x,A) est caractérisée par, Re < x− pr(x,A), z − pr(x,A) >6 0 ∀z ∈ A.

Proposition 1.27. Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert et soit A un sous espace vectoriel.
Soit x′ ∈ A. Si x′ = pr(x,A) alors, x− x ∈ A⊥,i.e., < x− x′, y >= 0 ∀y ∈ A.

Proposition 1.28. Soit Rn muni de la norme euclidienne et soit A, (An)n≥1 ⊂ Rn des
sous ensembles non vides fermés et convexes.
Si lim

n→∞
haus(An, A) = 0 alors, pour tout x ∈ Rn, lim

n→∞
pr(x,An) = pr(x,A), où pr(x,A)

noté la projection de x sur A.
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1.10 Théorème du point fixe de Schauder

Ce théorème est pris de la référence [36].

Théorème 1.15. Soient E un espace de Banach et K ⊂ E un convexe compact. Alors
toute application continue f : K −→ K possède un point fixe, i.e., il existe un point
x∗ ∈ K tel que x∗ = f(x∗).

1.11 Lemme de Gronwall

Ce lemme est pris de la référence [27].
Le lemme de Gronwall s’interprète en disant qu’à partir d’une inégalité intégrale portant
sur f , on trouve une inégalité sur f . Ce lemme sert souvent dans la théorie des équations
différentielles, notamment pour obtenir des majorations de solutions.

Lemme 1.2. Soient a un réel positif et f , g, h des fonctions continues définies sur [0, T ]
à valeurs dans [0,+∞[ telles que

f(t) ≤ a+
t∫

0

f(τ)h(τ)dτ +
t∫

0

g(τ) dτ, ∀ t ∈ [0, 1],

alors

f(t) ≤ a exp
 t∫

0

h(τ)dτ
+

t∫
0

g(τ) exp
 t∫
τ

h(s)ds
 dτ, ∀ t ∈ [0, 1].

En particulier si a = 0 et f ≥ 0 alors f ≡ 0.



CHAPITRE 2

MULTI-APPLICATIONS

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions et résultats qui concernent les
multi-applications. Ces résultats sont pris des références [8], [17], [20], [33], [18], [28], [26],
[18] et [23].

2.1 Multi-applications et sélections

Définitions 2.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application
(ou fonction multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y toute application qui à
chaque élément x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y , et on note F : X ⇒ Y ou
F : Y → P(Y ).

• On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom(F ), le
sous ensemble de Y défini par

D(F ) := dom(F ) = {x ∈ X; F (x) 6= ∅}.

• On appelle graphe de F , qu’on note gph(F ), le sous ensemble de X × Y défini
par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y ; y ∈ F (x)}.

19
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• On appelle image de F , qu’on note Im(F ), le sous ensemble de Y défini par

Im(F ) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ X, y ∈ F (x)}.

• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous ensemble de Y
défini par F (A) = ∪

x∈A
F (x), et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ A, y ∈ F (x)}.

• On définit la multi-applicationinverse F−1 : Y ⇒ X définie par

x ∈ F−1(y) ⇔ y ∈ F (x).

• Pour tout V ⊂ X, on appelle image réciproque large de F , le sous ensemble
défini par

F−1(V ) = {x ∈ X; F (x) ∩ V 6= ∅}.

• Pour tout V ⊂ X, on appelle image réciproque étroite de F , le sous ensemble
défini par

F−1
+ (V ) = {x ∈ X; F (x) ⊆ V }.

Définition 2.1. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute
application f : dom(F )→ Y vérifiant

f(x) ∈ F (x),∀ x ∈ dom(F ).

2.2 Continuité des multi-applications

Définition 2.2. Soient X, Y deux espaces topologique, et F : X ⇒ Y une multi-application.

1. On dit que F est semi-continue supérieurement au sens de Vietoris au
point x0 ∈ X si pour tout ouvert U tel que F (x0) ⊂ U , il existe un voisinage Ω de
x0 tel que F (z) ⊂ U , ∀z ∈ Ω. Autrement dit F−1

+ (U) est un voisinage de x0.
• On dit que F est semi-continue supérieurement au sens de Vietoris sur X si
elle l’est en tout point x0 ∈ X.

2. On dit que F est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris au
point x0 ∈ X si pour tout ouvert U de X vérifiant F (x0) ∩ U 6= ∅, il existe un
voisinage Ω de x0 tel que F (z) ∩ U 6= ∅, ∀z ∈ Ω. Autrement dit F−1(U) est un
voisinage de x0 ∈ X.
• On dit que F est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris sur X si elle
l’est en tout point x0 ∈ X.
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3. On dit que F est continue au point x0 si elle est semi-continue supérieurement
au sens de Vietoris et semi-continue inférieurement au sens de Vietoris au point
x0, et on dit qu’elle est continue sue X si elle l’est en tout point x0 ∈ X.

Proposition 2.1. Soient X, Y deux espaces topologiques. Considérons la multi-application
F : X ⇒ Y , alors

(i) F est semi-continue supérieurement au sens de Vietoris si et seulement si F−1(U)
est un fermé de X pour tout U fermé de Y .

(ii) F est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris si et seulement si F−1(U)
est un ouvert de X pour tout U ouvert de Y .

Lemme 2.1. La multi-application F : X ⇒ Y est semi-continue inférieurement au sens
de Vietoris si et seulement si la fonction d(y, F (.)) est semi-continue supérieurement pour
tout y ∈ Y .

Théorème 2.1. Soit X, Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-application.
Alors, F est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris au point x0 ∈ X si et
seulement si pour tout suite (xn) de point de X, telle que xn −→ x0 et pour tout y0 ∈ F (x),
il existe une suite (yn) telle que yn ∈ F (xn) et yn −→ y0.

Proposition 2.2. Soient X un espace topologique et E un espace de Banach séparable, et
soit F : X ⇒ E une multi-application semi-continue inférieurement au sens de Vietoris.
Alors, les multi-applications F , coF : X ⇒ E définies par F (x) = F (x) et (coF )(x) =
co(F (x)), x ∈ X, sont semi continues inférieurement.

Définitions 2.2 (Continuité par rapport à la distance de Hausdorff).
Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques, et F : X ⇒ Y une multi-application, alors

• F est dite H-semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X si pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que

F (B(x0, δ)) ⊂ V (F (x0), ε) = {y ∈ Y ; d(y, F (x0) ≤ ε}.

• On dit que F est H-semi-continue supérieurement sur X si elle l’est en tout point
de X.

• F est dite H-semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que

F (x0) ⊂ [V (F (x), ε)]̊ ; ∀x ∈ B(x0, δ).
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• On dit que F est H-semi-continue inférieurement sur X si elle l’est en tout point
de X.

• On dit que F est H-continue si elle H-semi-continue supérieurement et H-semi-
continue inférieurement.

Proposition 2.3. Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs fermées. Alors,

• F est H-semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X si et seulement si, pour
toute suite (xn) ⊂ X convergente vers x0, on a,

lim
n→∞

e(F (xn), F (x0)) = 0.

• F est H-semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si et seulement si, pour
toute suite (xn) ⊂ X convergente vers x0, on a,

lim
n→∞

e(F (x0), F (xn)) = 0.

• F est H-continue au point x0 ∈ X si et seulement si, pour toute suite (xn) ⊂ X

convergente vers x0, on a,

lim
n→∞

haus(F (xn), F (x0)) = 0.

Proposition 2.4. Si F (x0) est compact alors

• F est H-semi-continue supérieurement au point x0 si et seulement si F est semi-
continue supérieurement au sens de Vietoris au point x0.

• F est H-semi-continue inférieurement au point x0 si et seulement si F est semi-
continue inférieurement au sens de Vietoris au point x0.

Théorème 2.2 (Théorème d’existence de sélections continues de Michael).
Soit X un espace métrique, E un espace de Banach et F : X ⇒ E une multi-application
semi-continue inférieurement au sens de Vietoris à valeurs non vides fermées et convexes.
Alors F admet une sélection continue.

2.3 Mesurabilité des multi-applications

Définition 2.3. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et
F : X ⇒ Y une multi-application .

1. On dit que F est Σ-mesurable où mesurable, si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.
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2. On dit que F est fortement mesurable, si pour tout fermé W de Y

F−1(W ) = {x ∈ X : F (x) ∩W 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 2.5. Si F : X ⇒ Y est fortement mesurable, alors F est mesurable.

Proposition 2.6. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et
soit F : X ⇒ Y une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F est Σ-mesurable.

(ii) Pour chaque y ∈ Y , la fonction dy : X → R définie par dy(x) = d(y, F (x)) est
Σ-mesurable.

Proposition 2.7. Si F : X ⇒ Y est mesurable ou fortement mesurable, alors dom(F )
est mesurable.

Proposition 2.8. Soient X un espace topologique et Y un espace métrique séparable,
alors la multi-application F : X ⇒ Y est mesurable si et seulement si F : X ⇒ Y est
mesurable.

Théorème 2.3. Soient (X,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach et soient
F : X × E ⇒ E une multi-application mesurable et u : X → E une application Σ-
mesurable. Alors, la multi-application x 7→ F (x, u(x)) est mesurable.

Définition 2.4. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X et Y deux espace métrique et soit
f : T ×X −→ Y une application.
On dit que f est de Carathéodory si elle est mesurable par rapport à t et continue par
rapport à x, c’est à dire pour tout x ∈ X fixé l’application

fx :T −→ Y

t 7−→ fx(t) = f(t, x)

est Σ-mesurable, et pour tout t ∈ T fixé l’application

ft :X −→ Y

t 7−→ ft(x) = f(t, x)

est continue.
On dit aussi que f est séparément mesurable, séparément continue.

Proposition 2.9. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
Y un espace métrique et soit f : T ×X −→ Y une application de Carathéodory. Alors f
est mesurable.
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Théorème 2.4 (Théorème de Lusin ). Soit X un espace métrique compact (X,Σ, µ)
un espace mesuré de Radon et soit Y un espace métrique .
Soit ϕ : X −→ Y , une application mesurable, alors pour tout ε > 0 il existe un fermé
Xε ⊂ X tel que µ(X\Xε) < ε et ϕ|Xε

est continue.

Théorème 2.5 (Théorème de Lusin cas multivoque ).
Soit X un espace métrique compact et (X,Σ, µ) un espace mesuré de Radon et soit Y un
espace métrique séparable et localement compact. Soit F : X ⇒ Y une multi-application à
valeurs fermées. Alors F est mesurable si et seulement si pour tout ε > 0 il existe un sous
ensemble fermé Xε ⊂ X tel que µ(X\Xε) < ε et F|Xε

est semi-continue inférieurement
au sens de Vietoris.

Lemme 2.2. Soit (X,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et F :
X ⇒ Y une multi-application mesurable à valeurs fermées. Alors le graphe de F appartient
à Σ⊗ B(Y ).

Théorème 2.6. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable com-
plet et soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs fermées. Alors, F est Σ-mesurable
si et seulement si dom(F ) ∈ Σ et il existe une suite (fn)n≥ d’applications Σ-mesurables
telle que pour chaque x ∈ dom(F ) on ait F (x) = {fn(x), n ≥ 1}.
On dit que (fn)n≥1 est une représentation de Castaing.

Lemme 2.3. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0, σ-finie et Σ est µ-complète.
Soient Y un espace métrique séparable et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs
fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes

(a) F est Σ-mesurable.

(b) gphF ∈ Σ⊗ B(X).

(c) F est fortement mesurable.

Théorème 2.7 (Théorème d’existence de sélections mesurables).
Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : X ⇒ Y

une multi-application mesurable à valeurs fermées non vides. Alors, F admet au moins
une sélection mesurable.

Théorème 2.8. Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré avec Σ µ-complète et µσ-finie. Soit
E un espace de Banach séparable et soient f : X → E une application mesurable et
ρ : X → R+ une fonction mesurable. Alors, x 7→ BE(f(x), ρ(x)) est une multi-application
mesurable.
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Preuve. Soit (yn) une suite fixée, dense dans la boule unité de E (le choix d’une telle
suite est possible grâce à la séparabilité de l’espace E).
Posons, pour tout n ∈ N, σn(x) = f(x) + ρ(x)yn.
L’application σn(·) est mesurable (grâce à la mesurabilité de f(·) et ρ(·)) etBE(f(x), ρ(x)) =
f(x) + ρ(x)BE(0, 1) = {f(x) + ρ(x)yn} = {σn(x) ; n ∈ N}. Par suite {σn(x)}n est une re-
présentation de Castaing deBE(f(x), ρ(x)). Par conséquent, l’application x 7→ BE(f(x), ρ(x))
est mesurable.

Théorème 2.9. Soit F : I×Rn ⇒ Rn une multi-application mesurable à valeurs fermées
non vides. Alors pour tous f, g : I → Rn deux applications mesurables, il existe une
application mesurable h : I → Rn tel que

h(t) ∈ F (t, f(t)),

et
‖g(t)− h(t)‖ = d(g(t), F (t, f(t))), pour tout t ∈ I.

Preuve. Soient f, g : I → Rn deux applications mesurables. On définit la multi-application
H : I ⇒ Rn par

H(t) = {v ∈ F (t, f(t)) ; ‖g(t)− v‖ = d(g(t), F (t, f(t)))}.

• Montrons que H(·) est à valeurs non vides.
Soit t ∈ I. On a

d(g(t), F (t, f(t))) = inf
v∈F (t,f(t))

‖g(t)− v‖, (F est à valeurs non vides)

ce qui est équivalent à

∀n > 0,∃ vn ∈ F (t, f(t)) , ‖g(t)− vn‖ < d(g(t), F (t, f(t))) + 1
n
. (2.1)

Cela implique que

‖vn‖ − ‖g(t)‖ ≤ ‖g(t)− vn‖ < d(g(t), F (t, f(t))) + 1
n
,

d’où
‖vn‖ < d(g(t), F (t, f(t))) + ‖g(t)‖+ 1

n
.

Donc (vn) est bornée dans Rn alors (vn) est relativement compacte, alors, on peut
lui extraire une sous suite qui converge vers v ∈ Rn, en passant à la limite quand
n→∞ dans (2.1), on trouve

‖g(t)− v‖ ≤ d(g(t), F (t, f(t))),
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mais F (t, f(t)) est fermé, donc v ∈ F (t, f(t)), d’où

‖g(t)− v‖ = d(g(t), F (t, f(t))).

Ce qui implique que v ∈ H(t), c’est à dire, H(t) 6= ∅.
• Montrons que H(·) est à valeurs fermées.

Soient t ∈ I et soit (vn)n une suite de H(t) tel que (vn)n converge vers v quand
n→∞, donc pour tout n ∈ N

vn ∈ F (t, f(t)),

et
‖g(t)− vn‖ = d(g(t), F (t, f(t))).

Par passage à la limite quand n→∞ on aura,

v = lim
n→∞

vn ∈ F (t, f(t)) = F (t, f(t)) (car F est à valeurs fermées)

et
‖g(t)− v‖ = ‖g(t)− lim

n→∞
vn‖ = lim

n→∞
‖g(t)− vn‖ = d(g(t), F (t, f(t))),

(car ‖ · ‖ est une application continue). Par conséquent

v ∈ F (t, f(t)),

et
‖g(t)− v‖ = d(g(t), F (t, f(t))).

D’où, H(·) est à valeurs fermées.
• Montrons que H(·) est mesurable.

gph(H) = {(t, x) ∈ I ×Rn ; x ∈ H(t)}

= {(t, x) ∈ I ×Rn ; x ∈ F (t, f(t)) et ‖g(t)− x‖ = d(g(t), F (t, f(t)))}

= {(t, x) ∈ I ×Rn ; x ∈ F (t, f(t))}⋂
{(t, x) ∈ I ×Rn ; ‖g(t)− x‖ = d(g(t), F (t, f(t)))}

= {(t, x) ∈ I ×Rn ; x ∈ F (t, f(t))} ∩ {(t, x) ∈ I ×Rn ; x ∈ S(g(t), d(g(t), F (t, f(t)))}

= {(t, x) ∈ I ×Rn ; x ∈ F (t, f(t))} ∩ gph(B(g(·), ρ(·))),

où ρ(t) = d(g(t), F (t, f(t))).
Soit A = {(t, x) ∈ I ×Rn ; x ∈ F (t, f(t))} Puisque F et f mesurables donc A est
mesurable, de plus g(·) est mesurable, ainsi que ρ(·), donc gph(B(g(·), ρ(·))) est
mesurable (voir le Théorème 2.8 ), alors gph(H) est mesurable.
Par conséquent H(·) est mesurable.
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Par le théorème d’existence de sélections mesurables (voir Théorème 2.7), il existe h : I →
Rn mesurable tel que h(t) ∈ H(t), c’est à dire, h(t) ∈ F (t, f(t)), et

‖g(t)− h(t)‖ = d(g(t), F (t, f(t))).

Dans l’espace L1(I, E) on considère la norme "faible"

‖x‖ω = max
0≤a≤b≤1

‖
∫ b

a
x(s)ds‖, (2.2)

cette norme est équivalente à la norme

‖|x‖| = max
0≤t≤1

‖
∫ t

0
x(s)ds‖. (2.3)

En effet, pour tout t ∈ I, et en prenant a = 0 et b = t,

‖
∫ t

0
x(s)ds‖ ≤ max

0≤a≤b≤b
‖
∫ b

a
x(s)ds‖ = ‖x‖ω.

D’où,
|‖x‖| ≤ ‖x‖ω. (2.4)

D’autre part, pour tout a, b ∈ I, a ≤ b,

‖
∫ b

a
x(s)ds‖ = ‖

∫ b

0
x(s)ds−

∫ a

0
x(s)ds‖

≤ ‖
∫ b

0
x(s)ds‖+ ‖

∫ a

0
x(s)ds‖

≤ 2|‖x‖|.

D’où,
‖x‖ω ≤ 2|‖x‖|. (2.5)

De (2.4) et (2.5), on déduit que ‖.‖ω et |‖.‖| sont équivalentes.
On note par L1

ω(I,Rn) l’espace L1(I,Rn) muni de la norme faible.

Théorème 2.10. Soit l’ensemble G ⊂ L1(I,Rn) vérifiant les propriétés suivantes

1. G est borné et uniformément intégrable ;

2. pour tout ε > 0 il existe un compact Kε ⊂ Rn tel que pour tout f ∈ G il existe un
ensemble mesurable If,ε ⊂ I avec µ(I\If,ε) < ε et f(t) ∈ Kε pour tout t ∈ If,ε.

Alors, les topologies des ensembles ω − L1(I,Rn) et L1
ω(I,Rn) coïncident sur G. De plus

G est relativement compact dans L1
w(I,Rn).
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Proposition 2.10. Soit E = Rn, m ∈ L1(I,R+), et

G = {f ∈ L1(I,Rn); ‖f(t)‖ 6 m(t) p.p sur I} (2.6)

alors, les topologies de l’espace ω − L1(I,Rn) et de l’espace L1
ω(I,Rn) coïncident sur

l’ensemble G et, par conséquente, l’ensemble G est convexe, métrisable, et compact dans
L1
ω(I,Rn).

Preuve. On a G est un sous ensemble de L1(I,Rn), borné car G ⊂ BL1(0, ‖m‖1).
De plus, pour tout f ∈ G et J ⊂ L(I) tel que µ(J) est assez petit, on a∫

J
‖f(t)‖dt ≤

∫
J
m(t)dt.

Comme m ∈ L1(I,R+), lim
µ(J)→0

∫
J m(t)dt = 0, donc

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀J ∈ L, µ(J) < δ ⇒
∫
J
m(t)dt < ε

⇒
∫
J
‖f(t)‖dt < ε, ∀f ∈ G.

D’où G est uniformément intégrable.
D’autre part, comme m est mesurable, par le théorème de Lusin, il existe un compact
Iε ⊂ I tel que µ(Iε\I) < ε et m|Iε

et continue, donc m(Iε) est compact dans R, d’où
borné. Alors, il existe Mε > 0 tel que m(t) ≤Mε pour tout t ∈ Iε.
Or, pour tout f ∈ G et tout t ∈ Iε, on a

‖f(t)‖ ≤ m(t) ≤Mε.

On pose Kε = MεBRn(0, 1) qui est compact dans Rn. Alors, on obtient f(t) ∈ Kε, pour
tout t ∈ Iε.
Donc, les conditions du Théorème 2.10 sont vérifiées, d’où les topologies des espaces
ω − L1(I,Rn) et L1

ω(I,Rn) coïncident sur G. De plus G est relativement compact dans
L1
w(I,Rn).

Montrons que G est convexe.
Soit f, g ∈ G et λ ∈ [0, 1]. Alors, λf + (1− λ)g ∈ L1(I,Rn), car L1(I,Rn) est un espace
vectoriel. De plus, pour tout t ∈ [0, 1], on a

‖λf(t) + (1− λ)g(t)‖ ≤ λ‖f(t)‖+ (1− λ)‖g(t)‖ ≤ m(t).

D’où λf + (1− λ)g ∈ G. Donc G est convexe.
Il reste à montrer que G est fermé dans ω − L1(I,Rn). Puisque G est convexe, il suffit
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de montrer que G est fermé dans L1(I,Rn). Soit (fn)n≥1 ⊂ G tel que fn −→ f dans
L1(I,Rn).
Par la Proposition 1.3, il existe une sous suite (fnk

)k≥1 qui converge presque partout vers
f ∈ L1(I,Rn).
Comme, pour tout k ≥ 1,

‖fnk
(t)‖ ≤ m(t) ∀t ∈ I\Ik,

où Ik est négligeable, en posant I ′ = ⋃
k≥1

Ik, on aura

‖fnk
(t)‖ ≤ m(t) ∀t ∈ I\I ′ , k ≥ 1

où I ′ est négligeable.
D’autre part,

fnk
(t) −→ f(t) ∀t ∈ I\I ′′,

où I ′′ est négligeable, donc, en passant à la limite,

‖f(t)‖ = lim
k→∞
‖fnk

(t)‖ ≤ m(t), ∀t ∈ I\(I ′ ∪ I ′′).

c’est à dire, ‖f(t)‖ ≤ m(t) p.p sur I.
D’où f ∈ G. Donc G est fermé dans ω − L1(I,Rn). Par conséquent G est compact dans
ω − L1(I,Rn).

2.4 Ensembles décomposables et l’ensemble des L1-

sélections

Définition 2.5. Soit E un espace de Banach. Un ensemble K ⊆ L1(I, E) est dit décom-
posable si, pour tout triplet (A, f1, f2) ∈ L(I)×K ×K, on a

1IAf1 + 1IACf2 = 1IAf1 + (1− 1IA)f2 ∈ K.

Théorème 2.11. Soit X un espace métrique séparable, E un espace de Banach et F :
X ⇒ L1(I, E) une multi-application semi-continue inférieurement au sens de Vietoris à
valeurs non vides fermées et décomposables. Alors F admet une sélection continue.

Proposition 2.11. Soient E un espace de Banach et F : I ⇒ E une multi-application
mesurable à valeurs fermées non vides, alors S1

F = {f ∈ L1(I, E), f(t) ∈ F (t) p.p sur I}
est décomposable et fermé.
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Proposition 2.12. Si F : I ⇒ E est une multi-application mesurable à valeurs fermées
non vides, alors S1

F 6= ∅ si et seulement si inf{‖v‖, v ∈ F (t)} ≤ h(t) p.p pour une certaine
application h ∈ L1(I, E).

Lemme 2.4. Soit K un espace métrique compact et E un espace de Banach séparable.
Supposons que F : K ⇒ L1(I, E) est une multi-application semi-continue inférieure-
ment au sens de Vietoris à valeurs fermées non vides et décomposables. Alors la multi-
application coF est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris à valeurs décompo-
sables.

Théorème 2.12. Soit F : I ⇒ X une multi-application mesurable à valeurs non vides
fermées, On définit la multi-application coF : I ⇒ X par coF (t) = co(F (t)) pour tout
t ∈ I. Alors, coF est une multi-application mesurable à valeurs non vides et coF est une
multi-application mesurable à valeurs non vides fermées.
De plus, si S1

F 6= ∅, alors S1
coF = coS1

F .

Théorème 2.13. Soit K un espace métrique compact et soit F : K ⇒ L1(I, E) une
multi-application a valeurs fermées non vides, semi-continue inférieurement au sens de
Vietoris. Alors, l’ensemble des sélections continues S1

coF est non vide, et pour tout g ∈ S1
coF

et pour tout ε > 0 il existe une sélection continue f de F telle que,

‖
∫ t

0
(g(x)(s)− f(x)(s))ds‖ < ε; ∀(t, x) ∈ (I ×K).

Proposition 2.13. Soit K ⊂ C(I,Rn) un ensemble compact, et soit F : I × Rn ⇒ Rn

une multi-application à valeurs fermées non vides. Supposons que

a. la multi-application x −→ F (t, x) est semi-continue inférieurement au sens de
Vietoris p.p sur I ;

b. pour tout x(.) ∈ K, la multi-application t −→ F (t, x(t)) est mesurable ;

c. il existe une fonction m ∈ L1(I,R+) tel que pour tout x(.) ∈ K

sup{‖v‖; v ∈ F (t, x(t))} 6 m(t), p.p sur I. (2.7)

Alors il existe une fonction continue g : K −→ L1(I, E) tel que pour tout x(.) ∈ K

g(x)(t) ∈ coF (t, x(t)), x(.) ∈ K p.p.

et pour une telle fonction g et pour tout ε > 0, il existe une fonction continue gε : K →
L1(I, E) tel que

gε(x)(t) ∈ F (t, x(t)) p.p.

et
‖g(x)− gε(x)‖w < ε. (2.8)
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Preuve. D’après (b), pour tout x ∈ K, la multi-application t −→ F (t, x(t)) est mesurable
alors, d’après les Propositions 2.11 et 2.12 et la condition (c), l’ensemble

K(x) = S1
F (.,x(.)) = {f ∈ L1(I,Rn) : f(t) ∈ F (t, x(t)) p.p sur I}

est non vide fermé et décomposable.
Maintenant on va montrer que K est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris.
Soit C un ensemble non vide fermé quelconque de L1(I,Rn) on va montrer que si xn → x0

uniformément, K(xn) ⊂ C, alors K(x0) ⊂ C. Soit f0 ∈ K(x0), par le Théorème 2.9 et la
condition (b), pour tout n ≥ 1, il existe fn ∈ K(xn) mesurable telle que,

‖fn(t)− f0(t)‖ = d(f0(t), F (t, xn(t))) p.p sur I, (2.9)

et de (c), fn est intégrable. Il existe I ′ ⊂ I un ensemble mesurable tel que (2.9) est vérifiée
sur I ′.
Comme xn −→ x0 uniformément, pour tout t ∈ I, xn(t) −→ x0(t). Alors, pour tout t ∈ I ′,
la relation (2.9) et la condition (a) impliquent que (en utilisant Lemme 2.1) fn(t) −→ f0(t),
c’est à dire que fn −→ f0 p.p.
Par la condition (c) et (2.9), on a

‖fn(t)‖ ≤ 2‖f0(t)‖+m(t) p.p sur I,

donc, par le Théorème de convergence dominée, fn −→ f0 dans L1(I,Rn) et puisque
(fn)n≥1 ⊂ C et C fermé, f0 ∈ C.
Comme f0 est un point arbitraire de K(x0), K(x0) ⊂ C, d’où K est semi-continue infé-
rieurement au sens de Vietoris.
Par le Théorème 2.12, on a

S1
coF (.,x(.)) = coS1

F (.,x(.))

et d’après le Lemme 2.4, coK est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris à
valeurs décomposables, non vides et fermées, donc, par le Théorème 2.11, il existe une
fonction continue g : K −→ L1(I, E) tel que g(x) ∈ coK(x) = S1

coF (.,x(.)), c’est à dire ,
g(x)(t) ∈ coF (t, x(t)) p.p sur I.
Par le Théorème 2.13, il existe une sélection continue telle que gε(x) ∈ K(x) ∀x(.) ∈ K,
i.e,

gε(x)(t) ∈ F (t, x(t)), p.p sur I,

et
|‖gε − g‖| ≤ ‖

∫ t

0
gε(x)(s)− g(x)(s)‖ < ε/2 ∀t ∈ I.
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Donc,
‖gε(x)− g(x)‖ω < ε,

d’où le résultat.



CHAPITRE 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS GLOBALES
ET LOCALES

L’objectif de ce chapitre est d’étudier l’existence de solutions de l’inclusion différentielle
suivante

(PF )


ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p sur I,

x(0) = x0.

où F : I × Rn ⇒ Rn une multi-application à valeurs fermées non vides et x : I −→ Rn

une fonction absolument continue. Ce chapitre est composé de deux sections, la première
section sera consacrée à l’étude de l’existence de solutions globales et la deuxième à l’étude
de l’existence de solutions locales.

3.1 Existence de solutions globales

Dans cette section, on étudie l’existence de solutions globales de l’inclusion (PF).

Définition 3.1. Soit F : I×Rn ⇒ Rn une multi-application à valeurs fermées non vides.
On définit une solution globale du problème (PF ) comme étant une fonction absolument
continue x(.), avec x(0) = x0, vérifiant l’inclusion (PF ) pour presque tout t ∈ I.

33
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Faisons des hypothèses relatives à l’existence de solutions globales.

Hypothèses (HG(F)). La multi-application F : I × Rn ⇒ Rn, à valeurs fermées non
vides, vérifie les propriétés suivantes.

1. La multi-application x 7−→ F (t, x) est semi-continue inférieurement au sens de
Vietoris presque partout sur I.

2. La multi-application t 7−→ F (t, x(t)) est fortement mesurable pour toute fonction
x(.) ∈ C(I,Rn).

On commence par donner un lemme qui nous sera utile dans la démonstration des
théorèmes principaux de ce chapitre.

Lemme 3.1. Supposons que les Hypothèses (HG(F)) sont vérifiées et soit

d(0, F (t, x)) < m(t) + n(t)‖x‖, (3.1)

avec m,n ∈ L1(I,R+) et m(t) > 0, pour tout t ∈ I. Alors la multi-application

Φ(t, x) = F (t, x) ∩ (m(t) + n(t)‖x‖)B, (3.2)

est définie de I ×Rn dans Rn, à valeurs non vides et vérifie les propriétés suivantes.

1. La multi-application x 7−→ Φ(t, x) est semi-continue inférieurement au sens de
Vietoris presque partout sur I.

2. La multi-application t 7−→ Φ(t, x(t)) est mesurable pour toute fonction x(.) ∈ C(I,Rn).

3. La multi-application Φ définie sur I ×Rn par

Φ(t, x) = F (t, x(t)) ∩ (m(t) + n(t)‖x‖)B (t, x) ∈ I ×Rn,

vérifie aussi les propriétés 1. et 2.

Preuve. 1. D’abord on va montrer que Φ(t, x) est non vide, pour tout (t, x) ∈ I×Rn.
De (3.1) on a d(0, F (t, x)) = inf

v∈F (t,x)
‖v‖ < m(t) + n(t)‖x‖,

cela implique que, pour tout ε > 0, il existe vε ∈ F (t, x) tel que

‖vε‖ < inf
v∈F (t,x)

‖v‖+ ε < m(t) + n(t)‖x‖+ ε,

et pour tout n ≥ 1, en prenant ε = 1
n
, il existe vn ∈ F (t, x) tel que

‖vn‖ < inf
v∈F (t,x)

‖v‖+ 1
n
< m(t) + n(t)‖x‖+ 1

n
.
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D’où (vn)n≥1 est bornée dans Rn, alors on peut lui extraire une sous suite, notée
(vnk

)k≥1 qui converge vers un certain v ∈ Rn. Puisque (vnk
) ⊂ F (t, x) et F (t, x)

est fermé, v ∈ F (t, x). De plus, comme pour tout k ≥ 1, ‖vnk
‖ < d(0, F (t, x)) + 1

nk
,

par passage à la limite quand k →∞, on trouve

‖v‖ = d(0, F (t, x)) < m(t) + n(t)‖x‖.

D’où
v ∈ F (t, x) ∩ (m(t) + n(t)‖x‖)B = φ(t, x)

et Φ(t, x) est donc non vide.
Soit t ∈ I et soient x ∈ Rn et v ∈ Φ(t, x) arbitraires. On prend une suite
(xk)k≥1 ⊂ Rn, convergent vers x. Comme v ∈ (m(t) + n(t)‖x‖)B, on a

‖v‖ < m(t) + n(t)‖x‖,

cela implique qu’il existe 0 < ε < m(t) + n(t)‖x‖ − ‖v‖ tel que

‖v‖ < m(t) + n(t)‖x‖ − ε. (3.3)

Puisque la multi-application x 7−→ F (t, x) est semi-continue inférieurement au
sens de Vietoris, il existe une suite (vk)k telle que vk −→ v et

vk ∈ F (t, xk), k ≥ 1. (3.4)

Par les convergences xk −→ x et vk −→ v, k ≥ 1, il existe un indice k0 tel que

‖vk − v‖ < ε/2, n(t)‖xk − x‖ < ε/2, ∀k ≥ k0.

D’après ces inégalités et (3.3) on a,

‖vk‖ = ‖vk − v + v‖

< ‖vk − v‖+ ‖v‖

< ε/2 +m(t) + n(t)‖x‖ − ε

= m(t) + n(t)‖x− xk + xk‖ − ε/2

≤ m(t) + n(t)‖xk − x‖+ n(t)‖xk‖ − ε/2

< m(t) + ε/2 + n(t)‖xk‖ − ε/2

= m(t) + n(t)‖xk‖,

d’où
‖vk‖ < m(t) + n(t)‖xk‖, k ≥ k0. (3.5)
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En utilisant (3.4) et (3.5), on obtient

vk ∈ φ(t, xk), k ≥ k0.

Cela implique que la multi-application x 7−→ Φ(t, x) est semi-continue inférieure-
ment au sens de Vietoris.

2. Soient x(.) ∈ C(I,Rn), f : I −→ Rn définie par f(t) = m(t) + n(t)‖x(t)‖, et
U : I ⇒ Rn une multi-application définie par U(t) = f(t)B. Par les Théorèmes
2.4 et 2.5, pour tout ε > 0, il existe un compact Iε ⊂ I tel que µ(I\Iε) < ε, la
restriction de F (., x(.)) sur Iε est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris
et la restriction de f sur Iε est continue.
Comme dans la preuve de (1), on trouve que la restriction de la multi-application
t 7−→ F (t, x(t)) ∩ U(t) = Φ(t, x(t)) sur Iε est semi-continue inférieurement au sens
de Vietoris. Donc par le Théorème 2.5 la multi-application t 7−→ Φ(t, x(t)) est
mesurable.

3. De (1) et de la proposition 2.2, on a que la multi-application x 7−→ Φ(t, x) est semi-
continue inférieurement au sens de Vietoris, et on a de (2) et de la Proposition 2.8
que la multi-application x 7−→ Φ(t, x(t)), x(.) ∈ C(I,Rn) est fortement mesurable.

Théorème 3.1. Soit y : I −→ Rn, y(0) = y0, une fonction absolument continue, et
soit F : I × Rn ⇒ Rn une multi-application à valeurs fermées non vides vérifiant les
Hypothèses (HG(F)). Alors pour tout m(.), n(.) ∈ L1(I,R∗+), tels que ,

d(ẏ(t), F (t, x)) < m(t) + n(t)‖y(t)− x‖, p.p sur I, x ∈ Rn, (3.6)

il existe une solution globale x(.) avec x(0) = x0 de l’inclusion (PF ) telle que

‖x(t)− y(t)‖ ≤ r(t), ‖ẋ(t)− ẏ(t)‖ ≤ n(t)r(t) +m(t), (3.7)

r(t) = ‖x0 − y0‖ exp l(t) +
∫ t

0
exp(l(t)− l(s))m(s)ds, (3.8)

et
l(t) =

∫ t

0
n(s)ds. (3.9)

Preuve. Soit la multi-application Φ : I ×Rn ⇒ Rn définie par

Φ(t, z) = −ẏ(t) + F (t, z + y(t)), (t, z) ∈ I ×Rn. (3.10)
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On a, d(0,Φ(t, z)) = inf
v∈φ(t,z)

‖v‖ et de (3.10), pour tout v ∈ Φ(t, z), il existe u ∈ F (t, z+ y(t)),

telle que v = u− ẏ(t), donc

d(0,Φ(t, z)) = inf
u∈F (t,z+y(t))

‖u− ẏ(t)‖

= d(ẏ(t), F (t, z + y(t)))

< m(t) + n(t)‖y(t)− z − y(t)‖

= m(t) + n(t)‖z‖.

D’où
d(0,Φ(t, z)) < m(t) + n(t)‖z‖, (t, z) ∈ I ×Rn.

Cette inégalité et les propriétés des fonctions m(.) et n(.), impliquent que

Φ(t, z) ∩ (m(t) + n(t)‖z‖)B 6= ∅. (3.11)

On considère la multi-application Γ : I ×Rn ⇒ Rn définie par

Γ(t, z) = Φ(t, z) ∩ (m(t) + n(t)‖z‖)B. (3.12)

Suit des hypothèses (HG(F)), et les relations (3.10) et (3.11), la multi-application z 7−→ Γ(t, z)
est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris, et la multi-application t 7−→ Γ(t, z(t))
est mesurable pour toute fonction z(.) ∈ C(I,Rn).
On considère l’inclusion différentielle

ż(t) ∈ Γ(t, z),

z(0) = z0 = x0 − y0,
(3.13)

et l’équation 
ṙ(t) = m(t) + n(t)r(t),

r(0) = r0 = ‖x0 − y0‖.
(3.14)

On résoudre ce système pour trouver la solution r(·) qui est représentée par (3.8) et (3.9).
On commence par résoudre l’équation homogène

ṙ(t)− n(t)r(t) = 0,

cela implique que
r(t) = c exp(

∫ t

0
n(s)ds) c ∈ R.

En utilisant la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particulière
de la forme

r(t) = c(t) exp(
∫ t

0
n(s)ds),
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avec c une fonction dérivable. En dérivant r on obtient

ṙ(t) = ċ(t) exp(
∫ t

0
n(s)ds) + c(t)n(t) exp(

∫ t

0
n(s)ds).

En remplaçant dans l’équation (3.14) on obtient

ċ(t) exp(
∫ t

0
n(s)ds) = m(t).

D’où
ċ(t) = m(t) exp(−

∫ t

0
n(s)ds).

En intégrant ċ(t), on trouve

c(t) =
∫ t

0
m(s) exp(−

∫ s

0
n(z)dz)ds+ c1, c1 ∈ R.

D’où
r(t) = c1 exp l(t) +

∫ t

0
exp(l(t)− l(s))m(s)ds,

avec, l(t) =
∫ t
0 n(s)ds, et par la condition initiale, r(0) = ‖x0 − y0‖ = c1.

D’où
r(t) = ‖x0 − x1‖ exp l(t) +

∫ t

0
exp(l(t)− l(s))m(s)ds.

Soit
S = {v ∈ L1(I,Rn); ‖v(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I}. (3.15)

On note par Sω l’ensemble S engendré par la topologie de l’espace L1
ω(I,Rn).

Par la forme (3.15), l’équivalence des normes (2.2) , (2.3) et la Proposition 2.10 on a Sω
est un ensemble convexe métrisable compact dans L1

ω(I,Rn).
On définit l’opérateur T : Sω −→ C(I,Rn) par l’égalité

T (v)(t) = z0 +
∫ t

0
v(s)ds, t ∈ I, v ∈ S. (3.16)

On va montrer que T est continue. En effet, soit v, w ∈ S, on a

‖T (v)− T (w)‖C = max
06t61

‖T (v)(t)− T (w)(t)‖

= max
06t61

‖
∫ t

0
(v(s)− w(s))ds‖

= |‖v − w‖|

6 ‖v − w‖ω,

donc, T est continue.
Par conséquent, l’ensemble

K = {z ∈ C(I,Rn); z = T (v), v ∈ Sω}, (3.17)
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est convexe, compact dans C(I,Rn).
En effet, soit z1, z2 ∈ K et λ ∈ [0.1]. Alors, il existe v, w ∈ Sω tels que z1 = T (v) et
z2 = T (w). Donc, pour tout t ∈ [0, 1]

λz1(t)+(1−λ)z2(t) = λT (v)(t)+(1−λ)T (w)(t) =
∫ t

0
(λv(s)+(1−λ)w(s))ds =

∫ t

0
(λv+(1−λ)w)(s)ds.

Comme S est convexe, λv+(1−λ)w ∈ S et λz1(t)+(1−λ)z2(t) = T (λv(t)+(1−λ)w(t)),
donc, λz1 + (1− λz2) ∈ K d’oú K est convexe.
D’autre part on a K = T (Sw) et Sw est compact d’où, K est compact dans C(I,Rn) (car,
T est continue).
Soit z(.) ∈ K, alors il existe v ∈ S tel que z = T (v). Donc, pour tout t ∈ I, on a

‖z(t)‖ = ‖T (v)(t)‖

= ‖z0 +
∫ t

0
v(s)ds‖

6 ‖z0‖+ ‖
∫ t

0
v(s)ds‖

6 ‖z0‖+
∫ t

0
‖v(s)‖ds

6 ‖z0‖+
∫ t

0
ṙ(t)ds

= r(0) + r(t)− r(0) = r(t),

d’où ‖z(t)‖ ≤ r(t). Par conséquent,

sup{‖v‖; v ∈ Γ(t, z(t))} ≤ m(t) + n(t)‖z(t)‖ ≤ ṙ(t). (3.18)

En vue de cette inégalité, les propriétés de la multi-application Γ, et la Proposition 2.13,
il existe une multi-application g : K⇒ L1(I,Rn) continue tel que

g(z)(t) ∈ Γ(t, z(t)) p.p sur I. (3.19)

D’après (3.15), (3.17) et (3.19) l’opérateur g(T (v)) est continue de Sω dans Sω.
Donc, par le théorème du point fixe de Schauder, il existe un point v∗ ∈ Sw tel que

v∗ = g(T (v∗)). (3.20)

Posons z∗ = T v∗, alors de (3.16), (3.19), et (3.20) on obtient

z∗(t) = z0 +
∫ t

0
v∗(s)ds,

v∗(t) ∈ Γ(t, z∗(t)) p.p sur I. (3.21)
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Puisque ż∗(t) = v∗(t) p.p sur I, alors (3.21) implique que z∗(.), z∗(0) = z0 est une solution
de l’inclusion (3.13), et satisfait

‖z∗(t)‖ ≤ r(t), t ∈ I, ‖ż∗(t)‖ ≤ ṙ(t), p.p. (3.22)

On définit x∗ : I −→ Rn par

x∗(t) = z∗(t) + y(t), t ∈ I. (3.23)

On montre que x∗(.), x∗(0) = x0 est une solution de l’inclusion (PF ), et vérifie l’inégalité
(3.7). On a

x∗(0) = z∗(0) + y(0)

= z0 + y0

= x0 − y0 + y0

= x0.

De plus, de (3.23) pour tout t ∈ I, x∗(t) = z∗(t) + y(t), cela implique que z∗(t) =
x∗(t)− y(t), et comme z∗ est une solution de l’inclusion (3.13) alors

ẋ∗(t)− ẏ(t) ∈ Γ(t, z∗(t))

= Φ(t, z∗(t)) ∩ (m(t) + n(t)‖z∗(t)‖)B

⊂ Φ(t, z∗(t)) ∩ (m(t) + n(t)‖z∗(t)‖)B,

C’est à dire, ẋ∗(t)− ẏ(t) ∈ Φ(t, z∗(t)), et ẋ∗(t)− ẏ(t) ∈ (m(t) + n(t)‖z∗(t)‖)B,.
ẋ∗(t) − ẏ(t) ∈ Φ(t, z∗(t)), implique que x∗(t) − ẏ(t) ∈ −ẏ(t) + F (t, x∗(t)), d’où x∗(t) ∈
F (t, x∗(t)). Donc x est une solution de l’inclusion (PF ), vérifiant ‖x∗(t)−ẏ(t)‖ = ‖z∗(t)‖ ≤
r(t) et

‖ẋ∗(t)− ẏ(t)‖ ≤ m(t) + n(t)‖z∗(t)‖

≤ m(t) + n(t)r(t),

pour tout t ∈ I.

3.2 Existence de solutions locales

On commence par donner un lemme qui nous sera utile dans la suite.
On note par Q(y)(α) = {(t, x) ∈ I × Rn; ‖y(t)− x‖ ≤ α}, avec α > 0 et y : I → Rn une
fonction continue.
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Lemme 3.2. Soit F : Q(y)(α)⇒ Rn une multi-application à valeurs fermées non vides.
Considérons les assertions suivantes,

a. pour tout z ∈ Rn, la fonction x 7−→ d(z, F (t, x)), x ∈ y(t) +αB, est continue et la
fonction t 7−→ d(z, F (t, x(t))) est fortement mesurable pour tout x(.) ∈ C(I,Rn),
x(t) ∈ y(t) + αB, t ∈ I ;

b. pour tout z ∈ Rn, la fonction (t, x) 7−→ d(z, F (t, x)) est fortement L(I) ⊗ B(Rn)-
mesurable sur Q(y)(α) ;

c. la multi-application (t, x) 7−→ F (t, x) est L(I)⊗ B(Rn)-mesurable sur Q(y)(α) ;

d. la multi-application (t, x) 7−→ F (t, x) est fortement L(I) ⊗ B(Rn)-mesurable sur
Q(y)(α) ;

e. pour tout x(.) ∈ C(I,Rn), x(t) ∈ y(t)+αB, t ∈ I la multi-application t 7−→ F (t, x(t))
est fortement mesurable ;

f. pour tout x(.) ∈ C(I,Rn), x(t) ∈ y(t)+αB, t ∈ I la multi-application t 7−→ F (t, x(t))
est mesurable ;

g. la multi-application F est localement intégrablement (ρ−H)-lipschitzienne en tout
point (t∗, x∗) ∈ Q(y)(α) ;

h. la multi-application x 7−→ F (t, x), x ∈ y(t)+αB, est semi-continue inférieurement
au sens de Vietoris.

Alors les implications suivantes sont vérifiées

(a) =⇒ (b)⇐⇒ (c)⇐⇒ (d) =⇒ (e)⇐⇒ (f),

(a) =⇒ (h), (g) =⇒ (h)

Preuve. •Supposons que (a) est vérifiée et montrons (b).
On note par pr(x, y(t) + αB) la projection d’un point x ∈ Rn sur l’ensemble y(t) + αB.
Commençons par montrer que pour tout x ∈ Rn, la fonction t 7−→ pr(x, y(t) + αB) est
continue, et la fonction x 7−→ pr(x, y(t) + αB) est lipschitzienne pour tout t ∈ I.

Soit x ∈ Rn et soit tn, t0 ∈ I tels que tn → t0. On a, pr(x, y(tn) + αB) ∈ y(tn) + αB,

avec d(x, y(tn) +αB) = ‖x− pr(x, y(tn) +αB)‖ et pr(x, y(t0) +αB) ∈ y(t0) +αB, avec
d(x, y(t0) + αB) = ‖x− pr(x, y(t0) + αB)‖.
Or, pour tout y ∈ y(tn) + αB et tout ∀z ∈ y(t0) + αB

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),
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alors
d(x, y(tn) + αB) ≤ d(x, y(t0) + αB) + d(y(t0) + αB, y(tn) + αB),

ce implique que

d(x, y(tn) + αB)− d(x, y(t0) + αB) ≤ d(y(t0) + αB, y(tn) + αB).

De même, en échangeant les rôles de y(tn) + αB et y(t0) + αB, on obtient

d(x, y(t0) + αB)− d(x, y(tn) + αB) ≤ d(y(t0) + αB, y(tn) + αB).

Donc, on obtient

|‖x− pr(x, y(tn) + αB)‖ − ‖x− pr(x, y(t0) + αB)‖| ≤ d(y(t0) + αB, y(tn) + αB).

D’autre part pour a ∈ B fixé, on a

d(y(t0) + αB, y(tn) + αB) = inf
y∈y(t0)+αB
z∈y(t)+αB

‖y − z‖

≤ ‖y(t0) + αa− y(tn)− αa‖

= ‖y(t0)− y(t)‖,

et puisque y(.) est continue, lim
n−→∞

‖y(t0)− y(tn)‖ = 0. Donc

lim
n−→∞

‖x− pr(x, y(tn) + αB)‖ = ‖x− pr(x, y(t0) + αB)‖.

et lim
t−→t0

pr(x, y(tn)+αB) ∈ y(t0)+αB, et comme y(t0)+αB est convexe fermé la projection
est unique, donc

z = pr(x, y(t0) + αB).

D’où x 7−→ pr(x, y(t) + αB) est continue.

Soit t ∈ I, on a

‖x− z‖2 = ‖pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB) + r‖2, avec r = x− z − pr(x, y(t) + αB) + pr(z, y(t) + αB)

= ‖pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB)‖2 + ‖r‖2 + 2 < r, pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB) >

≥ ‖pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB)‖2 + 2 < r, pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB) >

mais,

< r, pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB) > =< x− pr(x, y(t) + αB), pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB) > − < z − pr(z, y(t) + αB), pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB) >

≥ 0.
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On obtient donc que

‖x− z‖2 ≥ ‖pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB)‖2,

d’où
‖pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB)‖ ≤ ‖x− z‖.

Donc la fonction x 7−→ pr(x, y(t) + αB) est lipschitzienne.
Soit Φ : Q(y)(α) ⇒ Rn définie par Φ(t, x) = F (t, pr(x, y(t) + αB)). De l’assertion

(a) et des propriétés de la fonction (t, x) 7−→ pr(x, y(t) + αB), on a ∀z ∈ Rn (t, x) 7−→
d(z,Φ(t, x)), (t, x) ∈ I×Rn est une fonction de Carathéodory. En effet, on a d’après (a), le
fait que la fonction t 7−→ pr(x, y(t)+αB) est continue et que la fonction x 7−→ pr(x, y(t)+
αB) est lipschitzienne, que la fonction x 7−→ d(z,Φ(t, x)) est continue, et la fonction
t 7−→ d(z,Φ(t, x)) est mesurable, donc (t, x) 7−→ d(z,Φ(t, x)) est de Carathéodory.
D’après la Proposition 2.9, la fonction (t, x) 7−→ d(z,Φ(t, x)) est mesurable pour tout
z ∈ Rn, de plus l’ensemble Q(y)(α) est mesurable. En effet, soient les deux fonctions

g :Rn ×Rn −→ Rn

(x, y) 7−→ x− y,

h :I ×Rn −→ Rn

(t, x) 7−→ (y(t), x).

Puisque h, g, y et ‖.‖ sont continues, et Q(y)(α) = (‖.‖ ◦ g ◦ h)−1(] −∞, α]) est fermé,
alors Q(y)(α) est mesurable. Donc la restriction de la fonction (t, x) 7−→ d(z,Φ(t, x)) sur
Q(y)(α) est mesurable, et comme cette restriction coïncide avec la fonction (t, x) 7−→
d(z, F (t, x)), alors on obtient (b).
•Les implications (b)⇐⇒ (c)⇐⇒ (d) suivent du Lemme 2.3 et de la Proposition 2.6.
•Montrons que (d) =⇒ (e).
Soit x(.) ∈ C(I,Rn), x(t) ∈ y(t) + αB, ∀t ∈ I, et soit V ∈ Rn un ensemble fermé. On
définit

Λ = {t ∈ I; F (t, x(t)) ∩ V 6= ∅}.

Puisque W = {(t, x) ∈ Q(y, α); F (t, x) ∩ V 6= ∅} est un élément de L(I) ⊗ B(Rn), alors
W ∩ gphx(.) ∈ L(I)⊗ B(Rn).
Considérons la multi-application ϕ : I ⇒ Rn définie par

ϕ(t) = {x ∈ Rn; (t, x) ∈ W ∩ gphx(.)}

=


{x(t)}, si F (t, x(t)) ∩ V 6= ∅

∅, sinon.



3.2. Existence de solutions locales 44

ϕ est à valeurs fermées. Puisque

gph(ϕ(.)) = {(t, x) ∈ I ×Rn; x ∈ ϕ(t)}

= {(t, x) ∈ I ×Rn; x ∈ W ∩ gphx(.)}

= W ∩ gphx(.) ∈ L ⊗ B(Rn)

alors d’après Lemme 2.3 t 7−→ ϕ(t) est mesurable. Ainsi, de la Proposition 2.7 domϕ(.) =
{t ∈ I, ϕ(t) 6= ∅} est mesurable, et comme Λ = domϕ(·), alors la multi-application
t 7−→ F (t, x(t)) est mesurable. •L’équivalence (e)⇐⇒ (f) suit du Lemme 2.3. •Montrons
l’implication (a) =⇒ (l).
On a, d’après l’assertion (a), la fonction x 7−→ d(z, F (t, x)), x ∈ y(t) + αB, est continue
alors semi-continue supérieurement, donc le Lemme 2.1 donne que la multi-application
x 7−→ F (t, x), x ∈ y(t) + αB, est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris.
•Montrons l’implication (k) =⇒ (l).
Soit (t∗, x∗) ∈ Q(y)(α). Alors d’après la Définition 1.23, il existe ε > 0 et β ≥ 0 et une
fonction k(·) positive et intégrable sur ]t∗ − ε, t∗ + ε[ tels que l’inégalité (1.1) est vérifiée,
i.e,

hausρ(F (t, x), F (t, y)) ≤ (k(t) + βρ)‖x− y‖

∀(t, x), (t, y) ∈ []t∗ − ε, t∗ + ε[×(x∗ +B)] ∩Q(y)(α), ∀ρ ≥ 0.
Soit v ∈ F (t∗, x∗), et xk −→ x∗, (xk)k≥1 ⊂ y(t∗) + αB, alors il existe k0 > 0 telle que
‖xk − x∗‖ < ε, ∀k ≥ k0. Donc, pour ρ = ‖v‖, v ∈ F (t∗, x∗) ∩ ρB, et on obtient

d(v, F (t∗, xk)) ≤ e(F (t∗, x∗)ρ, F (t∗, xk))

≤ hausρ(F (t∗, x∗), F (t∗, xk))

≤ (k(t) + β‖v‖)‖x∗ − xk‖.

D’autre part, on a d(v, F (t∗, xk)) = inf
y∈F (t∗,xk)

‖v − y‖, cela implique que pour tout k ≥ k0

il existe vk ∈ F (t∗, xk) telle que

‖v − vk‖ < d(v, F (t∗, xk)) + 1
k

≤ (k(t) + ‖v‖ρ)‖x∗ − xk‖+ 1
k

−→ 0 quand k →∞.

Donc il existe une suite vk ∈ F (t∗, xk) qui converge vers v, d’où la multi-application
x 7−→ F (t, x) est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris.

Remarque 3.1. Si dans le Lemme 3.2, on prend l’espace I × Rn au lieu de l’ensemble
Q(y)(α), alors toutes les implications sont obtenues si on suppose dans l’assertion (a) que
la fonction (t, x) 7−→ d(y, F (t, x)) est une fonction de Carathéodory pour tout y ∈ Rn.
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Lemme 3.3. Soit y : I −→ Rn une fonction continue. Soient δ > 0, et F : Q(y)(δ)⇒ Rn

une multi-application à valeurs fermées. supposons que F est une multi-application loca-
lement intégrablement (ρ − H)-lipschitzienne en tout point (t∗, y∗) ∈ gphy(·). Alors, il
existe α > 0 telle que la multi-application F : Q(y)(α)⇒ Rn est intégrablement (ρ−H)-
lipschitzienne ; i.e, il existe β ≥ 0 et une fonction k(·) ∈ L1(I,Rn) telle que, pour tout
(t, x), (t, z) ∈ Q(y)(α) et ρ ≥ 0, on a

hausρ(F (t, x), F (t, z)) ≤ (k(t) + βρ)‖x− z‖. (3.24)

Preuve. D’après la Définition 1.23, pour tout point (t∗, y∗) ∈ gphy(·), il existe 0 < ε(t∗, y∗) ≤ δ,
β(t∗, y∗) ≥ 0 et une fonction k(t∗, y∗)(·) positive et intégrable sur ]t∗−ε(t∗, y∗), t∗+ ε(t∗, y∗)[∩I
telle que l’inégalité

hausρ(F (t, x), F (t, z)) ≤ (k(t∗, y∗)(t) + β(t∗, y∗)ρ)‖x− z‖, (3.25)

est vérifiés pour tout

(t, x), (t, z) ∈ [(t∗, y∗) + ε(t∗, y∗)Bn+1
∗ ] ∩Q(y)(δ), ρ ≥ 0 (3.26)

On définit V (t∗, y∗, ε(t∗, y∗)) = (t∗, y∗) + ε(t∗, y∗)Bn+1
∗ , alors la famille des ensembles

V (t∗, y∗, ε(t∗, y∗)), (t∗, y∗) ∈ gphy(·) forme un recouvrement ouvert de l’ensemble gphy(·)
sur Rn+1

∗ .
Montrons que gphy(·) est compact dans Rn+1

∗ . On a gphy(·) = {(t, x) ∈ I×Rn, x = y(t)}.
Alors, soit (tn, xn)n ∈ gphy(·). Donc (tn) ⊂ I et comme I est compact on peut lui extraire
une sous suite (tϕ(n))n ⊂ I qui converge vers t ∈ I, et comme y(·) est continue alors

lim
n−→∞

xϕ(n) = lim
n−→∞

y(tϕ(n)) = y(t) ∈ Rn,

donc (tϕ(n), xϕ(n)) est une sous suite de (tn, xn) qui converge dans Rn+1
∗ vers (t, x) ∈

gphy(·). D’où gphy(.) est compact. Soit alors V (t∗i , y∗i , ε(t∗i , y∗i )), 1 ≤ i ≤ l un sous recou-
vrement de l’ensemble compact gphy(·). On définit la fonction ki(·) ∈ L1(I,R+), 1 ≤ i ≤ l,
par

ki(t) =


k(t∗i , y∗i )(t), si t ∈]t∗i − ε(t∗i , y∗i ), t∗i + ε(t∗i , y∗i )[∩I

0, sinon.

Soit
k(t) = max

1≤i≤l
{ki(t)}, t ∈ I, (3.27)

et
β = max

1≤i≤l
{β(t∗i , y∗i )}. (3.28)
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Il est clair que k(.) ∈ L1(I,R+) (car ki(.) ∈ L1(I,R+), 1 ≤ i ≤ l).
Comme gphy(·) est un compact de Rn+1 (par équivalence des normes), et l’ensemble
V (t∗i , y∗i , ε(t∗i , y∗i )), 1 ≤ i ≤ l est un ouvert de Rn+1, alors par la Proposition 1.9 il existe
α ∈]0, δ[ telle que

Q(y)(α) = gphy(.) + αB
n+1 ⊂

l
∪
i=1
V (t∗i , y∗i , ε(t∗i , y∗i )). (3.29)

Par (3.25), (3.29) on obtient (3.24).

Définition 3.2. Soient y : I −→ Rn une fonction absolument continue, α > 0, et
F : Q(y)(α) ⇒ Rn une multi-application à valeurs fermées non vides. On définit une
solution locale pour le problème (PF ) comme étant une fonction absolument continue
x(·), avec x(0) = x0 ∈ y0 + αB, vérifiant les inclusions x(t) ∈ y(t) + αB et (PF ) pour
tout t ∈ [0, τ ], 0 < τ ≤ 1.

Donnons des Hypothèses relatives à l’existence de solutions locales.

Hypothèses (HL(F)). Soit la multi-application F : Q(y)(α) ⇒ Rn à valeurs fermées
non vides, vérifiant les propriétés suivantes

1. la multi-application x 7−→ F (t, x), x ∈ y(t)+αB, est semi-continue inférieurement
au sens de Vietoris presque partout ;

2. la multi-application t 7−→ F (t, x(t)) est fortement mesurable pour toute fonction
x(.) ∈ C(I,Rn).

Théorème 3.2. Soient y : I −→ Rn une fonction absolument continue, α > 0, et
F : Q(y)(α) ⇒ Rn une multi-application. Supposons que les Hypothèses (HL(F)) sont
vérifiées, alors pour tout m(·), n(·) ∈ L1(I,R∗+), (t, x) ∈ Q(y)(α) vérifiant l’inégalité
(3.6), il existe une solution locale x(·), avec x(0) = x0 ∈ y0 + αB, telle que les inégalités
(3.7) sont vérifiées avec r(.) et l(·) définies par les égalités (3.8) et (3.9) pour t ∈ [0, τ ],
où τ est défini par l’égalité r(τ) = α.

Preuve. Soit la multi-application Φ : I × αB ⇒ Rn définie par (3.10), alors (3.6) et
(3.10) impliquent que

d(0,Φ(t, z)) < m(t) + n(t)‖z‖, (t, z) ∈ I × αB. (3.30)

On note par pr(z, αB) la projection d’un point z ∈ Rn sur l’ensemble αB. Soit Φ∗ :
I ×Rn ⇒ Rn une multi-application définie par

Φ∗(t, z) = Φ(t, pr(z, αB)), (t, z) ∈ I ×Rn. (3.31)



3.2. Existence de solutions locales 47

Puisque la fonction z 7−→ pr(z, αB) est 1-lipschitzienne et 0 ∈ αB, pr(0) = 0, pour tout
z ∈ Rn, ‖pr(z, αB)‖ ≤ ‖z‖. De (3.30) et (3.31) on trouve que

d(0,Φ∗(t, z)) = d(0,Φ(t, pr(z, αB)))

< m(t) + n(t)‖pr(z, αB)‖

≤ m(t) + n(t)‖z‖.

La fonction z 7−→ pr(z, αB) est continue et l’hypothèse (HL(F)) (1) donne que z 7−→
Φ(t, z) = F (t, pr(z, αB)) est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris presque
partout alors Φ∗(t, .) = Φ(t, .)◦pr(.) est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris.
De plus, par l’hypothèse (HL(F)) (2), t 7−→ Φ∗(t, z(t)) est fortement mesurable pour toute
fonction z(.) ∈ C(I,Rn).
On considère la multi-application Γ : I × Rn ⇒ Rn définie par (3.12) en remplaçant Φ
par Φ∗, alors Γ est à valeurs fermées non vides. En répétant les étapes de la preuve du
Théorème 3.1, on trouve que l’inclusion (3.13) admet une solution z∗(.), avec z∗(0) =
z0 = x0−y0 définie sur I et vérifier les inégalités (3.22). Ces inégalités implique l’inclusion
z∗(t) ∈ αB, t ∈ [0, τ ] pour τ défini par l’égalité r(τ) = α. Donc de (3.31), (3.12) et (3.10)
on trouve, pour tout t ∈ [0, τ ], nous avons

z∗(t) ∈ Γ(t, z)

= Φ∗(t, z) ∩ (m(t) + n(t)‖z‖)B

⊂ Φ∗(t, z) ∩ (m(t) + n(t)‖z‖)B

= Φ∗(t, z) ∩ (m(t) + n(t)‖z‖)B,

et puisque z∗(t) ∈ Φ∗(t, z) on aura
ż∗(t) ∈ −ẏ(t) + F (t, z∗ + y(t)), t ∈ [0, τ ]

z∗(0) = x0 − y0.
(3.32)

pour tout t ∈ [0, τ ], posons x∗(t) = z∗(t) + y(t). De (3.32) on trouve que x∗(.) avec
x(0) = x0 est une solution locale de l’inclusion (PF ) sur [0, τ ], et d’après (3.22), x∗(.)
vérifie les inégalités (3.7), avec r(.) et l(.) sont définies par (3.8) et (3.9) pour t ∈ [0, τ ].

Corollaire 3.1. Soient y : I −→ Rn une fonction absolument continue, δ > 0 et F :
Q(y)(δ)⇒ Rn une multi-application à valeurs fermées non vides. Supposons que

1. la multi-application (t, x) 7−→ F (t, x) est localement intégrablement (ρ−H)-lipschitzienne
en chaque (t, x) ∈ gphy(.) ;
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2. il existe une fonction strictement positive γ(·) ∈ L1(I,R+), telle que

d(ẏ(t), F (t, y(t))) < γ(t), pour tout t ∈ I; (3.33)

3. la multi-application (t, x) 7−→ F (t, x) est L(I) × B(Rn)-mesurable sur l’ensemble
Q(y)(δ).

Alors, il existe un α > 0 tels que les les hypothèses du Théorème 3.2 sont vérifiées sur
l’ensemble Q(y)(α), et par conséquent, toutes les affirmations de ce théorème sont valables.

Preuve. Il résulte de l’hypothèse (1) et du Lemme 3.3 qu’il existe α > 0, β ≥ 0, et
k(.) ∈ L1(I,R+) tels que l’inégalité (3.24) est vérifié pour tout (t, x), (t, z) ∈ Q(y)(α),
alors la multi-application x 7−→ F (t, x), x ∈ y(t) + αB est semi-continue inférieurement
au sens de Vietoris p.p sur I.
D’après le Théorème 2.9, il existe une application mesurable z : I −→ Rn telle que pour
tout t ∈ I, z(t) ∈ F (t, y(t)) et

‖ẏ(t)− z(t)‖ = d(ẏ(t), F (t, y(t))). (3.34)

D’après (3.24) on obtient

d(z(t), F (t, x)) ≤ (k(t) + β‖z(t)‖)‖x− y(t)‖.

Cette inégalité avec (3.33) et (3.34) donnent

d(ẏ(t), F (t, x)) ≤ d(z(t), F (t, x)) + ‖ẏ(t)− z(t)‖

≤ (k(t) + β‖z(t)‖)‖x− y(t)‖+ γ(t)

= (k(t) + β‖z(t) + ẏ(t)− ẏ(t)‖)‖x− y(t)‖+ γ(t)

≤ (k(t) + β(‖z(t)− ẏ(t)‖+ ‖ẏ(t)‖))‖x− y(t)‖+ γ(t)

≤ (k(t) + β(γ(t) + ‖ẏ(t)‖))‖x− y(t)‖+ γ(t).

Alors, pour tout (t, x) ∈ I × (y(t) + αB), on a

d(ẏ(t), F (t, x)) ≤ d(z(t), F (t, x))+‖ẏ(t)−z(t)‖ < γ(t)+(k(t)+β‖ẏ(t)‖+βγ(t))‖x−y(t)‖.
(3.35)

Posonsm(t) = γ(t) et n(t) = k(t)+β(‖ẏ(t)‖+γ(t)) dans (3.35), on obtient l’inégalité (3.6)
mentionnée dans l’énoncé du Théorème 3.2. Puisque Q(y)(α) ∈ L(I)⊗B(Rn), l’hypothèse
(3) implique que la multi-application (t, x) 7−→ F (t, x) est L(I) × B(Rn)-mesurable sur
l’ensemble Q(y)(α). Donc pour tout x(.) ∈ C(I,Rn), x(t) ∈ y(t) + αB, t ∈ I la multi-
application t 7−→ F (t, x(t)) est fortement mesurable.
Ainsi toutes les hypothèses du Théorème 3.2 sont vérifiées sur l’ensemble Q(y)(α). Donc
toutes les affirmations de ce théorème sont valables.
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Remarque 3.2. Comme la solution de (PF ) est aussi solution de (PcoF ), les Théorèmes
3.1 et 3.2, et le Corollaire 3.1 impliquent l’existence de la solution globale et la solution
locale de l’inclusion (PcoF ).



CHAPITRE 4

RELAXATION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’approximation des solutions de l’inclusion
différentielle

(PcoF )


ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), p.p sur I

x(0) = x0,

par les solutions de l’inclusion différentielle (PF ), avec F est à valeurs fermées et non
bornées .
Soient y : I −→ Rn une fonction absolument continue, et F : Q(y)(2α)⇒ Rn une multi-
applicationà valeurs fermées non vides.
Tout d’abord on donne des hypothèses pour lesquelles le théorème de relaxation est vérifié.

Hypothèses (HR(F)).

1. La multi-application F vérifie les Hypothèses (HL(F)) du chapitre précédent ;

2. La multi-application (t, x) 7−→ coF (t, x) est intégrablement (ρ-H)-lipschitzienne ;
i.e., il existe β ≥ 0 et une fonction intégrable k(.) ∈ L1(I,R+) telle que (3.24) est
vérifiée pour tout (t, x), (t, z) ∈ Q(y)(2α) et ρ ≥ 0.

Soit
ρ(t) = (1 + 2αβ)‖ẏ(t)‖+ 2αk(t). (4.1)

ρ0(t) = (1 + αβ)‖ẏ(t)‖+ αk(t). (4.2)

50
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Remarque 4.1. Sans perdre de généralités, on peut supposer que k(t) > 0, t ∈ I, car
sinon (c.à.d k(t) ≥ 0), il suffit d’ajouter un nombre positive à k(t), par exemple 1 et
la relation (3.24) reste vérifiée. Dans ce cas, ρ et ρ0 sont des fonctions intégrables et
strictement positives.

Théorème 4.1 (Théorème de relaxation).
Supposons que les Hypothèses (HR(F)) sont vérifiées, et soient β1 > 0 et k1(.) ∈
L1(I,R∗+), tels que

e(coF (t, x) ∩ ρ(t)B, coF (t, x) ∩m(t)B) = 0, (4.3)

(t, x) ∈ Q(y)(2α), où
m(t) = k1(t) + β1ρ(t), t ∈ I. (4.4)

Supposons que y(.) avec y(0) = y0, est une solution globale de l’inclusion (PcoF ). Alors
il existe une suite (xk(.))k≥1 avec xk(0) = y0, de solutions globales de l’inclusion (PF )
qui converge vers y(.) dans C(I,Rn) telle que la suite (ẋk(.))k≥1 converge vers ẏ(.) dans
ω-L1(I,Rn).

Preuve. D’après l’assertion (2) dans Hypothèses (HR(F)) et l’inégalité (3.24), on a, pour
tout t ∈ I

d(ẏ(t), coF (t, x)) ≤ (k(t) + β‖ẏ(t)‖)‖x− y(t)‖,

cela implique que

ẏ(t) ∈ coF (t, x) + (k(t) + β‖ẏ(t))‖x− y(t)‖B.

Alors, il existe z ∈ coF (t, x) et b ∈ B tels que

ẏ(t) = z + (k(t) + β‖ẏ(t))‖x− y(t)‖b,

cela implique que

‖z‖ − ‖ẏ(t)‖ ≤ ‖ẏ(t)− z‖ ≤ (k(t) + β‖ẏ(t))‖x− y(t)‖.

D’où
‖z‖ ≤ ‖ẏ(t)‖+ (k(t) + β‖ẏ(t))‖x− y(t)‖,

ce qui donne, pour tout (t, x) ∈ Q(y)(2α)

coF (t, x) ∩ (‖ẏ(t)‖+ (k(t) + β‖ẏ(t)‖)‖y(t)− x‖)B 6= ∅. (4.5)
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De (4.5) il existe z ∈ coF (t, x) et z ∈ (‖ẏ(t)‖+ (k(t) + β‖ẏ(t)‖)‖y(t)− x‖)B, alors

‖z‖ ≤ (1 + β‖y(t)− x‖)‖ẏ(t)‖+ k(t)‖y(t)− x‖

≤ (1 + αβ)‖ẏ(t)‖+ αk(t),

d’où z ∈ ρ0(t)B, et donc

coF (t, x) ∩ ρ(t)B 6= ∅, (t, x) ∈ Q(y)(α), (4.6)

et
‖z‖ < (1 + 2αβ)‖ẏ(t)‖+ 2αk(t),

d’où z ∈ ρ(t)B, et donc

coF (t, x) ∩ ρ0(t)B 6= ∅, (t, x) ∈ Q(y)(α). (4.7)

On a, ẏ(t) ∈ coF (t, y(t)) et comme α > 0, k(.) > 0 et β ≥ 0, on a

‖ẏ(t)‖ ≤ (1 + αβ)‖ẏ(t)‖+ αk(t), alors ‖ẏ(t)‖ ∈ ρ0(t)B,

d’où
ẏ(t) ∈ coF (t, y(t)) ∩ ρ0(t)B. (4.8)

D’après (4.3), (4.6) et la Proposition 1.24 on a

coF (t, x) ∩ ρ(t)B ⊂ co(F (t, x) ∩m(t)B) 6= ∅, (t, x) ∈ Q(y)(α).

D’où
F (t, x) ∩m(t)B 6= ∅, (4.9)

et par la Proposition 1.6, on a

coF (t, x) ∩ ρ(t)B ⊂ co(F (t, x) ∩m(t)B), (t, x) ∈ Q(y)(α), (4.10)

On sait que
coF (t, x)ρ(t) = coF (t, x) ∩ ρ(t)B. (4.11)

En Utilisant (4.1), (4.2), (4.6) et (4.7), avec l’inégalité (1.2) on trouve, pour tout (t, x), (t, z) ∈
Q(y)(α),

haus(coF (t, x)ρ(t), coF (t, z)ρ(t)) ≤
2ρ(t)

ρ(t)− ρ0(t)hausρ(t)(coF (t, x), coF (t, z))

≤ 2ρ(t)
ρ(t)− ρ0(t)(k(t) + βρ(t))‖x− z‖,
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D’après (4.1) et (4.2) on a

2ρ(t)
ρ(t)− ρ0(t) = 2(1 + 2αβ)‖ẏ(t)‖+ 4αk(t)

αβ‖ẏ(t)‖+ αk(t)

≤ 2(1 + 2αβ)‖ẏ(t)‖
αβ‖ẏ(t)‖ + 4αk(t)

αk(t)

= 2(1 + 2αβ)
αβ

+ 4,

cela implique que
2ρ(t)

ρ(t)− ρ0(t) ≤
2(1 + 2βα)

βα
+ 4.

On pose L = 2(1 + 2βα)
βα

+ 4 et l(t) = k(t) + βρ(t). Alors, on obtient

haus(coF (t, x)ρ(t), coF (t, z)ρ(t)) ≤ Ll(t)‖x− z‖, (t, x), (t, z) ∈ Q(y)(α), (4.12)

Considérons la multi-application Φ : I ×Rn ⇒ Rn à valeurs fermées non vides définie
par

Φ(t, x) = F (t, pr(x, y(t) + αB)), (t, x) ∈ I ×Rn, (4.13)

Comme on a mentionné dans le Lemme 3.2, la fonction t 7−→ pr(x, y(t) + αB) est
continue pour tout x ∈ Rn et

‖pr(x, y(t) + αB)− pr(y, y(t) + αB)‖ ≤ ‖x− y‖. (4.14)

Donc il suit des Hypothèses (HL(F)) que,

1. la multi-application x 7−→ F (t, x), x ∈ y(t) +αB, est semi-continue inférieurement
au sens de Vietoris presque partout alors la multi-application x 7−→ Φ(t, x) =
F (t, pr(x, y(t) +αB)) est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris presque
partout.

2. la multi-application t 7−→ F (t, x(t)) est fortement mesurable pour toute fonction
x(.) ∈ C(I,Rn), alors la multi-application t 7−→ Φ(t, x(t)) = F (t, pr(x, y(t) +αB))
est fortement mesurable pour toute fonction x(.) ∈ C(I,Rn).

Cela donne que la multi-application Φ vérifie les propriétés spécifiées dans les Hypothèses
(HG(F)).
Donc par le Théorème 2.12 et la Proposition 2.2, la multi-application (t, x) 7−→ coΦ(t, x)
vérifie les mêmes hypothèses que Φ.

Il suit de (4.6) et (4.9) que pour tout (t, x) ∈ I ×Rn

coΦ(t, x) ∩ ρ(t)B 6= ∅; Φ(t, x) ∩m(t)B 6= ∅.
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Donc, il existe v ∈ coΦ(t, x) ∩ ρ(t)B et w ∈ Φ(t, x) ∩m(t)B.
D’où,

d(0,Φ(t, x)) ≤ ‖w‖ < m(t),

et
d(0, coΦ(t, x)) ≤ ‖v‖ < ρ(t).

Alors le Lemme 3.1 implique que les multi-applications x 7−→ Φ(t, x) ∩m(t)B et x 7−→
coΦ(t, x) ∩ ρ(t)B sont semi-continues-inférieurement au sens de Vietoris sur Rn et les
multi-applications t 7−→ Φ(t, x(t)) ∩m(t)B et t 7−→ coΦ(t, x(t)) ∩ ρ(t)B sont mesurables
pour tout x(.) ∈ C(I,Rn). En utilisant l’égalité

coΦ(t, x) ∩ ρ(t)B = coΦ(t, x(t)) ∩ ρ(t)B,

(voir Proposition 1.7), on trouve que la multi-application t 7−→ coΦ(t, x(t)) ∩ ρ(t)B est
mesurable pour tout x(.) ∈ C(I,Rn).
De (4.12) et (4.14) on a

haus(coΦ(t, x)ρ(t), coΦ(t, z)ρ(t)) = haus(coF (t, pr(x, y(t) + αB))ρ(t), coF (t, pr(z, y(t) + αB))ρ(t))

≤ Ll(t)‖pr(x, y(t) + αB)− pr(z, y(t) + αB) |

et de (4.14) on a

haus(coΦ(t, x)ρ(t), coΦ(t, z)ρ(t)) ≤ Ll(t)‖x− z‖.

D’où

haus(coΦ(t, x)ρ(t), coΦ(t, z)ρ(t)) ≤ Ll(t)‖x− z‖, (t, x), (t, z) ∈ I ×Rn, (4.15)

où
coΦ(t, x)ρ(t) = coΦ(t, x) ∩ ρ(t)B. (4.16)

La relation (4.10) implique que

coΦ(t, x)ρ(t) ⊂ co(Φ(t, x) ∩m(t)B), x ∈ Rn. (4.17)

De (4.8), (4.13) et (4.16) on a,

ẏ(t) ∈ coΦ(t, y(t))ρ(t). (4.18)

Comme, pour tout x ∈ Rn, t 7−→ coΦ(t, x)ρ(t) est une multi-application à valeurs
fermées non vides et mesurable de I dans Rn, et ẏ(t) est mesurable alors d’après le
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Théorème 2.9 il existe une application mesurable fx : I −→ Rn telle que pour tout t ∈ I,
fx(t) ∈ coΦ(t, y(t))ρ(t) et

‖ẏ(t)− fx(t)‖ = d(ẏ(t), coΦ(t, x)ρ(t)).

On pose

f :I ×Rn −→ Rn

(t, x) 7−→ f(t, x) = fx(t)

De (4.15) pour tout t ∈ I,

haus(coΦ(t, x)ρ(t), coΦ(t, z)ρ(t)) ≤ Ll(t)‖x− z‖ −→ 0
x−→z

,

alors x 7−→ coΦ(t, x)ρ(t) est H-continue.
Soit x ∈ Rn et soit (xn)n≥1 ⊂ Rn telle que xn −→ x. Alors

lim
n→∞

haus(coφ(t, xn)ρ(t), coφ(t, x)ρ(t)) = 0,

et comme f(t, x) est la projection de ẏ(t) sur coφ(t, x)ρ(t) et pour tout n ≥ 1, f(t, xn) est
la projection de ẏ(t) sur coφ(t, xn)ρ(t), par la proposition 1.28 , lim

n→∞
f(t, xn) = f(t, x).

Donc f est continue par rapport à x.
D’où, il existe une fonction de Carathéodory f : I ×Rn −→ Rn telle que

‖ẏ(t)− f(t, x)‖ = d(ẏ(t), coΦ(t, x)ρ(t)), ∀(t, x) ∈ I ×Rn, (4.19)

et

‖f(t, y(t))− f(t, x)‖ ≤ ‖f(t, y(t))− ẏ(t)‖+ ‖ẏ(t)− f(t, x)‖

= d(ẏ(t), coΦ(t, y(t))ρ(t)) + d(ẏ(t), coΦ(t, x)ρ(t))

= d(ẏ(t), coΦ(t, x)ρ(t))

≤ Ll(t)‖y(t)− x‖, x ∈ Rn.

Donc
‖f(t, y(t))− f(t, x)‖ ≤ Ll(t)‖y(t)− x‖, x ∈ Rn. (4.20)

De (4.17) on obtient

‖ẏ(t)− f(t, y(t))‖ = d(ẏ(t), coΦ(t, y(t))ρ(t)) = 0
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(puisque ẏ(t) ∈ coΦ(t, y(t))ρ(t)), cela implique que

ẏ(t) = f(t, y(t)), (4.21)

et de (4.19) on obtient

f(t, x) ∈ co(Φ(t, x) ∩m(t)B), x ∈ Rn. (4.22)

Considérons l’inclusion suivante
ẋ(t) ∈ Φ(t, x(t)) ∩m(t)B

x(0) = y(0).
(4.23)

Soit
S = {v ∈ L1(I,Rn); ‖v(t)‖ ≤ m(t) p.p sur I}, (4.24)

et soit T : S −→ C(I,Rn) l’opérateur défini par l’égalité (3.16) en remplaçant z0 par
y(0). Considérons l’ensemble

K = {x(.) ∈ C(I,Rn);x = T (v); v ∈ Sω}, (4.25)

où Sω est l’ensemble S muni de la topologie de l’espace L1
ω(I,Rn). Comme dans la preuve

du Théorème 3.1, on trouve que Sω est un ensemble convexe métrisable compact dans
L1
ω(I,Rn), l’opérateur T est continu de Sω dans C(I,Rn), et l’ensemble K est convexe

compact dans C(I,Rn).
De (4.22) on obtient,

f(t, x) ∈ co(Φ(t, x) ∩m(t)B)

⊂ m(t)B,

d’où,
‖f(t, x)‖ ≤ m(t), x ∈ Rn. (4.26)

Considérons l’application g : K −→ L1(I,Rn) définie par

g(x)(t) = f(t, x(t)), x(.) ∈ K, t ∈ I. (4.27)

Montrons que g est continue.
Soit (xn)n ⊂ K telle que xn −→ x dans C(I,Rn), on a

‖g(xn)− g(x)‖1 =
∫ 1

0
‖g(xn)(t)− g(x)(t)‖dt

=
∫ 1

0
‖f(t, xn(t))− f(t, x(t))‖dt.
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De (4.26), ‖f(t, xn(t))−f(t, x(t))‖ ≤ 2m(t). De plus, comme xn −→ x dans C(I,Rn) alors
∀t ∈ I, xn(t) −→ x(t), et puisque f est une fonction de Carathéodory, elle est continue
par rapport à la deuxième variable. D’où lim

n−→∞
‖f(t, xn(t))− f(t, x(t))‖ = 0.

Par le Théorème de convergence dominée de Lebesgue on obtient

lim
n−→∞

‖g(xn)− g(x)‖1 =
∫ 1

0
lim
n−→∞

‖f(t, xn(t))− f(t, x(t))‖dt = 0

D’où, g(.) est une application continue de K dans L1(I,Rn).

De (4.21), (4.22) et (4.27), on obtient

ẏ(t) = g(y)(t), t ∈ I (4.28)

g(x)(t) ∈ co(Φ(t, x(t)) ∩m(t)B); x ∈ K. (4.29)

En utilisant (4.29) et la Proposition 2.13 on trouve qu’il existe une suite de fonctions
(gk)k≥1 de K dans L1(I,Rn), telle que

gk(x)(t) ∈ Φ(t, x(t)) ∩m(t)B (4.30)

et
‖gk(x)− g(x)‖ω ≤

1
k
, x ∈ K, k ≥ 1. (4.31)

Considérons, pour tout k ≥ 1 l’application gk(T v) : Sω −→ L1(I,Rn). Comme dans la
preuve du Théorème 3.1 l’application v 7−→ gk(T v) est continue de Sω dans Sω. Donc par
le théorème du point fixe de Schauder, pour tout k ≥ 1 il existe un point v∗k ∈ Sω tel que

v∗k = gk(T v∗k), k ≥ 1. (4.32)

Comme (v∗k)k≥1 ∈ Sω , et Sω est un ensemble métrisable et compact dans L1
ω(I,Rn), par

extraction d’une sous suite, on peut supposer que v∗k −→ v∗ ∈ Sω dans L1
ω(I,Rn). Soit

xk = T v∗k et z = T v∗, alors, par la continuité de T , xk −→ z dans C(I,Rn).
De (4.31) et (4.32) on a

‖v∗k − g(T v∗k)‖ω ≤
1
k
, k ≥ 1.

Quand k −→∞, on trouve
‖v∗ − g(T v∗)‖ω = 0

Donc
v∗ = g(T v∗) = g(z), (4.33)

Comme ẋk = v∗k, k ≥ 1, et ż = v∗ on obtient de (4.29), (4.32), et (4.33), pour tout t ∈ I,

ẋk(t) ∈ Φ(t, xk(t)), (4.34)
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ż(.) = g(z). (4.35)

En utilisant (4.20), (4.21), (4.27), (4.28) et (4.35), on trouve

‖ẏ(t)− ż(t)‖ = ‖f(t, y(t))− f(t, z(t))‖ ≤ Ll(t)‖y(t)− z(t)‖.

De cette inégalité on a,

‖
∫ t

0
(ẏ(s)− ż(s))ds‖ ≤

∫ t

0
‖ẏ(s)− ż(s)‖ds

≤
∫ t

0
Ll(s)‖y(s)− z(s)‖ds,

donc, puisque y(0) = z0,

‖y(t)− z(t)‖ = ‖
∫ t

0
(ẏ(s)− ż(s))ds‖

≤
∫ t

0
Ll(s)‖y(s)− z(s)‖ds.

Le Lemme de Bellman–Gronwall donne, ‖y(t) − z(t)‖ = ‖
∫ t

0(ẏ(s) − ż(s))ds‖ = 0, alors
y(t) = z(t). Donc la suite (xk(.))k de solution de l’inclusion (4.34) converge vers y(.) la
solution de l’inclusion (PcoF ) dans C(I,Rn). Alors il existe un k0 ∈ N, tel que pour tout
k ≥ k0 ;

‖xk(t)− y(t)‖ < α, ∀t ∈ I,

et de (4.13) on obtient pour tout k ≥ k0, Φ(t, xk(t)) = F (t, xk(t)), (car xk(t) ∈ y(t)+αB).
D’où (xk(.))k≥k0 sont des solutions de l’inclusion (PF ).
D’autre part on a, v∗k −→ v∗ dans L1

ω(I,Rn) et comme ẋk = v∗k, k ≥ 1, et ż = v∗ alors
ẋk(.) −→ ẏ(.) dans L1

ω(I,Rn), et d’après la Proposition 2.10 la suite (ẋk(.))k≥1 converge
vers ẏ(.) dans ω − L1(I,Rn).
D’où le résultat.

Maintenant on donne une version du Théorème 4.1 mais on change quelques hypo-
thèses.

Hypothèses (HC(F)). Considérons la multi-application F vérifiant les propriétés sui-
vantes

1. F (t, x) est L(I)⊗ B(Rn)-fortement mesurable sur Q(y)(2α).

2. F (t, x) est (ρ−H) lipschitzienne sur Q(y)(2α), c’est à dire il existe β ≥ 0 et une
fonction k(.) ∈ L1(I,R+), k(t) > 0, t ∈ I, tels que (3.24) est vérifiée pour tout
(t, x), (t, z) ∈ Q(y)(2α) et ρ ≥ 0.
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3. La fonction t −→ δ(t) = d( .y(t), F (t, y(t))) est intégrable.

On a de la propriété (1) de (HC(F)), que la fonction t −→ F (t, y(t)) est mesurable. Par
conséquent, la fonction t −→ d( .y(t), F (t, y(t))) est mesurable. Alors, la propriété (3) de
c((HC(F)) est correcte.
Soit

ρ∗(t) = (1 + 2αβ)(‖ .y(t)‖+ δ(t)) + 2αk(t). (4.36)

ρ∗0(t) = (1 + αβ)(‖ .y(t)‖+ δ(t)) + αk(t). (4.37)

Théorème 4.2. Supposons que les Hypothèses (HC(F)) sont vérifiées et il existe une
fonction k1(.) ∈ L1(I,R+), k·(t) > 0 et β1 > 0 tel que

e(coF (t, x) ∩ ρ∗(t)B, co(F (t, x) ∩m∗(t)B)) = 0, (4.38)

(t, x) ∈ Q(y)(2α), avec m∗(t) = k1(t) + β1ρ
∗(t). Suppose que y(·), avec y(0) = y0, est

une solution de l’inclusion (PcoF ). Alors il existe une suite de (xk)k≥1, xk(0) = y0, de
solutions globales de l’inclusion (PF ) qui converge vers y(·) dans C(I,Rn) telle que la
suite (ẋk(·))k≥1 converge vers ẏ(·) dans ω-L1(I,Rn).

Preuve. On commence par montrer que les supposition (1) et (2) dans Hypothèses
(HC(F)) et le Lemme 3.2 impliquent que les Hypothèses ((HL(F))) sont vérifiées pour la
multi-application F .
De (1) dans (HC(F)) et par le Lemme 3.2, la multi-applicationt 7−→ F (t, x(t)) est for-
tement mesurable pour tout fonction x(.) ∈ C(I,Rn) et d’après (2) dans (HC(F)) et
le Lemme 3.2 on obtient que la multi-application x 7−→ F (t, x), x ∈ y(t) + αB, est
semi-continue inférieurement au sens de Vietoris presque partout.

Soit (t, x) ∈ Q(y)(α). On sait que d(ẏ(t), coF (t, x)) ≤ d(ẏ(t), F (t, x)) et comme
ẏ(t) ∈ coF (t, y(t)) et pour tout v ∈ F (t, y(t)), on a

d(ẏ(t), F (t, x)) ≤ d(ẏ(t), v) + d(v, F (t, x)),

de (3.24)(avec ρ = ‖ẏ(t)‖) on obtient,

d(ẏ(t), F (t, x)) ≤ d(ẏ(t), v) + (k(t) + β‖ẏ(t)‖)‖x− y(t)‖

≤ d(ẏ(t), v) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖),

d’où,

d(ẏ(t), F (t, x)) ≤ d(ẏ(t), F (t, y(t)) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖)

= δ(t) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖).
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Donc, d(ẏ(t), coF (t, x)) ≤ δ(t) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖), cela implique que, ẏ(t) ∈ coF (t, x) +
(δ(t) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖))B,
d’où,

coF (t, x) ∩ (‖ẏ(t)‖+ δ(t) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖))B 6= ∅. (4.39)

Or,

‖ẏ(t)‖+ δ(t) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖) ≤ (1 + αβ)(‖ẏ(t)‖+ δ(t)) + αk(t)

< (1 + 2αβ)(‖ẏ(t)‖+ δ(t)) + αk(t).

De (4.39), il existe z ∈ coF (t, x) et z ∈ (‖ẏ(t)‖+ δ(t) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖))B, alors,

‖z‖ ≤ ‖ẏ(t) + ‖δ(t) + α(k(t) + β‖ẏ(t)‖)

= (1 + αβ)(‖ẏ(t)‖+ δ(t)) + αk(t)

< (1 + 2αβ)(‖ẏ(t)‖+ δ(t)) + αk(t),

d’où z ∈ ρ∗(t)B, donc

coF (t, x) ∩ ρ∗(t)B 6= ∅, (t, x) ∈ Q(y)(α), (4.40)

et z ∈ ρ∗0(t)B, donc

coF (t, x) ∩ ρ∗0(t)B 6= ∅, (t, x) ∈ Q(y)(α). (4.41)

On a, ẏ(t) ∈ coF (t, y(t)) et

‖ẏ(t)‖ ≤ (1 + αβ)(‖ẏ(t)‖+ δ(t)) + αk(t), alors ‖ẏ(t)‖ ∈ ρ∗0(t)B,

d’où
ẏ(t) ∈ coF (t, y(t)) ∩ ρ∗0(t)B. (4.42)

De (4.38) on a coF (t, x)∩ρ∗(t)B ⊂ co(F (t, x) ∩m∗(t)B) et comme co(F (t, x)∩m∗(t)B)
est un fermé alors, coF (t, x)∩ρ∗(t)B ⊂ co(F (t, x) ∩m∗(t)B) et de (4.40) on a coF (t, x)∩
ρ∗(t)B 6= ∅, alors,

coF (t, x) ∩ ρ∗(t)B ⊂ co(F (t, x) ∩m∗(t)B) 6= ∅ (t, x) ∈ Q(α).

Il est claire que pour tout v ∈ F (t, x) ∩m∗(t)B on a v ∈ F (t, x) et ‖v‖ < m∗(t).
Soit (t, z) ∈ Q(y)(α), de (3.24) on trouve d(v, F (t, z)) ≤ (k(t) + βm∗(t))‖x − z‖, cela
implique que v ∈ F (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B donc,

F (t, x) ∩m∗(t)B ⊂ F (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B,
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alors,

co(F (t, z) ∩m∗(t)B) ⊂ co(F (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B)

= coF (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B.

D’où,
coF (t, x) ∩ ρ∗(t)B ⊂ co(F (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B.

De cette inclusion on a, pour tout v ∈ coF (t, x) ∩ ρ∗(t)B,

d(v, coF (t, x)) 6 (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖,

cela implique que sup
v∈coF (t,x)∩ρ∗(t)B

d(v, coF (t, z)) 6 (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖. Alors,

e(coF (t, x)ρ∗(t), coF (t, z)) ≤ (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖. (4.43)

De même en échangeant les rôles de x et z on trouve,

e(coF (t, z)ρ∗(t), coF (t, x)) ≤ (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖. (4.44)

D’où, de (4.43) et (4.44) on obtient,

hausρ∗(t)(coF (t, x), coF (t, z)) ≤ (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖, (t, x), (t, z) ∈ Q(y)(α).
(4.45)

De la Proposition 1.26 et par (4.45) on aura,

haus(coF (t, x)ρ∗(t), coF (t, z)ρ∗(t)) ≤ (2ρ∗(t)/(ρ∗(t)− ρ∗0(t))hausρ∗(t)(coF (t, x), coF (t, z))

≤ (2ρ∗(t)/(ρ∗(t)− ρ∗0(t))(k(t) + βm∗(t))‖x− z‖,

d’où

haus(coF (t, x)ρ∗(t), coF (t, z)ρ∗(t)) ≤ (2ρ∗(t)/(ρ∗(t)− ρ∗0(t))(k(t) +βm∗(t))‖x− z‖, (4.46)

avec (t, x)(t, z) ∈ Q(y)(α). On remplace ρ∗(t) et ρ∗0(t) par leurs formules données dans
(4.36) et (4.37), on obtient

2ρ∗(t)
ρ∗(t)− ρ∗0(t) ≤

2(1 + 2αβ)
αβ

+ 4.

Alors,

haus(coF (t, x)ρ∗(t), coF (t, z)ρ∗(t)) ≤ Ll∗(t)‖x− z‖. (t, x)(t, z) ∈ Q(y)(α), (4.47)

avec l∗(t) = k(t) + βm∗(t) et L = 2(1+2αβ)
αβ

+ 4.
Cette inégalité est la même que (4.12) alors par le même raisonnement du Théorème 4.1
et d’après (4.12), en utilisant (4.40), (4.41) et (4.42), le théorème est prouvé.
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Corollaire 4.1. Supposons que les Hypothèses (HC(F)) sont vérifiées, et qu’il existe
k1(·) ∈ L1(I,R+), k1(·) > 0, t ∈ I, et β1 > 0 tel que

coF (t, x) ∩ ρB ⊂ co(F (t, x) ∩ (k1(t) + β1ρ)B) (4.48)

pour tout (t, x) ∈ Q(2α) et ρ ≥ 0. Supposons que y(.), y(0) = y0, est la solution de
l’inclusion (PcoF ). Alors il existe une suite (xk)k≥1, xk(·)(0) = y0, de solutions globales de
l’inclusion (PF ) qui converge vers y(.) dans C(I,Rn) telle que la suite (ẋk(.))k≥1 converge
vers ẏ(.) dans ω-L1(I,Rn).

Preuve. Avec le même raisonnement que dans le théorème précédent on trouve que,

coF (t, x) ∩ ρB 6= ∅, (t, x) ∈ Q(y)(α), (4.49)

ẏ(t) ∈ coF (t, y(t)) ∩ ρ0B. (4.50)

De (4.48) on a
coF (t, x) ∩ ρB ⊂ co(F (t, x) ∩ (k1(t) + β1ρ)B).

Il est claire que pour tout v ∈ F (t, x) ∩ m∗(t)B, avec m∗(t) = k1(t) + β1ρ on a
v ∈ F (t, x) et ‖v‖ ≤ m∗(t).
Soit (t, z) ∈ Q(y)(α), de (3.24) on trouve d(v, F (t, z)) ≤ (k(t) + βm∗(t))‖x − z‖, cela
implique que v ∈ F (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B donc,

co(F (t, x) ∩m∗(t)B) ⊂ co(F (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B)

⊂ co(F (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B)

= coF (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B.

d’où,
coF (t, x) ∩ ρB ⊂ coF (t, z) + (k(t) + βm∗(t))‖x− z‖B.

Alors, avec les mêmes étapes que dans la preuve des deux théorèmes précédents on trouve
le résultat.

Remarque 4.2. La différence entre le Théorème 4.1 et le Théorème 4.2 est que dans
le Théorème 4.1 nous avons besoin de la condition intégrale (ρ − H) lipschitzienne sur
Q(y)(2α) de la multi-application coF (t, x), tandis que dans le Théorème 4.2, les même
propriétés sont exigées pour la multi-application F .



CHAPITRE 5

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UNE
INCLUSION DU SECONDE ORDRE

Le but de chapitre est de montrer l’existence de solutions globales pour une inclusion
différentielle de seconde ordre avec des conditions aux limites, le problème est donné
comme suit

(P ′F )


ẍ(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t)), p.p sur I,

ẋ(0) = 0, x(1) = 0,
où F : I × Rn × Rn −→ Rn une multi-application a valeurs fermées non vides et possi-
blement non bornées.
On commence ce chapitre par donner des théorèmes sur la fonction de type Green où nous
montrons quelques propriétés de ces dernières qui vont nous aider à prouver le théorème
principale de ce chapitre.

Théorème 5.1. Soient n(.),m(.) ∈ L1(I,R∗+) et soit G′(t, s) la fonction de Green du
problème

(Pr)


r̈(t)− n(t)ṙ(t) = m(t) p.p surI,

ṙ(0) = 0, r(1) = 0.
Alors

G′(t, s) =


−
∫ 1
t exp(

∫ r
s n(τ)dτ)dr, si 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

−
∫ 1
s exp(

∫ r
s n(τ)dτ)dr, si 0 ≤ s < t ≤ 1.
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et r(t) =
∫ 1

0 G
′(t, s)m(s)ds est la solution du problème (Pr), et on a

dG′

dt
(t, s) =


0, si 0 ≤ t < s ≤ 1,

exp(
∫ t
s n(τ)dτ), si 0 ≤ s < t ≤ 1.

et
ṙ(t) =

∫ 1

0

dG′

dt
(t, s)m(s)ds =

∫ t

0
exp(

∫ t

s
n(τ)dτ)ds.

Preuve. En posant ṙ(t) = x(t) on trouve


ẋ(t)− n(t)x(t) = m(t),

x(0) = 0.
(5.1)

On commence par résoudre l’équation homogène suivante ẋ(t)− n(t)x(t) = 0, on a

ẋ(t) = n(t)x(t)⇐⇒ ẋ(t)
x(t) = n(t),

et par intégration

ln |x(t)| =
∫ t

0
n(s)ds+ cte. D′où, x(t) = k exp

∫ t

0
n(s)ds.

En utilisant la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particulière
de la forme

x(t) = k(t) exp
∫ t

0
n(s)ds, (5.2)

où k est une fonction dérivable. En dérivant, on obtient

ẋ(t) = k̇(t) exp
∫ t

0
n(s)ds+ k(t)n(t) exp

∫ t

0
n(s)ds

En remplaçant dans l’équation (5.1) on trouve k̇(t) = m(t) exp(−
∫ t

0 n(s)ds) et en inté-
grant, on trouve k(t) =

∫ t
0 m(s) exp(−

∫ s
0 n(τ)dτ) + cte. On remplace k(t) dans (5.2) pour

avoir
x(t) =

∫ t

0
m(s) exp(

∫ t

s
n(τ)dτ)ds+ cte exp(

∫ t

0
n(τ)dτ),

et comme x(0) = 0, on aura cte = 0 d’où

x(t) =
∫ t

0
m(s) exp(

∫ t

s
n(τ)dτ)ds = ṙ(t).

Cela implique que

r(t) = −
∫ 1

t

∫ r

0
m(s) exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dsdr + cte,
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et comme r(1) = 0, cte = 0. Alors on a,

r(t) = −
∫ 1

t

∫ r

0
m(s) exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dsdr

= −
∫ 1

0

∫ 1

t
exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)drm(s)ds

= −
∫ t

0
(
∫ 1

t
exp(

∫ r

s
n(τ)ds)dτ)m(s)ds−

∫ 1

t
(
∫ 1

s
exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)m(s)ds

=
∫ t

0
(−

∫ 1

t
exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dr)m(s)ds+

∫ 1

t
(−

∫ 1

s
exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dr)m(s)ds.

Donc, la solution du problème (Pr) s’écrit sous la forme r(t) =
∫ 1

0 G
′(t, s)m(s)ds avec

G′(t, s) =


−
∫ 1
t exp(

∫ r
s n(τ)dτ)dr, si 0 6 t 6 s 6 1,

−
∫ 1
s exp(

∫ r
s n(τ)dτ)dr, si 0 6 s < t 6 1.

De plus, on a,

dG′

dt
(t, s) =


0, si 0 ≤ t < s ≤ 1,

exp(
∫ t
s n(τ)dτ), si 0 ≤ s < t ≤ 1.

et
ṙ(t) =

∫ 1

0

dG′

dt
(t, s)m(s)ds.

Théorème 5.2. Soit f : I −→ Rn une fonction intégrable et soit G(t, s) la fonction de
Green du problème

(Pf )


ẍ(t) = f(t) p.p sur I,

ẋ(0) = 0, x(1) = 0.

Alors, on a

1. G(t, s) =


s− 1, si 0 ≤ t < s 6 1

t− 1, si 0 6 s ≤ t 6 1
et xf (t) =

∫ t
0 G(t, s)f(s)ds est une solution du

problème (Pf ),

2. G est continue sur I × I,

3. G(., s) est dérivable sur [0, 1] pour tout s ∈ [0, 1] et

dG

dt
(t, s) =


0, si 0 6 t < s 6 1,

1, si 0 6 s ≤ t 6 1.

4. G(., .) et dG
dt

(., .) vérifient sup
t,s∈[0.1]

|G(t, s)| ≤ 1, sup
t,s∈[0.1]

|dG
dt

(t, s)| ≤ 1.
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Preuve. 1. On a ẍ(t) = f(t) implique que ẋ(t) =
∫ t

0 f(s)ds+ c.

En utilisant la condition ẋ(0) = 0 on a c = 0, donc,

x(t) = −
∫ 1

t

∫ r

0
f(s)dsdr + c′,

et en utilisant la condition x(1) = 0 on obtient c′ = 0. Donc,

x(t) = −
∫ 1

t

∫ r

0
f(s)dsdr

= −
∫ t

0

∫ 1

t
drf(s)ds−

∫ 1

t

∫ 1

s
drf(s)ds

=
∫ t

0
(−

∫ 1

t
dr)f(s)ds+

∫ 1

t
(−

∫ 1

s
dr)f(s)ds

=
∫ t

0
(t− 1)f(s)ds+

∫ 1

t
(s− 1)f(s)ds

=
∫ 1

0
G(t, s)f(s)ds

D’où, la solution du problème (Pf ) s’écrit sous la forme x(t) =
∫ 1

0 G(t, s)f(s)ds,
avec

G(t, s) =


s− 1, si 0 ≤ t < s ≤ 1,

t− 1, si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

On montre que G(., s) est dérivable sur [0, 1] pour tout s ∈ I.
Soit t ∈ [0, 1[. Pour tout s ∈ [0, 1] fixé et pour tout h > 0 assez petit, avec
t < t+ h < 1, on a

G(t+ h, s)−G(t, s)
h

=


1− s+ 1− s

h
= 0, si 0 ≤ t ≤ t+ h < s ≤ 1,

1− t− h− 1 + t

h
= 1, si 0 ≤ s < t ≤ t+ h < 1,

d’où

lim
h−→0

G(t+ h, s)−G(t, s)
h

=


0, si 0 ≤ t < s ≤ 1

1, si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

alors, G(., s) est dérivable à droite sur [0, 1[.
De la même façon on démontre que G(., s) est dérivable à gauche et sa valeur est
donnée par

dG

dt
(t, s) =


0 0 < t < s ≤ 1

1 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

Lemme 5.1. Soit f ∈ L1(I,Rn) et soit xf : I ←→ Rn la fonction définie par

xf (t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ I,
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Alors ẋf (1) = 0, xf est continument dérivable et sa dérivée est absolument continue et
vérifie ẋf (0) = 0. De plus xf est la solution du problème (Pf ).

Preuve. Comme G(1, s) = 0, on a xf (1) = 0.
par la preuve du Théorème 5.2, on a

|G(t+ ∆t, s)−G(t, s)| ≤ |∆t|, pour tout t, s,∆t ∈ I.

Il suit que
‖G(t+ ∆t, s)−G(t, s)

∆t f(s)‖ ≤ ‖f(s)‖,

et on utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue,

ẋf (t) = lim
∆→0

∫ 1

0

G(t+ ∆t, s)−G(t, s)
∆t f(s)ds

=
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)f(s)ds

=
∫ t

0
f(s)ds.

Donc ẋf est absolument continue, ẋf (0) = 0 et ẍf = f p.p sur I. D’où xf est solution du
problème (Pf ).

Proposition 5.1. Soit K ⊂ C1(I,Rn) un compact et F : I × Rn × Rn ⇒ Rn à valeurs
fermées non vides. Supposons que

1. (x, y) −→ F (t, x, y) est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris p.p sur I ;

2. pour tout x ∈ K, t 7−→ F (t, x(t), ẋ(t)) est mesurable ;

3. Il existe une fonction m ∈ L1(I,R+) telle que pour tout x ∈ K

sup{‖v‖; v ∈ F (t, x(t), ẋ(t))} 6 m(t), p.p sur I.

Alors, il existe une fonction continue g : K −→ L1(I,Rn) telle que

g(x)(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t)), x(.) ∈ K p.p sur I.

Preuve. Soit K∗(x) = {(x, ẋ); x ∈ K} ⊂ C(I,Rn × Rn), alors K∗ est un compact de
C(I,Rn ×Rn). En effet, soit (Xn)n≥1 ⊂ K∗. Alors pour tout n ≥ 1, il existe xn ∈ K telle
que Xn = (xn, ẋn).
Puisque K est compact, on peut extraire à (xn) une sous suite noté (xnk

)n≥1 qui converge
dans C1(I,Rn) vers x ∈ K, donc

xnk
−→ x dans C(I,Rn)
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et
ẋnk
−→ ẋ dans C(I,Rn)

On pose X = (x, ẋ) ∈ K∗. On a,

‖Xnk
−X‖c = sup

t∈I
‖(xnk

(t), ẋnk
(t))− (x(t), ẋ(t))‖

≤ c sup
t∈I

(‖xnk
(t)− x(t)‖+ ‖ẋnk

(t)− ẋ(t)‖)

≤ c(‖xnk
(t)− x(t)‖C + ‖ẋnk

(t)− ẋ(t)‖C).

Où c une constante déduite des équivalences des normes sur les espaces de dimension fini.
Donc, quand k −→∞, (Xnk

) converge vers X dans C(I,Rn×Rn), d’où K∗ est compact.
De plus on a,

1. X −→ F (t,X) est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris p.p sur I ;

2. pour tout X ∈ K∗ , t 7−→ F (t,X(t)) est mesurable ;

3. Il existe une fonction m(.) ∈ L1(I,R+) telle que

sup{‖v‖; v ∈ F (t,X(t))} 6 m(t), X ∈ K∗ p.p sur I.

Alors, par la proposition 2.13 il existe une application continue h : K −→ L1(I,Rn)
telle que

h(X)(t) ∈ F (t,X(t)), X(.) ∈ K∗ p.p.

Considérons l’application σ : x 7−→ (x, ẋ) définie de K dans K∗.
De ce qui procède, il existe une constante c′ > 0 telles que ‖(x, ẋ)‖C ≤ c′‖x‖C1 .
Donc cette application est linéaire continue. Alors, on définit une application
g = h ◦ σ : K −→ L1(I,Rn), qui est continue comme composition d’applications
continues et qui vérifie

g(x)(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t)), x ∈ K p.p sur I.

Lemme 5.2. Soit F : I × Rn × Rn ⇒ Rn une multi-application à valeurs fermés non
vides vérifiant les hypothèses (1) et (2) de la proposition 5.1. Supposons que

d(0, F (t, x, y)) ≤ m(t) + n(t)‖x‖,

où, m(.), n(.) ∈ L1(I,R∗+) alors la multi-application

Φ(t, x, y) = F (t, x, y) ∩ (m(t) + n(t)‖y‖)B,

est définie de I ×Rn ×Rn dans Rn ayant les propriétés suivantes
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1. (x, y) 7→ Φ(t, x, y) est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris p.p sur I ;

2. t 7→ Φ(t, x(t), ẋ(t)) est faiblement mesurable pour tout x ∈ C1(I,Rn) ;

3. Les propriétés (1) et (2) sont vérifiées pour la multi-application

Φ(t, x, y) = F (t, x, y) ∩ (m(t) + n(t)‖y‖)B.

Preuve. Avec les mêmes étapes que dans la preuve du Lemme 3.1, pour la multi-
application (t,X) 7−→ F (t,X), avec X = (x, y), on trouve le résultat.

Définition 5.1. Soit F : I ×Rn ×Rn ⇒ ×Rn une multi-applicationà valeurs non vides
fermées. On définit une solution globale du problème (P ′f ) comme étant une fonctions
continument dérivable x(·) est absolument continue, avec ẋ(0) = 0, x(1) = 0 vérifiant
l’inclusion (P ′f ) pour tout t ∈ I.

Théorème 5.3. Soit g : I −→ Rn une application intégrable et soit F : I×Rn×Rn ⇒ Rn

une multi-application à valeurs non vides fermées vérifiant

1. (x, y) 7−→ F (t, x, y) est semi-continue inférieurement au sens de Vietoris p.p sur
I ;

2. t 7−→ F (t, x(t), y(t)) est mesurable pour tout x, y ∈ C(I,Rn) ;

3. Il existe m(.), n(.) ∈ L1(I,R∗+) telles que

d(g(t), F (t, x, y)) 6 m(t) + n(t)‖ẋg(t)− y‖ ∀x, y ∈ Rn p.p,

avec
ẋg(t) =

∫ 1

0

dG

dt
(t, s)g(s)ds.

Alors, il existe une solution globale x du problème

(P ′(F ))


ẍ(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t)) p.p sur I,

ẋ(0) = 0, x(1) = 0.

Preuve. Soit la multi-application Φ : I ×Rn ×Rn ⇒ Rn définie par,

Φ(t, y, z) = −g(t) + F (t, y + xg(t), z + ẋg(t)), y, z ∈ Rn. (5.3)

Où xg(t) =
∫ 1
0 G(t, s)g(s)ds, donc ẋg(t) =

∫ 1
0
dG
dt

(t, s)g(s)ds. On a,

d(0,Φ(t, y, z)) = inf
u∈F (t,y+xg(t),z+ẋg(t))

‖u− ẏ(t)‖

= d(ġ(t), F (t, y + xg(t), z + ẋg(t)))

< m(t) + n(t)‖ẋg(t)− z − ẋg(t)‖

= m(t) + n(t)‖z‖.
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Donc,
d(0,Φ(t, y, z)) < m(t) + n(t)‖z‖,

d’où,
Φ(t, y, z) ∩ (m(t) + n(t)‖z‖)B 6= ∅. (5.4)

On considère la multi-application Γ : I ×Rn ×Rn ⇒ Rn définie par

Γ(t, y, z) = Φ(t, y, z) ∩ (m(t) + n(t)‖z‖)B. (5.5)

Alors, d’après le Lemme 5.2, la multi-application (y, z) 7−→ Γ(t, y, z) est semi-continue
inférieurement au sens de Vietoris, et la multi-application t 7−→ Γ(t, y(t), ẏ(t)) est mesu-
rable pour tout fonction y(.) ∈ C1(I,Rn).
On considère l’inclusion différentielle

z̈(t) ∈ Γ(t, z(t), ż(t)), p.p

ż(0) = 0, z(1) = 0,
(5.6)

et l’équation 
r̈(t) = m(t) + n(t)ṙ(t),

ṙ(0) = 0, r(1) = 0,
(5.7)

qui a une solution r(.) définie dans le Théorème 5.1. Soient les ensembles

S = {f ∈ L1(I,Rn); ‖f(t)‖ ≤ r̈(t) p.p} (5.8)

et
K = {xf : I −→ Rn; xf (t) =

∫ 1

0
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ I, f ∈ S}. (5.9)

Soient xf ∈ K et t1, t2 ∈ [0, 1], avec t1 < t2. On a

‖xf (t1)− xf (t2)‖ ≤
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|‖f(s)‖ds

≤
∫ 1

0
|G(t1, s), G(t2, s)|r̈(s)ds,

et de même,

‖ẋf (t1)− ẋf (t2)‖ ≤
∫ 1

0
|dG
dt

(t1, s)−
dG

dt
(t2, s)|‖f(s)‖ds

≤
∫ t2

t1
r̈(s)ds.

On a G est continue sur le compact I, alors d’après le Théorème de Heine G est uni-
formément continue et r̈(t) ∈ L1(I,Rn), donc, K est équicontinu dans C(I,Rn), de plus,
comme r̈(t) ∈ L1(I,Rn), l’ensemble K̇ = {ẋf , f ∈ S} est équicontinu dans C(I,Rn).
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D’autre part, pour tout t ∈ I, on pose K(t) = {xf (t); xf ∈ K}, donc, pour tout v ∈ K(t)
il existe f ∈ S telle que v = xf et

‖v(t)‖ ≤
∫ 1

0
|G(t, s)|‖f(s)‖ds

≤
∫ 1

0
‖f(s)‖ds

= ‖f‖1

≤ ‖r̈‖1,

de même, en posant K̇ = {ẋf (t), xf ∈ K}, t ∈ I, on a pour tout v ∈ K̇, il existe f ∈ S
tel que v = ẋf et donc

‖v(t)‖ ≤
∫ 1

0
|dG
dt

(t, s)|‖f(s)‖ds

≤
∫ 1

0
‖f(s)‖ds

= ‖f‖1

≤ ‖r̈‖1.

Cela implique que K(t), K̇(t) ⊂ BRn(0, ‖r̈‖1) qu’il un ensemble compact, alors, ils sont
relativement compacts dans Rn

Donc d’après le Théorème d’Ascoli-Arzelà, K(.), K̇(.) sont relativement compacts dans
C(I,Rn).
D’où K est relativement compact dans C1(I,Rn).
Montrons que K est fermé dans C1(I,Rn).
Soit (un)n≥1 ⊂ K telle que un −→ u dans C1(I,Rn), alors pour tout n ≥ 1, il existe
fn ∈ S telle que un(t) =

∫ 1
0 G(t, s)fn(s)ds, ∀t ∈ I.

Puisque S est faiblement compact, on peut extraire à (fn) une sous suite, notée aussi
(fn)n≥1, qui converge faiblement vers f ∈ S.
On pose w(t) =

∫ 1
0 G(t, s)f(s)ds, t ∈ I alors w ∈ K, de plus pour tout t ∈ I, en considérant
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(ej)1≤j≤n la base canonique de Rn, on a

lim
n→∞
〈un(t), ej〉 = lim

n→∞
〈
∫ 1

0
G(t, s)fn(s)ds, ej〉

= lim
n→∞

∫ 1

0
〈G(t, s)fn(s), ej〉ds

= lim
n→∞

∫ 1

0
〈fn(s), G(t, s)ej〉ds

= lim
n→∞
〈fn(.), G(t, .)ej〉

= 〈f(.), G(t, .)ej〉 (car G(t, .)ej ∈ L∞(I,Rn) et fn ⇀ f)

= lim
n→∞

∫ 1

0
〈f(s)ds,G(t, s)ej〉ds

= lim
n→∞
〈
∫ 1

0
G(t, s)f(s)ds, ej〉.

D’où, lim
n→∞

un(t) =
∫ 1

0 G(t, s)f(s)ds = w(t).
Par l’unicité de la limite, u = w. Donc K est compact dans C1(I,Rn).
Soit x(.) ∈ K on a, pour tout t ∈ I

‖ż(t)‖ = ‖
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)f(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|dG
dt

(t, s)|‖f(s)‖ds

≤
∫ t

0
r̈(s)ds

= ṙ(t)− ṙ(0)

= ṙ(t).

Donc, pour presque tout t ∈ I

sup{v, v ∈ Γ(t, z(t), ż(t))} ≤ m(t) + n(t)‖ż(t)‖

≤ m(t) + n(t)ṙ(t)

= r̈(t).

Alors, de la Proposition 5.1, il existe une application continue g : K −→ L1(I,Rn) telle
que g(z)(t) ∈ Γ(t, z(t), ż(t)), p.p.
On défini la multi-application ψ : K⇒ C1(I,Rn) par

ψ(x) =
∫ 1

0
G(t, s)g(x)(s)ds. (5.10)

ψ est continue. En effet, soit (xn) ⊂ K telle que xn −→ x dans C1(I,R) et puisque
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sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 1 on a,

‖ψ(xn)(t)− ψ(x)(t)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)g(xn)(s)ds−

∫ 1

0
G(t, s)g(x)(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)|‖g(xn)(s)− g(x)(s)‖ds

≤
∫ 1

0
‖g(xn)(s)− g(x)(s)‖ds.

D’où, ‖ψ(xk)− ψ(x)‖C ≤ ‖g(xk)− g(x)‖1.

D’autre part on a,

‖ψ̇(xn)(t)− ψ̇(x)(t)‖ ≤
∫ 1

0
|dG
dt

(t, s)|‖g(xn)(s)− g(x)(s)‖ds

≤
∫ 1

0
‖g(xk)(s)− g(x)(s)‖ds.

D’où ‖ψ̇(xk)− ψ̇(x)‖C ≤ ‖g(xk)− g(x)‖1. donc, ‖ψ(xn)− ψ(x)‖C1 ≤ ‖g(xn)− g(x)‖1, et
puisque g continue, lim

n→∞
‖g(xn)− g(x)‖1 = 0.

D’où ψ(xk) −→ ψ(x) dans C1(I,Rn). Par conséquent, ψ est continue.
Maintenant on va montrer que ψ(K) ⊂ K.
Pour tout x(.) ∈ K on a g(x)(t) ∈ Γ(t, x(t), ẋ(t)) p.p cela implique que

‖g(x)(t)‖ ≤ m(t) + n(t)‖ẋ(t)‖

≤ ‖r̈(t)‖, p.p,

alors, g(x) ∈ S, d’où, ψ(x) ∈ K. Par conséquent, d’après le théorème de point fixe de
Schauder Théorème 1.10, il existe un point fixe v∗ ∈ K tel que, v∗ = ψ(v∗). Alors, on
obtient

v∗(t) =
∫ 1

0
G(t, s)g(v∗)(s)ds,

et

v̇∗(t) =
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)g(v∗)(s)ds

=
∫ t

0
g(v∗)(s)ds.

D’où,

v̈∗(t) = d

dt

∫ t

0
g(v∗)(s)ds

= g(v∗)(t).
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De plus v∗(1) = 0, v̇∗(0) = 0.
Comme g(v∗)(t) ∈ Γ(t, v∗(t), v̇∗(t)), on aura , v̈∗(t) ∈ Γ(t, v∗(t), v̇∗(t)) p.p sur I, c’est à dire
que v∗ est une solution du problème (5.6). Cela implique que,

v̈∗(t) ∈ Φ(t, v∗(t), v̇∗(t))

= −g(t) + F (t, v∗(t) + xg, v̇∗(t) + xg), p.p sur I.

On définit x∗(t) = v∗(t) + xg(t), t ∈ I.
On a ẋ∗(t) = v̇∗(t) + ẋg(t), t ∈ I, x∗(1) = v∗(1) + xg(1) = 0 et ẋ∗(0) = v̇∗(0) + ẋg(0) = 0.
Donc,

ẍ∗(t) = v̈∗(t) + g(t)

∈ F (t, v∗(t) + xg, v̇∗(t) + xg)

= F (t, x∗(t), ẋ∗(t)).

Alors, on trouve que x∗(.) avec ẋ∗(0) = 0 et x∗(1) = 0 est une solution de l’inclusion
(P ′(F )).



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le travail présenté dans ce mémoire est étudié dans un espace de dimension finie.
Il est réparti en deux parties.

Dans la première, nous montrons des théorèmes d’existence de solutions globales et
locales pour les inclusions différentielles du premier ordre, avec une perturbation à valeurs
non vides fermées possiblement non bornées. Des théorèmes de relaxation sont aussi don-
nés, où, dans la preuve, nous utilisons le concept de (ρ − H)-lipschitzien. Ces résultats
sont pris du travail de Tolstonogov [31], qui est généralisé aux cas d’un espace de Banach
de dimension infinie dans [32], avec un changement des hypothèses ainsi que dans les
techniques utilisées dans les démonstrations.

Dans le dernier chapitre nous avons essayé de généraliser le théorème d’existence des
solutions globales au cas des inclusions différentielles du second ordre avec des conditions
aux limites spécifiques.

Les perspectives sont

• de démontrer l’existence de solutions locales pour les inclusions différentielles du
second ordre mentionnées dans ce mémoire.

• de démonter le théorème de relaxation pour les inclusions différentielles du seconde
ordre.
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