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INTRODUCTION GENERALE

Le processus de la rafle a été introduit pour la premiere fois par J. J. Moreau qui a

exprimé d’un point mathématique le processus sous la forme de I'inclusion différentielle
—(t) € Now(u(t)) p.p. dans [0,T], u(0) = uoy € C(0), (1)

ou u(t) est la fonction de Iétat a l'instant ¢, ug la donnée initiale exprimant la position a
I'instant ¢y = 0 et N(C(t), u(t)) désigne le cdne normal extérieur de I'ensemble dépendant
du temps C(t). J. J. Moreau a expliqué dans une série de travaux [15-18] que ce probléme
modélise des phénomenes d’élasto-plasticité et de dynamique.

C’est donc, le premier résultat d’existence de solution pour le processus de la rafle.
Depuis, divers autres travaux ont été développés afin d’obtenir des résultats d’existence
de solution dans divers autres contextes. Une premiere direction consiste a ajouter une

perturbation comme suit :

—i(t) € N (u(t)) + F(t,u(t)), pp. t € [0,T]
u(t) € C(t) Vvt € [0,T) (2)
w(0) = ug € C(0),

ou I': I x F = F est une multi-application a valeurs non vides convexes compactes.
L’équation est le cas le plus simple du processus de la rafle introduit par J. J.
Moreau vers les années 70 (voir [15]).
L’objectif de ce mémoire est de présenter le théoreme d’existence de solution pour
une inclusion différentielle.

Notre travail est partagé en trois chapitres.
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Dans le premier, on donne toutes les définitions et les notions de base ayant été
utilisées tout au long de ce travail.

Le deuxieme chapitre vise a comprendre le concept de cone et ses propriété, et de
donner quelques définitions des ensembles prox-réguliers.

Dans le troisieme chapitre nous nous intéressons a 1’étude de l'existence et 'unicité
de solution pour une inclusion différentielle du premier ordre dépendant du temps et de

I’état, gouvernée par un cone normal proximal dans un espace de Hilbert, de la forme

—1(t) € Neugy)(u(t)), p-p. t €1,
(P)qu(t) € C(t,u(t)), Vt €I,
u(0) = o,

ol Neg,uy)(u(t)) désigne le cone normal proximal a C(t,u(t)) au point u(t) avec C :
I x H = H une multi-application a valeurs non vides, boule compacte et r-prox-réguliers
et up € C(0,up). D’autre part nous montrons l’existence de solution d’une généralisation
d’inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par le cone normal proximal avec une

perturbation multivoque, de la forme suivante

—u(t) € Nouy (u(t) + F(t,u(t)), pp.t €1,
(Pr) Su(t) € C(t,u(t)),Vt € I,
u(0) = uyp,

ou il a les mémes conditions que U'inclusion différentielle (P) avec F': I x H =% H une

multifonction semi continue supérieurement a valeurs non vides, convexes et fermées.



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET RESULTATS
PRELIMINAIRES

Nous commengons par introduire les outils et les notions de base nécessaires. Ce chapitre
comprend les notations, des rappels d’analyse fonctionnelle, des rappels sur la topologie

faible et faible* et en finalement quelques notions des multi-applications.

1.1 Notations générales

Tout au long de ce travail, nous utilisons les notations suivantes

— K corps commutatif (R ou C).

— R” l'espace Euclidien réel de dimension n.

— R = [~00, +00] = RU {—00, +o0o}.

E espace de Banach, E’ son dual topologique, (.,.) leur produit de dualité et ||.|| la

norme de F.

— o(FE, E') la topologie faible sur E.

— o(F', E) la topologie faible* sur E'.

— Bg(0,7) la boule fermée de E de centre 0 et de rayon 7, Bg la boule unité fermée
de E et Sg la sphere unité de E.

— Si A est un sous ensemble de E alors A est la fermeture de A.
Soit I un intervalle fermé de R. On note par

— C(I, E) = Cg(I) Iespace de Banach des applications continues u : [ — E, muni
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de la norme sup, ie., ||u(:)||c = sup |lu(t)|, et C(I,E) = CE(I) lespace de
tel

Banach des applications continues v : I — E ayant une dérivé continue, muni de

la norme

lu()ller = max{max u(®)]], max [[a ()]}

— p.p presque partout.
— LP(I,E) = LE,(I) (p € [1,+oo[) I'espace quotient de Banach des applications

u: I — E mesurables et telles que / |lu(t)||Pdt < +o00, muni de la norme
I

el = e = uu<t>updt)’l’.

— L>®(I,FE) = L¥(I) l'espace quotient de Banach des applications v : [ — F

essentiellement bornées sur £, muni de la norme
[u()lloo = [[u( )l = inf {c >0 [Ju(t)]| < ¢, pp.sur T},

—  un ouvert de R", W™P?(Q) est l'espace de Sobolev muni de la norme |||/,
définie par
1
p
Oy = (3 gl si1<p< o0
0<|ar|<m

— (¢4 y —
1 llmoo = max [ D%ulloo si p = oo.

— — convergence faible.
— —* convergence faible*.
— D(f) domaine (effectif) de la fonction f.
— dom(F) domaine (effectif) de multi-application F'.
Dans le cas ou X est un espace topologique, la plus petite tribu contenant la topologie de
X, autrement dit, la tribu engendrée par la topologie de X est appelée tribu Borélienne
sur X et est notée B(X).
— V(z) 'ensemble de voisinage de z.
— P(X) I'ensemble de partie de X.
Soit H un espace de Hilbert et soit A un sous ensemble fermé pas nécessairement
convexe de H. On note par
— N(C(t),u(t)) = New(u(t)) cone normal proximal a C(t) au point u(t).
— Py4(z) la projection de x € H sur A.
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— Na(y) le cone normal au point y a A.
— int(A) Uintérieur de 'ensemble A.

— co(A
— co(A

I’enveloppe convexe de A.

~— —

I’enveloppe convexe fermé de A.
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1.2  Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Pour plus de détails se référer a [6,9,(19}20]

1.2.1 Espace topologique

Définition 1.2.1. On appelle espace topologique un couple (X,T) ot X est un ensemble
et T est une famille de parties de X, appelées ouverts, vérifiant les
Propriétés suivantes
o (), X sont des ouverts.
e Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
C’est a dire
V(T)izin €T, 1917; eT.
e Toute réunion (quelconque) d’ouverts est un ouvert.
C’est a dire

V(T)ictn €T, UTicT.

Exemple 1.2.1.

1) L’ensemble Ty = P (X) formé par l’ensemble des parties de X définit une topologie
appelée la topologie discrete. Un espace muni de la topologie discrete est appelé un
espace discret.

2) L’ensemble T, = {0, X} définit une topologie appelée la topologie grossiére.

3) Dans R, l’ensemble des parties constituées d’unions d’intervalles ouverts et de l’en-

semble vide définit une topologie appelée la topologie usuelle de R.

Définition 1.2.2. On appelle complémentaire de A dans X et on note A€ lorsqu’il n’y a

pas d’ambiguité 'ensemble {[E eX, x¢ A}.

Définition 1.2.3. Soit (X, T) un espace topologique et x € X. On dit qu’une partie V

de X est un voisinage de x si elle contient un ouvert qui contient x, c’est a dire
V woisinage dex < 30U € T, x € U C V.

Définition 1.2.4. Soient (X, T) un espace topologique et A un sous-ensemble de X.
e On dit que A est un ensemble ouvert si et seulement s’il est voisinage de chacun de
s€es points.

e On dit que A est un ensemble fermé de X, si son complémentaire est un ouvert.

8
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Définition 1.2.5. Soient (X, T) un espace topologique et B une famille d’ouverts.
On dit que B est une base d’ouverts de (X,T) si tout ouvert non vide de X est réunion
d’ouverts appartenant a B.

En général, il n’y a pas unicité de la base d’ouverts.

Définition 1.2.6. Soient (X,7T) un espace topologique et x € X. On appelle base de
voisinages de x toute famille B(x) de voisinages de x telle que pour tout voisinage V de
x, il existe W € B(x) tel que W C V.

Notez que si B(x) est une base de voisinages de x alors on a
V(z) = {V C X il existe W € B (x) avec W C V}.

Définition 1.2.7.
e On dit que x est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x dans X
contient un point de A distinct de x lui méme.

e On dit qu’un point a € A est un point isolé dans A s’il existe un voisinage V' de a
dans X tel que VN A = a.

Définition 1.2.8.
e On dit que = est adhérent a A lorsque tout voisinage de x rencontre A.
o L’ensemble des points adhérents a A s’appelle l'adhérence de A et se note A, est le

plus petit fermé qui contient A.
Corollaire 1.2.1. Une partie A de X est fermé si et seulement si A = A.

Définition 1.2.9. On dit que x est intérieur a A si A est un voisinage de x, l’ensemble
des points intérieurs a A s’appelle lintérieur de A et se note A, est le plus grand ouvert

inclue dans A.

Définition 1.2.10.
e On dit que x est un point fronticre de A si x € A et x € Ac.
e L’ensemble des points frontiére de A s’appelle la frontiére de A et se note F,.(A).

Proposition 1.2.1. On a F,(A) = A — A.

Définition 1.2.11. On dit que X est dénombrable s’il est en bijection avec N. C’est a
dire, si on peut énumérer ses points en une suite (), oy (ce qui implique notamment que
Ty F# Ty sin #£m) c’est le cas de N lui-méme ou de N*, de Z, de Q, ou encore des entiers

pairs, ou de toute suite strictement croissante d’entiers.

Définition 1.2.12. On dit qu’une partie A est dense dans X si A= X.
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Définition 1.2.13. On dit qu’un espace topologique est séparable s’il admet une partie

dénombrable et dense.

Définition 1.2.14. On dit qu’un point | de X est limite de la suite (x,)n>0 St pour tout
voisinage V de l dans X, il existe N € N tel que pour tout n > N on ait, z, € V.

Définition 1.2.15. Soit (X,T) un espace topologique. On dit que X est séparé, si quelque
sotent deux éléments distincts x,y € X, il existe V, voisinage de x et V, voisinage de y
tels que V, NV, = 0.

Définition 1.2.16. On appelle espace de Hausdorff tout espace vectoriel topologique sé-

paré.

Proposition 1.2.2. Soit X un espace topologique séparé. Soit (x,)nen une suite d’élé-
ments de X. Si la suite (x,)nen admet une limite 1, cette limite est unique. On dit alors

que la suite (x,)nen converge vers | quand n tend vers +oo, et on note : liﬂl x, = 1.
n—-—+0oo

Définition 1.2.17. Soient (X,Ty),(Y,Ts) deuz espaces topologiques et f : X —Y

e On dit que f est continue au point xo € X si et seulement si
VW € V(f(20)),3V €V(xo) / (V) CW &YW € V(f(20)), [~ (W) € V(o).

e On dit que f est séquentiellement continue au point o € X si et seulement si, pour
toute suite (x,), de point de X convergeant vers o, la suite (f(x,))n converge vers f(xo).
Dans un espace métrique la continuité est équivalent a la continuité séquentielle.

e On dit que f est continue sur X si elle est continue en chaque point de X.

Définition 1.2.18. Une distance sur un ensemble X est une application d définie sur

X x X a wvaleurs dans [0, +oo[ vérifiant, pour tous x,y et z dans X

1) d(z,y) =0z =y

2) d(z,y) = d(y,x)

3) d(z,y) < d(z,z)+d(zy).

Définition 1.2.19. Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance.

Exemple 1.2.2. Sur R, la distance usuelle est définie par d(x,y) = |z — y|.

Définition 1.2.20. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une suite (z,,) d’éléments
de X est une suite de Cauchy si

pour tout € > 0, il existe ng € N tel que m,n > ng = d(x,, x,) < €.

10
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Définition 1.2.21. Soient (X, d) et (T,d') des espaces métriques, et soit f : X — T une
application. f est dite Lipschitzienne de constante (ou : de rapport) X s’il existe A réel > 0

tel que :
Vee X,Vye X :d(f(x), f(y) < Ad(z,y).

Définition 1.2.22. Soit E un espace de Banach. Une fonction f : [a,b] — E est dit
absolument continue si Ye > 0, 30 > 0 tels que pour tout partitions dénombrable de

Uintervalle [a,b] par des intervalles disjoints [ay, by] vérifiant
Z(bk — (lk) < 5,
k>0

on a

oS br) = flan)l < e

k>0

Proposition 1.2.3. Soient E un espace de Banach et f € L'(I, E). Alors f est absolu-

ment continue si et seulement si il existe une fonction g € L'(I, E) telle que

£(t) = £(0) +/Otg(s)ds,Vt el

Définition 1.2.23. Soit E un espace de Banach. Une fonction f : |a,b] — E est absolu-

ment continue si et seulement si

Remarque 1.2.1.
e Toute fonction absolument continue est continue et a variation bornée.
e Toute fonction Lipschitzienne est absolument continue.

e Toute fonction absolument continue est uniformément continue.

Définition 1.2.24. (Equicontinuité) Soient (X, d) et (Y,d') deuzx espace métrique. Soit
F(X,Y) l'ensembles des toutes les applications f : X — Y. Une partie A de F(X,Y) est

dite équicontinue en x € A si
Ve >0,3n > 0,Vy € X,Vf € A, tel que d(x,y) < n=d(f(x),{(y)) <e.

A est dite équicontinue sur X si elle est équicontinue pour tout x € A.

11
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Définition 1.2.25. Un sous ensemble A de X est dit

e Compact si de tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un sous recouvrement
finie.

e Séquentielement compact si toute suite de point de A admet une sous-suite qui
converge vers un point de A.

o Relativement compact si son adhérence est compacte.

e Relativement séquentiellement compact si tout suite de A admet une sous suite qui

converge vers un point de X.

Définition 1.2.26. Soit X un K-espace vectoriel, K = R ou C. Une norme sur X est
une application ||.|| : X — Ry vérifiant pour x et y dans X et A dans K :

1) lz]|=0=2=0

2) 1Azl = [Alll]]

3) Nz +yll < |zl + lly|| (I’inégalité triangulaire)

Définition 1.2.27. Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel

norme.
Exemple 1.2.3.
1) L’application x — |z| est une norme sur R.

2) L’application z — |z| est une norme sur C.

3) Dans R™, on définit les trois normes suivantes : si x = (1, Ta, ..., T,) est dans R"

1zt = [21] + . + |n]
1
n ) 3
lello = (Zm\ )
=1
|2]| o = maz (|z1], ....|20]) -

Définition 1.2.28. On appelle espace préhilbertien réel le couple constitué par un espace
vectoriel réel X et par un produit scalaire (.,.) sur X. On le notera (.,.).
Les espaces de dimension finie sont, c¢’est de beaucoup préférable, appelés espaces eucli-

diens.

Définition 1.2.29.
e Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X converge
dans X.

e Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach.

12
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Définition 1.2.30. On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble

dénombrable et dense.

Définition 1.2.31. Un espace vectoriel topologique X est dit localement convexe si Ox

admet un systéeme de voisinage convexes.

Définition 1.2.32. Soient E un espace de Banach, E' son dual topologique. On note par

E" le bidual de E, i.e. l’espace des fonctions linéaires continues définies sur E'.

Définition 1.2.33. Soit X un espace vectoriel sur le corps K (R ou C). Un produit
scalaire sur X est une application v : X x X — K tel que Vo, 2’y € X et A € K on a

(i) ¥(z,y) = Oy, x) (oup(z,y) = Y(y,x) siK=R).

(i) ¢(z+2',y) = (2, y) +¢(2"y).

(iii) ¥(Az,y) = M(z,y).

(iv) Y(z,2) > 0 et Y(z,7) = 0= z = 0 (définie positive).
On note Y(x,y) par (z,y).

Définition 1.2.34. Soit X un espace vectoriel et (.,.) un produit scalaire sur X, on

appelle espace préhilbertien tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Définition 1.2.35. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

1.2.2 Ensembles convexes

Pour plus de détails se référer a [25]

Définition 1.2.36. Soit X un espace vectoriel, v,y € X.
e On appelle segment fermé ou simplement segment d’extrémités x,y qu’on note [a:, y}

l’ensemble
Pz+(1-Ny 0<r<1}

e Le segment ouvert est [’ensemble {)\x +(1-Ny, 0<A< 1} noté |z, yl.

Définition 1.2.37. Une partie A d’un espace vectoriel X est dite conveze si
toutes les fois que deux points x,y appartiennent a A, le segment [x,y] est continu dans
A, c’est a dire

Ve,ye A,VAeE[0,1], x+ (1 - )Ny e A

13
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On pose
=1
Et
, n+1
Tn = {(Ah -'-7)‘na)\n+1) € Rn+1/)\i > 0, Z)\z = 1} (’I”L € N)
=1

et remarquons (A, ..., A\n) € Ty 80 (A1, .o; A, Ang1) € T, et que

()\1,... n 1 ZA) ET st (A1y .oy An) € T

On dit que A est convexe si et seulement si
V(.Tl,l'g, ..... I’n) GA, V()\l,)\g,....,)\n) ETn, Z)\zxz c A.
i=1

Propriétés 1.2.1. Soit X un espace vectoriel.
1) Les parties convezes de l’espace vectoriel R sont des intervalles.
2) Tout sous espace vectoriel de X est conveze.
3) Soit A une partie convexe de X, A et A sont des parties convezes de X .
4) Une intersection des parties convexes de X est conveze.
Définition 1.2.38. Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel X.
e On appelle enveloppe convexe de A que l’on note co (A) Uintersection de tous les sous
ensembles converes de X contenant A.

e co(A) est le plus petit conveze de X qui contient A.

e On appelle enveloppe conveze fermé de A, que [’'on note ¢o (A) intersection de tous

les sous-ensembles convexes fermés de X contenant A.

Théoréme 1.2.1. Soit X un espace vectoriel et A C X, alors

k+1
co(A) = {Z N [k €0,1, ..M oo Mig1) € Ty, @1y ey Ty € A} :

=1

14
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1.2.3 Fonctions convexes

Définition 1.2.39. ( [10/) Soit f : I — R tel que I un intervalle de R.
e On dit que f est conveze si:Vax,y€l, Y\e|0,1]

fAz+ (1 =Ny) < Af(z)+ (1= A)[f(y)

e On dit que f est strictement convere si:¥Vx,y € I, VYA€ [0,1]

SOz + (1= Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y)

e On dit que f est concave si —f est convexe.

Définition 1.2.40. Soient X un espace topologique, f : X — [—o0, +00].
e On appelle domaine effectif de f qu’on note par D (f) l’ensemble défini par

D(f) = {z € X/ (x) < +oo}.

Définition 1.2.41. Soit f : I — R.
e On appelle graphe de f qu’on note par gph (f) Uensemble défini par

gph(f) = { (x,r) e I xR/f(x) :7"}.
e On dit que f est convexe si et seulement si son épigraphe
epi(f) = { (z,7) € I xR /f (x) <7}

est un ensemble conveze.

Corollaire 1.2.2. Soit f une fonction continue et dérivable sur ]a,b| tel que f' est crois-

sante, alors f est conveze.

Proposition 1.2.4.
e Soit f une fonction convexe sur l'intervalle [a,b] alors f est convexe sur |a,bl.

o Si f est convexe sur un intervalle I, elle est lipschitzienne sur tout segment inclus

dans lintérieur de 1.
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Définition 1.2.42. ( [2]) Soient (X,d) un espace métrique. On appelle fonction polaire

associée d la fonction f: X — R, qu’on note f*, la fonction définie sur le dual de X par

ffX'—-R
o’ f*(2') = sup[(a’, z) — f(=)].

zeX

Définition 1.2.43. ( [2]) Soient (X,d) un espace métrique et A un sous ensemble de X .

On appelle fonction indicatrice de A, qu’on note §(., A), la fonction définie par

(., A):X >R
0 z€A
x—6(x,A) =

+oo x ¢ A.

Définition 1.2.44. ( [2]) Soient (X, d) un espace métrique et A un sous ensemble de X.
On appelle fonction support de A, qu’on note 6*(., A), la fonction définie sur X' par

(L, A) X' >R

' 6"z, A) = sup (o, ).
€A

C’est la fonction polaire associée d 6(., A).
Preuve. Montrons que §*(z’, A) = sup (2, ).

z€A
En effet

6" (2’ A) = sup[(/, z) — 0(z, A)]

zeX

= sup[sup({2, x) — 6(z, A)), sup ((z',z) — (x, A))]

z€A zeX\A
- sup[sup <ZL',, l’> , Sup (<ZE,7ZE> - OO)]
z€A zeX\A
= sup[sup((x’, $> ) —OO)]
€A
= sup (2/, x) .
€A

Ce qui donne

6" (a', A) = sup (2, x) .
€A
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Corollaire 1.2.3. ( [2]) Soient X un espace vectoriel, A un sous ensemble conveze fermée
de X, alors
d(z,A) = sup [(z/,x) — 6" (2, A)].

x/GEX/

Preuve. On a

d(z, 4) = inf |z —y|
— inf o
;gA(xi%i e =)

= sup (inf («',z — 1))

IIGEX/ Y

= sup inf((z',2) — (2, y))
m'EEX/yeA

= sup ((¢/,2) + inf (= (', )

IE'GEX/

= sup ((2/,z) —sup (z',))

IIGEX/ yEA
= sup ((2',z) — (2, A)).
J:’EEX/

O

Théoréme 1.2.2. ([7]) Soient E un espace de Banach, A un sous ensemble de E et E’
le dual de E, alors

co(A) = {v € BV € B, (z',2) < §*(«', A)},

ot 6*(., A) est la fonction support de A au point x'.

1.2.4 Fonctions semi continues
Soit (X, d) un espace métrique et f: X — R.

Définition 1.2.45. f est semi continue inférieurement (s.c.i) au point a € X si et seule-
ment si, pour tout h € R tel que h < f(a), il existe un voisinage V, de a

tel que h < f(x), pour tout x € V,.

f est semi continue inférieurement sur X si et seulement si elle est semi continue infé-

rieurement en tout point de X.

Définition 1.2.46. f est semi continue supérieurement (s.c.s) au point a € X si et seule-

ment si, pour tout h € R tel que h > f(a), il existe un voisinage V, de a
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tel que h > f(x), pour tout x € V.
f est semi continue supérieurement sur X si et seulement si elle est semi continue supé-

rieurement en tout point de X.

Définition 1.2.47. f est continue au point a si et seulement si f est s.c.i et s.c.s

au point a € X.

Remarque 1.2.2. Si f est a valeurs réelles alors

i) [ est semi continue inférieure au point a si et seulement si
Ve>03V,eV(a), VeV, = f(x)— fla) > —e.
i1) [ est semi continue supérieure au point a si et seulement si
Ve>03V,eV(a), VeV, = f(z)— fla) <e.
iii) f est continue au point a si et seulement si
Ve>03V,eV(a), Ve eV,=|f(x)— fla)| <e.
Définition 1.2.48. Soit (X,T) un espace topologique f : X — R, soit a € X. Alors

limsup f(z) = inf {supf(:c)}

T—a weV(a) \zew

liminf f(x) = sup {inffx}.
e (@) weV(a) (FEW (@)
Proposition 1.2.5. Soit (X, d) un espace métrique et f : X — R. Alors

fest s.c.i au point a < lim inf f(x) > f(a)

fest s.c.s au point a < limsup f(z) < f(a).

T—ra

Proposition 1.2.6. Soient (X,d) un espace métrique et f : X — R. Alors

fest s.c.i < epi(f) est fermé.
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1.2.5 Quelques notions de mesurabilité
Les résultats suivants sont pris de la référence |3.[8].

Définition 1.2.49. Soit X un ensemble quelconque, une tribu (ou o algébre) sur X est

une famille 2 de parties de X telle que
1) X eX

2) Ae¥, A°e X

3) A, eX,Vne N:>nLEJNAn ex

Le couple (X,Y) est appelé espace mesurable et les éléments de ¥ sont appelés ensembles

mesurables.

Définition 1.2.50. Soit (X,YX) un espace mesurable, alors la fonction p : X — R est

une mesure sur X i

1) p(0) =0
2) ,u(nLEJNAn) =X w(A,) pour toute famille dénombrable d’éléments de ¥ deuxr d deux
disjoints.
o Le triplet (X, %, 1) est appelé espace mesuré.
o Sipu(A) >0 pour tout A € X, on dit que p est une mesure positive ou que l’espace
(X, X, u) est positif.
e Si u(A) < 400 pour tout A € 3, on dit que |1 est une mesure finie ou que l’espace
(X, %, 1) est fini.
e Si X est un espace topologique, la mesure pu : B(X) — R est appelée mesure

Borélienne.

Définition 1.2.51. Soit (X, %, ) un espace mesuré positif et soit Z un sous ensemble de
X, on dit que Z est p-négligeable s’il existe A € ¥ tel que Z C A et u(A) = 0.
On dit qu’une propriété sur X est vraie p-presque partout (u.p.p), si Uensemble ot elle

n’est pas vérifiée est p-négligeable.

Définition 1.2.52. Soient X un espace topologique séparé et p une mesure Borélienne,
alors p est dit réguliére si pour tout A € B(X) et tout € > 0 il existe un ouvert U et un
ferméV de X tels que VC ACU et pn(U/V) <e.

Une mesure Borélienne finie et réguliere est appelés mesure de Radon.

Définition 1.2.53. La tribu p-complétée de ¥ notée X, est la tribu engendrée par 3 et

les ensembles p-négligeables, i.e

X, = {A UZ/AE€X etZensemble i -néglz’geable}.
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La tribu X est dit complete si ¥ = X, c’est-a-dire, si tout les ensemble p-négligeable

appartient a 3.

Définition 1.2.54. Soient (X, %, ) un espace mesuré, T un ensemble et f,g: X — T.
On dit que f = g u-presque partout (et on note p-p.p), si Uensemble {x € X/ f(x) #
g(x)} est négligeable. C’est a dire

JAe X u(A)=0 A f(z)=yg(x), Vo e X\A.

Définition 1.2.55. Soit (X,Y) un espace mesurable. On dit que f est p-intégrable, si
!{m dp < +oo.

Définition 1.2.56. On dit que l'espace (X, 3, i) est un espace mesuré complet avec une

mesure o-finie si p est positive et o-finie et ¥ est complete.

1.3 Rappels sur la topologie faible et faible*

1.3.1 Topologie faible
Définition 1.3.1. Soit E un espace de Banach et E' son dual topologique, i.e.

E = {f : E— R, flinéaire contmue} = L(E,R) = L(E).

f+E — R

x = (f,x)

(On note image de x par f, (f,x) au lieu de f(x)) avec

[fller = sup [{f, )]
r€EBE

tel que, B est la boule unité fermée de E.

Soit f € E', et considérons la fonction

©Yr EFE — R
r = ps(z) = (f ).
Lorsque f décrit E' nous obtenons une famille d’applications (¢y)sep définies sur E d
valeurs dans R.

On appelle topologie faible sur E qu’on note o(E, E') la topologie la moins fine sur E

rendant continues toutes les applications (py)serr. Cette topologie est séparé.
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Proposition 1.3.1. Soit xq € E, alors si on considére tous les ensembles de la forme
V={zeE|(fiz—10)| <e Viel}

ou I est fini, f; € E' et ¢ > 0. Ces ensembles constituent une base de voisinage de x

pour la topologie o(E, E').

Notation 1.3.1. x,, — z veut dire (), converge faiblement ou o(E, E') versx

xn, — x veut dire (x,), converge fortement vers x, i.e. ||x, — x| — 0.

Proposition 1.3.2. Soit (z,,), une suite de points de E. Alors
1) &y = x <= (f,x,) = (f,z), VfeEFE.

2) x, > =2, 1T

3) Si x, — x alors ||x,|| est bornée et ||x| < lzg@)g}gf“mnﬂ

4) Six, — x etsif, — [ fortement dans E', alors (f,,x,) — (f,x).

Proposition 1.3.3. Lorsque E est de dimension finie, la topologie forte de E et la topo-
logie faible o(E, E') coincident.

Théoréme 1.3.1. (Théoréme de Krein-Smailian)
Soit E un espace de Banach et A C E. Si A est faiblement compact, alors co(A) [’est

ausst.

Corollaire 1.3.1. Si E est localement convexe alors E' séparé les points de E.

1.3.2 Topologie faible*

Définition 1.3.2. Soit E un espace de Banach, E' son dual topologique, muni de la

norme ||f|l = sup |[{f,x)|), et soit E" le dual de E' (bidual de E) muni de la norme
z€BE(0,1)
ISl =" sup  [{C, f)]-
fGBE/(O,l)

Nous avons une injection canonique J : E — E" entre E et E”, définie comme suite

pour tout x € E fixé application
J,:EF — R
[ L) = [) = ([, 2)

est une forme linéaire continue sur E', ¢’est a dire, c’est un élément de E” i.e. J, € E”,

et
J:E — E"

v o= J(f) = J(@)
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et nous avons

<Jwaf>E”,E’ = <.fa x>E’,E7 Vo € Ev \V/f € E/'

Il est clair que J est linéaire continue (de plus c’est une isométrie). c’est a dire, qu’on
peut toujours identifier E d un sous ensemble de E"(J bijection isométrique entre E et
J(E)).

e Sur l'espace E' on connait déja deux topologies, la topologie forte induite par la
norme de E' (||f|| = sup |[{f,x)|) et la topologie faible o(E', E") (la topologic la

mGEE/(O,l)
moins fine rendant les applications (¢¢)cepr continues, avec pour tout ¢ € E”,
oc B — R
fo=edf)={CNene

On définit une troisiéme topologie sur E' comme suit

pour chaque x € E, on considére [’application

v, B — R
f = \Ila?(f) - <\I}$7f> = <f7I>E’,E

W, est une forme linéaire continue. Quand x parcourt E on obtient une famille de [’ap-
plication (V,)zep définies sur E' a valeurs dans R.
La topologie la moins fine sur E' rendant ces applications continues est appelée topologie
faible* et notée o(E', F).
Proposition 1.3.4. Soit (f,), une suite de points de E'. Nous avons
1) fo =" f((fn) convergeo(E', E) vers ) <= (fn,x) — (f,x), pour tout x € E.
9) fuo f = fu— .
3) fa = [ ((fn) convergeo(E', E")) = fo =" f.
4) Si fn =" f alors (|| fal]) est bornée et || f|| < lim inf | fnll-

5) fn—* f et x, — x fortement, alors (f,,x,) — (f,x)dansR.
Remarque 1.3.1. La topologie faible* o(E', E) est séparé.

Proposition 1.3.5. Si E est de dimension finie, les topologies forte Tg:, faible o(E', E")
et faible* o(E', E)) coincident sur E'.

Théoréme 1.3.2. (Banach-Aloaglu-Bourbaki) Soit E un espace de Banach. Alors

la boule unité fermée de E' est compact pour la topologie faible* o(E', E).
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Théoréme 1.3.3. (Aloaglu) Soit E un espace de Banach séparable et soit B C E', si
B est borné pour la norme de E' et fermé pour la topologie o(E', E). Alors B est compact

pour cette topologie.

1.4 Multi-applications

Dans cette section, nous rappelons des notions de base, ainsi que certains résultats

concernant les multi-applications. Pour plus ce détails [1H3}23].

Définition 1.4.1. Soient T', X deux ensembles non vide. On appelle multi-application
(fonction multivoque ou multi-fonction) définie sur T a valeur dans X, toute application

F définie sur T' a valeurs dans P(X) (ensemble des parties de X ), et on note
F:T—PX)ouF:T=X.

Done, Vt €T, F(t) est un sous ensemble de X.

Définition 1.4.2. Soit F : T = X une multi-application.
e On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom (F'), l'en-

semble défini par

dom(F) = {t € T/ F(t) # 0}.
e On appelle image de F' qu’on note Im(F), l’ensemble défini par
Im(F)={z € X/3teT: zecFt)}
Si A C I, on appelle image de A par F qu’on note F(A), l'ensemble défini par
F(4) = YF()
ce qui revient a écrire

F(A)={zeX/3tc Az e Ft)}.

Ainst

e On appelle graphe de F' qu’on note gph(F'), le sous ensemble de T' x X définie par

gph(F) = {(t,x) GTXX/.CEEF(t)}.
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Proposition 1.4.1. Soit F': T = X une multi-application.

o Soit =1 X = T la multi-application définie par
te Fl(z) e 2 F(t) & (t,7) € gph(F) .

Alors (F~H)™' = F.

1) dom(F~1) = Im(F).
2) Im(F~1) = dom(F).

Corollaire 1.4.1. Soit F : T = X, pour tout V C X. On définit l"image réciproque large
de V' par la multi-application F' par

FUV)={teT: F()nV #0}.

1.4.1 Continuité des multi-applications

Définition 1.4.3. Soit A C X, la distance d’un point x € X a A est donnée par

d(xz,A) = infd(z,a).

acA

e Soient A, B deux sous ensembles de X . On appelle écart entre A et B et on le note

e(A, B), la quantité définie par

e(A, B) = supd(x, B) = sup(inf d(z,y))

T€EA z€A YEB

avec la convention sup® = 0 et inf ) = co.
e On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note h(A, B) ou H(A, B),
la quantité définie par
h(A, B) = max(e(A, B),e(B, A)).

Propriétés 1.4.1. Soient A, B et C des sous-ensembles de X alors
1) e(A,0) =00 si A#0.

2) e(d,B) =0.

3) e(A,B) =0« A C B.

4) (A,B)=0& A=B.
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5) e(A,C) <e(A, B)+e(B,C).
6) h(A,C) < h(A, B) + h(B,C).

Définition 1.4.4. Soit (A, )nen une suite de sous ensembles de (X, d).

On appelle limite supérieure de la suite (Ay,),, le sous ensemble de X défini par

lim sup A,, = {:1: € X : lim inf d(xz, A,) = 0}.

n—o0

Et on appelle limite inférieure de la suite (Ay),, le sous ensemble de X défini par

lim inf A, = {:v € X :lim supd(z, A,) = 0}.

n—o0

On dit que A est limite de la suite (A,)si

A =lim sup A, = lim inf A, = lim A,.
n—oo n—oo n—oo
Proposition 1.4.2. Soit (A,), une suite de sous ensemble d’un espace métrique (X,d).
Alors, lirrl)inf A, est l'ensemble des limites des suites (x,,), tel que x,, € A, et lim sup A,
n oo n—o0

est l’ensemble des points d’accumulation des suites (x,) tel que x, € A,, c’est d dire,

lensemble des limites des sous suites (x,) tel que x, € A,y.

Théoréme 1.4.1. Soit (A,), une suite de sous ensemble de (X,d). Alors

lim supA,, = ﬂ UAm .
n—oo

n>0 m>n

lim infA,, = U ﬂ A, .

n—00
n>0 m>n

1.4.2 Semi continuité des multi-applications

Définition 1.4.5. Soient T et X deux espaces topologiques et F' : T = X une multi-
application. On dit que F est semi continue supérieurement (s.c.s) au point ty € T, si
pour tout ouvert U de X contenant F(to) (F(to) C U), il existe un voisinage € de tq tel
que F(Q) C U, c’est a dire F(z) CU, ¥z € Q.

On dit que F est semi continue supérieurement sur T si elle est semi continue supérieu-

rement en tout pointt € T'.

Définition 1.4.6. On dit que F' est semi continue inférieurement (s.c.i) au point tg € T,
si pour tout ouvert U de X vérifiant F(to) NU # 0, il existe un voisinage ) de to tel que
FR)NU#0,Vze€Q(i.e., F7Y(U) est un voisinage dety).
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On dit que F' est semi continue inférieurement sur 1" si elle est semi continue inférieure-

ment en tout pointt € T'.

Définition 1.4.7. On dit que F est continue au point to € T si et seulement si elle est

s.c.s et s.c.i. au point ty, et I continue si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i.

Théoreme 1.4.2. Soit F' : T = X wune multi-application semi continue supérieure d

valeurs fermées. Alors le graphe de F est fermé.

Corollaire 1.4.2. Soit F : T' = X une multi-application da valeurs non vides, avec X un

espace compacte. St le graphe de F' est fermé alors F' est s.c.s.

1.4.3 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.4.8. Soient (T, %) un espace mesurable, X un espace métrique.
Soit F': T'= X une multi-application. On dit que F est YX-mesurable si pour tout ouvert
Vde X, F7Y(V) € X, avec

F(V)={teT/Fi)nV £0}.

1l est intéressant d’avoir une caractérisation scalaire de la mesurabilité des multi-applications,
c’est a dire peut on caractériser la mesurabilité d’une multi-application a partir de la me-
surabilité de certaines fonctions a valeurs dans R. On s’intéresse essentiellement d deux

types de fonctions, la fonction distance et la fonction support.

Proposition 1.4.3. Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique séparable

et soit I : T = X une multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalent
i) F est ¥-mesurable.

it) Pour chaque x € X, la fonction

g T — R
t — d(z,F(t))

est X -mesurable.

Corollaire 1.4.3. Soient (T,%, 1) un espace mesuré avec L une tribu p-compléte et
1 une mesure o-finie et soit X un espace métrique séparable. Alors, pour toute multi-
application F' - T = X Y-mesurable a valeurs fermées, il existe une p-p.p plus grande
multi-application Fy : T = X X-mesurable a valeurs fermées et a images contenues

w-p.p. dans celles de F' au sens suivant
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1) Fy(t) C F(t) p-p.p. surT.

2) Pour toute autre multi-application F:T = X Y-mesurable a valeurs fermées vérifiant
]?(t) C F(t) p-p.p sur T, nous avons Z?(t) C Fy(t) p-p.p. sur T. En particulier pour
toute sélection Y-mesurable f de F' nous avons, f(t) € Fy(t) p-p.p. sur T.

Théoréme 1.4.3. Théoréme de Scorza Dragoni (Version multivoque)
Soit T' un espace métrique compact, (T,%, 1) un espace mesuré de Radon tel que > 0, X
un espace métrique séparable complet et Y un espace métrique compact. Soit F : T x X =

Y une multi-application de Carathéodory a valeurs fermées non vides, i.e.,
i) Pour chaque t € T, gph(F(t,.)) est fermé dans X XY (F(t,.) est s.c.s).
ii) Pour chaque x € X, F(.,x) est mesurable (admet une sélection mesurable).
Alors, il existe une multi-application Fy : T ' x X =Y telle que
1) gph(Fy) € X @ B(X) @ B(Y).
2) 11 existe une ensemble p-négligeable N indépendant de (t,x) vérifiant Fo(t,z) # 0 et
Fo(t,x) C F(t,z),Vte T\N etVz e X.
3) Pour toutes applications mesurables v : T — X et v :T — Y vérifiant
v(t) € F(t,u(t)) p-p.p., nous avons v(t) € Fo(t,u(t)) u-p.p.
4) Pour tout € > 0, il existe un compact T, C T tel que u(T\T.) < ¢ et tel que le graphe

de la restriction de Fy a T. x X soit fermé (i.e., Fovr.xx est semi continue supérieure).

Définition 1.4.9. (Multi-applications a graphes mesurables).
Soient (T, X)) un espace mesurable, Y et X deux espaces métriques.

Soit f: T xY — X. On dit que [ est une application de Carathéodory si

fy:T — X
to—= fy(t) = f(t,y)

est Y-mesurable pour chaque y € Y fixé et

fi:Y = X
y = fily) = f(t,y)

est continue sur'Y pour chaque t € T fixé.

On dit aussi que f est séparément mesurable séparément continue.

Proposition 1.4.4. Soient (T,Y) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et X un espace métrique. Soit f : T XY — X wune application de Carathéodory, alors f
est (X ® B(Y), B(X))-mesurable.
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Proposition 1.4.5. Soit X un espace métrique séparable, F' : T = X une multi-
application a wvaleurs fermées. Alors, si F est YX-mesurable le graphe de F appartient
a X ®B(X)

gph(F) = {(t,7) € T x X/ z € F(t)}.
Définition 1.4.10. Soit G C T x X. On appelle projection de G sur T [’ensemble
Projr(G) définie par

Projr(G) = {t eT:3reX, (t,x) € G}.

Théoréme 1.4.4. (Projection d’ensembles mesurables)
Soient (T,%, 1) un espace mesuré, X un espace métrique. Alors, pour tout G € X & B(X)
nous avons

Projr(G) € £,,.
X, est la tribu complétée de X par rapport a la mesure fi.

Théoréme 1.4.5. Soient (T, X%, 1) un espace mesuré avec jn o-finie. On suppose que la
tribu ¥ est pu-compléte. Soit F' : T = X wune multi-application da valeurs fermées. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes
i) F est X-mesurable.
i) gph(F) € ¥ @ B(X).
iwi) F~Y(B) € X, pour tout borélien B de X.
iv) F~1(C) € X, pour tout fermé C' de X.

Remarque 1.4.1. Quand X est u-compléte, l'implication i) — i) est vraie méme si

F nest pas a valeurs fermées.

Proposition 1.4.6. Soient (F});es une famille dénombrable de multi-applications définies

sur T a valeurs dans X et soit F,G : T = X deuzx multi-applications telles que

Alors,

1) Si les multi-applications F; sont de graphes mesurables, F' et G sont aussi de graphes

mesurables.

2) Si ¥ est compléte et si les Fj sont ¥-mesurables d valeurs fermées alors F' est X-

mesurable.
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Théoréme 1.4.6. (Représentation de Castaing) Soient (T,X) un espace mesurable
et (X,d) un espace métrique séparable complet. Soit F : T = X wune multi-application
a valeurs fermées. Alors, F' est S—mesurable si et seulement si dom(F) € 3 et il existe
une suite (fn)n d’applications Y—mesurable (f, : dom(F) — X) telle que pour chaque
t € dom(F) on a F(t) = (fu(t))n.

On dit que (f,), est une Représentation de Castaing de F.

Proposition 1.4.7. Soient (T,%) un espace mesurable, E un espace de Banach sépa-
rable et F' : E = E une multi-application s.c.s d valeurs convezes fermées. Soit (u,(.))
une suite d’applications continues définies sur T da valeurs dans E et (v,(.)) une suite

d’applications de L*(T, E) converge faiblement vers v(.) et que

vn(t) € F(un(t)), p-p-

Alors
v(t) € F(u(t)), p.p.
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CHAPITRE 2

QUELQUES NOTIONS D’ANALYSE NON
LINEAIRE

Dans ce chapitre, nous présentons le concept de cone et ces types (cone polaire et cone
normaux ), quelques notions et propriété des ensembles r-prox réguliers, les définitions sur
les dérivées directionnelles et classiques, ainsi que les propriété de ’espace convexe et uni-
formément lisse. En fin les théoremes fondamentaux de la compacité et de la convergence

dans un espace de Banach.

2.1 Généralité sur le cone

Les définitions et les résultats que nous allons énoncer sont pris des références 24|11~
13].

Définition 2.1.1. Soient X un espace vectoriel, et A un sous ensemble de X. On dit que
A est un cone si
Vee A, VA >0, lxr €A,

de plus si A est convexe on dit que A est un cone conveze.

Proposition 2.1.1. Soient X un espace vectoriel, A un cone dans X. Alors

A est convexe < Vx,y € A, x+y € A.
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Preuve. 1. Supposons que A est un cone convexe. Soit z,y € A, on a
A convexe = A\x+ (1 — ANy € A, VA € [0,1].

Pour )\ = % on obtient

1 1
— —y € A.
2x+2y

Puisque A est un cone convexe, alors

1 1
2(§x+§y)€A:>x+yEA.

2. Supposons que A est un codne vérifiant Vr,y € A, x +y € A. Soient x,y € A, et
A€ [0,1], on a
reAetA>0= v e A, (2.1)

et
yeAet(1=-X)>0=(1-NyeA. (2.2)

D’apres(2.1)) et([2.2]) on obtient

Az + (1 =Ny € A.

Autrement dit, A est un cone convexe.

]

Définition 2.1.2. (Conjugué et biconjugué) Soient X un espace vectoriel normé, X'
son dual topologique et A un cone de X.

1) On appelle conjugué de A qu’on note A°, le sous ensemble de X' définie par
A ={d" e X'/ (2 2) <0,Vz € A}.
2) On appelle biconjugué de A qu’on note A°°, le sous ensemble de X définie par
A ={zx e X/ {(a' z) <0, Vi'e A°}.

Proposition 2.1.2. Soient X un espace vectoriel normé, X' son dual topologique, A un
cone de X.

1) A° et A°° sont des cones convezes.
2) A°° est fermé.
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Proposition 2.1.3. Soient X1, Xs deux espaces vectoriels normés, Ay et Ay des cones

dans X1 et Xy respectivement. Alors

(Al X Ag)o = Acl) X A;

Les cOones normaux

Définition 2.1.3. Soient X un espace vectoriel normé, A un sous ensemble de X et soit

x € A. On appelle le cone normal a A au point x l'ensemble noté N4(x) défini par
Na(x) ={2" € X' (a',v) <0,Vv e Ts(X)}.
Proposition 2.1.4. Soient X un espace vectoriel normé, A un sous ensemble de X . Alors
x € int(A) = Ny(z) = {0}

Preuve. Soit x € int(A)

1. Montrons que {0} C Na(z).
Nous avons
' € Nuy(z) & (2/,y —z) <0,Vy € A.

Pour 2/ =0, on a
0= {2,y —x) <0,Vy € A.

Donc {0} C Ny(z).

2. Montrons que Ny(z) C {0}. Nous avons
xr € int(A) & Je > 0,B(z,e) C A.

Soit z € S(0,1) alors ||z|| = 1.
On pose y =z + 0z tel que 0 < o < €, on obtient

ly =zl = lloz]| = ollzl| = o <e. (2.3)
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Par conséquence y € B(z,e) C A c’est a dire y € A. Soit 2’ € Nu(x), donc

(y—2)<0= (2",x+0z—2) <0,
= o (2, 2) <0
(', z) <0. (2.4)

D’autre part, soit y = x — oz, alors
ly =zl = | - ozl = olz]| =0 <e.

Par conséquence y € B(z,¢) C A c’est a dire y € A.

Donc

(@ y—2)<0= (2/,2—0z—1) <0,
= —o(2/,2) <0,

= (2/,z) > 0. (2.5)
De ([2.4) et (2.5)), on obtient

(@,2) =0= sup (2/,2) =0

z€s(0,1)
= |2 =0
2 =0.

D’ou, Na(xz) C {0} . De 1. et 2. on trouve que N(z) = 0.
[

Proposition 2.1.5. Soient X un espace vectoriel normé, A un sous ensemble conveze
fermée de X tel que int(A) # 0. Si x € F.(A) alors Na(x) # {0}.

Définition 2.1.4. (Projection sur un ensemble fermé) Soient E un espace de Ba-
nach, et A un sous ensemble fermé de E. L’opérateur de projection de x sur A, qu’on

note Py, est défini par

Ve € B, Pa(x)={y€E, [lz—y|=d A)}.
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Définition 2.1.5. (Céne Normal Proximal) Soient E un espace de Banach, A un
sous ensemble fermé de E et x € A. Le cone normal proximal de A en x qu’on note N (z)

est l’ensemble défini par
Ni(z)={ve E, 3s >0, x € Py(x + sv)}.

Définition 2.1.6. Soient E un espace de Banach, A un sous ensemble fermé de E. Pour
tout x € A etr > 0, nous définissons I'"(x, A) l'ensemble des "bonnes direction va projeter

a échelle r" de x +rv a x, comme suit
IM(z,A)={veE, € Palx+rv)}.

Remarque 2.1.1. Pour tout x € A, par la définition du cone normal proximal nous
avons
Ni(z) = UT"(z, A).

r>0
Lemme 2.1.1. Soient E un espace de Banach et A un sous ensemble fermé de E. Pour
tous v € A etv € I"(z,A), on a A € I'"(x, A) pour tout X\ € |0,1[. De plus, si E est

uniformément convexe alors pour tout \ € |0, 1[, nous avons x € Py(z + Arv).

2.2 Ensembles uniformément r-prox-réguliers

Définition 2.2.1. ( [4,5]) Soient E un espace de Banach, A un sous ensemble fermé de
E. On dit que l'ensemble A est r-prox-réguliers si pour tous x € A et v € Ni(x)\ {0} on

a
B(x—l—rv r)ﬂA:@.

[l

Définition 2.2.2. ( [4.|5]) Soient E un espace de Banach, A un sous ensemble fermé de

E etr € (0,00]. On dit que A est uniformément r-prox-réguliers si pour tous y € A et

§ € NA(W)E#0) ona

§ 1 2
(7 —y) = o lle =yl Ve e A
€]l 2r
Sir = 400 alors % = 0, dans ce cas le r-prox-régularité uniforme est équivalent a la

convexité de A.
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2.3 Espace strictement convexe et uniformément convexe

Pour plus résultat sur I'espace strictement convexe et uniformément convexe voir [5].

Définition 2.3.1. Soit F un espace de Banach. On dit que E est strictement conveze si
z,y €S, avec(x Zy) = [[(1 = N)x+ Ay|| < 1, pour A € (0,1).

S cela signifier la sphére unité ne contient aucun segment de droit.

Définition 2.3.2. Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.||g. On dit que E est
uniformément convexe, si pour € > 0, il existe 6 > 0 et pour x,y € E avec ||z|]|p < 1 et
[yle <1 ona

|z +ylle >2=[lv—yllp <e.

Théoréme 2.3.1. Soit E un espace de Banach. Si E est uniformément convexe alors il

est réflexif.

Théoréme 2.3.2. Soit E un espace de Banach, E' le duale de E.
e S5i E' est uniformément convexe alors E est uniformément lisse et réflexif.

e Si E' est séparable alors E est séparable.

2.4 Dérivée directionnelle et dérivée classique

Les résultats de cette section sont pris de [21,25].

Définition 2.4.1. Soient X un espace vectoriel, f : X — R une fonction et soient
xo,v € X. On appelle la dérivée directionnelle de f au point xy dans la direction v qu’on

note par f'(xg,v) la limite définie par

f(zo + tv) — f(x0)
" :

/ T
f'(xo,v) = lim
dans R quand elle existe.

Théoréme 2.4.1. Soient X un espace vectoriel normé, f : X — R une fonction propre

et conveze et xy € D(f). Alors,

(1) f'(zo,v) existe, pour tout v € X.
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(ii) La fonction g : X — R définie par g(v) = f'(zo,v),Vv € X, est positivement homo-

gene, sous additive et convexe.

Définition 2.4.2. Soient X un espace vectoriel normé, X' son dual topologique. Soit
f:X =R etxge D(f).
1) On dit que f est différentiable au sens de Gateauz au point xo s’il existe ' € X', tel
que

[ (xg,v) = (2’ v) Yv € X,

2’ est défini d’une facons unique par la relation précédente et est appelée la différentielle
de f au sens de Gateaux au point xo, on le note souvent par x' = V f(x¢), appelée aussi
le gradient de [ au point xg.

2) On dit que f est différentiable auz sens de Fréchet au point xq s’il existe ' € X', tel

que
lim f(z) = f(xo) — (2',2 — x0)

T30 |z — @o|

=0,

x' est défini d’une facons unique par la relation précédent et est appelée la différentielle

de [ au sens de Fréchet au point xq, et on la note x’' = df (xo).

Notation 2.4.1. On écrit f est G-différentiable (resp.F-différentiable) au point xo au

liew de f est différentiable au sens de Gateaux (resp.au sens de Fréchet) au point xg.

Proposition 2.4.1. Soient X un espace vectoriel normé, f : v — R une fonction et
xog € D(f). Si f est F-différentiable au point o, alors

1) f est G-différentiable au point xq, et df (zo) = V f(xo).

2) f est continue au point xy.

2.5 Espaces uniformément lisses

Le résultats de cette section est pris de [5]

Définition 2.5.1. (Espace uniformément lisse) Soit E un espace de Banach muni
de la norme ||.||g. On dit que E est uniformément lisse si sa norme est uniformément

Fréchet différentiable loin de zéro, Alors

y lzo + thl|z — ||zol £
im ,
t—0 t

la limite existe pour xo,h € S(0,1).

36



% CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS D’ANALYSE NON LINEAIRE

Remarque 2.5.1. Soit E un espace de Banach. Si E est uniformément lisse, alors
z s ||z||g est C* sur E\ {0}.

Proposition 2.5.1. Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.|g. Si E est uni-

formément lisse, alors pour tout x € E\ {0}, on a

(VI[e) (@), z) = [lz] -

Par Uinégalité de triangle, on a ||(V|.||g)(®)|| sz = 1.

Maintenant, sachant que la norme pourrait étre non différentiable a 1’origine 0, nous

étudions la fonction x — [|z||P pour un exposant p > 1.

Proposition 2.5.2. Soit E un espace de Banach uniformément lisse, p € (1,00) un

exposant. Alors la fonction x — ||z||5 est C* sur E.

Définition 2.5.2. Soient E' un espace de Banach uniformément lisse et p € (1,00), alors
1 » ,
Jp(x) = E(VH'“EM*T) €L

Définition 2.5.3. Pour un nombre réel p > 1, considérons la multi-application
Jy, : E = E' définie par

Jo(w) = {a' € B (o, 2) = ||z]|[|2/| et [|2']] = [l["~*}.

2.6 Ensemble I-lisse faiblement compact

Définition 2.6.1. Soit I un intervalle de R. Soit E un espace de Banach séparable,
réflexif et uniformément lisse. On dit que E est "I-lisse faiblement compact” pour un
exposant p € (1,00) si pour tout suite bornée (xy,)n>n, de L (1), on peut extraire une

sous suite (Yn)n>n, converge faiblement vers y € L (1), tels que pour tout z € L (1) et
¢ € Le(1),

lim [ (Jp(2(2) + yn(t)) = Jp(yn(t)), yn (1)) G(t)dt

n—oo Jr

= /] (Jo(2() +y(1)) = Jp(y (1)), y(1)) p(t)dt. (2.6)

Remarque 2.6.1. La notion de I-lisse faiblement compact ne dépend pas de ['intervalle

de temps 1.
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Remarque 2.6.2. Puisque E est réflexif et séparable, LY (1) = (L, (1)) et par le Théo-
réme de Banach-Aloaglu- Bourbaki, on sait qu’on peut extraire de la suite (x,,), une

sous suite (Yn)n qui converge faiblement. Par contre cette convergence n'est pas suffisant
pour assurer(2.6) en général.

Proposition 2.6.1. Tout espace de Hilbert H est I-lisse faiblement compact pour p = 2.

Preuve.
Il est bien connu que dans un espace de Hilbert, J; est donnée par Jo(z) = 2. Donc la
relation ([2.6)) correspond a

lim <Z(t),yn(t)>¢(t)dt:/<Z(t),y(t)>¢(t)dt' (2.7)

n—oo Jr I

Sachant que L3 (1) = (L (I))" et comme (y,), est bornée dans L3y (I), on peut extraire
une sous suite qui converge faiblement vers y € L% (I). Pour tout z € L3 () et tout
¢ € Lg(I), on a z(.)¢(.) € L;(I), on conclut que

lim <Z(t)¢(t)>yn(t)>dt=/I<Z(t)¢(t)>y(t)>dt-

n—oo Jr

D’ou la relation ([2.7). Ce termine le preuve. O

Proposition 2.6.2. Soit (E,|.||) un espace de Banach réflexif séparable uniformément
lisse. Soit A C E un sous ensemble fermé. Supposons que pour un exposant p € [2,00) et
une suite bornée (v, )n>0 de Ly (1), on peut extraire une sous suite (Vg(n))n>0 qui converge
faiblement vers v € L (I) telle que pour tout z € LE(I) et ¢ € Ly(I),

1mmm;IQ@@@y+Wmﬂw)—ngmmgﬂWmuy¢umt

n—oo

= [(I(=(t) + v(®) = J(o(6), v(1)) o(t)dt.

Alors, la projection Py est faiblement continue dans Ly (1) (relativement auzx direction
données par la suite (v,),) dans le sens suivante : pour tout r > 0 et tout suite bornée
(Un)n de L (1) satisfaisant

u, — u dans Ly (I),

un(t) € Pa(un(t) +ron(t)) pp. t €1,
on a pour presque tout t € I
u(t) € Pa(u(t) + ro(t)).
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L’assertion ci-dessus est satisfait si I’espace de Banach E est supposé "I-lisse faible-
ment compact’ pour un exposant p € [2,00). On peut réecrire la conclusion comme suite.
Si pour tout t € I,v,(t) € I'"(u,(t), A), a la limite on trouve que v(t) € I'"(u(t), A), pour
presque tout t € I.

Proposition 2.6.3. Soit (E, ||.||) un espace de Banach réflexif, séparable et uniformément
lisse. Soit C,, et C : I = E deux multi-applications a valeurs non vides et fermées,
satisfaisant

supH(C,(t),C(t)) — 0.

tel n—o0

Supposons que pour un exposant p € [2,00), (Vn)n>o0 €t une suite barnée de L3 (I), on
peut extraire une sous suite (Ugn))n>o qui converge faiblement vers v € L (I) tels que
pour z € LE(I) et ¢ € Ly(I),

limsup [ (Jp(2(2) + vk (£) = Jp (Vi) (1)), vk () ) 0(2)

n—00 I

:AMV@+WW—%me@m@ﬁ

Alors, la projection Pc(y est faiblement continue dans Ly (I) (relativement aux direction
donées par la suite (v,(n)))dans le sense suivant : Pour tout r>0 et tout suite bornée u,

de L% (1) satisfaisant

U, — u, dans Ly (I)

Up(t) € P,y (un(t) +rv,(t)) pp. t €1

on a pour presque tout t € I

u(t) € Pow(u(t) +rov(t)).

2.7 Quelques théoremes de compacité

Les résultats de cette section sont pris de [2].

Définition 2.7.1. Soient E un espace de Banach et A un sous ensemble de E. On dit que
A de boule compact si tout boule fermé B = B(x,r) de E, I’ensemble BN A est compact.

Evident que toute boule-compact A est fermé.
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Théoréme 2.7.1. (Théoréme de Banach-Mazur) Soit (E, ||.|) un espace de Banach,
et soit (x,) une suite d’élément de E converge faiblement vers x. Alors il existe une suite
(2:); dans E telle que chaque z; est une combinaisons convexe des éléments de la suite

(xn)n et (z;) converge fortement vers x.

Théoréme 2.7.2. (Théoréme de Mazur) soient E un espace de Banach et A un sous

ensemble compact de E. Alors co(A) est compact.

Théoréme 2.7.3. (Théoréme de Krein-Smulian) Soit E un espace de Banach et A

un sous ensemble de E. Si A est faiblement compact, alors co(A) est faiblement compact.

Théoréme 2.7.4. (Théoréme d’Ascoli-Arzela) Soient (X, d) un espace métrique com-
pacte, (Y,d) un espace métrique complet, et K un sous ensmble de C(X,Y), lespace des
applications continues définies sur X a valeur dans'Y , muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. Alors K est relativement compact si et seulement si K est équicontinu et

K(x) est relativement compact pour tout x € X, avec

K(x) = {f(x)/ f € K}.
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CHAPITRE 3

ETUDE D’'UNE INCLUSION
DIFFERENTIELLE DU PREMIER
ORDRE GOUVERNEE PAR UN CONE
NORMAL PROXIMAL

Ce chapitre présente le résultat principal de ce mémoire, et étudie ’existence et 1'uni-
cité de la solution pour une inclusion différentielle du premier ordre dépendant du temps

et de I’état, gouvernée par le cone normal proximal de la forme

—(t) € Negu) (u(t)), p-p-t €1,
(P)qu(t) € C(t,u(t)), Vte I
u(0) = uy,

ot pour tout t € I(I = [0,T], T > 0), Newuw)(u(t)) est le cone normal proximal a
C(t,u(t)) au point u(t), C': I x H = H étant une multi-application & valeurs non vides,
boule compact et r-prox-réguliers. De plus on donne ’existence de solution pour le méme
probléme (P) avec une perturbation F ou F : [ x H = H est une multi-application semi

continue supérieure, a valeurs non vides fermés et convexes.
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3.1 Résultats préliminaires

Proposition 3.1.1. [5,|15] Soient H un espace de Hilbert, r € (0,+00]. A un sous

ensemble de H non vide et uniformément r-proz-réguliers. Alors nous avons

e Pour tout x € H, d(x,A) < r, la projection de x sur A est bien définie et continue,

c’est-a-dire que Py(x) est a valeur unique (Pa(x) # 0) ;

e Pour tout v € (0,r), d(x,A) < r', Uopérateur de projection est Lipschitzienne sur

l’ensemble des points x € H avec une constante Lipschitzienne .
r—r

e Si u= Py(x) alors, w = Py(u+ r%=%).

[l =l

Lemme 3.1.1. [14] Soit I = [0,T)(T" > 0), H un espace de Hilbert séparable. Soit
C :[0,T] x H = H une multifonction da valeurs non vides, fermées et convexes. Nous

supposons qu’il existe [ > 0, 0 < ly <1 tel que

H(C(t,u),C(s,v)) < Uit —s| + bfju—v|, Vs,t € [ et v,u e H.
Soit A un sous ensemble bornée de H. Il existe r > 0, tel que C(t, A) N B(0,r) C H est
relativement compact. Sit € I et uw € C(s,u)Vs € I. Alors il existe v € H tel que

ll |t—5|

v = Pog(u) et lu—v] <
1— 1

3.2 Etude d’une inclusion différentielle non pertur-
bée

Nous sommes maintenant en mesure de décrire notre résultat d’existence de solutions
pour le probleme considéré dans un espace de Hilbert. La démonstration et le résultats
sont pris dans [5},14},24].

Théoréme 3.2.1. Soit I = [0,T] (T > 0), H un espace de Hilbert séparable. Soit r > 0
et
C: I x H = H une multifonction a valeurs non vides, boule compactes et uniformément

r-proz-régulieres. Ft il existe [; > 0, 0 <y < 1 tels que

H(C(t,u),C(s,v)) <l |t —s|+blju—2v|,Vs,t € [ etv,u e H.
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Alors pour tout uy € C(0,uq) Uinclusion différentielle

—u(t) € Nogu@y(u(t)), pp.t €1,
(P) S u(t) € C(t,u(t)),Vt € I,
u(0) = uo,

admet une solution unique lipschitzienne u : I — H.

Preuve.
E‘tape 1.
Soit ng € N* tel que

T( 2 <% (3.1)

no\1 — Iy

Considérons une partition de l'intervalle I définie par ¢, ; = ¢h pour 0 <i <mnet h = %

Soit I, 0 = {tno} = {0}, I; = |tni, tnit1] pour 0 < i < n—1. Pour tout n > ny on définit

les approximations des applications sur chaque intervalle I, o comme suit

Uno = ug € C(0,up);

Up1 = PC’(tn,l,unJ)(un,O); (3 2)
un<t) - tn’}ll_tun,(] + t—Zn,o Un,1;

Up,; = Un (tn,z) .

Montrons que cette projection est bien défini, on a w, o € C(0, ug)

d(Un,0, C(tn1,un1)) < d(tno, C(tno, tno)) + H(C(tn1, tn1), C(tno, tno))
< ttno = nol| + 11 [tny — tnol + lal|tn1 — wnoll

=Lh+ ZQHUn,l - un,o”'
Utilisant le fait que u, o € C(0,up) et grace au le Lemme [3.1.1] on trouve
Up,1 = PC(tn,l,un,l)(un,O)’

et
L |tht — tnol

Hun,l - un,()” S 1— l2
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Il vient alors que

d(un,Oa O(tn,la un,l)) S llh + l2||un,1 - un,O“
lih
1—1s
I3y
< h(l
= ( B l2>
< T

<lLh+1

7101—12

r
§§<T,

et par la Proposition [3.1.1, nous avons que Pc, ,u,.)(tno) est bien définie. Nous

définissons le point w, 1 € C(t,1,un1) par
Up,1 = PC(tn,l,un,l)(un,OL

et appliquant a nouveau le Lemme nous obtenons le point wu,, o
Up,2 = PC(tn,z,un,z)(Un,1)7

et tel que
L|the — tnal
1—-10,

Pour s = 1,...,n — 1 on définit les approximations des applications sur chaque intervalle

[tn2 = upa <

L,.; par

un,i € C<tn,i7 un,z)a

Up,; = PC(th,un’i)(un,i—l);
tnit1—t ttn .

un(t) == Zh Unp, i + hn Zun,i-i-ly

Upi = Un (tn,i) s

et telles que
L |tni — thia]
1—1

Jtn i — Uni-1]] <

De méme, nous définissons uy, 41, 0 <7 <n — 1 par

Un,it1 = Po(tn,i+17un,i+1)(un7i)' (34>

Et
L [thiv1 — tol
1—1,

||un,i+1 - un77,|| S
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Alors, Upir1 € Cltyip1, Unirr) pour 1 < i <n—1.
D’apres la relation (3.4) et la Proposition on trouve

Uni — Unitl )

Un,i+1 = PC(tn,z‘H»Un,Hl) (un’H—l o HU P — U '+1H
N, n,i

Donc
Unp,; — Uni+1

Hu o 1” el” (un,i—i-h C(tn,i—l-lu un,i—l—l))-
n,ae — WUni+

D’autre part, on a pour tout t € I,,; = |tn, tnit1]

tn,i-‘,—l —1 t— tn

un(t) = 3 Up; + T’iunﬁl,

et pour t € I, ;1 = |tni-1,tn

thi— 1 t—thi1
un(t) - n7lh Upi—1 + hn7Z n,i
Alors
t t t thi—
Un(tn,z) nzh nzu”ﬂ‘_l_i_ n,i hnz 1 iy
h
Eun,z
= Unp,i,
et
tnis1 — tn, tni — t,
t_l)lglmun(t)— n,i . n,i . nzh nl“n,i«i»l
= Un;

Par conséquent, la suite (u,) est continue.
Etape 2.
Vt € I, par (3.3]) on obtient

Posons
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On a

1
1AL = 13 tniv1 = ]

1
= EHPC(tn,i-Q»lyun,i-Q—l)(unﬂ;) - un,z”

1
= %d<un,i7 Cl(tn,it1,Unit1))
1
S E (d(un,ia C(tn,ia un,i)) + H<C(tn,za un,i)7 C(tn,iJrla un,iJrl)))
1
< h(HUm — Un || + U [tnip1 — ol + lo||un i1 — Um”)
1
< 5 (b + Ll = unill)
1 l1h
< —|lih +1
= h( T l2>
1 l1h
“hl-—1
L
1—1°

C’est a dire pour tout t € 1, ;,

l
1A (0] < —

R (3.6)

Donc, A, est un vecteur borné. Ensuite nous supposons que le vecteur v = u, ;, et puisque

C' est a valeurs r-prox-régulieres, et grace a la relation (3.5)), on obtient

Pc(tn,i+1yun,i+l)(v) - v )

(3.7)
|P0(tn,i+1yun,i+1)(v) - 'UH

Unit1 = PC(tn,i+1,un,i+1) (Pc(tn,i+17un,i+l)(v> - Tl

. A=12)1Pe(t,, 101 up 441) @)=l .

Observons, que par la relation (3.6)), on trouve (t””;lll miit1) < 1. Donc appli-
R . A=) Pet,, 101 i) @)=l

quant le Lemme [2.1.1| & la relation (3.6]), avec A\ = (t"’l,flll i t1) < 1, nous

avons

Uni+1 = Pc(tn,i+17un,i+1) (Pc(tn,i+1a“n,i+1)(v>_

r (1 - l2)||PC(tn,i+1,un,i+1)(U) - U” Pc(tn,i+laun,i+1)<v) — U )

h Iy ||Pc(tn,i+17un,i+1)(v) - UH
7”(1 — 12)

= Pc(tn,i+1yun,i+1) (Pc(tn,i+1aun,i+1)(v) - T(Pc(tn,i+lyun,i+1)(v) - U))
7”(1 — lg)

= Pc(tn,i+17un,i+1) (Pc(tn,i+1,un,i+1)(v> - ll An@)) .

46



% CHAPITRE 3. ETUDE D’UNE INCLUSION DIFFERENTIELLE DU PREMIER
ORDRE GOUVERNEE PAR UN CONE NORMAL PROXIMAL

Alors
r(l1—lg)

A, (t) el & (un,i+17C(tn7i+17un,i+1)>-

Ou équivalent

r(1—1y)

An(t)), ¥t € L. (3.8)
I

Un,it1 € POty i1, ;00 (Un,z‘+1 -

E‘tape 03.
On a pour presque tout t € I,

lan (O = [ An(@)]

IN

ie.,

Iy
1—1

[ ()] < = L. (3.9)

Alors (4,(.)), est uniformément bornée par L. Pour tout ¢ € [

Jua(®)ll = u(0) + [ in(r)er]

t
< ol + [ ()

< |luol| + TL = M. (3.10)

Alors (uy,(.)) est bornée dans Cy(I). Nous avons pour tous t,s € I (t > s)

Jua(®) = wa(s) = 1o + [ () = — [ i)
< [ Nin(llar

< Lt —s|.
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Alors (un(.))n est équicontinue. Vt € I, ; et uy,; € C(tyi, Up,i), DOUS avons

d(un(t)v O(tv un(t))) < d(un(t)v O(tn,ia UnZ)) + H(C(tmiv un,i)v O(ta un(t)))

< (14 lo)|Jun(t) — wnsl| + Lk

< (1+1)] MH tum + t_htn’ium-ﬂ — Up || + l1h
<1+ lg)HumH Un il + LA
— (4 WAL + b
=1

l
ll)+l1h

2

+13)(h 1

h
= 2h(1 — l2)

T T
=2- L =M.
n n

Alors, pour n > ng il existe y,,(t) € C(t, u,(t)) tel que

d(un(t), Ot un(t)) =~ inf lya(t) = un(t)]]
yn (EC (Eun (1)

< [lyn () — un(t)]l

T T T T
S *MQ < *MQ + *MQ = Q*MQ
n n n n

Posons e, (t) = u,(t) — yn(t), et observons que
T
llen ()| < QgMQ, et uy(t) —en(t) € C(t, un(t)).
Par la relation (3.10]) on obtient

[un(t) = en(®)]l = llyn(t) = un(t) + un @]
< [lyn () = wn (B[] + lun(B)]]

T
< 2—M, + M, = Ms,
n

i.e.,

(un(t) = en(t)) € C(t,un(t)) NB(O0, Ms),
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ou équivalente
U (t) € C(t, un(t)) NB(0, M) + ({0} U {en(t)/k > 0}) = K, (t). (3.11)

Remarquons que I'ensemble K, (t) est compact puisque (C/(, u,(t)) N B(0, Ms)) est com-
pacte et lim en(t) = 0 alors ({0} + {ex/k > 0}) compact. Par conséquent (uy(t))n>n, €st
relativement compact. Par le Théoréme d’Ascoli- Arzela la suite (u,(.)), est relative-
ment compact dans Cg(I), on peut extraire une sous suite de (u,(.)) qu'on notée (u,(.))

converge uniformément vers une application u(.) € Cy(I). i.e.
un(t) = u(t), Vt € I. (3.12)

Evident que u(0) = ug, u(.) est une fonction Lipschitzienne. En effet, pour tous ¢,s € I,

nous avons

[u(t) = u(s)[| < flu(t) = un@) + [[un(t) = un(s)]| + l[un(s) = u(s)]]
< lu(®) = un (@l + LIt = s| + [Jun(s) = u(s)]]

passant a la limite n — 400 on trouve
[u(t) = u(s)|| < Lt —s.
i.e., u est Lipschitzienne continue. Et pour tout ¢ € I, ensuite nous allons vérifier que
u(t) € C(t,u(t)). (3.13)
D’apres la relation et la définition de u,,, on trouve
Un(tn,i) = Uni = Pott,un) (Un,i-1) € Cltn, tng) = Ctni, un(tni)),Vt € L.
Par la distance de Hausdorff on obtient

H(C(t un(t), Ot u(t)) < |t =t + laflun(t) — u(t)]
< laflun(t) = u(®)],

alors
C(t,u,(t)) C Ct,u(t)) NB(O, Ia|lun(t) — u(t)]]). (3.14)
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Par (3.11)) et (3.14)), on déduit

u,(t) € C(t,u,(t)) NB(0, M3) + ({0} U {ex/k > 0})
C C(t,u(t)) NB(0, Ms + bo||un(t) — u(t)]]) + ({0} U {ex/k > 0}). (3.15)

On conclure de(3.12)) et la deuxieme inclusion dans ((3.15)
d(un(t), C(t,u(t)) — 0 quand n — +o0,

c’est a dire,
d(u(t), C(t,u(t)) = 0.

Alors
u(t) € C(t,u(t)). (3.16)

En fin, montrons la convergence de suite (u,(.)). Prenant la fonction 6, pour chaque
t € I, 0,(t) = t,i11, et observons que

lim (6n(t) —t) = lm (tyips — 1)

n—>-+o0o n—-+oo

< lm (tpi41 — tny)

n—-+o0o

T
= lim — =0,
n—+oo n

c’est a dire lim 0,(t) = t. Donc, pour tout ¢ € I nous avons
n—oo

[un (0 (1)) = w)]| < lun(0n(t)) = un(O)]] + llun(t) = u(®)]]
< L0 (t) — 8] + [Jun(t) — u(®)]]

< LZ + llun(®) — u®)]l-

ie.,

lim [l (6(8)) — u(t)]| = 0.

n—-+00

Maintenant, d’apres la relation (3.9), (4,(.)) est bornée dans L7 (I). Alors (1,/(.)), converge
faiblement* dans L} (1), supposons que (1,/(.)) converge faiblement™* dans L3 (1) vers une

application w(.) et que w(.) = u(.). En effet pour tout y € L}, (1),

lim (in(.),y(.)) = (w(.),y(.)),

n—-+4o0o
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i.e.
t

ti [ (), y())ds = [ (w(s), y()ds,

n—-+o00

en particulier pour y(.) = 1[0,t](.)e]-, tels que t € 1,1y la fonction caractéristique sur

'intervalle [0,¢], et (e;) une suite de l'espace H qui séparé les points de H (la suite (e;)

existe puisque H séparable), on obtient

t

lim [ (in(s), Lo (s)ey)ds =:Jﬁt@u(s),1ﬂxﬂ(s)ej>ds,vs € 0,4,

n—+oo Jo

Alors 19 4(s) =1

t

( lim ; Un(s)ds, ej) = (/Otw(s)ds,ej>,Vj

ce qui assure
t t
lim u(s)ds = lim w(s)ds.
n—+o00 Jq n—+o00 Jq

Puisque (u,(.)) est une suite absolument continue, on a 1’égalité suivant

t

lim (un(t) — un(0)) = lim %@%:Kw@@

n—~+0o0o n—+oo Jo

o)+ [t

donc, (u(.)) est absolument continue et w(.) = u(.).

alors

Observons que pour tout t € [

H(C(tn,itrs univa), C(L ult)) = H(C(On(t), un(0n)(1)), C (¢, u(t))

<y |0n(t) = t] + Lo||un(0n (1)) — u(t)]| "= 0.

Montrons maintenant pour presque tout ¢t € [
—a(t) € Tt (u(t), C(t, u(t))),

ou équivalent
r

u(t) € P (ult) — (1))

(3.17)

On pose 7" = 7. On a A, (t) = 1,(t), et par les argument cites dessus on sait que (Ay(.))

est converge faiblement™ dans Ly (/) & u = A(.). Utilisant la propriété "I-lisse faiblement

compact" supposée sur I'espace H a la suite (A, (.)),, nous obtenons pour tout y € L7 (1)
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et ¢ € Ly(),

lim [ (J,(y(t) — AL () — Jp(_T,An(t))7 A, (t))o(t)dt

n—+oo J1

= [ {u(t) = Am) = (= AW), AW)s(t)d.

Par (3.8), on sait que pour presque tout ¢ € [

U (On (1)) € Po(6,(t)un 0 )) (Un (On(t) — ' An(2))),

et puisque la suite (u,(0,(.))) converge fortement vers u(.) dans L3/ (1), par la relation
(3.17) on conclut par la Proposition [2.6.3 que pour presque tout t € [

u(t) € Pouwy)(u(t) — ' A(t)).
D’apres la Définition [2.1.6[on trouve
—A(t) € I (u(t), C(t, u(t)).
En vertu la Remarque on trouve

—u(t) € Poguw)(u(t)), pp-t €1,
—0(t) € Ny (u(t)), ppt € 1.

Alors u(.) est une solution lipschitzienne.

Pour démontrer I'unicité de cette solution, on va prouver le Lemme suivant

Lemme 3.2.1. [7] Soient [ = [0, T|(T > 0), et u(.) € w*'(I, H) alors

SO = 2u(e), 7rue), Vi€ 1
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Preuve. On a

dye D = e
O = . a
= lim - ((u(t + h),u(t + ) = u(®))

:ggicmrww—ww+mmu@+m—u@+um>|wuu)

= tim 3 (Jlu(t 1) — () + 20+ h) = u0) u(0) + (@)~ u(0)]?)
= 2(i(t), ul))

]
Preuve. (I'unicité)
Soit u; et uy deux solution de (P). Alors
U1 (0) = Ug;
(P1) Qui(t) € Ot ui(t)), Vt € I;
_ul(t) € NC(t,ul(t)) (ul(t))7Vt el
Et
’UQ(O) = Ug;
us(t) € C(t,us(t)), Vt € I; (3.18)
—la(t) € Nous ) (u2(t)), Ve € 1.
Par la définition du cone
(—t1(t),y —ur(t)) <0Vy € C(t,ui(t)),
(=ta(t),y — ua(t)) < 0Vy € C(t, us(t)).
Alors
(=11 (t),ue(t) —ur(t)) <0 (3.19)
(—ta(t), ur(t) — ua(t)) <0, (3.20)
de plus(3.20)) est équivalente
(s (t), us(t) —ui(t)) <0. (3.21)
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Nous collectons (3.21]) et (3.19) on trouve

D’apres le lemme (3.2.1] appliqué a u = u; — uy on obtient

d . :
%Hul(t) —uz(t)[)* = 2(iu(t) — s (t), wr (t) — u2(t)) <0,
alors p
gpllua(t) = us(t)[I* <0,
ol
t d ) t
/0 Zllun(s) = uas) 2t < o/O dt =0,
alors
lur(8) = ua(t)[|* = [Jua (0) — u2(0)[* < 0,
c’est-a-dire
lur (t) = ua(t)]* < 0,
implique que
Donc u est une solution unique du probléme (P). O

3.3 Etude d’une inclusion différentielle avec pertur-

bation multivoque

Théoréme 3.3.1. /5,14 Soit I =[0,T] (T > 0), H un espace de Hilbert séparable. Soit
F I x H = H une multifonction semi continue supérieurement a valeurs non vides,

convexes et fermées. On suppose qu’il existe une constante m > 0 telle que
F(t,u) C mBy,V(t,u) € I x H.

Soient r > 0, C': I x H = H une multifonction a valeurs non vides, boule compacte et

uniformément r-prox-régulieres. Supposons qu’il existe I{ > 0,0 < ly < 1 tel que

H(C(t,u,),C(s,0)) <y |t —s|+ L||lu—v|Vs,t € Tu,ve H.
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Alors pour tout uy € C(0,uq) Uinclusion différentielle

—u(t) € Newuw) (u(t)) + F(t u(t)), pp.t €,
(Pr) qu(t) € C(t,u(t)), vt € I,
u(0) = uy,

admet une solution lipschitzienne v : [ — H.

Preuve.

E‘tape 1.

Soit ng € N* tel que
T l1+(1+l2)m) r
— ) < - 3.23
Un ( 1-— lg -2 ( )

Considérons une partition de I'intervalle I définie par t,,; = th pour 0 <i < net h = %
Soit I,0 = {tno} = {0}, Ii = |tni, tnit1] pour 0 < i < n—1. Pour tout n > ny on définit

les approximations des applications sur chaque intervalle I, ; comme suit

Un,0 = Ug € C(O,Uo),
Zn,O c F(tn,Oa un,O)v
Zn(o) = Zn,0, (3 24)

U’n,l = Pc(tn,lyun,l)(unvo - hzn70)7

_ tpa—t t—tn,0
U (t) = 5= Upn o + —7"%Un,1,

Unp,; = Un (tn,z) .

Montrons que Pet,, 1 un.)(Uno — hzno) est bien définie, on a u, o € C(0,uo)

d(Un,o — hzno, C(tna, uni)) < d(tno — hzno, Ctno, Uno)) + H(C(tna, uni), Ctno, Uno))
< Ntno — hzno — wnol|l + 11 [tn1 — tnol + laf|tnt — vnpl|
= hm ~+ Lh+ ||un1 — Uno + hzno — hznol|
< hm + b+ Lb(||un1 — tno + hznoll + |hznol])-

Utilisant le fait que w, o € C(0,up), et grace au le Lemme [3.1.1] on trouve

un71 = Pc(tn,hun,l)(un»() - hzn70)7
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et
L |tny = tool + (1 + 1) ||hznol|

n,l — n _hn <
ltn = (tmo = hno)ll < —

Il vient alors que

d(umo — th’U, C<tn,17 unyl)) S hm + llh + lQ(HUn,l — Un,0 + th()H + ”hzmo”)

)
1th+ (14 1)hm N hm>
1—1

ghm+llh+12<

L+ (1+1)m
1—1y
<r,

IA
>

IN
Do 3

et par la Proposition nous avons que Per, 1 u, 1) (Uno — hzno) est bien définie, et
Un1 € C(tn1,Un1), appliquant & nouveau Lemme nous obtenons le point u, o

Up,2 = PC(tnﬁg,unyg)(un,l - hzn,l)u

tel que
L ltne = taal + (14 12)||h2zn, ]
1—1 '

Pour i = 1,...,n — 1 nous définissons les approximation des application sur chaque inter-

”un,Q - (un,l - th,l)H S

valle I, ; par
un,i S C<tn,i7 un,i);
Zn,i S F(tn,ia Un,z)a

Un,; = PC(tn,i,un,i)(un,iq - hzn,i71>;

L oy (3.25)

Un(t) = = Up s + " Unis1;

Unp,; = Un (tn,z)v

Zn(t) = Zn,iy
et telle que

Iy [t — tni 14+ 0)||hzni
e
1—1

De méme, nous avons définissons ,, ;+1, 0 <7 <n —1, par

u?’L,i+1 — PC(tn,i+1,un7i+1)(un,i - hzn,z) (326)

Alors Uy ip1 € Ctnit1,Unit1), pour 0 < ¢ < n — 1. D’aprés la relation (3.26) et la
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Proposition [3.1.1| on obtenons

Upi — NZni — Un it > (3.27)

Un,i+1 = Pc(tn,i+17un,i+1) <un7i+1 +r |tn i — hz Up it
n,dg n,g — Wnji4

et
b [tnisr = togl + (14 1) || hznl]

1—1

||un,i+1 - (un,i - hzn,l)” S

donc
Un,i — hzn,i — Unp,i+1

Hum - hzn,i — Un,i+1 ||

€ I (tUn,it1, Ctniv1, Unjiv))-
D’autre part, pour tout ¢ € I, ; = |tn, tnit1]

tn,i-‘rl —t t— tni

un(t) = n Un, i + Tun,i—‘rl?

et pour t € I ;1 = |tpio1,tnil

thi—t1 t—1tni1
un(t) = nﬂh Unp,i—1 + hTL,Z n,i
Alors
t t tni—tni_
un(tn,l) — h nzun i-1 1 — hﬂ,l ! 1
h
= Eun,z
= Un,i,
et
, tnitrt — toa tni =t
= Un-

Par conséquent, la suite u,, est continue .

E‘tape 2.
Vt € I,,;, d’apres (3.25) on trouve
. 1 1
Un(t) = E(Un,wl — Up;) = E(Un,m — Un,i + h2ni) — Zn.
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Posons

1
AL (D) = ||E(un,i+1 — U + hzn,)||

1
- E|’PC(tn,i+17un,i+1)<un,i - hzn,i) - (un,i - hzn,l“)

1
- Ed(un,z - hzn,iu C(tn,i+1) un,i+1>>
1
S E (d(un,z - hzn,i: O(tn,iy un,z)) + H(C<tn,la un,i>7 C<tn,i+1> un,’i+1))>
1
< h(HUm — hzn; — Unl| + 1 [tnipr — togl + 2| Un,i1 — unzH)
1
<. (hm b+ b ([tnset — s + hzns]| + thnﬂ-H))
1 lih 1+10)h
< (hm+l1h+12< th+ (1 +5) m+hm))
h 1—=1
1 lllgh + 2[2hm)
< —(h hWh+ —
= h( mth 1— 1
~h 1-1,
< l1 + (1 + lz)m
- 1-—1,

C’est a dire pour presque tout t € I, ;,

1A = ——— L (3.28)

En considérant le vecteur v = u,,; — hz,;, et puisque C est a valeurs r-prox-réguliers, et

grace a la relation (3.27)), on obtient

Pty i1 tm i1 —
C(tn,it1,Un,it )(v) v ) (3.29)

Upi+1 = PC(tn,i+1,un,i+1) (Pc(tn,i+l7un,i+1)<v) -r ||PC(tn,i+17un,i+1)(U) — UH

De plus, on a
1
HAn(t)H = 7||Pc(tn,i+1yun,i+l)(v) - UH
h

Par la relation (3.28]) on trouve

A ()] = E”PC(tn,m,un,m)(U) - < 1o,
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Alors

(1 - l2)||Pc(tn,i+1:un,i+1)(v) - UH) <1
B+ (1+ b)m) =

On pose

_ (1 - l2)HPC(tn,i+17un,i+1)</U) — UH
h(ly + (14 ly)m)

D’apres le Lemme [2.1.1]| nous obtenons

Unitl = PC(tn,i+1aun,i+l) (Pc(tn,i+17un,i+1)<v)_
f (1 - 12)||PC'(tn,i+17un,i+1)<U) - UH PC( thn,it1,Un,it1) (U) )
( )

h+ 141

T’(l — lg)
= Pc(tn,i+1aun,i+l) (Pc(tn,i+17un,i+1)<v) - I, + (1 n ZQ)mATL(t))

= Pc(tn,i+1,un,i+1) <Pc(tn,i+1:un,i+1)</u) - h( ) )(Pc(tn,i+17un,i+1)(v) - U))

Alors

r(l1=lg)

—A,(t) € Drai)m (un,i+17 C(tniv, Un,z’+1)).

Ou équivalent

T’(l — lg)

—————NA,(t)), Vt € I, 3.30
it (@t ym ) ’ (3:30)

un,i—i—l S PC(tn’i+1,un7,'+1)<un,i+l -

Etape 3.
On a pour tout ¢t € I,,;

[ @) = [[an(t) = 2n(t) + 20 (1)]]
< lin(8) + 2] + (20 (@]

= 1A @I + 2 (O]l

ie.,

(3.31)

l1 + (1+l2)m
1—1

L'=
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Donc (4,(.)) est uniformément bornée par L' + m. Pour tout t € T

Jun(®)ll = 1u(0) + [ iyl
< Juoll + " () lar,
< Juoll + [ (1 +myar

< JJuoll + (L' + m)T = M} (332)
Alors (uy,(.)) est bornée dans Cg(I). En effet pour tous t, s € I (t > s)

Jun(®) = wn() = 1o + [ ()7 = o = [ i)

t
< [ Nin(o)ldr
< (L'+m)t —s].

Alors (uy(.))n, est équicontinue. Vt € I,,;, u,; € C(t,,u,,;) nous avons

d(un(t), Ot un(t))) < d(un(t), Cltni tun.i)) + H(C(tni, tni), C(L, un(t)))
< n = | + 1 [t = ] + lof[un — ]
< (1 + ) ||un(t) = unil| + b
< (T4 o) |Jtniv1 — wngl + Lh

< (U+ L)AL + Bl il + 1
1
<(1+ lg)(hll_'_(—i_b)m
1—1
[ 1+1
1—1

T
— — M.
n 2

Ensuite, pour n > ny, il existe y,(t) € C(t, u,(t)) telle que

A0, CE ) = it n(®) = w0

yn (£)EC (t,un

< [yn(t) — un(D)]
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Soit e,(t) = un(t) — yn(t), et observons que
T !
llen ()] < 2gM2 et u,(t) —en(t) € Ct, u,(t)).
D’apres la relation (3.32)) on obtient
! T !/ /
lun(t) = en(®)ll < My + 2 M, = M,

alors

(un(t) — en(t)) € C(t,u,(t)) NB(0, My).
Ou équivalent

un(t) € C(t,un(t)) NB(0, M) + ({0} + {ex(t)/k > 0}) = K, (t). (3.33)

Remarquons que ensemble K, (t) est compact. Puisque (C(t,u,(t)) N B(0, Mj3))compact
et lim e,(t) =0 alors ({0} + {ex/k > 0}) compact. Par conséquent (u,(t))n>n,est rela-

n—-+o0o
tivement compact. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela la suite (u,(.)), est relativement

compact dans Cg(I). On peut alors extraire de (u,(.)) une sous suite qu’on notée (uy,(.))

converge uniformément vers u(.) € Cy(I).
un(t) — u(t), vVt € 1. (3.34)

Evident que %(0) = ug, u(.) est une application Lipschitzienne, en effet pour tous t,s € I,

on a

[u(t) — w(s)|| < [lu(t) = un ()] + lun(t) = un(s)]| + [lun(s) — uls)]]
< Jlu®) = un(®ll + (L +m) [t = s + [[un(s) = u(s),

passant a la limite n — +00 on obtient
Ju(t) = u(s)|| < (L' +m) |t - s].

Vérifient que
u(t) € C(t,u(t)). (3.35)

Par la relation (3.25)) et la définition de u,, on trouve
u(tn,z) = Up,; = PC(th,un’i)(un,i—l - hzn,i—l) € C(tn,i7 umi) = C(tn,iv un(tn,i))a Vit € [n,i'
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D’apres la distance de Hausdorff on obtient

H(C(t,un(t)), Ot u(t)) < b [t = t] + laffun(t) — u(t)]];
= la[lun(t) = u(®)]-

Alors
C(t,ua(t)) C Ct,u(t)) NB(O, la|lun(t) — u(®)])-

De (13.33) et (3.36), on déduit

u,(t) € C(t,u,(t)) NB(0, M) + ({0} U {er/k > 0})

C C(t,u(t)) NB(0, Mz + Iy ||un (t) — u(t)]]) + ({0} U {exn(t)/k > 0}).

On conclure de (3.34)) et la deuxieme inclusion dans (3.37)
d(u,(t), C(t,u(t)) — 0 quandn — +o0,

implique que

d(u(t), C(t, u(t)) = 0.

Alors
u(t) € C(t,u(t)).

Enfin, montrons la convergence des suites (z,(.)) et (,(.))-

Posons pour chaque t € I,,;, 0,(t) = ti+1, 0n(t) = 5,4, €t observons que

lim (0,(t) —t) = Lim (tpisr — 1)

n—-+o0o n—+0o
< lim (ty5401 — ths
= nHJroo( n,i+1 n,z)
T
= lim —=0.
n—+oo n,

(3.36)

(3.37)

C’est a dire gr+n 0,(t) = t. Par le méme calcule on obtient lim d,(¢) = ¢. Donc pour

n n—-+4o0o

tout t €

[ (00 () = w(@)| < [Jun(0n(t)) = un (O] + [lun(t) — u(t)]]
< (L +m) [6n(t) =t + [lun(t) — u(t)]

< (I m) o ) — ()]
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D’o, HEIEM l|un(0n(t)) — u(t)|| = 0. La convergence de la suite (un,(0,(.))), vers u(.) est
obtenue par le méme maniere.
Maintenant, par la relation (2ni € F(tnisuns)), et la construction de u, et z,, on
a pour tout ¢ fixé

2n(t) € F(0n(t), un(0n(t))). (3.38)

Puisque F(t,u) C mBy, on déduit que (2,(.)), est bornée dans Ly (I), donc on peut
extraire une sous suite notée (2,(.)) qui converge (L3, L};) vers une fonction z(.) dans
L3 = (L (1)) car H est réflexif, i.e., pour tout &(.) € L; (1) on a

lim (z,(.),€(.)) = (2(.),€()), (3.39)

n—-+4o0o

puisque L3 (I) C Ly (I), par la relation(3.39) on déduit que pour tout &£(.) € LY ([),

lim (z,(.),€(.)) = (2(.),€())-

n—-+4o0o

Cest a dire, (2,(.)) converge o(Ly, L) vers z(.) dans Ly(I). Par le Théoréme de
Banche Mazur, il existe une sous suite ((,(.))(ou (,(.) est une combinaisons convexe
de {z(.), k > n}) qui converge vers z(.) dans L} (I). La convergence forte dans L}, (1) de
(Cn)n vers z(.) nous permet d’extraire de la suite ({,(.))une sous suite qui converge p.p.

vers z(.). Par suite,
2(t) € {Gu(),n €N = N {G®}, pp-teL
neN

et d’ou,

z(t) € (eo{z(t),k >n}, pp. t €L
neN

Posons

Alors, par le Théoréme [1.2.2] on obtient pour tout 2’ € H,

(' 2(t)) < 6"(a', A,), Vn €N
= sup(z’, zx(t)),Vn € N,
k>n
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c’est a dire,

(@, 2(t)) < infsup(z’, z,(t))
neNg>p

= lim sup(a’, z,(t)),

n—-+o0o

de la relation (3.38)), découle I'inégalité suivante

(@', 2()) < lim_sup 8™ (2, F(6a(t), un(n(t)))).

n—-+o0o

On définit pour tout ' € H application

hy : I xH—H
(t,u) — hy(t,u) = 0*(2', F(t,u)),

qui h semi continue supérieure grace a la semi continue supérieure de F', et donc

lim sSup hx/ (ta u) < hx/ (t07 uO)'

(t,u)%(to ,uo)

Par conséquent, puisque EIJIFI dn(t) =tet Er+n un (0, (t)) = u(t), on conclut que,

lim sup 6* (2, F(6, (), un(6,())) < 6*(2', F(t, u(t))),

n—-+o0o
d’ou,
(2, 2(t)) <6 (a, F(t,u(t))), V' € H,
ou bien,

sup ((3:', () — (', F(t,u(t)))) <0,

r'eH

Comme F' est a valeurs non vides fermées, par le Corollaire [1.2.3| on obtient
d(z(t), F(t,u(t)) <O0.

Ce qui prouve que
2(t) € F(t,u(t)), p-p-t € L. (3.40)

Maintenant, par la relation (3.31)), on a (i,(.)), est bornée dans L3 (I). Alors (t,(.)),

converge faiblement™® dans L (1), supposons que (u,(.)) converge faiblement* dans Ly (1)
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vers une application w(.) et que w(.) = u(.). En effet pour tout y € L}, (1),

lim (in(.),y(.)) = (w(.),y(.)),

n—-400

ie.,
t

ti [ (s), p(3))ds = [ {w(s), y(s))ds.

n—+oo
En particulier pour y(.) = 1[0’t](.)ej avec t € I, 1y la fonction caractéristique sur I'inter-
valle [0,?] et (e;) une suite de I'espace H qui séparé les points de H (une telle suite existe

puisque H séparable) on obtient

t

ti [ {in(5), T (s)es)ds = | (w(s), Lo (s)ey)ds, Vs € [0, 1),

n—+oo /g

Alors 19 4(s) =1
1

( lim Un(s)ds, ej) = </Otw(8)d8,€j>, V7,

n—+oo Jo
ce qui assure
t t
lim u(s)ds = lim w(s)ds.
n—+o00 Jq n—+o00 Jq

Puisque (u,(.)) est une application absolument continue, on a I’égalité suivante

t

lim (n(t) — un(0) = lim [ dn(s)ds = /Otw(s)ds.

n—+0o00 n—+oo Jo

o)+ [t

donc u(.) est absolument continue et w(.) = uf(.).

Alors

Observons de plus, que pour tout t € [

H(Cltnirn, i), O u(®) ) = H(C(0,(0), w0, (6,(4)), C (1 u(t) )
<L 0a(t) — t] + bJua(@a () —u(®)]| — 0. (3.41)

n—-4o00

Montrons maintenant que pour presque tout t € 1

—(t) — 2(t) € Tv (u(t), C(t, u(t))),

ou équivalent
r

Z(a(t) + 2(1))

Posons 7' = ;. On a A, (t) = ,(t) + 2,(t) et par les argument cités dessus on sait que

u(t) € Pc(t7u(t)) (u(t)
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(A,(.))n converge faiblement™ dans L3 (1) vers u(.) + z(.) = A(.). Utilisant la propriété
"I-lisse faiblement compact" supposée sur I'espace H a la suite (r'A,(.)),, nous obtenons
pour tous y € LY (1) et ¢ € Ly(I),

lim [ (Jp(y(t) = ' An(t)) = Jp(=1"An(t)), An () o(2)dt

n—-+oo J1

= [ () = A1) = S (=" AW), AW)e()at
Par on sait que pour presque tout t € [
Un (O (2)) € Peo,()un(0() (Un(On(2)) — 1" An(t)),

et puisque la suite (u,(6,(.))), converge fortement vers u(.) dans L3 (), par la relation

on conclut par la Proposition et pourt €[
ul(t) € Fogum)(u(t) — r'A(t)).
D’apres la Définition [2.1.6| on trouve
—A(t) € T (u(t), C(t,u(t)).
En vertu de la Remarque [2.1.1| on trouve
—u(t) — 2(t) € Popuwy)(u(t)), pp.-t € L.

Par (3.40) on obtient
—(t) € Pog,u)(u(t) + F(t,u(t)).
d’ou
—u(t) € Ne@u) (u(t)) + F(t u(?), pp. t € L

Le probléme (Pr) admet une solution Lipschitzienne u € Cj; ().

Ceci déterminer la démonstration. O
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CONCLUSION GENERALE

Ce mémoire a pour objectif d’étudier 'existence et 1'unicité de solution pour un
processus de la rafle du premier ordre dépendant du temps et de 1’état, dans un espace de
Hilbert, le premier gouvernée par un cone normal proximal, le second gouvernée par un
cOne normal proximal, avec une perturbation multivoque semicontinue supérieurement a

valeurs non vides convexes.
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Résumé

On s’intéresse dans ce mémoire a 'étude de 'existence et de 1'unicité de solution
pour un processus de la rafle du premier ordre dépendant du temps et de ’état, dans un
espace de Hilbert. Dans le premier cas, il est gouverné par un cone normal proximal, dans
le cas second gouverné par un cone normal proximal, avec une perturbation multivoque

semi continue supérieurement a valeurs non vides convexes.

Abstract

In this we are interested in studying the existence and uniqueness for a first order
sweeping process to a moving set depending on the time and on the state in Hilbert space,
one the governed by a proximal cone and the second one governed by a proximal cone,

with multivalued pertturbation, upper semicontinuous, with non-empty convex values.
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