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partie du jury.
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2.3.1 Caractérisation des solutions du problème de contrôle
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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l’analyse mathématique et numérique de
problèmes de contrôle optimal gouvernés par des équations aux dérivées partielles semi-
linéaires elliptiques. Trois grands axes sont considérés

1. Existence d’un contrôle optimal

2. Etablissement des conditions d’optimalité du premier et du second ordre

3. Approximation numérique

Les deux premiers points seront abordés au premier chapitre, le dernier point au second
chapitre.

Même si l’objectif final est de déterminer un contrôle optimal (i.e. un contrôle admissible
minimisant une fonctionnelle donnée), nous devons contourner un certain nombre de dif-
ficultés et résoudre des questions mathématiques délicates. Pour garantir l’existence de
ce contrôle optimal, nous avons besoin d’analyser l’existence, l’unicité et la régularité
des solutions de l’équation d’état qui lui est associée. La résolution numérique de ce
problème nécessite de discrétiser le problème de contrôle, ce qui est généralement fait en
utilisant la méthode des éléments finis. Afin d’établir les estimations d’erreur correspon-
dantes, il est essentiel de garantir une certaine régularité du contrôle optimal. Celle-ci
peut-être atteinte en utilisant les conditions d’optimalité du premier et du second ordre.
Pour établir ces dernières, nous avons en particulier besoin d’étudier la solvabilité de
l’équation adjointe.

Dans ce sens, la première étude complète pour cette classe de problèmes a été menée
dans [1] où tous ces aspects ont été considérés. Les estimations d’erreur a priori utilisées
dans ce papier, et correspondant à l’équation d’état semi-linéaire, ont été prouvés dans
[10].

Tous les détails liés à cette analyse seront repris et développés dans ce manuscrit. Nous
commençons par le problème continu, et avons opté pour une étude systématique de
la solvabilité d’une classe d’edp linéaires. Les résultats obtenus sont alors généralisés
(dans le même esprit que [10]) au cas semi-linéaire où des estimations qui nous seront
utiles sont établies. Nous étudions la continuité lipschitzienne et la différentiabilité au
sens de Gâteaux de l’application qui au contrôle associe l’état et dérivons les conditions
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vi INTRODUCTION

d’optimalité du premier et du second-ordre. Utilisant ces dernières, nous caractérisons
le contrôle optimal et montrons qu’il hérite de la régularité de l’état adjoint. Nous abor-
dons ensuite l’approximation du problème de contrôle, analysons l’équation d’état ap-
prochée, l’équation d’état adjointe approchée, établissons des estimations d’erreurs et
caractérisons le contrôle optimal approché. Finalement, nous montrons que le contrôle
optimal approché converge vers le contrôle optimal continu. Les notations et des résultats
auxiliaires sont placés en appendice à la fin du manuscrit.



Chapitre 1

Contrôle optimal d’équations
semi-linéaires elliptiques :
Analyse mathématique

1



2 1. CONTRÔLE D’ÉQUATIONS SEMI-LINÉAIRES ELLIPTIQUES : ANALYSE MATHÉMATIQUE

1.1 Introduction

Dans toute la suite, Ω est un ouvert borné de Rn (n = 2, 3) de frontière Γ de classe
C1,1. L’objectif de ce chapitre est d’étudier un problème de contrôle optimal gouverné
par une équation aux dérivées partielles semi-linéaire elliptique donnée par{

−∆y + f(·, y) = u dans Ω,

y = 0 sur Γ.
(1.1)

On supposera que f satisfait l’hypothèse suivante :

H1 - f est une fonction de Carathéodory de Ω × R −→ R. Pour tout x ∈ Ω, f(x, ·) est
de classe C1 avec Dyf(x, ·) ≥ 0. Pour tout M > 0, il existe CM > 0 tel que

|f(x, y)|+ |Dyf(x, y)| ≤ CM ∀(x, y) ∈ Ω× [−M,M ].

Dans (1.1), la fonction u désigne un contrôle et on notera yu la solution associée à u.
Nous énoncerons plus loin les conditions garantissant l’existence, l’unicité et la régularité
de solution de (1.1). L’objectif est d’étudier l’existence d’un contrôle optimal et d’établir
les conditions d’optimalité pour le problème suivant

(P )

 Minimiser J(u) = 1
2

∫
Ω
|yu − yd|2 dx+ λ

2

∫
Ω
|u|2 dx

u ∈ Uad = {u ∈ L∞(Ω) | α ≤ u(x) ≤ β pour p.t. x ∈ Ω} ,

où yd ∈ L∞(Ω) est une fonction fixée, λ > 0, α, β ∈ R.

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 1.2, nous étudions l’existence, l’uni-
cité et la régularité des solutions pour une classe d’équations aux dérivées partielles
linéaires. Ces résultats nous seront ultérieurement utiles dans l’analyse de la solvabi-
lité de l’équation d’état, de l’équation adjointe et dans l’établissement des conditions
d’optimalité. Se basant sur le théorème de Minty-Browder et utilisant des propriétés de
monotonie, de continuité et de coercivité de l’opérateur semi-linéaire associé à l’équation
d’état, nous commençons par établir l’existence d’une solution faible correspondante. Uti-
lisant le principe du maximum, nous montrons que la solution est continue et énonçons
des résultats de régularité supplémentaires. Dans la section 1.3, nous établissons l’exis-
tence d’un contrôle optimal. Les conditions d’optimalité sont alors abordées dans la
section 1.4. Nous commençons par établir certaines estimations utiles et par étudier la
différentiabilité de l’application associant l’état au contrôle et celle de la fonctionnelle
coût. Des conditions nécessaires d’optimalité du premier et du second ordre sont alors
établies et des conditions suffisantes d’optimalité énoncées.

1.2 Solvabilité de l’équation d’état

1.2.1 Equations linéaires

Dans cette section, nous étudions la solvabilité (existence, unicité et régularité de solu-
tion) d’une classe d’équations aux dérivées partielles linéaires elliptiques.
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Proposition 1.2.1. Soit g ∈ L2(Ω) et b ∈ L2(Ω) avec b ≥ 0. Alors l’équation{
−∆z + bz = g dans Ω,
z = 0 sur Γ,

(1.2)

admet une solution unique dans H1
0 (Ω). De plus, l’estimation suivante est satisfaite

|z|H1
0 (Ω) ≤ CP ‖g‖L2(Ω),

où CP est la constante de Poincaré.

Démonstration. La formulation variationnelle associée est de la forme{
Trouver z ∈ H1

0 (Ω) tel que
a(z, φ) = F (φ) ∀φ ∈ H1

0 (Ω),
(1.3)

où a est la forme bilinéaire définie par

a(z, φ) = (∇z,∇φ) + (bz, φ) ∀z, φ ∈ H1
0 (Ω) (1.4)

et où F est la forme linéaire définie par

F (φ) = (g, φ) ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Vérifions que a est coercive dans H1
0 (Ω). Prenant en compte le fait que b ≥ 0, on obtient

a(φ, φ) = (∇φ,∇φ) + (bφ, φ) = ‖∇φ‖2L2(Ω) + (bφ, φ)

= |φ|2H1
0 (Ω) + (bφ, φ)

≥ |φ|2H1
0 (Ω) ∀φ ∈ H1

0 (Ω).

Prouvons à présent que a est continue dans H1
0 (Ω). En utilisant l’inégalité de Cauchy-

Schwartz et l’injection de Sobolev

‖φ‖L4(Ω) ≤ CS |φ|H1
0 (Ω) ∀φ ∈ H1

0 (Ω),

il vient que

|a(w, φ)| = |(∇w,∇φ) + (bw, φ)|
≤ ‖∇w‖L2(Ω)‖∇φ‖L2(Ω) + ‖b‖L2(Ω)‖wφ‖L2(Ω)

≤ ‖∇w‖L2(Ω)‖∇φ‖L2(Ω) + ‖b‖L2(Ω)‖w‖L4(Ω)‖φ‖L4(Ω)

≤ (1 + C2
S‖b‖L2(Ω))|w|H1

0 (Ω)|φ|H1
0 (Ω) ∀w, φ ∈ H1

0 (Ω).

Finalement, en utilisant l’inégalité de Poincaré et des arguments classiques, on obtient

|F (φ)| = |(g, φ)| ≤ ‖g‖L2(Ω)‖φ‖L2(Ω) ≤ CP ‖g‖L2(Ω)|φ|H1
0 (Ω) ∀φ ∈ H1

0 (Ω),
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montrant ainsi la continuité de F . Les conditions d’application du théorème de Lax-
Milgram étant satisfaites, nous déduisons que l’équation (1.2) admet une solution faible
unique z ∈ H1

0 (Ω).

Pour obtenir l’estimation a priori correspondante, posons φ = z dans la formulation
(1.3) et utilisant la coercivité de a et la continuité de F , nous obtenons

|z|2H1
0 (Ω) ≤ a(z, z) = F (z) ≤ CP ‖g‖L2(Ω)|z|H1

0 (Ω),

et donc

|z|H1
0 (Ω) ≤ CP ‖g‖L2(Ω).

Ceci termine la démonstration.

Comme nous le verrons dans la proposition 1.2.3 ci-après, la solution faible de (1.2)
est plus régulière que H1

0 (Ω). Ce résultat est une conséquence des résultats classiques
énoncés dans le lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Soit g ∈ Lq(Ω) avec 2 ≤ q < +∞. Alors l’équation{
−∆φ = g dans Ω,
φ = 0 sur Γ,

(1.5)

admet une solution unique φ ∈ H1
0(Ω)∩W 2,q(Ω). De plus, on a les estimations suivantes

|φ|H1
0 (Ω) ≤ C‖g‖L2(Ω), ‖φ‖W 2,q(Ω) ≤ C‖g‖Lq(Ω),

où C > 0 est une constante indépendante de g.

Démonstration. Voir [12] et [8].

Proposition 1.2.3. Soient g ∈ Lq(Ω) et b ∈ Lq(Ω) avec 2 ≤ q < +∞ et b ≥ 0. Alors la
solution du problème (1.2) appartient à W 2,q(Ω). De plus, les estimations suivantes sont
satisfaites

‖z‖C(Ω) ≤ C1‖g‖L2(Ω),

‖z‖W 2,q(Ω) ≤ C2

(
1 + ‖b‖Lq(Ω)

)
‖g‖Lq(Ω),

où C1 et C2 sont des constantes positives indépendantes de b et de g.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en trois parties. Dans les deux
premières, nous montrons que la solution appartient à C(Ω) et établissons l’estimation
correspondante. Nous déduisons alors le résultat de régularité (et l’estimation correspon-
dante) dans la dernière partie.

Partie 1. Supposons dans un premier temps que g ≥ 0. Prenant alors en compte le
signe de b et appliquant le principe du maximum (cf. [12]), il vient que la solution de
l’équation (1.2) satisfait

z ≥ 0.
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Soit alors φ la solution de (1.5) et posons w = φ− z. Il est facile de voir que w = φ− z
est la solution de l’équation {

−∆w = bz dans Ω,
w = 0 sur Γ.

Appliquant encore une fois le principe du maximum, il vient que w ≥ 0, i.e.

z ≤ φ.

Combinant les deux résultats, nous déduisons que

0 ≤ z ≤ φ,

et donc
‖z‖C(Ω) ≤ ‖φ‖C(Ω).

De l’autre côté, grâce au lemme 1.2.2, nous savons que φ ∈ H2(Ω) et que

‖φ‖H2(Ω) ≤ C‖g‖L2(Ω).

Rappelant l’injection de H2(Ω) dans C(Ω), nous déduisons finalement que

‖z‖C(Ω) ≤ ‖φ‖C(Ω) ≤ C‖φ‖H2(Ω)) ≤ C‖g‖L2(Ω),

où C est une constante positive indépendante de b et de g.

Partie 2. Considérons maintenant le cas général. Soit g+ et g− les parties positives et
négatives de g de sorte que g = g+− g−. Notons z1 et z2 les solutions de l’équation (1.2)
correspondant à g+ et g−, respectivement, i.e.

−∆z1 + bz1 = g+ dans Ω,
−∆z2 + bz2 = g− dans Ω,
z1 = 0 sur Γ,
z2 = 0 sur Γ.

D’après la partie 1, on a
‖z1‖C(Ω) ≤ C‖g

+‖L2(Ω),

et donc
−C‖g‖L2(Ω) ≤ −C‖g+‖L2(Ω) ≤ z1 ≤ C‖g+‖L2(Ω) ≤ C‖g‖L2(Ω).

De la même façon, on trouve que

−C‖g‖L2(Ω) ≤ −C‖g−‖L2(Ω) ≤ z2 ≤ C‖g−‖L2(Ω) ≤ C‖g‖L2(Ω).

Observant que z = z1 − z2, il vient que

−C‖g‖L2(Ω) ≤ z = z1 − z2 ≤ C‖g‖L2(Ω),
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et par conséquent

‖z‖C(Ω) ≤ C1‖g‖L2(Ω),

où C1 est une constante positive indépendante de b et de g.

Partie 3. Soit z la solution de l’équation (1.2). Alors z est la solution du problème (1.5)
correspondant à −bz + g ∈ Lq(Ω). D’après le lemme 1.2.2, z appartient à W 2,q(Ω). De
plus

‖z‖W 2,q(Ω) ≤ C
(
‖bz‖Lq(Ω) + ‖g‖Lq(Ω)

)
≤ C

(
‖b‖Lq(Ω)‖z‖C(Ω) + ‖g‖Lq(Ω)

)
≤ C

(
C1‖b‖Lq(Ω)‖g‖L2(Ω) + ‖g‖Lq(Ω)

)
≤ C2

(
1 + ‖b‖Lq(Ω)

)
‖g‖Lq(Ω),

où C et C2 sont des constantes positives indépendantes de b et de g.

1.2.2 Equation d’état

L’analyse du problème de contrôle optimal nécessite une étude approfondie de la
solvabilité de l’équation d’état (1.1). Des résultats d’existence, d’unicité et de régularité
de la solution faible correspondante feront l’objet de cette section.

L’existence d’une solution yu ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) de l’équation d’état peut-être prouvée

comme suit :

• Nous commençons par tronquer f en considérant, pour k ∈ N, la fonction

fk(·, z) =


f(·, k) +Dyf(·, k)(z − k) si z > k,
f(·, z) si |z| ≤ k,
f (·,−k) +Dyf(·,−k)(z + k) si z < −k.

Cette fonction est de classe C1 par rapport à la seconde variable et sa dérivée satisfait

Dyfk(x, ·) ≥ 0 p.t. x ∈ Ω, (1.6)

et

‖Dyfk(x, ·)‖C(R) = ‖Dyfk(x, ·)‖C([−k,k]) ≤ Ck p.t. x ∈ Ω. (1.7)

Ce sont ces propriétés qui nous permettront de prouver que l’opérateur

−∆ + fk(·) : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω)

est monotone, continu et coercif, d’après le théorème de Minty-Browder, nous déduisons
qu’il existe une solution unique yk ∈ H1

0 (Ω) vérifiant{
−∆y + fk(x, y) = u dans Ω,
y = 0 sur Γ.

(1.8)
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• En utilisant des arguments classiques, nous prouvons ensuite que (yk)k est uni-
formément bornée dans L∞(Ω) et que, pour k suffisamment grand, on a

fk(·, yk) = f(·, yk).

Par conséquent yk ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω) est solution de l’équation d’état (1.1). Commençons

par énoncer le théorème de Minty-Browder.

Théorème 1.2.4. Soit E un espace de Banach reflexif et soit A une application non
linéaire et continue de E dans E′. Supposons que

〈A(z1)−A(z2), z1 − z2〉E′,E > 0 pour tout z1, z2 ∈ E avec z1 6= z2,

et
lim

‖z‖E→+∞

〈A(z),z〉E′,E
‖z‖E = +∞.

Alors pour tout L ∈ E′, l’équation Az = L admet une solution unique z ∈ E.

Dans la proposition suivante, nous établissons l’existence d’une solution faible au
problème ”tronqué” (1.8).

Proposition 1.2.5. Si H1 est satisfaite et si u ∈ L2(Ω), alors le problème (1.8) admet
une solution unique yk ∈ H1

0 (Ω). De plus, l’estimation suivante est satisfaite

|yk|H1
0 (Ω) ≤ CP

(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
,

où CP est la constante de Poincaré.

Démonstration. Considérons les applications A et L définies par

〈A(z), φ〉H−1,H1
0

= (∇z,∇φ) + (fk(·, z)− fk(·, 0), φ) ,

et
〈L, φ〉H−1,H1

0
= (u− fk(·, 0), φ) .

La formulation faible associée au problème (1.8) est équivalente à{
Trouver y ∈ H1

0 (Ω) tel que

〈A(y), φ〉H−1,H1
0

= 〈L, φ〉H−1,H1
0

∀φ ∈ H1
0 (Ω).

(1.9)

L’idée est d’utiliser le théorème 1.2.4 pour montrer que (1.9) admet une solution faible
unique.

Commençons par remarquer que pour tout z1, z2, φ ∈ H1
0 (Ω), on a

〈A(z1)−A(z2), φ〉H−1,H1
0

= (∇ (z1 − z2) ,∇φ) + (fk (·, z1)− fk (·, z2) , φ)

= (∇ (z1 − z2) ,∇φ) + (bk(·, z1, z2) (z1 − z2) , φ) , (1.10)
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où bk(·, z1, z2) =

∫ 1

0
Dyfk(·, θz1 + (1− θ)z2) dθ.

• Pour montrer que l’opérateur A est continu de H1
0 (Ω) dans H−1(Ω), considérons une

suite (zn)n convergeant vers z dans H1
0 (Ω). Prenant en compte (1.7), utilisant (1.10) et

l’inégalité de Sobolev, il vient que∣∣∣〈A(z)−A(zn), φ〉H−1,H1
0

∣∣∣ = |(∇ (zn − z) ,∇φ) + (bk(·, zn, z) (zn − z) , φ)|

≤ |zn − z|H1
0 (Ω) |φ|H1

0 (Ω)

+ ‖bk(·, zn, z)‖L∞(Ω) ‖zn − z‖L2(Ω) ‖φ‖L2(Ω)

≤ |zn − z|H1
0 (Ω) |φ|H1

0 (Ω) + Ck ‖zn − z‖L2(Ω) ‖φ‖L2(Ω)

≤
(
1 + C2

PCk
)
|zn − z|H1

0 (Ω) |φ|H1
0 (Ω) ,

où CP est la constante de Poincaré. Par conséquent

‖A(z)−A(zn)‖H−1 = sup
|φ|
H1

0
≤1

∣∣∣〈A(z)−A(zn), φ〉H−1,H1
0

∣∣∣
≤ (1 + Ck) |zn − z|H1

0 (Ω) −−−−−→n→+∞
0.

• Prouvons à présent la monotonie de A. Posant φ = z1 − z2 dans (1.10) et prenant en
compte (1.6), nous déduisons que

〈A(z1)−A(z2), z1 − z2〉H−1,H1
0

= |z1 − z2|2H1
0 (Ω) +

∫
Ω
bk(·, z1, z2) (z1 − z2)2 dx︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ |z1 − z2|2H1
0 (Ω)

> 0 si z1 6= z2.

• De même, choisissant z1 = z et z2 = 0 et remarquant que A(0) = 0, il vient que

〈A(z), z〉H−1,H1
0

|z|H1
0 (Ω)

≥
|z|2H1

0 (Ω)

|z|H1
0 (Ω)

= |z|H1
0 (Ω),

et donc

lim
|z|
H1

0
(Ω)
→+∞

〈A(z), z〉H−1,H1
0

|z|H1
0 (Ω)

= +∞

montrant ainsi la coercivité de A.

• Finalement, utilisant l’inégalité de Poincaré, on obtient∣∣∣〈L, φ〉H−1,H1
0

∣∣∣ = |(u− fk(·, 0), φ)| = |(u− f(·, 0), φ)|

≤
(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
‖φ‖L2(Ω)

≤ CP
(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
|φ|H1

0 (Ω) .
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Les conditions d’application du théoréme de Minty-Browder étant satisfaites, nous
déduisons que le problème (1.9) admet une solution unique yk. De plus, posant φ = yk
dans (1.9) et utilisant des arguments similaires, on obtient

|yk|2H1
0 (Ω) ≤ 〈A(yk), yk〉H−1,H1

0
= 〈L, yk〉H−1,H1

0

≤ CP
(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
|yk|H1

0 (Ω)

ce qui implique que

|yk|H1
0 (Ω) ≤ CP

(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
et termine la preuve.

Nous allons prouver à présent que la solution faible de l’équation (1.8) est continue
sur Ω.

Proposition 1.2.6. Si H1 est satisfaite et si u ∈ L2(Ω), alors la solution de (1.8)
appartient à C(Ω). De plus

‖yk‖C(Ω) ≤ C1

(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
,

où C1 est la constante donnée dans la proposition 1.2.3.

Démonstration. Nous savons déjà que le problème (1.8) admet une solution unique yk ∈
H1

0 (Ω) (voir proposition 1.2.5). Cette solution satisfait{
−∆z + bkz = u− f(·, 0) dans Ω,
z = 0 sur Γ,

où bk(x) =

∫ 1

0
Dyf(x, θyk(x)) dθ. Grâce à la proposition 1.2.3, yk ∈ H2(Ω) ↪→ C(Ω) et

satisfait

‖yk‖C(Ω) ≤ C1 ‖u− f(·, 0)‖L2(Ω) ≤ C1

(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
,

où C1 > 0 est indépendante de k, de f et de u.

Finalement, nous sommes en mesure de montrer l’existence d’une solution de
l’équation d’état dans H1

0 (Ω) ∩W 2,q(Ω). Plus précisemment, nous avons le résultat sui-
vant.

Théorème 1.2.7. Si H1 est satisfaite et si u ∈ Lq(Ω) (2 ≤ q < +∞) avec ‖u‖q ≤ M ,

alors l’équation (1.1) admet une solution unique yu ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,q(Ω). Cette solution

satisfait les estimations suivantes

|yu|H1
0 (Ω) + ‖yu‖C(Ω) ≤ C

(
‖f(·, 0)‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

‖yu‖W 2,q(Ω) ≤ CM ,
où C et CM sont des constantes indépendantes de f et de u.
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Démonstration. Soit k tel que

k > C1

(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
,

où C1 est la constante dans la proposition 1.2.6. Soit yk ∈ H1
0 (Ω) ∩ C(Ω) la solution de

(1.8). Grâce à la proposition 1.2.6, on a

‖yk‖C(Ω) ≤ C1

(
‖u‖L2(Ω) + ‖f(·, 0)‖L2(Ω)

)
< k

et donc
fk(·, yk) = f(·, yk).

Autrement dit, yk est aussi solution de (1.1). Reste à prouver l’unicité de la solution
dans H1

0 (Ω) ∩ C(Ω). Supposons que y1 et y2 sont deux solutions de (1.1). Utilisant des
arguments classiques, nous pouvons facilement voir que z = y1 − y2 est solution de{

−∆z + b̃z = 0 dans Ω,
z = 0 sur Γ,

(1.11)

où b̃ =

∫ 1

0
Dyf(·, θy1 +(1−θ)y2, u)dθ ≥ 0. Une fois que b̃ ∈ L2(Ω), d’après la proposition

1.2.1, nous déduisons que le problème (1.11) admet une solution unique et que

‖z‖L2(Ω) ≤ CP |z|H1
0 (Ω) ≤ 0

impliquant que z = 0, i.e. y1 = y2 p.p.

L’estimation dans H1
0 (Ω) ∩ C(Ω) suit directement de celle de yk. L’estimation dans

W 2,q(Ω) peut-être déduite en remarquant que yu satisfait{
−∆y + by = u− f(·, 0) dans Ω,
y = 0 sur Γ,

où b =

∫ 1

0
Dyf(θyu) dθ et en appliquant l’estimation dans la proposition 1.2.3.

Finalement, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 1.2.8. Si H1 est satisfaite et si u ∈ L∞(Ω) est tel que ‖u‖L∞ ≤ M , alors
l’équation (1.1) admet une solution unique yu ∈ H1

0 (Ω)∩W 2,p(Ω), pour tout 2 ≤ p < +∞.
Cette solution satisfait les estimations suivantes

|yu|H1
0 (Ω) + ‖yu‖C(Ω) ≤ C

(
‖f(·, 0)‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

‖yu‖W 2,p(Ω) ≤ CM ,

où C et CM sont des constantes indépendantes de f et de u.

Remarque 1.2.1. Une conséquence directe du Corollaire 1.2.8 est que yu ∈ C0,1(Ω).
En effet, en choisissant p > n, on a W 2,p(Ω) ↪→ C0,1(Ω).
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1.3 Existence de contrôle optimal

Le but de cette section est d’établir l’existence d’un contrôle optimal. Nous commence-
rons par un résultat de continuité sequentielle de l’application u 7→ yu.

Proposition 1.3.1. Soit (uk)k une suite uniformément bornée dans L∞(Ω) conver-
geant vers u pour la topology faible de L2(Ω), et soient yuk et yu les solutions de (1.1)
correspondant à uk et u, respectivement. Alors

yuk
k→+∞−−−−→ yu dans H1

0 (Ω) ∩ C(Ω).

Démonstration. Supposons que ‖uk‖L∞(Ω) ≤ M . Grâce au théorème 1.2.7 et à la re-
marque 1.2.1, on a

|yuk |H1
0 (Ω) + ‖yuk‖C0,1(Ω) ≤ CM ,

ce qui implique que la suite (yuk)k est uniformément bornée dans H1
0 (Ω) ∩ C0,1(Ω). Il

existe alors une sous-suite, encore indexée par k, et y ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0,1(Ω) tel que

yuk −→ y faiblement dans H1
0 (Ω).

De plus, l’injection de C0,1(Ω) dans C(Ω) étant compacte, il vient que

yuk −→
k→+∞

y fortement dans C(Ω).

Par conséquent,

‖f(·, yuk)− f(·, y)‖L2(Ω) =
∥∥∥b̃k (yuk − y)

∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥b̃k∥∥∥

L2(Ω)
‖yuk − y‖L∞(Ω)

≤ C̃M ‖yuk − y‖L∞(Ω) −−−−→→+∞
0,

où b̃k =

∫ 1

0
Dyf(·, θyk + (1− θ)y) dθ. Prenant en compte ces résultats de convergence et

passant à la limite dans la formulation faible correspondante à yuk

(∇yuk ,∇φ) + (f (·, yuk) , φ) = (uk, φ) ∀φ ∈ H1
0 (Ω),

nous obtenons

(∇y,∇φ) + (f (·, y) , φ) = (u, φ) ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Autrement dit, y ≡ yu. Nous avons donc prouvé que (yk)k converge vers yu fortement
dans C(Ω) et faiblement dans H1

0 (Ω). Pour montrer que la convergence est forte dans
H1

0 (Ω), remarquons que yk − yu satisfait

(∇(yuk − yu),∇φ) + (f (·, yuk)− f (·, yu) , φ) = (uk − u, φ) ∀φ ∈ H1
0 (Ω).
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Choisissant φ = yuk − yu et utilisant la coercivité de a, la monotonie de f par rapport à
la seconde variable, nous déduisons que

|yuk − yu|
2
H1

0 (Ω) ≤ |yuk − yu|
2
H1

0 (Ω) + (f (·, yuk)− f (·, yu) , yuk − yu)︸ ︷︷ ︸
≥0

= (uk − u, yuk − yu) ≤
(
‖uk‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
‖yuk − yu‖L2(Ω) .

Le résultat suit en remarquant que (uk) est bornée et que (yuk)k converge fortement
dans L2(Ω).

Théorème 1.3.2. Le problème (P ) admet au moins une solution ū.

Démonstration. Soit (uk)k ⊂ Uad une suite minimisante de (P ). Elle est uniformément
bornée dans Uad et il existe alors une sous-suite, encore indexée par k, et ū ∈ L2(Ω) tel
que

uk −→
k→+∞

ū faiblement dans L2(Ω).

De plus, Uad étant un sous-ensemble convexe fermé de L2(Ω) est faiblement fermé et
donc ū ∈ Uad. Utilisant la semi-continuité inférieure de ‖ · ‖L2(Ω), on déduit que,

‖ū‖2L2(Ω) ≤ lim inf
k→+∞

‖uk‖2L2(Ω).

Prenant alors en compte la proposition 1.2.1, nous déduisons que (yuk)k converge forte-
ment vers yū dans C(Ω) et, par conséquent

lim
k→+∞

‖yuk − yd‖
2
L2(Ω) = ‖yū − yd‖2L2(Ω) .

Combinant ces résultats de convergence, et prenant en compte la définition de J , nous
déduisons que

J(ū) ≤ lim inf
k→+∞

J(uk) = inf(P ).

Autrement dit, ū ∈ Uad est un contrôle optimal.

1.4 Conditions d’optimalité

Dans cette section, nous allons étudier les conditions d’optimalité du premier et du
second ordre.

1.4.1 Différentiabilité de l’application associant l’état à la variable
contrôle

Une étape fondamentale lors de l’établissement des conditions d’optimalité est l’étude
des propriétés topologiques de l’application u 7→ yu. La continuité lipschitzienne de cette
application sera le premier aspect que l’on considère.
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Proposition 1.4.1. Soient u, v ∈ L2(Ω) et soient yu et yv les solutions de (1.1) corres-
pondantes à u et v, respectivement. Alors

|yu − yv|H1
0 (Ω) + ‖yu − yv‖C(Ω) ≤ C‖u− v‖L2(Ω), (1.12)

où C est une constante positive indépendante de u et de v.

Démonstration. Des arguments identiques à ceux utilisés dans la section précédente
montrent que y = yu − yv est solution de{

−∆y + f(·, yu)− f(·, yv) = u− v dans Ω,
y = 0 sur Γ,

ce qui est équivalent à {
−∆y + b̃y = u− v dans Ω,
y = 0 sur Γ,

(1.13)

où b̃ =

∫ 1

0
Dyf(·, θyu + (1− θ)yv)dθ. D’après la proposition 1.2.1 et la proposition 1.2.3,

nous déduisons que

|y|H1
0 (Ω) + ‖y‖C(Ω) ≤ C‖u− v‖L2(Ω),

ce qui donne l’estimation.

Le résultat auxiliaire suivant sera utile pour la suite.

Proposition 1.4.2. Soient v ∈ L2(Ω), b1, b2 ∈ L2(Ω) tels que b1 ≥ 0 et b2 ≥ 0. Soient
z1 et z2 des solutions de l’équation (1.2) correspondant à (b1, v) et (b2, v), respectivement.
Alors on a l’estimation suivante

|z1 − z2|H1
0 (Ω) + ‖z1 − z2‖C(Ω) ≤ C ‖b2 − b1‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω),

où C est une constante positive indépendante de b1, b2 et de v.

Démonstration. Il est facile de vérifier que z1 − z2 satisfait{
−∆(z1 − z2) + b2(z1 − z2) = (b2 − b1)z1 dans Ω,
z1 − z2 = 0 sur Γ.

Grâce aux propositions 1.2.1 et 1.2.3, on obtient

‖z1 − z2‖H1
0 (Ω) + ‖z1 − z2‖C(Ω) ≤ C2‖(b2 − b1)z1‖L2(Ω)

≤ C2 ‖b2 − b1‖L2(Ω) ‖z1‖C(Ω)

≤ C ‖b2 − b1‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) ,

donnant l’estimation recherchée.
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Le deuxième aspect concerne la différentiabilité au sens de Gâteaux de l’application
u 7→ yu.

Proposition 1.4.3. Soient u, v ∈ L2(Ω) et ρ ∈]0, 1[. Alors

yu+ρv = yu + ρzuv + rρ avec lim
ρ→0+

‖rρ‖H1
0

(Ω)

ρ = lim
ρ→0+

‖rρ‖C(Ω)

ρ = 0

où zuv est la solution de l’équation linéaire{
−∆z +Dyf(·, yu)z = v dans Ω,
z = 0 sur Γ.

(1.14)

Démonstration. Posons uρ = u + ρv. De simples calculs montrent que zρ =
yuρ−yu

ρ est
solution de {

−∆zρ + bρ zρ = v dans Ω,
zρ = 0 sur Γ,

où bρ =

∫ 1

0
Dyf(·, θyu + (1− θ)yuρ)dθ. Grâce à la proposition 1.4.2, il vient que

|zρ − zuv|H1
0 (Ω) + ‖zρ − zuv‖C(Ω) ≤ C ‖bρ − b‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) , (1.15)

où b = Dyf(·, yu). D’autre part, d’après la proposition 1.4.1, on a∣∣yuρ − yu∣∣H1
0 (Ω)

+
∥∥yuρ − yu∥∥C(Ω)

≤ ρ ‖v‖L2(Ω) −→ 0 quand ρ→ 0.

Prenant alors en compte l’hypothèse sur Dyf , nous déduisons que (bρ)ρ est uniformément
bornée dans L2(Ω) et, appliquant le théorème de convergence dominée, il vient que

lim
ρ→0+

‖bρ − b‖L2(Ω) = 0. (1.16)

La conclusion suit en combinant (1.15) et (1.16).

1.4.2 Différentiabilité de la fonctionnelle coût par rapport à la variable
contrôle

Une conséquence directe de ces résultats est liée à la différentiabilité du coût J par
rapport à la variable contrôle.

Proposition 1.4.4. Si H1 est satisfaite et si u ∈ L2(Ω), alors

J ′(u)v = (pu + λu, v) ∀v ∈ L2(Ω),

où pu ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0,1(Ω) est la solution de l’équation adjointe{

−∆pu +Dyf(·, yu)pu = yu − yd dans Ω,
pu = 0 sur Γ.

(1.17)
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Démonstration. Soit v ∈ L2(Ω) et posons uρ = u+ ρv. De simples calculs montrent que

J(uρ)− J(u)

= 1
2‖yuρ − yd‖

2
L2(Ω) + λ

2‖uρ‖
2
L2(Ω) −

1
2‖yu − yd‖

2
L2(Ω) −

λ
2‖u‖

2
L2(Ω)

= 1
2‖yuρ − yu + yu − yd‖2L2(Ω) + λ

2‖uρ − u+ u‖2L2(Ω)

−1
2‖yuρ − yd‖

2
L2(Ω) −

λ
2‖u‖

2
L2(Ω)

= 1
2‖yuρ − yu‖

2
L2(Ω) + 1

2‖yu − yd‖
2
L2(Ω) + (yuρ − yu, yu − yd)

+λ
2‖uρ − u‖

2
L2(Ω) + λ

2‖u‖
2
L2(Ω) + λ(u, uρ − u)− 1

2‖yu − yd‖
2
L2(Ω) −

λ
2‖u‖

2
L2(Ω)

= 1
2‖yuρ − yu‖

2
L2(Ω) + (yuρ − yu, yu − yd) + λ

2‖uρ − u‖
2
L2(Ω) + λ(u, uρ − u)

= 1
2‖yuρ − yu‖

2
L2(Ω) + (yuρ − yu, yu − yd) + λ

2‖ρv‖
2
L2(Ω) + λ(u, ρv),

et donc

J(uρ)− J(u)

ρ
= 1

2ρ‖yuρ − yu‖
2
L2(Ω) + 1

ρ(yuρ − yu, yu − yd)

+ λ
2ρ‖v‖

2
L2(Ω) + λ(u, v)

= ρ
2‖zρ‖

2
L2(Ω) + (zρ, yu − yd) + λ

2ρ‖v‖
2
L2(Ω) + λ(u, v),

où zρ =
yuρ−yu

ρ . D’après la proposition 1.4.3, nous déduisons que

J ′(u)v = lim
ρ→0+

J(uρ)− J(u)

ρ

= lim
ρ→0+

(
ρ
2‖zρ‖

2
L2(Ω) + (zρ, yu − yd) + λ

2ρ‖v‖
2
L2(Ω) + λ(u, v)

)
= lim

ρ→0+
(zρ, yu − yd) + λ(u, v)

= (zuv, yu − yd) + λ(u, v),

où zuv est la solution de (1.14). Considérons alors l’équation adjointe (1.17). Grâce aux
propositions 1.2.1 et 1.2.3, cette équation admet une solution unique pu ∈ H1

0 (Ω) ∩
C0,1(Ω). Choisissant zuv comme fonction-test dans la formulation faible correspondant
à pu, il vient que

(∇pu,∇zuv) + (Dyf(·, yu) pu, zuv) = (yu − yd, zuv). (1.18)

De l’autre côté, choisissant pu comme fonction-test dans la formulation faible correspon-
dant à zuv, nous obtenons

(∇zuv,∇pu) + (Dyf(·, yu) zuv, pu) = (v, pu). (1.19)

Combinant (1.18) et (1.19), on a

(yu − yd, zuv) = (v, pu), (1.20)
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et donc
J ′(u)v = (pu + λu, v) ∀v ∈ Uad.

Ceci termine la preuve.

Proposition 1.4.5. Soit u ∈ L2(Ω) et supposons que l’hypothèse H1 est satisfaite.
Supposons aussi que :

H2 - f est de classe C2 par rapport à y et que pour tout M > 0, il existe CM > 0 tel
que

|Dyyf(x, y)| ≤ CM ∀(x, y) ∈ Ω× [−M,M ].

Alors
J”(u)vw = − (pu, Dyyf(yu)zuwzuv) + (zuw, zuv) + λ(w, v),

où pu est la solution de (1.17) et où zuw et zuv sont les solutions de (1.14) correspondant
à (u,w) et (u, v), respectivement.

Démonstration. Soient v, w ∈ L2(Ω) et posons uρ = u+ρw. Grâce à la proposition 1.4.4
et à (1.20), on obtient

J ′(uρ)v − J ′(u)v

ρ
=

(
puρ + λuρ, v

)
− (pu + λu, v)

ρ

= (λw, v) +
(puρ , v)− (pu, v)

ρ

= (λw, v) +
(zuρv, yuρ − yd)− (zuv, yu − yd)

ρ

= (λw, v) +

(
zuρv − zuv

ρ
, yuρ − yd

)
+

(
zuv,

yuρ − yu
ρ

)
, (1.21)

où zuρv et zuv sont les solutions des systèmes linéaires{
−∆zuρv +Dyf(·, yuρ) zuρv = v dans Ω,
zuρv = 0 sur Γ,

et {
−∆zuv +Dyf(·, yu) zuv = v dans Ω,
zuv = 0 sur Γ.

Combinant ces deux équations, et utilisant des arguments classiques, nous pouvons fa-
cilement montrer que Xρ =

zuρv−zuv
ρ est solution de{

−∆Xρ +Dyf(·, yu)Xρ =
Dyf(·,yu)−Dyf(·,yuρ )

ρ zuρv dans Ω,

Xρ = 0 sur Γ.

Considérons maintenant le système{
−∆X +Dyf(·, yu)X = −Dyyf(·, yu)zuwzuv dans Ω,
X = 0 sur Γ.
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Une fois que Dyyf(·, yu)zuwzuv ∈ L∞(Ω), il vient que ce problème admet une solution
unique X ∈ H1

0 (Ω) ∩ C0,1(Ω). D’après la proposition 1.4.2, on a

|Xρ −X|H1
0 (Ω) + ‖Xρ −X‖C(Ω)

≤ C
∥∥∥∥Dyf(·, yuρ)−Dyf(·, yu)

ρ
zuρv −Dyyf(·, yu)zuwzuv

∥∥∥∥
L2(Ω)

. (1.22)

Remarquons alors que

Dyf(·,yuρ )−Dyf(·,yu)

ρ zuρv −Dyyf(·, yu)zuwzuv = gρ
yuρ−yu

ρ zuρv − g zuwzuv

= (gρ − g)
yuρ−yu

ρ zuρv + g
(
yuρ−yu

ρ − zuw
)
zuρv + gzuw

(
zuρv − zuv

)
,

où gρ =

∫ 1

0
Dyyf(·, θyu + (1− θ)yuρ) dθ et g = Dyyf(·, yu). Par conséquent

∥∥∥∥Dyf(·, yuρ)−Dyf(·, yu)

ρ
zuρv −Dyyf(·, yu)zuwzuv

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ‖gρ − g‖L2(Ω)

∥∥∥yuρ−yuρ

∥∥∥
C(Ω)

∥∥zuρv∥∥C(Ω)

+ ‖g‖L2(Ω)

(∥∥∥yuρ−yuρ − zuw
∥∥∥
C(Ω)

∥∥zuρv∥∥C(Ω)
+ ‖zuw‖C(Ω)

∥∥zuρv − zuv∥∥C(Ω)

)
.

Grâce à la proposition 1.4.1, la proposition 1.2.3 et à (1.15), on a∥∥∥yuρ−yuρ

∥∥∥
C(Ω)

≤ C ‖uρ − u‖L2(Ω) = C ‖v‖L2(Ω) ,∥∥zuρv∥∥C(Ω)
≤ C ‖v‖L2(Ω) ,

et ∥∥∥yuρ−yuρ − zuw
∥∥∥
C(Ω)

≤ C ‖bρ − b‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) ,

où bρ =

∫ 1

0
Dyf(·, θyū + (1− θ)yuρ)dθ et b = Dyf(·, yu). De plus, grâce à la proposition

1.4.2, on a ∥∥zuρv − zuv∥∥C(Ω)
≤ C ‖cρ − b‖L2(Ω) ‖zuv‖C(Ω)

≤ C ‖cρ − b‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) .

où cρ = Dyf(·, yuρ). Combinant toutes ces estimations, nous obtenons∥∥∥∥Dyf(·, yuρ)−Dyf(·, yu)

ρ
zuρv −Dyyf(·, yu)zuwzuv

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C
(
‖gρ − g‖L2(Ω) + ‖g‖L2(Ω)

(
‖bρ − b‖L2(Ω) + ‖cρ − b‖L2(Ω)

))
‖v‖2L2(Ω) . (1.23)
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Prenant alors en compte les hypothèses sur Dyf et Dyyf , nous déduisons que les suites
(gρ)ρ, (bρ)ρ et (cρ)ρ sont uniformément bornées dans L2(Ω) et, appliquant le théorème
de convergence dominée, il vient que

lim
ρ→0+

‖gρ − g‖L2(Ω) = lim
ρ→0+

‖bρ − b‖L2(Ω) = lim
ρ→0+

‖cρ − b‖L2(Ω) = 0. (1.24)

Combinant (1.22), (1.23) et (1.24), nous déduisons que

lim
ρ→0+

(
|Xρ −X|H1

0 (Ω) + ‖Xρ −X‖C(Ω)

)
= 0

et passant à la limite dans (1.21), nous obtenons

J”(u)vw = lim
ρ→0+

J ′(uρ)v − J ′(u)v

ρ

= λ(w, v) + (X, yu − yd) + (zuw, zuv)

= −(pu, Dyyf(yu)zuwzuv) + (zuw, zuv) + λ(w, v).

Ceci complète la preuve.

1.4.3 Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre

Nous sommes en mesure d’établir les conditions nécessaires d’optimalité du premier
ordre.

Théorème 1.4.6. Si H1 est satisfaite et si ū ∈ Uad est un contrôle optimal de (P ),
alors il existe yū, pū ∈ H1

0 (Ω) ∩ C0,1(Ω) satisfaisant

Equation d’état {
−∆yū + f(·, yū) = ū dans Ω,
yū = 0 sur Γ,

Equation adjointe{
−∆pū +Dyf(·, yū)pū = yū − yd dans Ω,
pū = 0 sur Γ,

Condition d’optimalité pour le contrôle

(λū+ pū, u− ū) ≥ 0 ∀u ∈ Uad.

Démonstration. Par définition, nous avons

J(ū) ≤ J(u) ∀u ∈ Uad.

Soit u ∈ Uad et considérons la perturbation convexe uρ = ū + ρ(u − ū), ρ ∈]0, 1[. Il est
clair que uρ ∈ Uad et donc

J(uρ)− J(ū)

ρ
≥ 0 ∀u ∈ Uad.
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Par passage à la limite, nous obtenons

J ′(ū)(u− ū) = lim
ρ→0+

J(uρ)− J(ū)

ρ
≥ 0 ∀u ∈ Uad,

et la conclusion est alors une conséquence directe de la proposition 1.4.4.

Remarquons que tous les résultats obtenus jusqu’à présent restent valables dans le
cadre général où Uad est un convexe borné fermé de L2(Ω). L’objet du résultat suivant
est de montrer que dans le cas particulier de l’ensemble des contrôles admissibles que l’on
considère, le contrôle optimal peut-être caractérisé d’une manière simple et naturelle.

Théorème 1.4.7. Si ū ∈ Uad est un contrôle optimal de (P ), alors

ū(x) = Proj[α,β]

(
− 1
λ pū(x)

)
= max

(
α,min

(
β,− 1

λ pū(x)
))
.

De plus, ū ∈ C0,1(Ω).

La démonstration est basée sur le lemme suivant.

Lemme 1.4.8. Supposons que les hypothèses du théorème 1.4.6 sont satisfaites et soit
ū un contrôle optimal du problème (P ). Alors

(i) pū(x) + λα ≥ 0 si et seulement si ū(x) = α.

(ii) pū(x) + λβ ≤ 0 si et seulement si ū(x) = β.

(iii) Si pū(x) + λα < 0 < pū(x) + λβ alors pū(x) + λū(x) = 0.

Démonstration. Soit v ∈ [α, β] et soit x0 ∈ Ω un point de Lebesgue de la fonction
(pū + λū)(v − ū). Pour k ∈ N, soit uk la perturbation définie par

uk(x) =

{
v si x ∈ ωk(x0),

ū(x) sinon,

où ωk(x) =
{
x ∈ Ω | |x− x0| ≤ 1

k

}
. Il est clair que uk ∈ Uad. Prenant en compte le

théorème 1.4.6, il vient que

0 ≤
∫

Ω
(pū(x) + λū(x))(uk(x)− ū(x)) dx =

∫
ωk(x0)

(pū(x) + λū(x))(v − ū(x0)) dx

et donc
1

|ωk(x0)|

∫
ωk(x0)

(pū(x) + λū(x))(v − ū(x0)) dx ≥ 0.

Passant alors à la limite sur k, et utilisant la définition d’un point de Lebesgue, nous
obtenons

(pū(x0) + λū(x0))(v − ū(x0)) ≥ 0.

Rappelant que l’ensemble des points de Lebesgue est de mesure pleine, nous déduisons
que pour presque tout x ∈ Ω, on a

(pū(x) + λū(x)) (v − ū(x)) ≥ 0 ∀v ∈ [α, β]. (1.25)
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Considérons maintenant les différentes assertions.

(i) Si ū(x) = α, alors d’après (1.25), il vient que

(pū(x) + λα) (v − α) ≥ 0 ∀v ∈ [α, β]

et donc pū(x) + λα ≥ 0.

Pour montrer la réciproque, commençons par observer que

(pū(x) + λū(x)) (α− ū(x)) ≤ (pū(x) + λα) (α− ū(x)),

et qu’en utilisant (1.25), nous avons

0 ≤ (pū(x) + λū(x)) (α− ū(x)) ≤ (pū(x) + λα) (α− ū(x)). (1.26)

De plus, si pū(x) + λα ≥ 0, alors

(pū(x) + λū(x)) (α− ū(x)) ≤ (pū(x) + λα) (α− ū(x)) ≤ 0

et grâce à (1.26), nous concluons que

(pū(x) + λū(x)) (α− ū(x)) = (pū(x) + λα) (α− ū(x)) = 0. (1.27)

• Si pū(x) + λα > 0, la deuxième identité dans (1.27) implique que ū(x) = α.

• Si pū(x) + λα = 0, alors pū(x) = −λα et en substituant dans la première identité de
(1.27), nous obtenons λ (ū(x)− α)2 = 0, i.e. ū(x) = α.

(ii) Cette assertion peut-être démontrée en utilisant des arguments similaires à ceux
dans (i).

(iii) Si pū(x) + λα < 0 < pū(x) + λβ, alors d’après (i) et (ii), nous déduisons que
α < ū(x) < β. Choisissant v = α dans (1.25), nous obtenons

(pū(x) + λū(x)) (α− ū(x)) ≥ 0

ce qui implique que pū(x) + λū(x) ≤ 0. De manière similaire, en choisissant v = β dans
(1.25), nous obtenons

(pū(x) + λū(x)) (β − ū(x)) ≥ 0

et donc pū(x) + λū(x) ≥ 0. Par conséquent pū(x) + λū(x) = 0.

Nous sommes en mesure de montrer le théorème 1.4.7.

Démonstration du théorème 1.4.7. Supposons que− 1
λpū(x) ≤ α alors pū(x)+λα ≥ 0

et d’après l’assertion (i) du lemme 1.4.8, on obtient

ū(x) = α = Proj[α,β]

(
− 1
λ pū(x)

)
.

De la même manière si − 1
λ pū(x) ≥ β, alors d’après l’assertion (ii) du lemme 1.4.8, on

obtient
ū(x) = β = Proj[α,β]

(
− 1
λ pū(x)

)
.
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Finalement si α < − 1
λ pū(x) < β alors pū(x)+λα < 0 < pū(x)+λβ et d’après l’assertion

(iii) du lemme 1.4.8, on a

ū(x) = − 1
λ pū(x) = Proj[α,β]

(
− 1
λ pū(x)

)
.

Ceci prouve la première partie. La régularité de ū est alors une conséquence de la
régularité de pū et de la continuité lipschitzienne de la fonction Proj. �

1.4.4 Conditions d’optimalité du second ordre

Soit ū un contrôle optimal de (P ) et soit pū l’état adjoint associé. Afin de simplifier
la notation, nous posons

d̄(x) = pū(x) + λū(x).

Grâce à (1.25), nous pouvons facilement voir que

d̄(x) =


0 p.t. x ∈ Ω si α < ū(x) < β,
≥ 0 p.t. x ∈ Ω si ū(x) = α,
≤ 0 p.t. x ∈ Ω si ū(x) = β.

L’ensemble suivant est essentiel dans la formulation des conditions d’optimalité du second
ordre

Cū =
{
v ∈ L2(Ω) satisfaisant (1.28) et v(x) = 0 si d̄(x) 6= 0

}
,

où

v(x) =

{
≥ 0 p.t. x ∈ Ω si ū(x) = α,
≤ 0 p.t. x ∈ Ω si ū(x) = β.

(1.28)

Dans le résultat suivant, nous énonçons des conditions nécessaires d’optimalité du second
ordre.

Théorème 1.4.9. Supposons que les hypothèses H1 et H2 sont satisfaites. Si ū est un
contrôle optimal, alors

J”(ū)v2 ≥ 0 ∀v ∈ Cū.

Démonstration. Elle sera divisée en deux parties.

Première étape. Montrons le résultat pour des élements v ∈ Cū ∩ L∞(Ω). Pour tout
0 ≤ ρ ≤ β − α, on définit

Ωρ = {x ∈ Ω | α < ū(x) < α+ ρ ou β − ρ < ū(x) < β} ,

et

vρ(x) =

{
0 si x ∈ Ωρ,
v(x) si x ∈ Ω \ Ωρ.

On peut facilement vérifier que vρ ∈ Cū ∩ L∞(Ω) et que pour tout p < +∞, on a

‖vρ − v‖Lp(Ω) = ‖vρ − v‖Lp(Ωρ) ≤ ‖v‖L∞(Ω) |Ωρ|
1
p −→ 0 quand ρ→ 0+.
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(i) Montrons que

ū+ θvρ ∈ Uad ∀θ ∈
[
0, ρ
‖v‖L∞

]
.

Remarquant que

ū(x) + θvρ(x) =

{
ū(x) si x ∈ Ωρ,
ū(x) + θv(x) si x ∈ Ω \ Ωρ,

il est évident que
ū(x) + θvρ(x) = ū(x) ∈ [α, β] ∀x ∈ Ωρ.

Considérons alors le cas où

x ∈ Ω \ Ωρ = {x | ū(x) = α} ∪ {x | ū(x) = β} ∪ {x | α+ ρ ≤ ū(x) ≤ β − ρ} .

• Si ū(x) = α alors v(x) ≥ 0 et

α ≤ ū(x) + θvρ(x) = α+ θv(x) ≤ α+ ρ
‖v‖L∞

v(x) ≤ α+ ρ ≤ β.

• De manière similaire, si ū = β alors v(x) ≤ 0 et

α ≤ β − ρ ≤ β + ρ
‖v‖L∞

v(x) ≤ ū(x) + θvρ(x) = β + θv(x) ≤ β.

• Si α+ ρ ≤ ū(x) ≤ β − ρ, alors

α ≤ α+ ρ− θ‖v‖L∞ ≤ ū+ θvρ = ū+ θv ≤ β − ρ+ θ‖v‖L∞ ≤ β.

(ii) Prenant en compte (i) et utilisant la condition d’optimalité, il vient que pour θ ∈]
0, ρ
‖v‖L∞(Ω)

[
on a

J(ū+ θvρ)− J(ū)

θ
≥ 0.

De l’autre côté, utilisant la formule de Taylor, nous obtenons

J(ū+ θvρ)− J(ū)

θ
= J ′(ū)vρ + θ

2J”(ū+ sθθvρ)vρ
2,

avec 1 < sθ < 1, et donc

J ′(ū)vρ + θ
2J”(ū+ sθθvρ)vρ

2 ≥ 0.

Utilisant la proposition 1.4.4 et le fait que v(x) = 0 si d̄(x) 6= 0, nous déduisons que

J ′(ū)vρ =

∫
Ω
d̄(x)vρ(x) dx =

∫
Ω\Ωρ

d̄(x)v(x) dx = 0

ce qui, combiné avec l’inégalité précédente, implique

J”(ū+ sθθvρ)vρ
2 ≥ 0.
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Comme la suite (ū+sθθvρ)θ converge fortement dans L2(Ω) vers ū, en utilisant l’expres-
sion de J” donnée dans la proposition 1.4.5 et des arguments similaires à ceux utilisés
dans les sections précédentes, nous obtenons

J”(ū)vρ
2 = −

(
pū, Dyyf(yū)

(
zūvρ

)2)
+
∥∥zūvρ∥∥2

L2(Ω)
+ λ ‖vρ‖2L2(Ω) ≥ 0.

Finalement, et de la même manière, utilisant la convergence de (vρ)ρ vers v dans L2(Ω)
et passant à la limite par rapport à ρ, nous concluons que

−
(
pū, Dyyf(yū) (zūv)

2
)

+ ‖zūv‖2L2(Ω) + λ ‖v‖2L2(Ω) = J”(ū)v2 ≥ 0.

Deuxième étape. Pour conclure la démonstration, il faut montrer l’inégalité pour tout
v ∈ Cū non nécessairement borné. Soit alors v ∈ Cū et soit

vk(x) = Proj[−k,k](v(x)) = min(max(−k, v(x)), k).

Vu que |vk(x)| ≤ |v(x)| et vk(x) −−−−→
k→+∞

v(x) pour presque tout x ∈ Ω, il vient que (vk)k

converge vers v dans L2(Ω). De plus, prenant en compte le fait que v ∈ Cū, il est facile
de voir que

vk(x) =


min(v(x), k) si ū(x) = α,

max(−k, v(x)) si ū(x) = β,

0 si d̄(x) 6= 0

impliquant que vk ∈ Cū ∩ L∞(Ω). D’après la première étape, on a

J”(ū)vk
2 ≥ 0,

et en passant à la limite quand k tend vers l’infini, on obtient

J”(ū)v2 ≥ 0 ∀v ∈ Cū.

Ceci complète la preuve.

Dans le résultat suivant nous formulons des conditions suffisantes d’optimalité (lo-
cale).

Théorème 1.4.10. Supposons que les hypothèses H1 et H2 sont satisfaites. Si ū ∈ Uad
satisfait les conditions d’optimalité du premier ordre, et si

J”(ū)v2 > 0 ∀v ∈ Cū\{0},

alors il existe δ > 0 et ε > 0 tel que

J(u) ≥ J(ū) + δ
2‖u− ū‖

2
L2(Ω) ∀u ∈ Uad ∩ B̄ε(ū),

où B̄ε(ū) est la boule unité dans L∞(Ω) de centre ū et de rayon ε.
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Démonstration. La démonstration, se basant sur des arguments similaires à ceux
développés dans les sections précédentes, sera omise. (Pour plus de détails, voir par
exemple [5]).

Nous finissons cette section par l’énoncé d’un résulats très utile pour l’établissement
des estimations d’erreur relatives aux approximations du problème continu (P )

Théorème 1.4.11. Supposons que les hypothèses du théorème 1.4.10 sont satisfaites.
Alors

J”(ū)v2 > 0 ∀v ∈ Cū
m{

∃δ > 0 et ∃τ > 0 | J”(ū)v2 ≥ δ‖v‖2L2(Ω) ∀v ∈ Cτū
où Cτū =

{
v ∈ L2(Ω) satisfait (1.28) et v(x) = 0 si |d̄(x)| > τ

}
.

Démonstration. Voir par exemple [5]).
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26 2. CONTRÔLE D’ÉQUATIONS SEMI-LINÉAIRES ELLIPTIQUES : APPROXIMATION NUMÉRIQUE

2.1 Introduction

Nous abordons dans ce chapitre l’analyse numérique du problème de contrôle opti-
mal considéré au chapitre 1. Pour simplifier la rédaction, nous supposerons que Ω est
convexe.

Nous allons définir une méthode basée sur les éléments finis pour approcher le problème
de contrôle optimal (P ). Dans cette perspective, nous considérons une famille de trian-
gulations (Th)h>0 de Ω. À chaque élément T ∈ Th nous associons le diamètre de T défini
par

ρT = diam(T ) = max
x,y∈T

‖x− y‖

et définissons le pas du maillage par

h = max
T∈Th

ρT .

Nous définissons aussi la rondeur σT comme étant le diamètre de la plus grande boule
contenue dans T , i.e.

σT = max
Br⊂T

(2r).

Dans toute la suite, nous supposerons que (Th)h>0 est une suite de maillages réguliers.
Plus précisémment, nous supposerons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(i) Il existe deux constantes positives ρ et σ tel que

ρT
σT
≤ σ et

h

ρT
≤ ρ pour tout T ∈ Th, et tout h > 0.

(ii) Soit Ωh = ∪T∈ThT et soit Ωh et Γh son intérieur et sa frontière respectivement.
Nous supposerons que Ωh est convexe et que les sommets de Th placés sur Γh sont
aussi des points de Γ.

Nous savons que dans ce cas (voir l’estimation (5.2.18) dans [11]), on a

|Ω\Ωh| ≤ Ch2, (2.1)

où C > 0 est indépendante de h.

À tout triangle frontière T ∈ Th, nous associons un autre triangle T̂ ⊂ Ω de frontière
courbe obtenu par la substitution du côté entre deux sommets frontière de T par la
partie de Γ liant ces deux sommets. Nous notons T̂h l’union de ces triangles, obtenant
ainsi Ω = ∪

T̂∈T̂h T̂ .

Nous considérons les espaces suivant

Uh =
{
u ∈ L∞(Ω) | u|T̂ est constant sur chaque T̂ ∈ T̂h

}
,

Uhad = Uh ∩ Uad,

Vh =
{
yh ∈ C(Ω) | yh|T ∈ P1 pour tout T ∈ Th et yh = 0 sur Ω\Ωh

}
,

Wh =
{
yh ∈ C(Ωh) | yh|T ∈ P1 pour tout T ∈ Th

}
,
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où P1 est l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal 1. Grâce au théorème de
recollement de Sobolev, Vh est un sous-espace de H1

0 (Ω) et Wh est un sous-espace de
H1(Ω).

On définit l’opérateur d’interpolation de Lagrange

Π1
h : C(Ω) −→Wh

où Π1
hz est l’unique élément de Wh tel que Π1

hz(xi) = z(xi) pour tous les noeuds de la
triangulation.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que f satisfait l’hypothèse suivante :

H3 - f est une fonction de Carathéodory de Ω × R −→ R. Pour tout x ∈ Ω, f(x, ·) est
de classe C1 avec Dyf(x, ·) ≥ 0. De plus, il existe une fonction χ ∈ L2(Ω) tel que

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ |χ(x)| |y1 − y2| ∀y1, y2 ∈ R, a.e. x ∈ Ω,

et il existe une constante CM positive tel que

|Dyf(x, y1)−Dyf(x, y2)| ≤ CM |y1 − y2| ∀(x, y1, y2) ∈ Ω× [−M,M ]2.

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 2.2, nous commençons par appli-
quer la méthode des éléments finis pour l’approximation de problèmes elliptiques semi-
linéaires. Nous montrons l’existence de solution au problème appproché et établissons
différentes estimations d’erreur a priori. Le cas plus général des équations semi-linéaires
est ensuite considéré. L’existence d’une solution approchée est démontrée utilisant des
arguments de point fixe et des estimations d’erreur a piori sont établies. Dans la dernière
section, nous introduisons le problème de contrôle approché, caractérisons les solutions
correspondantes et établissons la convergence d’un contrôle optimal approché vers le
contrôle optimal solution du problème continu.

2.2 Approximation des équations semi-linéaires elliptiques

2.2.1 Approximation des équations linéaires

Nous allons commencer par étudier l’approximation par la méthode des éléments
finis de la solution de l’équation linéaire (1.2). (Nous rappelons que la formulation va-
riationnelle associée à celle-ci est donnée par (1.3).)

Proposition 2.2.1. Soit g ∈ L2(Ω) et b ∈ L2(Ω) avec b ≥ 0. Alors le problème{
Trouver zh(g) ∈ Vh tel que

a(zh(g), φh) = (g, φh) ∀φh ∈ Vh,
(2.2)

admet une solution unique.
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Démonstration. Soit Nh la dimension de Vh, soit (ϕi)1≤i≤Nh une base de Vh et
considérons le développement de zh(g) dans cette base, i.e.

zh(g) =

Nh∑
j=1

zjϕj .

Dans la formulation variationnelle (2.2), on prend successivement φh = ϕi, 1 ≤ i ≤ Nh.
Il résulte alors que résoudre (2.2) est équivalent à trouver les Nh coefficients (zi)1≤j≤Nh
tels que

a

 Nh∑
j=1

zjϕj , ϕi

 = (g, ϕi) 1 ≤ i ≤ Nh.

La forme a étant bilinéaire, il vient que

Nh∑
j=1

zj a (ϕj , ϕi) = (g, ϕi) 1 ≤ i ≤ Nh

qui peut s’écrire de manière équivalente sous la forme du système linéaire

AhZh = Bh,

où
(Ah)ij = a(φj , φi) i, j = 1, · · · , Nh,

(Zh)i = zi i = 1, · · · , Nh,

(Bh)i = (g, ϕi) i = 1, · · · , Nh.

Utilisant la bilinéarité et la coercivité de a, on obtient

v>Ahv =

Nh∑
j=1

Nh∑
i=1

via (ϕj , ϕi) vj =

Nh∑
j=1

Nh∑
i=1

a (vjϕj , viϕi)

= a

 Nh∑
j=1

vjϕj ,

Nh∑
i=1

viϕi

 ≥ ∣∣∣∣∣
Nh∑
i=1

viϕi

∣∣∣∣∣
2

H1
0 (Ω)

≥ 0 ∀v ∈ RNh .

Finalement, observons que si v>Ahv = 0 alors
∑Nh

i=1 viϕi = 0. Tenant en compte le fait
que (ϕi)i forme une base, il vient que vi = 0 pour tout i = 1, · · · , Nh. La matrice Ah est
donc symétrique, définie positive. Par conséquent elle est inversible et le système linéaire
admet une solution unique Zh.

La proposition suivante concerne un résultat du type lemme de Céa.

Proposition 2.2.2. Soit g ∈ L∞(Ω) et soient zg et zh(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

|zg − zh(g)|H1
0 (Ω) ≤ C

∣∣zg −Π1
h(zg)

∣∣
H1

0 (Ω)
,

où C est une constante positive indépendante de h.
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Démonstration. Comme (1.3) reste vraie pour tout φh ∈ Vh, on a

a (zg, φh) = (g, φh) ∀φh ∈ Vh.

En soustrayant cette identité de (2.2), on obtient

a (zg − zh(g), φh) = 0 ∀φh ∈ Vh

et par conséquent

a (zg − zh(g), zg − zh(g)) = a (zg − zh(g), zg − φh) + a (zg − zh(g), φh − zh(g))

= a (zg − zh(g), zg − φh) ∀φh ∈ Vh.

Tenant en compte la coercivité et la continuité de a, et utilisant l’inégalité de sobolev,
il vient que

|zg − zh(g)|2H1
0 (Ω) ≤ |zg − zh(g)|H1

0 (Ω) |zg − φh|H1
0 (Ω)

+ ‖b‖L2(Ω) ‖zg − zh(g)‖L4(Ω) ‖zg − φh‖L4(Ω)

≤
(

1 + C2
S ‖b‖L2(Ω)

)
|zg − zh(g)|H1

0 (Ω) |zg − φh|H1
0 (Ω)

pour tout φh ∈ Vh. Par conséquent

|zg − zh(g)|H1
0 (Ω) ≤ C |zg − φh|H1

0 (Ω) ∀φh ∈ Vh.

La conclusion suit en choisissant φh = Π1
hzg.

Le lemme suivant nous donne une estimation de l’erreur d’interpolation (voir [7],
théorème 16.1).

Lemme 2.2.3. Soit m ≥ 0, k ≥ 0, et p, q ∈ [1,∞]. Si les inclusions

W k+1,p(T ) ↪→ C0(T )

W k+1,p(T ) ↪→Wm,q(T )

sont vérifiées, alors il existe une constante C positive indépendante de h tel que

‖y −Π1
T y‖Wm,q(T ) ≤ Ch

n( 1
q
− 1
p

)+k+1−m‖y‖Wk+1,p(T ),

où Π1
T y est la restriction de Π1

hy à T .

A présent, nous sommes en mesure d’établir une estimation d’erreur dans H1
0 (Ω).

Proposition 2.2.4. Soit g ∈ L2(Ω) et soient zg et zh(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

|zg − zh(g)|H1
0 (Ω) ≤ Ch ‖zg‖H2(Ω) , (2.3)

où C est une constante positive indépendante de h.
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Démonstration. Choisissant m = 1, q = 2, k = 1 et p = 2 dans le lemme 2.2.3, nous
obtenons ∥∥zg −Π1

hzg
∥∥
H1(Ωh)

≤ Ch‖zg‖H2(Ωh).

De plus, d’après le lemme 5.2.3 dans [11], on a

‖z‖H1(Ω\Ωh) ≤ Ch ‖z‖H2(Ω) ∀z ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Utilisant alors la proposition 2.2.2, nous déduisons que

|zg − zh(g)|H1
0 (Ω) ≤ C

∣∣zg −Π1
hzg
∣∣
H1

0 (Ω)
≤ C

∥∥zg −Π1
hzg
∥∥
H1(Ω)

≤ C
(
‖zg‖H1(Ω\Ωh) +

∥∥zg −Π1
hzg
∥∥
H1(Ωh)

)
≤ Ch‖zg‖H2(Ω).

Ceci complète la preuve.

Le résultat précédent est utile pour obtenir une estimation d’erreur dans L2(Ω).

Proposition 2.2.5. Soit g ∈ L2(Ω) et soient zg et zh(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

‖zg − zh(g)‖L2(Ω) ≤ Ch
2 ‖zg‖H2(Ω) , (2.4)

où C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Nous savons déjà (cf. chapitre 1) que pour tout ψ ∈ L2(Ω), il existe un
unique zψ ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) solution de{
−∆zψ + b(x)zψ = ψ dans Ω,
zψ = 0 sur Γ,

et telle que

‖zψ‖H2(Ω) ≤ C‖ψ‖L2(Ω).

La formulation variationnelle associée à ce problème s’écrit

a (zψ, z) = (ψ, z) ∀z ∈ H1
0 (Ω),

et peut-être approchée par

a (zh(ψ), zh) = (ψ, zh) ∀zh ∈ Vh.

De simples calculs montrent que

(ψ, zg − zh(g)) = a (zψ, zg − zh(g)) = a (zψ − zh(ψ), zg − zh(g))
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et donc en utilisant la continuité de a ainsi que l’estimation dans la proposition 2.2.4,
on obtient

(ψ, zg − zh(g)) ≤ |zg − zh(g)|H1
0 (Ω) |zψ − zh(ψ)|H1

0 (Ω)

+

∫
Ω
|b||zg − zh(g)||zψ − zh(ψ)|dx

≤ |zg − zh(g)|H1
0 (Ω) |zψ − zh(ψ)|H1

0 (Ω)

+ ‖b|L2(Ω)|zg − zh(g)|H1
0 (Ω)|zψ − zh(ψ)|H1

0 (Ω)

≤
(
1 + ‖b|L2(Ω)

)
|zg − zh(g)|H1

0 (Ω) |zψ − zh(ψ)|H1
0 (Ω)

≤ Ch‖zg‖H2(Ω)h‖zψ‖H2(Ω) ≤ Ch2‖zg‖H2(Ω)‖zψ‖H2(Ω).

Par conséquent

‖zg − zh(g)‖L2(Ω) = sup
‖ψ‖L2(Ω)≤1

(ψ, zg − zh(g)) ≤ Ch2‖zg‖H2(Ω).

Ceci complète la preuve.

Nous rappelons l’estimation inverse suivante

‖φh‖Wm,q(Ωh) ≤
C

h
nmax(0, 1

p
− 1
q

)
hm−`

‖φh‖W `,p(Ωh) ∀φh ∈ Vh, si ` ≤ m, (2.5)

où C est une constante positive indépendante de h. (La démonstration peut-être trouvée
dans [7], théorème 17.2.). Cette inégalité sera utile dans la démonstration du résultat
suivant.

Proposition 2.2.6. Soit g ∈ L2(Ω) et soient zg et zh(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors l’estimation suivante est satisfaite

‖zg − zh(g)‖L∞(Ωh) ≤ Ch
2−n

2 ‖zg‖H2(Ω) , (2.6)

où C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. On a

‖zg − zh(g)‖L∞(Ωh) ≤ ‖zg −Πhzg‖L∞(Ωh) + ‖Πhzg − zh(g)‖L∞(Ωh) . (2.7)

Choisissant m = 0, q = +∞, k = 1 et p = 2 dans l’énoncé du lemme 2.2.3, on obtient

‖zg −Πhzg‖L∞(Ωh) ≤ Ch
2−n

2 ‖zg‖H2(Ω). (2.8)

Appliquant l’inégalité inverse (2.5), on obtient

‖Πhzg − zh(g)‖L∞(Ωh) ≤ Ch
−n

2 ‖Πhzg − zh(g)‖L2(Ωh)

≤ Ch−
n
2

(
‖Πhzg − zg‖L2(Ωh) + ‖zg − zh(g)‖L2(Ωh)

)
,
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où C est une constante indépendante de h. Appliquant encore une fois le lemme 2.2.3
pour m = 0, q = 2, k = 1 et p = 2, on obtient

‖Πhzg − zg‖L2(Ωh) ≤ Ch
2‖yv‖H2(Ω)

ce qui combiné avec (2.4) donne

‖Πhzg − zh(g)‖L∞(Ωh) ≤ Ch
2−n

2 ‖zg‖H2(Ω). (2.9)

La conclusion résulte alors de (2.7), (2.8) et (2.9).

2.2.2 Approximation de l’équation d’état

Nous nous intéressons à présent à l’approximation par la méthode des éléments finis
de la solution de l’équation d’état (1.1).

Proposition 2.2.7. Soit v ∈ L2(Ω). Alors le problème{
Trouver yh(v) ∈ Vh tel que

(∇yh(v),∇φh) = (v − f(·, yh(v)), φh) ∀φh ∈ Vh,
(2.10)

admet une solution unique.

Démonstration. Considérons le développement de yh(v) dans cette base, i.e.

yh(v) =

Nh∑
j=1

yjϕj .

Dans la formulation variationnelle (2.10), on prend successivement φh = ϕi, 1 ≤ i ≤ Nh.
Il résulte alors que résoudre (2.2) est équivalent à trouver les Nh coefficients (yi)1≤j≤Nh
tels que

Nh∑
j=1

yj (∇ϕj ,∇ϕi) =

v − f
·, Nh∑

j=1

yjϕj

 , ϕi

 1 ≤ i ≤ Nh

qui peut s’écrire de manière équivalente sous la forme du système non linéaire

AhYh = F (Yh) +Bh, (2.11)

où
(Ah)ij = (∇φj ,∇φi) i, j = 1, · · · , Nh,

(Yh)i = yi i = 1, · · · , Nh,

(F (Yh))i = −

f
·, Nh∑

j=1

yjϕj

 , ϕi

 i = 1, · · · , Nh,

(Bh)i = (v, ϕi) i = 1, · · · , Nh.
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La matrice Ah est symétrique, définie positive. L’hypothèse de continuité lipschitzienne
locale de f implique celle de la fonction F : RNh −→ RNh . De même, la monotonie de f
implique celle de F , une fois que pour tout Y,Z ∈ RNh

(F (Y )− F (Z)) · (Y − Z) =
∑Nh

i=1 [(F (Y ))i − (F (Z)]i) (Y − Z)i

= −
∑Nh

i=1

[(
f
(
·,
∑Nh

j=1 yjϕj

)
, ϕi

)
−
(
f
(
·,
∑Nh

j=1 zjϕj

)
, ϕi

)]
(yi − zi)

= −
∑Nh

i=1

[(
f
(
·,
∑Nh

j=1 yjϕj

)
− f

(
·,
∑Nh

j=1 zjϕj

)
, ϕi

)]
(yi − zi)

= −
(
f
(
·,
∑Nh

j=1 yjϕj

)
− f

(
·,
∑Nh

j=1 zjϕj

)
,
∑Nh

i=1 (yi − zi)ϕi
)

= − (f (·, yh)− f (·, zh) , yh − zh) ≤ 0.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que F (0) = 0 (on peut toujours se
ramener à ce cas). Considérons alors la fonction

Fk(Y ) =

 F (Y ) si ‖F (Y )‖ ≤ k,

k F (Y )
‖F (Y )‖ si ‖F (Y )‖ ≥ k.

Soit z ∈ RNh et soit Yz la solution de AhYz = Fk(z) + Bh. Comme Ah est symétrique,
définie positive, il vient que

λmin ‖Yz‖2 ≤ Y >z AhYz = (Fk(z) +Bh) · Yz ≤ (‖Fk(z)‖+ ‖Bh‖) ‖Yz‖ ,

où λmin > 0 est la plus petite valeur propre de Ah. Il s’ensuit que

‖Yz‖ ≤ 1
λmin

(‖Fk(z)‖+ ‖Bh‖) ≤ 1
λmin

(k + ‖Bh‖) .

Par conséquent, l’application qui à chaque z associe Yz est continue et appliquant le
théorème du point fixe de Brouwer, nous déduisons l’existence de Yk satisfaisant

AhYk = Fk(Yk) +Bh.

De plus,

λmin ‖Yk‖2 ≤ Y >k AhYk = (Fk(Yk) +Bh) · Yk ≤ Bh · Yk ≤ ‖Bh‖ ‖Yk‖ ,

ce qui donne
‖Yk‖ ≤ ‖Bh‖λmin

.

Ainsi Yk est bornée indépendemment de k. Comme F est localement lipschitzienne, elle

est lipschitzienne sur la boule B̄
(

0, ‖Bh‖λmin

)
et

‖F (Yk)‖ ≤ L‖Bh‖
λmin

pour tout k > 0.

Si nous choisissons k ≥ L‖Bh‖
λmin

, on obtient Fk(Yk) = F (Yk) et on a donc obtenu une
solution de (2.11). L’unicité est une conséquence de la monotonie de F .
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2.2.3 Estimations d’erreur pour l’état

Nous donnons ici quelques résultats fondamentaux relatifs à la convergence de l’ap-
proximation par la méthode des éléments finis de la solution de l’équation d’état (1.1)
et de l’équation adjointe (1.17).

Proposition 2.2.8. Supposons que l’hypothèse H3 est satisfaite. Soit v ∈ L2(Ω) et
soient yv et yh(v) les solutions de (1.1) et (2.10) correspondantes. Alors

|yv − yh(v)|H1
0 (Ω) ≤ Ch ‖yv‖H2(Ω) ,

où C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. La preuve est une généralisation aux équations semi-linéaires des ar-
guments de la preuve du lemme de Céa. Considérant les formulations variationnelles
associées, nous avons

(∇yv,∇φ) + (f(·, yv), φ) = (v, φ) ∀φ ∈ V,

(∇yh(v),∇φh) + (f(·, yh(v)), φh) = (v, φh) ∀φh ∈ Vh.

Prenons φ = φh ∈ Vh dans la première identité et soustrayant de la deuxième, nous
obtenons

(∇(yv − yh(v)),∇φh) + (f(·, yv)− f(·, yh(v)), φh) = 0 ∀φh ∈ Vh.

Par conséquent, il vient que

|yv − yh(v)|2H1
0 (Ω) = (∇(yv − yh(v)),∇(yv − zh))

+ (∇(yv − yh(v)),∇(zh − yh(v)))

= (∇(yv − yh(v)),∇(yv − zh))

+ (f(·, yv)− f(·, yh(v)), yh(v)− zh)

= (∇(yv − yh(v)),∇(yv − zh))

+ (f(·, yv)− f(·, yh(v)), yv − zh)

− (f(·, yv)− f(·, yh(v)), yv − yh(v)) ∀zh ∈ Vh,

et donc

(∇(yv − yh(v)),∇(yv − yh(v))) + (f(·, yv)− f(·, yh(v)), yv − yh(v))

= (∇(yv − yh(v)),∇(yv − zh)) + (f(·, yv)− f(·, yh(v)), yv − zh) ∀zh ∈ Vh.

La monotonie de f implique que

(f(·, yv)− f(·, yh(v)), yv − yh(v))

=

∫
Ω

∫ 1

0
Dyf(·, θyv + (1− θ)yh(v))dθ(yv − yh(v))2dx ≥ 0.
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Utilisant la cœrcivité, la continuité de a, l’inégalité précédente et l’hypothèse H3, il vient
que

|yv − yh(v)|2H1
0 (Ω) ≤ |yv − yh(v)|H1

0 (Ω)|yv − zh|H1
0 (Ω)

+ (f(·, yv)− f(·, yh(v)), yv − zh)

≤ |yv − yh(v)|H1
0 (Ω)|yv − zh|H1

0 (Ω)

+ ‖χ‖L2(Ω) ‖yv − yh(v)‖L4(Ω) ‖yv − zh‖L4(Ω)

≤ C|yv − yh(v)|H1
0 (Ω)|yv − zh|H1

0 (Ω) ∀ zh ∈ Vh,
et il s’ensuit que

|yv − yh(v)|H1
0 (Ω) ≤ C|yv − zh|H1

0 (Ω) ∀ zh ∈ Vh.

Choisissant zh = Π1
hyv, on obtient

|yv − yh(v)|H1
0 (Ω) ≤ C|yv −Π1

hyv|H1
0 (Ω).

Le reste de la preuve est identique à celui de la proposition 2.2.4.

Proposition 2.2.9. Soit v ∈ L2(Ω) et soient yv et yh(v) les solutions de (1.1) et (2.10)
correspondantes. Alors

|yv − yh(v)|L2(Ω) ≤ Ch
2 ‖yv‖H2(Ω) ,

où C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Considérons la fonction définie par

b(x) =

{
f(x,yh(v)(x))−f(x,yv(x))

yv(x)−yh(v)(x) si yv(x) 6= yh(v)(x)

0 sinon

Notons que b(x) ≥ 0. Utilisant la définition de b et des arguments similaires à ceux de
la preuve de la proposition 2.2.5, il vient que

(ψ, yv − yh(v)) = a (zψ, yv − yh(v)) = a (zψ − zh(ψ), yv − yh(v))
= (∇(zψ − zh(ψ)),∇(yv − yh(v)))
+ (f(·, yh(v))− f(·, yv), zψ − zh(ψ)) .

Donc en utilisant la continuité de a, la continuité lipschitzienne de f par rapport à la
seconde variable ainsi que les estimations dans la proposition 2.2.2 et la proposition
2.2.8, on obtient

(ψ, yv − yh(v)) ≤ C |yv − yh(v)|H1
0 (Ω) |zψ − zh(ψ)|H1

0 (Ω)

+

∫
Ω
|χ||yv − yh(v)||zψ − zh(ψ)|dx

≤ C |yv − yh(v)|H1
0 (Ω) |zψ − zh(ψ)|H1

0 (Ω)

+ ‖χ‖L2(Ω)|yv − yh(v)|H1
0 (Ω)|zψ − zh(ψ)|H1

0 (Ω)

≤ |yv − yh(v)|H1
0 (Ω) |zψ − zh(ψ)|H1

0 (Ω)

≤ Ch‖yv‖H2(Ω)h‖zψ‖H2(Ω) ≤ Ch2‖yv‖H2(Ω)‖zψ‖H2(Ω).
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Par conséquent

‖yv − yh(v)‖L2(Ω) = sup
‖ψ‖L2(Ω)≤1

(ψ, yv − yh(v)) ≤ Ch2‖yv‖H2(Ω).

Ceci complète la preuve.

Proposition 2.2.10. Supposons que l’hypothèse H3 est satisfaite. Soit v ∈ L∞(Ω) et
soient yv et yh(v) les solutions les (1.1) et (2.10), respectivement. Alors l’estimation
suivante est satisfaite

‖yv − yh(v)‖L∞(Ωh) ≤ Ch
2−n

2 ‖yv‖H2(Ω) ,

où C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Elle est identique à celle de la proposition 2.2.6.

Théorème 2.2.11. Soient v, vh ∈ L∞(Ω) satisfaisant ‖v‖L∞+‖vh‖L∞ ≤M et soient yv
et yh(vh) les solutions de l’équation (1.1) et (2.10) correspondantes. Alors, les estimations
suivantes sont satisfaites

|yv − yh(vh)|H1
0 (Ω) ≤ C (h+ ‖v − vh‖L2) ,

‖yv − yh(vh)‖L2(Ω) ≤ C
(
h2 + ‖v − vh‖L2

)
, (2.12)

‖yv − yh(vh)‖L∞(Ωh) ≤ C
(
h2−n

2 + ‖v − vh‖L2

)
,

où C = C(Ω, n,M) est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. On a

|yv − yh(vh)|H1
0 (Ω) ≤ |yv − yvh |H1

0 (Ω) + |yvh − yh(vh)|H1
0 (Ω).

La première estimation est alors une conséquence de la proposition 2.2.8, de la proposi-
tion 1.4.1 et de la proposition 1.2.7. Les deux autres estimations peuvent être obtenues
de manière similaire en utilisant les propositions 1.4.1, 1.2.7, 2.2.9 et 2.2.10.

2.2.4 Approximation de l’état adjoint et estimations d’erreur

Le but de cette section est d’étudier l’approximation de l’équation adjointe (1.17).

Proposition 2.2.12. Soit v ∈ L2(Ω). Alors le problème{
Trouver ph(v) ∈ Vh satisfaisant

(∇ph(v),∇φh) + (Dyf (·, yh(v)) ph(v), φh) = (yh(v)− yd, φh) ∀φh ∈ Vh,
(2.13)

admet une solution unique.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 2.2.1.
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Proposition 2.2.13. Soient v, vh ∈ L∞(Ω) tels que ‖v‖L∞+‖vh‖L∞ ≤M . Soient yv et
yh(vh) les solutions de l’équation (1.1) et (2.10) correspondantes, et soient pv et ph(vh)
les solutions de (1.17) et (2.13). Alors les estimations suivantes sont satisfaites

|pv − ph(vh)|H1
0 (Ω) ≤ C (h+ ‖v − vh‖L2) ,

‖pv − ph(vh)‖L2(Ω) ≤ C
(
h2 + ‖v − vh‖L2

)
,

‖pv − ph(vh)‖L∞(Ωh) ≤ C
(
h2−n

2 + ‖v − vh‖L2

)
, (2.14)

où C = C(Ω, n,M) est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Soit u ∈ L∞(Ω) tel que ‖u‖L∞(Ω) ≤M et soit p̃u la solution de{
−∆p̃u +Dyf(·, yh(u)) p̃u = yh(u)− yd dans Ω,

p̃u = 0 sur Γ.
(2.15)

Soustrayant (2.15) de (1.17), nous déduisons que p = pu − p̃u satisfait
−∆p+Dyf(·, yh(u)) p = (Dyf(·, yh(u))−Dyf(·, yu)) pu dans Ω,

+yu − yh(u),

p = 0 sur Γ.

D’après la proposition 1.2.3 et la proposition 2.2.10, on a

|pu − p̃u|H1
0 (Ω) + ‖pu − p̃u‖C(Ω)

≤ C ‖(Dyf(·, yh(u))−Dyf(·, yu)) pu + yu − yh(u)‖L2(Ω)

≤ CM‖yu − yh(u)‖L2(Ω)‖pu‖L∞(Ω) + ‖yu − yh(u)‖L2(Ω)

≤ CM
(
1 + ‖pu‖L∞(Ω)

)
h2‖yu‖H2(Ω) ≤ CMh2. (2.16)

Grâce à (2.3), nous déduisons alors que

|pv − ph(vh)|H1
0 (Ω) ≤ |pv − pvh |H1

0 (Ω) + |pvh − ph(vh)|H1
0 (Ω)

≤
(
|pv − pvh |H1

0 (Ω) + |pvh − p̃vh |H1
0 (Ω) + |p̃vh − p̃h(vh)|H1

0 (Ω)

)
≤ C

(
‖v − vh‖L2(Ω) + h2 + h

)
≤ C

(
‖v − vh‖L2(Ω) + h

)
ce qui donne la première estimation. Les deux autres estimations peuvent-être obtenues
exactement de la même manière en combinant (2.16), (2.4) et (2.6).
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2.3 Approximation du problème de contrôle

Pour u ∈ L2(Ω), nous noterons par yh(u) la solution de (2.10). Le problème de
contrôle optimal approché est défini par

(Ph)


Minimiser Jh(uh) = 1

2

∫
Ωh

|yh(uh)(x)− yd(x)|2 dx+ λ
2

∫
Ωh

|uh|2 dx

uh ∈ Uhad.

L’existence d’une solution pour (Ph) est une conséquence de la continuité de Jh est de
la compacité de Uhad.

2.3.1 Caractérisation des solutions du problème de contrôle approché

Nous commençons par énoncer les conditions d’optimalité associées au problème
approché (Ph).

Proposition 2.3.1. Supposons que l’hypothèse H3 est satisfaite. Si ūh est une solution
de (Ph), alors il existe ph(ūh) ∈ Vh tel que

(∇ph(ūh),∇φh) + (Dyf (·, yh(ūh)) ph(ūh), φh) = (yh(ūh)− yd, φh) ∀φh ∈ Vh,

et ∫
Ωh

(ph(ūh) + λūh) (u− ūh) dx ≥ 0 ∀u ∈ Uhad. (2.17)

Démonstration. Ces conditions d’optimalité peuvent être obtenues en utilisant les mêmes
arguments que dans le cas continu.

Dans le même esprit que pour le cas du problème continu (P ), et en utilisant des
arguments similaires à ceux introduits dans la section 1.4.3, nous allons caractériser les
solutions du problème approché (Ph).

Théorème 2.3.2. Supposons que l’hypothèse H3 est satisfaite et que ūh est une solution
optimal de (Ph). Alors ūh est donné par

ūh(x) = Proj[α,β] (s̄h(x)) = max (α,min(β, s̄h(x))) pour p.t. x ∈ Ω,

où

s̄h|T (x) = sT = −1
λ|T |

∫
T
ph(ūh) dx.

Démonstration. Soit t ∈ [α, β], T ∈ Th un triangle fixé et considérons

vh(x) =

{
t x ∈ T,

ūh(x) x /∈ T.
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Il est clair que vh ∈ Uhad et que∫
Ωh

(ph(ūh) + λūh) (vh − ūh) dx =
∑
K∈Th

∫
K

(
ph(ūh) + λūh|K

) (
vh|K − ūh|K

)
dx

=
∑
K∈Th

∫
K

(
ph(ūh) + λūh|K

)
dx
(
vh|K − ūh|K

)
=

∫
T

(
ph(ūh) + λūh|T

)
dx
(
vh|T − ūh|T

)
=

∫
T

(
ph(ūh) + λūh|T

)
dx
(
t− ūh|T

)
.

Grâce à l’inégalité (2.17), on obtient alors∫
T

(
ph(ūh) + λūh|T

)
dx
(
t− ūh|T

)
≥ 0 ∀t ∈ [α, β] et ∀T ∈ Th.

Utilisant les mêmes arguments que dans la preuve du lemme 1.4.8, on peut montrer que∫
T

(ph(ūh) + λα) dx ≥ 0 si et seulement si ūh|T = α,∫
T

(ph(ūh) + λβ) dx ≤ 0 si et seulement si ūh|T = β.

De plus, si

Si

∫
T

(ph(ūh) + λα) dx < 0 <

∫
T

(ph(ūh) + λβ) dx,

alors ∫
T

(
ph(ūh) + λūh|T

)
dx = 0.

La caractérisation de uh peut-être obtenue en utilisant les mêmes arguments que dans
la preuve du théorème 1.4.7.

2.3.2 Résultats de convergence pour le problème de contrôle approché

Dans cette section, nous montrons que les solutions du problème discret (Ph)
convergent fortement dans L∞(Ω) vers les solutions du problème (P ).

Lemme 2.3.3. Supposons que l’hypothèse H3 est satisfaite et soient v, vh ∈ L∞(Ω) tels
que ‖vh‖L∞(Ω) + ‖v‖L∞(Ω) ≤M . Si

lim
h→0
‖vh − v‖L2(Ω) = 0,

alors

lim
h→0

Jh(vh) = J(v).
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Démonstration. Prenant en compte la définition de J et de Jh, et utilisant des arguments
classiques, on obtient

J(v)− Jh(vh) = 1
2 ‖yv − yd‖

2
L2(Ω) + λ

2 ‖v‖
2
L2(Ω) −

1
2 ‖yh(vh)− yd‖2L2(Ω)

−λ
2 ‖vh‖

2
L2(Ω) + 1

2

∫
Ω\Ωh

(
|yh(vh)− yd|2 + λ|vh|2

)
dx

= 1
2 ‖yv − yh(vh)‖2L2(Ω) + (yv − yh(vh), yh(vh)− yd)

+λ
2 ‖v − vh‖

2
L2(Ω) + λ (v − vh, vh) + 1

2

∫
Ω\Ωh

(
|yd|2 + λ|vh|2

)
dx.

Par conséquent

|J(v)− Jh(vh)| ≤ C
(
‖yv‖L2(Ω) + ‖yh(vh)‖L2(Ω) + ‖yd‖L2(Ω)

)
‖yv − yh(vh)‖L2(Ω)

+C
(
‖v‖L2(Ω) + ‖vh‖L2(Ω)

)
‖v − vh‖L2(Ω)

+C
(
‖yd‖L∞(Ω) + ‖vh‖L∞(Ω)

)
|Ω \ Ωh|

≤ CM
(
‖yv − yh(vh)‖L2(Ω) + ‖v − vh‖L2(Ω) + |Ω \ Ωh|

)
.

Utilisant (2.12) et (2.1), nous concluons que

|J(v)− Jh(vh)| ≤ CM
(
h2 + ‖v − vh‖L2(Ω)

)
−−−→
h→0

0,

ce qui complète la preuve.

Lemme 2.3.4. Supposons que l’hypothèse H3 est satisfaite et soit (vh)h ⊂ Uhad une suite
convergeant vers v pour la topologie faible -∗ de L∞(Ω). Alors

v ∈ Uad et J(v) ≤ lim inf
h→0

Jh(vh).

Démonstration. Soit v la limite faible de (vh)h>0 dans L2(Ω). Comme Uhad ⊂ Uad et Uad
est convexe fermé dans L2(Ω), il est faiblement fermé et v ∈ Uad. De l’autre côté, on a

Jh(vh) = 1
2 ‖yh(vh)− yd‖2L2(Ωh) −

1
2 ‖yv − yd‖

2
L2(Ωh)

+ 1
2 ‖yv − yd‖

2
L2(Ωh) + λ

2 ‖vh‖
2
L2(Ωh)

= 1
2 ‖yh(vh)− yd‖2L2(Ωh) −

1
2 ‖yv − yd‖

2
L2(Ωh)

+ 1
2 ‖yv − yd‖

2
L2(Ω) + λ

2 ‖vh‖
2
L2(Ω) −

1
2

∫
Ω\Ωh

(
|yv − yd|2 + λ |vh|2

)
dx. (2.18)
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Arguant comme dans la preuve du lemme précédent, et prenant en compte la proposition
2.2.9 et la proposition 1.3.1 nous obtenons que∣∣∣‖yh(vh)− yd‖2L2(Ωh) − ‖yv − yd‖

2
L2(Ωh)

∣∣∣ ≤ C ‖yh(vh)− yv‖L2(Ωh)

≤ C
(
‖yh(vh)− yvh‖L2(Ω) + ‖yvh − yv‖L2(Ω)

)
≤ C

(
h2 + ‖yvh − yv‖L2(Ω)

)
−−−→
h→0

0. (2.19)

D’un autre côté, la semicontinuité inférieure de ‖ · ‖L2(Ω) implique que

‖v‖2L2(Ω) ≤ lim inf
h→0

‖vh‖2L2(Ω) .

De plus,∫
Ω\Ωh

(
|yv − yd|2 + λ |vh|2

)
dx ≤

(
‖yv − yd‖2L∞(Ω) + ‖vh‖2L∞(Ω)

)
|Ω \ Ωh|

≤ C |Ω \ Ωh| ≤ Ch2 −−−→
h→0

0. (2.20)

La conclusion suit en prenant en compte ces résultats de convergence et passant à la
limite dans (2.18).

Proposition 2.3.5. Supposons que l’hypothèse H3 est satisfaite, et soit (ūh)h>0 est
une suite de solutions de (Ph). Il existe alors une sous-suite (encore indexée par h) qui
converge pour la topologie faible -∗. Si la sous-suite (ūh)h>0 converge pour la topologie
faible -∗ vers ū, alors ū est une solution de (P ). De plus

lim
h→0

Jh(ūh) = J(ū) = min(P ). (2.21)

Démonstration. La suite (ūh)h>0 étant bornée dans L∞(Ω), il existe une sous-suite,
encore indexée par h, qui converge vers ū pour la topologie faible- ∗ de L∞(Ω). Grâce
au lemme 2.3.4, ū ∈ Uad et

J(ū) ≤ lim inf
h→0

Jh(ūh). (2.22)

D’autre part, soit w̄ une solution de (P ), et considérons Πh : L1(Ω) −→ Uh l’opérateur
d’interpolation défini par

Πhv|T =
1

|T |

∫
T
v(x)dx ∀ T ∈ Th,

et soit

w
h|T̂ = Πhw̄|T ∀ T̂ ∈ T̂h,
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où T ∈ Th est le triangle associé à T̂ . Une fois que w̄ ∈ W 1,∞(Ωh), grâce au théorème
16.1 dans [7] on a

‖w̄ − wh‖L∞(Ωh) = max
T∈Th

‖w̄ − wh‖L∞(T )

= max
T∈Th

‖w̄ −Πhw̄|T ‖L∞(T )

≤ Ch‖w̄‖W 1,∞(Ωh).

Donc
‖w̄ − wh‖L2(Ω) ≤ C

(
‖w̄ − wh‖L∞(Ωh) + |Ω \ Ωh|

)
≤ Ch.

D’après le lemme 2.3.3, on obtient

lim
h→0

Jh(wh) = J(w̄) = min(P ).

De plus, wh est admissible pour (Ph), et

Jh(ūh) ≤ Jh(wh).

Passant à la limite dans l’inégalité précédente, on obtient

lim inf
h→0

Jh(ūh) ≤ lim sup
h→0

Jh(ūh) ≤ lim sup
h→0

Jh(wh) = J(w̄). (2.23)

D’après (2.22) et (2.23), on obtient

J(ū) = min(P )

d’où le résultat

le résultat principal de cette section est donné par le théorème suivant.

Théorème 2.3.6. Supposons que l’hypothèse H3 est satisfaite. Alors

lim
h→0
‖ūh − ū‖L∞(Ω) = 0. (2.24)

Démonstration. La preuve est divisée en deux parties.

Partie 1. Nous allons montrer que

lim
h→0
‖ūh − ū‖L2(Ω) = 0.

De simple calculs montrent que

λ
2 ‖ūh − ū‖

2
L2(Ω) = λ

2 ‖ūh‖
2
L2(Ω) −

λ
2 ‖ū‖

2
L2(Ω) + λ (ū, ū− ūh)

= Jh(ūh)− J(ū) + λ
2 ‖ūh‖

2
L2(Ω\Ωh) + λ (ū, ū− ūh)

−1
2 ‖yh(ūh)− yd‖2L2(Ωh) + 1

2 ‖yū − yd‖
2
L2(Ω)

= Jh(ūh)− J(ū) + λ (ū, ū− ūh) + 1
2

∫
Ω\Ωh

(
|yūh |

2 + λ |ūh|2
)
dx

−1
2 ‖yh(ūh)− yd‖2L2(Ωh) + 1

2 ‖yū − yd‖
2
L2(Ωh) .
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la conclusion suit grâce à (2.21), (2.20), (2.19) et à la convergence faible de (ūh)h vers ū.

Partie 2. D’après les théorèmes 1.4.7 et 2.3.2 , il existe s̄ ∈ C0,1(Ω) et s̄h ∈ L∞(Ωh) tels
que

pū(x) + λs̄(x) = 0 ∀x ∈ T̂ et ∀ T̂ ∈ T̂h, (2.25)

s̄h|T = sT ,

∫
T

(ph(ūh) + λsT )dx = 0 ∀T ∈ Th.

Cette dernière identité implique que pour tout T ∈ Th, il existe xT ∈ T tel que

ph(ūh)(xT ) + λsT = 0. (2.26)

• Fixons T ∈ Th et soit x ∈ T . Grâce à (2.25) et (2.26) et à la continuité lipschitzienne
de pū, on obtient

λ |ū(x)− ūh(x)| = λ
∣∣∣Proj[α,β](s̄(x))− Proj[α,β](s̄h(x))

∣∣∣
≤ λ |s̄(x)− s̄h(x)| = λ |s̄(x)− sT |

= |(pū(x)− ph(ūh)(xT )|

≤ |pū(x)− pū(xT )|+ |pū(xT )− ph(ūh)(xT ))|

≤ C |x− xT |+ ‖pū − ph(ūh)‖L∞(T )

≤ C
(
h+ ‖pū − ph(ūh)‖L∞(T )

)
,

et par conséquent, en prenant en compte (2.14) il vient que

‖ū− ūh‖L∞(Ωh) = sup
T∈Th

‖ū− ūh‖L∞(T )

≤ C
(
h+ ‖pū − ph(ūh)‖L∞(Ωh)

)
≤ C

(
h+ ‖ū− ūh‖L2(Ω)

)
. (2.27)

• Considérons maintenant T̂ ∈ ∂T̂h et soit T l’élément de ∂Th correspondant (∂T̂h et
∂Th représentent l’ensemble des triangles frontière dans T̂h et Th, respectivement). Pour
x̂ ∈ T̂ \T , soit x sa projection sur la frontière Γh de Ωh. Prenant en compte la continuité
lipschitzienne de ū, on obtient

|ū(x̂)− ūh(x̂)| ≤ |ū(x̂)− ū(x)|+ |ū(x)− ūh(x̂)|

= |ū(x̂)− ū(x)|+ |ū(x)− ūh(x)|

≤ C |x̂− x|+ ‖ū− ūh‖L∞(Ωh)

≤ Ch+ ‖ū− ūh‖L∞(Ωh) .

Par conséquent

‖ū− ūh‖L∞(T̂\T )
≤ Ch+ ‖ū− ūh‖L∞(Ωh),
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et

‖ū− ūh‖L∞(Ω\Ωh) = sup
T̂∈∂Th

‖ū− ūh‖L∞(T̂\T )

≤ Ch+ ‖ū− ūh‖L∞(Ωh). (2.28)

Combinant (2.27) et (2.28), nous obtenons finalement

‖ū− ūh‖L∞(Ω) = max
(
‖ū− ūh‖L∞(Ωh), ‖ū− ūh‖L∞(Ω\Ωh)

)
≤ C

(
h+ ‖ū− ūh‖L∞(Ω)

)
−−−→
h→0

0.

Ceci complète la preuve.



Appendice : Notations et
résultats auxiliaires

Caractérisation de la géométrie du domaine

Soit n ≥ 2 et soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné de frontière Γ. On dira que Ω est de classe Cm,γ

si pour tout point x de la frontière Γ, il existe un système de coordonnées orthogonales
(y1, · · · , yn), un hypercube Ux = Πn

i=1]− ai, ai[ et une application

Φx :

n−1∏
i=1

]− ai, ai[ −→
]
−an

2 ,
an
2

[
de classe Cm,γ tel que

Ω ∩ Ux = {(y1, · · · , yn) ∈ Ux | yn > Φx(y1, · · · , yn−1)} ,

Γ ∩ Ux = {(y1, · · · , yn) ∈ Ux | yn = Φx(y1, · · · , yn−1)} .

Espaces de fonctions différentiables

Rappelons qu’un n-uplet de la forme α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn est appelé multi-indice
d’ordre |α| = α1 + · · ·+ αn. Si α est un multi-indice, on note Dα l’opérateur différentiel
défini par

Dαz(x) =
∂|α|z(x)

∂α1
x1 · · · ∂αnxn

.

L’ensemble Cm(Ω) représente l’espace de toutes les fonctions z ∈ C(Ω) dont toutes
les dérivées partielles Dαz (|α| 6 m) sont bornées et uniformément continues dans Ω.
De la même façon, nous définissons Cm,1(Ω) comme l’espace des fonctions z ∈ Cm(Ω)
dont toutes les dérivées partielles Dαz (|α| 6 m) sont lipchitziennes dans Ω. Munis des
normes

‖z‖Cm(Ω) = max
06|α|6m

sup
x∈Ω

|Dαz(x)| ,

‖z‖Cm,1(Ω) = ‖z‖Cm(Ω) + max
06|α|6m

sup
x,y∈Ω
x 6=y

|Dαz(x)−Dαz(y)|
|x−y| ,

Cm(Ω) et Cm,1(Ω) sont des espaces de Banach (Nous désignerons C0(Ω) par C(Ω)).
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Espaces de Lebesgue

Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) z : Ω −→ R est dans Lp(Ω) si
∫

Ω
|z(x)|p dx <∞, si 1 6 p <∞,

ess sup
x∈Ω
|z(x)| = inf {M ∈ R | |z(x)| 6M p.p. dans Ω} <∞, si p =∞.

Munis des normes  ‖z‖Lp(Ω) =

(∫
Ω
|z(x)p| dx

) 1
p

si 1 6 p <∞,

‖z‖L∞(Ω) = ess supx∈Ω |z(x)| si p =∞.

les espaces de Lebesgue Lp(Ω) sont des espaces de Banach. L’espace L2(Ω) est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire

(z, y) =

∫
Ω
z(x)y(x) dx.

Espaces de Sobolev

Soit D(Ω) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans Ω.
Pour m ∈ N, on définit l’espace de Sobolev Hm(Ω) de la manière suivante

Hm(Ω) =
{
z ∈ L2(Ω) | Dαz ∈ L2(Ω) ∀α ∈ Nn, |α| ≤ m

}
,

muni de la norme

‖z‖Hm(Ω) =

 ∑
|α|≤m

‖Dαz‖2L2(Ω)

 1
2

.

Nous noterons aussi par H1
0 (Ω) l’adhérence de D(Ω) dans H1(Ω). Nous savons que H1

0 (Ω)
est caractérisé de la manière suivante

H1
0 (Ω) =

{
z ∈ H1(Ω) | z|Γ = 0

}
.

Nous désignerons par H−1(Ω) le dual de H1
0 (Ω) et on le munit de la norme duale

‖f‖H−1 = sup
|z|
H1

0
(Ω)
≤1
〈f, z〉H−1,H1

0
.

Inégalités

Nous collectons aussi les inégalités classiques suivantes

‖z‖L2(Ω) ≤ CP ‖∇z‖L2(Ω) ∀z ∈ H1
0 (Ω) (Inégalité de Poincaré),

‖z‖L4(Ω) ≤ CS ‖∇z‖L2(Ω) ∀ z ∈ H1(Ω) (Inégalité de Sobolev).
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Une conséquence directe de l’inégalité de Poincaré est que la semi-norme

|z|H1
0 (Ω) = ‖∇z‖L2(Ω)

est une norme sur H1
0 (Ω), équivalente à la norme ‖·‖H1(Ω).

Théorème de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert réel de norme ‖ · ‖H . On considère une forme bilinéaire
continue sur H ×H, i.e.

∃M > 0, ∀y, z ∈ H, |a(y, z)| ≤M ‖y‖H ‖z‖H ,

et on suppose qu’elle est elliptique (ou coercive) sur H, i.e.

∃α > 0, ∀z ∈ H, a(z, z) ≥ α ‖z‖2H .

On considère aussi une forme linéaire F sur H. Alors le problème{
Trouver y ∈ H tel que

∀z ∈ H, a(y, z) = F (z),

admet une solution unique z ∈ H. De plus, cette solution vérifie

‖y‖H ≤ 1
α‖F‖H′ .

Théorème de recollement de Sobolev

Soit Ω un ouvert borné de classe C1. Soit (Ωi)1≤i≤I une partition régulière de Ω, i.e. que
chaque Ωi est un ouvert de classe C1 tel que

Ωi ∩ Ωj = ∅ si i 6= j, Ω = ∪Ii=1Ωi.

Soit z une fonction dont la restriction à Ωi appartient à H1(Ωi). Si z est continue sur
Ω, alors z appartient à H1(Ω).
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