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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a ’analyse mathématique et numérique de
problemes de controle optimal gouvernés par des équations aux dérivées partielles semi-
linéaires elliptiques. Trois grands axes sont considérés

1. Existence d’un controle optimal
2. Etablissement des conditions d’optimalité du premier et du second ordre

3. Approximation numérique

Les deux premiers points seront abordés au premier chapitre, le dernier point au second
chapitre.

Meéme si 'objectif final est de déterminer un controéle optimal (i.e. un controle admissible
minimisant une fonctionnelle donnée), nous devons contourner un certain nombre de dif-
ficultés et résoudre des questions mathématiques délicates. Pour garantir I’existence de
ce controle optimal, nous avons besoin d’analyser l’existence, I'unicité et la régularité
des solutions de I’équation d’état qui lui est associée. La résolution numérique de ce
probleme nécessite de discrétiser le probleme de controle, ce qui est généralement fait en
utilisant la méthode des éléments finis. Afin d’établir les estimations d’erreur correspon-
dantes, il est essentiel de garantir une certaine régularité du controle optimal. Celle-ci
peut-étre atteinte en utilisant les conditions d’optimalité du premier et du second ordre.
Pour établir ces dernieres, nous avons en particulier besoin d’étudier la solvabilité de
I’équation adjointe.

Dans ce sens, la premiere étude compléte pour cette classe de problemes a été menée
dans [1] o tous ces aspects ont été considérés. Les estimations d’erreur a priori utilisées
dans ce papier, et correspondant a I’équation d’état semi-linéaire, ont été prouvés dans
[10].

Tous les détails liés a cette analyse seront repris et développés dans ce manuscrit. Nous
commencons par le probleme continu, et avons opté pour une étude systématique de
la solvabilité d’une classe d’edp linéaires. Les résultats obtenus sont alors généralisés
(dans le méme esprit que [10]) au cas semi-linéaire ou des estimations qui nous seront
utiles sont établies. Nous étudions la continuité lipschitzienne et la différentiabilité au
sens de Gateaux de 'application qui au controle associe ’état et dérivons les conditions
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d’optimalité du premier et du second-ordre. Utilisant ces dernieres, nous caractérisons
le controle optimal et montrons qu’il hérite de la régularité de I’état adjoint. Nous abor-
dons ensuite I'approximation du probléeme de controle, analysons 1’équation d’état ap-
prochée, I’équation d’état adjointe approchée, établissons des estimations d’erreurs et
caractérisons le controle optimal approché. Finalement, nous montrons que le controle
optimal approché converge vers le controle optimal continu. Les notations et des résultats
auxiliaires sont placés en appendice & la fin du manuscrit.



Chapitre 1

Controle optimal d’équations
semi-linéaires elliptiques :
Analyse mathématique



2 1. CONTROLE D’EQUATIONS SEMI-LINEAIRES ELLIPTIQUES : ANALYSE MATHEMATIQUE

1.1 Introduction

Dans toute la suite,  est un ouvert borné de R™ (n = 2,3) de frontiere I" de classe
CU1. L’objectif de ce chapitre est d’étudier un probleme de contréle optimal gouverné
par une équation aux dérivées partielles semi-linéaire elliptique donnée par

-Ay+ f(,y) =u dans €2,
¢9) (1.1)
y=20 sur I'.

On supposera que [ satisfait 'hypothese suivante :

H1 - f est une fonction de Carathéodory de Q x R — R. Pour tout = € €, f(x,-) est
de classe C! avec D, f(z,-) > 0. Pour tout M > 0, il existe Cjy > 0 tel que

|f(z, )| + [Dyf(z,y)] < Cn Y(x,y) € Q x [-M, M].

Dans (1.1), la fonction u désigne un contrdle et on notera y,, la solution associée a w.
Nous énoncerons plus loin les conditions garantissant ’existence, I'unicité et la régularité
de solution de (1.1). L’objectif est d’étudier I’existence d’un contrdle optimal et d’établir
les conditions d’optimalité pour le probleme suivant

Minimiser /]yu yal?® dz + 2 /|u|2 dx

U€E Uy ={uecL>®Q)|a<u(r)<p pourpt. xec},

(P)

ou yg € L>®(Q) est une fonction fixée, A > 0, o, 8 € R.

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 1.2, nous étudions I’existence, 'uni-
cité et la régularité des solutions pour une classe d’équations aux dérivées partielles
linéaires. Ces résultats nous seront ultérieurement utiles dans ’analyse de la solvabi-
lité de I'équation d’état, de I’équation adjointe et dans 1’établissement des conditions
d’optimalité. Se basant sur le théoreme de Minty-Browder et utilisant des propriétés de
monotonie, de continuité et de coercivité de 'opérateur semi-linéaire associé a I’équation
d’état, nous commengons par établir I’existence d’une solution faible correspondante. Uti-
lisant le principe du maximum, nous montrons que la solution est continue et énongons
des résultats de régularité supplémentaires. Dans la section 1.3, nous établissons ’exis-
tence d’un controle optimal. Les conditions d’optimalité sont alors abordées dans la
section 1.4. Nous commencons par établir certaines estimations utiles et par étudier la
différentiabilité de 'application associant 1’état au controle et celle de la fonctionnelle
cout. Des conditions nécessaires d’optimalité du premier et du second ordre sont alors
établies et des conditions suffisantes d’optimalité énoncées.

1.2 Solvabilité de I’équation d’état

1.2.1 Equations linéaires

Dans cette section, nous étudions la solvabilité (existence, unicité et régularité de solu-
tion) d’une classe d’équations aux dérivées partielles linéaires elliptiques.
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Proposition 1.2.1. Soit g € L*(Q) et b € L*(Q) avec b > 0. Alors ’équation

{ —Az+bz=g dans €, (1.2)

z=0 sur I,
admet une solution unique dans H}(Q). De plus, lestimation suivante est satisfaite
2lm1 ) < Cpllglliz ),
ot C'p est la constante de Poincaré.

Démonstration. La formulation variationnelle associée est de la forme

{ Trouver z € Hi(Q) tel que (1.3)
a(z,¢) = F(¢) Vo € Hy(Q), '
ou a est la forme bilinéaire définie par

a(z,0) = (Vz, V) + (bz, )  Vz,¢ € H}(Q) (1.4)

et ou F est la forme linéaire définie par

F(¢)=(9,0) Vo€ Hy(Q).
Vérifions que a est coercive dans Hg (£2). Prenant en compte le fait que b > 0, on obtient
a($,¢) = (V6, V) + (bd,0) = Vo720 + (b6, 0)
= 16l3 @ + (06, 9)
> |0l Vo€ Hy(Q).

Prouvons & présent que a est continue dans H}(Q2). En utilisant 1'inégalité de Cauchy-
Schwartz et 'injection de Sobolev

16llr2@) < Cslélm@ Vo€ Hp (),

il vient que

la(w, ¢)| = [(Vw, V¢) + (bw, §)|
< IVl 2@ IVAll 2 ) + 16l L2 lwdll 2(o)
<[Vl 2 [IVPl L2(0) + 16l L2y w20 1]l L2 ()
< (1+ C3lIbll 2 [wl gyl dlmy)  Yw, ¢ € Ho(9).

Finalement, en utilisant 'inégalité de Poincaré et des arguments classiques, on obtient

[F(@) = 1(g,0)] < llgll2@lldllz2) < Cprllgllz2@)|9lm1 @) Vo € Hy (%),
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montrant ainsi la continuité de F'. Les conditions d’application du théoreme de Lax-
Milgram étant satisfaites, nous déduisons que 1’équation (1.2) admet une solution faible
unique z € H} ().

Pour obtenir I'estimation a priori correspondante, posons ¢ = z dans la formulation
(1.3) et utilisant la coercivité de a et la continuité de F', nous obtenons

|Z|§-15(Q) <a(z,2) = F(z) < Cpllgll2@) |2l a1 o)
et donc
2lm1 ) < Cpllgllz2 -
Ceci termine la démonstration. O]
Comme nous le verrons dans la proposition 1.2.3 ci-apres, la solution faible de (1.2)

est plus réguliere que H&(Q) Ce résultat est une conséquence des résultats classiques
énoncés dans le lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Soit g € L1(Q) avec 2 < q < +o0. Alors l’équation

(1.5)

—Ap=gyg dans §,
¢=0 sur T,

admet une solution unique ¢ € Hy(Q)NW>4(Q). De plus, on a les estimations suivantes

18l @) < Cllgllzz ), 9llw2a() < CllgllLe),
ou C' > 0 est une constante indépendante de g.
Démonstration. Voir [12] et [8]. O

Proposition 1.2.3. Soient g € L9(2) et b € LI(Q) avec 2 < g < 00 et b > 0. Alors la
solution du probléme (1.2) appartient a W>4(S2). De plus, les estimations suivantes sont
satisfaites

Izlle@) < Cillgllz ),

22y < Co (14 [1bll o)) N9l Lo,

ou C1 et Co sont des constantes positives indépendantes de b et de g.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en trois parties. Dans les deux
premiéres, nous montrons que la solution appartient a C'(2) et établissons I'estimation
correspondante. Nous déduisons alors le résultat de régularité (et I'estimation correspon-

dante) dans la derniére partie.

Partie 1. Supposons dans un premier temps que g > 0. Prenant alors en compte le
signe de b et appliquant le principe du maximum (cf. [12]), il vient que la solution de
I’équation (1.2) satisfait

z > 0.
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Soit alors ¢ la solution de (1.5) et posons w = ¢ — z. Il est facile de voir que w = ¢ — z
est la solution de I’équation

{ —Aw = bz dans 2,

w =20 sur I'.
Appliquant encore une fois le principe du maximum, il vient que w > 0, i.e.
z < ¢.
Combinant les deux résultats, nous déduisons que
0<2z< ¢,

et donc
||ZHC(§) = H¢HC(§)

De l'autre coté, grace au lemme 1.2.2, nous savons que ¢ € H2(f2) et que

91l zr2(02) < Cllgllz2 @)

Rappelant I'injection de H?(2) dans C (), nous déduisons finalement que

l2lloy < I9llo < Cllélluz@y) < Cllliz

ou C est une constante positive indépendante de b et de g.

Partie 2. Considérons maintenant le cas général. Soit g™ et g~ les parties positives et
négatives de g de sorte que g = g™ — g~. Notons 21 et 23 les solutions de ’équation (1.2)
correspondant & g* et g, respectivement, i.e.

—Az; +bzy =g"  dans Q,
—Azy+ bz =g~ dans €,
z1=0 sur I
29 =0 sur I'.

D’apres la partie 1, on a
I lle < Cllgtllzze

et donc
—Cllglirz@) < —Cllg* 2@ < 21 < CllgT 12 < Cllglirz@)

De la méme facon, on trouve que
=Cllgllzz) < =Cllg™ lr2() < 22 < Cllg™ [I2() < Cllgllz2()
Observant que z = z1 — 29, il vient que

—Cllgllz2) < 2 =21 — 22 < Cllgllr2(0),
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et par conséquent
lele@ < Cillgllzze):
ol (] est une constante positive indépendante de b et de g.
Partie 3. Soit z la solution de I’équation (1.2). Alors z est la solution du probléme (1.5)
correspondant & —bz 4+ g € L4(2). D’apres le lemme 1.2.2, z appartient & W24(Q). De
plus
Izllw2a) < C (162l L) + 119l Le (o))

< C (Il ll#llog + 9l )

< C (CulIbll ooy gl 2y + gl Lae))

< Co (1 + 16l zage) gl Lae)s

ou C' et (5 sont des constantes positives indépendantes de b et de g. O

1.2.2 Equation d’état

L’analyse du probleme de controle optimal nécessite une étude approfondie de la
solvabilité de I’équation d’état (1.1). Des résultats d’existence, d’unicité et de régularité
de la solution faible correspondante feront ’objet de cette section.

L’existence d’une solution y,, € H}(Q) N L®°(Q) de 'équation d’état peut-étre prouvée
comme suit :

e Nous commencons par tronquer f en considérant, pour k& € N, la fonction

FCok)+Dyf(-, k) (z — k) siz >k,
fe(2) =19 f(-2) si|z| <K,
f—k)+Dyf(-,—k)(z+k) siz<—k

Cette fonction est de classe C' par rapport a la seconde variable et sa dérivée satisfait
Dy fi(z,-) >0  pt.zeQ, (1.6)

et
||Dyfk(33’ ')HC(R) = ||Dyfk(1'a ')HC([—k;,k:}) < Cy p.t. x € . (1-7)

Ce sont ces propriétés qui nous permettront de prouver que l'opérateur
—A+ fii(-)  Hy(Q) — H™H(Q)

est monotone, continu et coercif, d’apres le théoreme de Minty-Browder, nous déduisons
qu’il existe une solution unique y; € HOI(Q) vérifiant

{ —Ay+ fe(z,y) =u  dans €, (1.8)

y=20 sur I
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e En utilisant des arguments classiques, nous prouvons ensuite que (y)r est uni-
formément bornée dans L™ () et que, pour k suffisamment grand, on a

TeCyr) = fsyk)-

Par conséquent v, € H(Q)NL>®(R) est solution de I'équation d’état (1.1). Commengons
par énoncer le théoreme de Minty-Browder.

Théoréme 1.2.4. Soit E un espace de Banach reflexif et soit A une application non
linéaire et continue de E dans E'. Supposons que

(A(z1) — A(22), 21 — 22>E/7E >0 pour tout z1,29 € E avec z1 # 23,
et

lim  AB)2ee

lls—+oo 1715

= +o00.

Alors pour tout L € E', I’équation Az = L admet une solution unique z € E.

Dans la proposition suivante, nous établissons 'existence d’une solution faible au
probleme ”tronqué” (1.8).

Proposition 1.2.5. Si H1 est satisfaite et si u € L*(Q), alors le probléeme (1.8) admet

une solution unique y; € H&(Q) De plus, l’estimation suivante est satisfaite

el < Cr (Il ey + 1502y )
ou Cp est la constante de Poincaré.

Démonstration. Considérons les applications A et L définies par

(A(2), @) -1 g = (V2, V) + (fi( 2) = ful:,0), 9)
et
<L7¢>H—17H6 = (’LL - fk(70)7¢) .

La formulation faible associée au probleme (1.8) est équivalente a

Trouver y € Hg () tel que
(1.9)

(AW). ) sy = (L) s gy Vb € HY(Q).

L’idée est d’utiliser le théoreme 1.2.4 pour montrer que (1.9) admet une solution faible
unique.

Commengons par remarquer que pour tout z1,z2,¢ € Hi(2), on a

(A(21) = Al22), ) -1 gy = (V (21 = 22), V) + (fi (-, 21) = fi (-, 22) , &)
(V (21— 22), Vo) + (bi(-, 21, 22) (21 — 22) ,¢) ., (1.10)
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1
ot bylrs21.20) = | Dyl 01+ (1= 0)20) do
0

e Pour montrer que I'opérateur A est continu de Hg(Q) dans H1(f2), considérons une
suite (zy), convergeant vers z dans Hg (). Prenant en compte (1.7), utilisant (1.10) et
I’inégalité de Sobolev, il vient que

[(AG) = AG), ) sy =17 Gn = 2),96) + (il 2,2) (2 = 2) 6]

< lzn — Z|H(§(Q) |¢’H5(Q)

10k (5 20, 2) Ml oo ) 120 = 2l L2 () 191l L2

< lan — Z|H5(Q) |¢’H5(Q) + Ck [|zn — ZHL2(Q) ||¢||L2(Q)
< (14 C3Cx) |2 — Z|H5(Q) |¢|H01(Q) )

ou Cp est la constante de Poincaré. Par conséquent

IAG) = AGa)l g = sup [(AG) = A(z), ) o1,y

< (+C) len = 2lgye) 7572 O

e Prouvons a présent la monotonie de A. Posant ¢ = z; — 2o dans (1.10) et prenant en
compte (1.6), nous déduisons que

(A(z1) = A(z2), 21 = 22) oy = |21 = 22031 +/Qbk(‘,21,22) (21 — 22)° da

/

N~

>0

e De méme, choisissant z; = z et z9 = 0 et remarquant que A(0) = 0, il vient que

(A=), 2 g-rm i

= = ’Z‘Hl Q)
2l 1 () 2] 1 (o) o()
et donc
AR g
lim =400
|Z‘Hé(g)_)+oo ‘Z‘Hé(ﬂ)

montrant ainsi la coercivité de A.

e Finalement, utilisant 'inégalité de Poincaré, on obtient

<L)¢>H*17Hé |( *fk(,()),gf)”:‘(U*f(,()),(ﬁ)‘
(2@ + 1 G0l 2y 19120

< Cp (lull ey + 15020y ) 191y -

<
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Les conditions d’application du théoréme de Minty-Browder étant satisfaites, nous
déduisons que le probleme (1.9) admet une solution unique yg. De plus, posant ¢ = y
dans (1.9) et utilisant des arguments similaires, on obtient

2
ks ) < CAWR) k) g1 gy = (Lo Yk) 1

< Cp (Il 2y + 1€ Ol 2y ) ol my e

ce qui implique que

vl < Cp (Il zaoy + £ )l 2y
et termine la preuve. O

Nous allons prouver & présent que la solution faible de 1’équation (1.8) est continue
sur €.

Proposition 1.2.6. Si H1 est satisfaite et si u € L*(), alors la solution de (1.8)

appartient a C(2). De plus

lwlle < Cr (Il oy + 1C. 0l ey )

ou C est la constante donnée dans la proposition 1.2.3.

Démonstration. Nous savons déja que le probleme (1.8) admet une solution unique y; €
HE(Q) (voir proposition 1.2.5). Cette solution satisfait

—Az+byz=u— f(-,0)  dans Q,
z=0 sur I,

1
ou by(x) = / Dy f(x,0yk(z)) df. Grace a la proposition 1.2.3, y,, € H*(Q) — C(Q) et
0

satisfait
9kl < Crllu = f(0)l 2 < Cr (”uHLQ(Q) + Hf(wo)”m(sz)) ,
ou (1 > 0 est indépendante de k, de f et de w. O

Finalement, nous sommes en mesure de montrer l'existence d’une solution de
'équation d’état dans H}(2) N W?24(Q). Plus précisemment, nous avons le résultat sui-
vant.

Théoréme 1.2.7. Si H1 est satisfaite et siu € LI(S2) (2 < ¢ < +00) avec [luf, < M,
alors Iéquation (1.1) admet une solution unique y,, € HE(Q) N W24(Q). Cette solution
satisfait les estimations suivantes

vl gy + Iallo@) < € (1F60) e + lullzeey)

yullw2a@) < Cum,

ou C' et Cys sont des constantes indépendantes de f et de u.
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Démonstration. Soit k tel que

k> C1 (Il gy + 160l 2y ) -

ot Oy est la constante dans la proposition 1.2.6. Soit yx € HE(Q) N C(Q) la solution de
(1.8). Grace a la proposition 1.2.6, on a

lolle@ < Cr (lullzzy + 17C,0)ll ey ) < &

et donc
TeCoyr) = F(sun)-

Autrement dit, yi est aussi solution de (1.1). Reste a prouver l'unicité de la solution
dans H{(9) N C(Q). Supposons que y; et y2 sont deux solutions de (1.1). Utilisant des
arguments classiques, nous pouvons facilement voir que z = y; — ¥ est solution de

{ —~Az+bz=0  dans Q, (1.11)

z=0 sur I,
~ 1 ~
oub= / Dy f(+,0y1+(1—0)ys, u)dd > 0. Une fois que b € L*(Q2), d’apres la proposition
0
1.2.1, nous déduisons que le probléme (1.11) admet une solution unique et que
12l 22y < Cp 2l g3 <0

impliquant que z = 0, i.e. y1 = y2 p.p-

L’estimation dans H}(2) N C(Q) suit directement de celle de yi. L’estimation dans
W24(Q) peut-étre déduite en remarquant que y, satisfait

—Ay+by=u— f(-,0) dans Q,
y=20 sur I

1
ou b= / Dy f(0y,) df et en appliquant Iestimation dans la proposition 1.2.3. O
0

Finalement, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 1.2.8. Si H1 est satisfaite et si u € L®(Q) est tel que ||ul|;c < M, alors
Uéquation (1.1) admet une solution unique y,, € H} (Q)NW?2P(Q), pour tout 2 < p < +o0.
Cette solution satisfait les estimations suivantes

vl gy + Iallo@) < € (1760l + lull )
[yullwzr @) < Cum,
ou C et Cyy sont des constantes indépendantes de f et de u.

Remarque 1.2.1. Une conséquence directe du Corollaire 1.2.8 est que y, € C%(Q).
En effet, en choisissant p > n, on a W?P(Q) — C%1(Q).
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1.3 Existence de controle optimal

Le but de cette section est d’établir ’existence d’un contréle optimal. Nous commence-
rons par un résultat de continuité sequentielle de ’application u +—> .

Proposition 1.3.1. Soit (uy)r une suite uniformément bornée dans L*°(2) conver-
geant vers u pour la topology faible de L*(Q), et soient y,, et y, les solutions de (1.1)
correspondant a uy et u, respectivement. Alors

Yuy, fmoo, Yu dans H&(Q) NnC(9Q).

Démonstration. Supposons que |[ug|| o) < M. Gréace au théoréme 1.2.7 et & la re-
marque 1.2.1, on a

Yl 2@ T Y]l con @y < O,

ce qui implique que la suite (y,, ) est uniformément bornée dans H}(2) N C%1(Q). 1l
existe alors une sous-suite, encore indexée par k, et y € HE(Q) N C%1(Q) tel que

Yu, —> Y faiblement dans H{(€2).
De plus, l'injection de C%1(2) dans C(9) étant compacte, il vient que

Yu, —> Y fortement dans C(Q).

k—+o00

Par conséquent,

1 Coa) = £y = || (e = )] o 190~ 910

<5
o = [l

< Ou llyue =yl gy =72 0

1
ou by, = / Dy f(-, 0y, + (1 —0)y) df. Prenant en compte ces résultats de convergence et

0
passant a la limite dans la formulation faible correspondante a ¥,

(vyukv V¢) + (f ('7yuk) 7¢) = (ukv ¢) V¢ € H&(Q),
nous obtenons
(Vy, Vo) + (f(y),¢) = (w,¢) Vo€ Hy().

Autrement dit, y = y,,. Nous avons donc prouvé que (yi)r converge vers ¥, fortement
dans C(Q) et faiblement dans H{(€2). Pour montrer que la convergence est forte dans
HZ (), remarquons que y; — y,, satisfait

(v(yuk - yu)av¢) + (f ('7yuk) - f ('7yu) 7¢) = (uk —u, (b) V(b € H&(Q)
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Choisissant ¢ = y,, — v, et utilisant la coercivité de a, la monotonie de f par rapport a
la seconde variable, nous déduisons que

2 2
|yuk - yu‘H&(Q) < ‘yuk - yu|Hé(Q) + (f (7yuk) - f (7yu) s Yuy, — yu)
>0

= (U — Uy Yuy, — Yu) < (HukHLZ(Q) + ||U||L2(Q)) Yy, — yuHLZ(Q) :

Le résultat suit en remarquant que (ux) est bornée et que (Y, )r converge fortement
dans L?(92). O

Théoréme 1.3.2. Le probléme (P) admet au moins une solution u.

Démonstration. Soit (ug)r C Uyq une suite minimisante de (P). Elle est uniformément
bornée dans Uyg et il existe alors une sous-suite, encore indexée par k, et 4 € L%(Q) tel
que

up — faiblement dans L*(Q).

De plus, U,g étant un sous-ensemble convexe fermé de L?(Q) est faiblement fermé et
donc 4 € Ugq. Utilisant la semi-continuité inférieure de || - [|2(q), on déduit que,

_12 .. 2
17lZ2 0y < i inf ffug][7 q).

Prenant alors en compte la proposition 1.2.1, nous déduisons que (y,, )i converge forte-

ment vers yz dans C({2) et, par conséquent

lm |yu, — vall720) = llva — vall T2(q) -
kstoo |k L2(Q) (@)
Combinant ces résultats de convergence, et prenant en compte la définition de J, nous

déduisons que
J(u) < liminf J(ug) = inf(P).

k——+oco

Autrement dit, @ € U,q est un controle optimal. O

1.4 Conditions d’optimalité

Dans cette section, nous allons étudier les conditions d’optimalité du premier et du
second ordre.

1.4.1 Différentiabilité de D’application associant I’état a la variable
controle

Une étape fondamentale lors de 1’établissement des conditions d’optimalité est 1’étude
des propriétés topologiques de 'application u — y,. La continuité lipschitzienne de cette
application sera le premier aspect que I'on considere.
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Proposition 1.4.1. Soient u,v € L?()) et soient y, et y, les solutions de (1.1) corres-
pondantes a u et v, respectivement. Alors

va = ol + v = wolle@ < Cllu = vl 2@, (1.12)
ou, C est une constante positive indépendante de u et de v.

Démonstration. Des arguments identiques a ceux utilisés dans la section précédente
montrent que y = y,, — ¥y, est solution de

_Ay+f('7yu)_f('>yv):U—U dans (2,
y=20 sur I,

ce qui est équivalent a

{ —Ay+by=u—v  dansQ, (1.13)

y=20 sur I,

ot b = /1 Dy f(-,0y, + (1 —6)y,)dd. D’apres la proposition 1.2.1 et la proposition 1.2.3,
nous dédouisons que

Wlai@) + Wllom) < Cllu = vl ),
ce qui donne ’estimation. ]

Le résultat auxiliaire suivant sera utile pour la suite.

Proposition 1.4.2. Soient v € L?(Q), by, by € L?(Q) tels que by > 0 et by > 0. Soient
21 et zy des solutions de l’équation (1.2) correspondant d (by,v) et (ba,v), respectivement.
Alors on a l'estimation suivante

21 = 22l ) + 121 — 2lle@) < Cllb2 = ball2(q) 0]l L2,
o, C est une constante positive indépendante de by, by et de v.

Démonstration. 1l est facile de vérifier que z1 — zo satisfait

—A(21 — 22) +b2(21 — 22) = (b2 —b1)z1  dans Q,
21 —29=0 sur I

Grace aux propositions 1.2.1 et 1.2.3, on obtient
I21 = 22|l 1) + 121 — 22llo@) < Coll(bz = br)21ll 12

<O Hb2 - bl”LQ(Q) HZIHC(Q)
< Clbz = bull 2oy 10l 22y -

donnant ’estimation recherchée. O
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Le deuxieme aspect concerne la différentiabilité au sens de Gateaux de ’application
U Yy

Proposition 1.4.3. Soient u,v € L*(Q) et p €]0,1[. Alors

Iroll 1 Iroll o
Yutpv = Yu + P2uw +7p avee lim ——0& _ qiy TPle@ _
p—0+ p p—0T

0l 2y est la solution de l’équation linéaire

—Az+Dyf(,yu)z =0 dans €,
{ z=0 sur T. (1.14)
Démonstration. Posons u, = u + pv. De simples calculs montrent que z, = w est

solution de
—Az,+ bz, = dans €,
z2p =0 sur T,

1
ol b, = / Dy f(-,0yu + (1 — 0)yy,)df. Gréace a la proposition 1.4.2, il vient que
0
|Zp - Zuv|H5(Q) + ||Zp - Zuv”c(ﬁ) <C ||bp - b||L2(Q) ||U||L2(Q) ) (1.15)
ou b = Dy f(-,yu). D’autre part, d’apres la proposition 1.4.1, on a
‘yup - yulHé(Q) + Hyup - yuHC(ﬁ) < p H’UHLQ(Q) —0 quand P — 0.

Prenant alors en compte I’hypothese sur D, f, nous déduisons que (b,), est uniformément
bornée dans L%(Q) et, appliquant le théoréme de convergence dominée, il vient que

pl_ifél+ 1bp = bll 120y = O (1.16)
La conclusion suit en combinant (1.15) et (1.16). O

1.4.2 Différentiabilité de la fonctionnelle cott par rapport a la variable
controle

Une conséquence directe de ces résultats est liée a la différentiabilité du cout J par
rapport a la variable controle.

Proposition 1.4.4. Si H1 est satisfaite et si u € L*(), alors
J (u)v = (py + Au,v) Yo e L3(Q),
ot py, € H}(Q) N C%L(Q) est la solution de ’équation adjointe

*Apu + Dyf(’a yu)pu =Yu — Yd dans Q7
(1.17)
pu=0 sur T.
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Démonstration. Soit v € L?(Q) et posons u, = u+ pv. De simples calculs montrent que
J(up) — J(u)
A A
= %Hyup - de%Q(Q) + f”uPH%Q(Q) - %Hyu - de%2(Q) - §HU/H%Q(Q)
= 319, = Yu+ Y — vall32 () + 3llup — v+ ulF2q)
_%Hyup - ?Jd”%2(g) - %HUH%Q(Q)
= %”yup - yuH%Z(Q) + %”yu - de%ﬁ(Q) + (yup — Yus Yu — Yd)
+%”“P - UH%Q(Q) + %HuH%Q(Q) + Au, up — u) = 5llYu — de%Q(Q) - %”UH%Z)(Q)
= %Hyup - yu”%ﬂ(Q) + (yup — Yus Yu — Yd) + %”Up - UH%2(Q) + /\(U7Up —u)

— Uy, = valZacy + Wy = Vs 9 — ) + BlpvlZqy + A po),

et donc
J(up) — J(u)
pT = ﬁ”yup - yu”%ﬁ(g) + %(yup — Yus Yu — yd)
+5pllvll 2y + A, 0)
= Sll2plZ2 () + (200 Yu — ya) + IV ]I 72(0) + Alu, ),
ou z, = @. D’apres la proposition 1.4.3, nous déduisons que
J —J
J'(u)v = lim —(up) (u)
p—0t p

= Tim (8llzpl (o) + (opr = a) + 3ol 20 + Aw,v)

= lim (Zpa Yu — yd) + )‘(ua U)

p—0t
= (Zum Yu — yd) + )\(u, U)’

ol 2y, est la solution de (1.14). Considérons alors ’équation adjointe (1.17). Grace aux
propositions 1.2.1 et 1.2.3, cette équation admet une solution unique p, € H&(Q) N
C%1(Q). Choisissant z,, comme fonction-test dans la formulation faible correspondant
a py, il vient que

(VPu, Vzuw) + (Dyf(‘a Yu) Pus 2uv) = (Yu — Yds Zuv)- (1.18)

De l'autre coté, choisissant p,, comme fonction-test dans la formulation faible correspon-
dant a z,,, nous obtenons

(Vzuva qu) + (Dyf(ayu) Zuvapu) = (U7pu)' (1'19)
Combinant (1.18) et (1.19), on a

(yu — Yd, Zuv) = (Uapu)7 (1.20)
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et donc
J (u)v = (py + Au,v) Yo € Uyg.

Ceci termine la preuve. O

Proposition 1.4.5. Soit u € L*(Q) et supposons que Uhypothése H1 est satisfaite.
Supposons aussi que :

H?2 - f est de classe C? par rapport & y et que pour tout M > 0, il existe Cyy > 0 tel
que
’Dyyf($7y)|§CM V(:E,y)GQX[—M,M].
Alors
J" (w)ow = — (Pu, Dyy f (Yu) 2uwzuv) + (2uw, 2uv) + Mw, v),
ot py, est la solution de (1.17) et ol zyy et zyy sont les solutions de (1.14) correspondant
a (u,w) et (u,v), respectivement.

Démonstration. Soient v,w € L%*() et posons u, = u+ pw. Grace a la proposition 1.4.4
et a (1.20), on obtient

J'(up)v — J' (W (pu, + Mip,v) — (pu + Au,v)
p a p
(pupvv) — (Pusv)
P
(Zupm Yu, — yd) - (Zum Yu — yd)

p
zZ —Z -
= (A\w,v) + <upvpuv’yup - yd) + (zuva yupp yu) ) (1.21)

OU Zy,y €t zyy sont les solutions des systemes linéaires

= (Aw,v) +

= (Aw,v) +

_AZUpU + Dyf('a yup) Rupv =V dans Q,
Zuw =0 sur T,

et
{ —Azyy + Dy f(3Yu) 2uw =0 dans €,

Zyy =0 sur I'.

Combinant ces deux équations, et utilisant des arguments classiques, nous pouvons fa-
. Zup'ufzuv .
cilement montrer que X, = —2—— est solution de

p

“AX, + Dyf(yu) X, = 2l Dullvne) 5 Gang
X,=0 sur T'.

Considérons maintenant le systeme

-AX + Dyf('vyu)X = *Dyyf(',yu)zuwzuv dans €2,
X=0 sur I
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Une fois que Dy, f(-, yu)Zuwzue € L(Q2), il vient que ce probleme admet une solution
unique X € H{(Q) N C%(Q). D’apres la proposition 1.4.2, on a

1Xp = Xl ) + 11X = Xlle@

H Dyf(':yup) - Dyf('7yu)
p

<C

. (1.22)
£2(Q)

Rupv — Dyyf('a yu)zuwzuv

Remarquons alors que

Dyf('zyup)nyf('vyu)
P

Yup —Yu
Zupv — Dyyf('7 yu)zuwzuv =3dp £ Rupv — 9 FuwRuv
o P P

= (gp _ g) yup;yu ZUP,U —+ g (w — Zuw) Zupv —+ 9Zuw (Zupv - Zuv) y

1
ol g, = /0 Dyy (-, 0yu + (1 = 0)yy,) dO et g = Dy, f(-, yu). Par conséquent

H Dyf(-, y“p) _ Dyf(" yU) Rupv — Dyyf(' yu)ZUwzu”

p

L2(Q)

Yup —Yu
p

< ng - gHLQ(Q) ‘ @) H’Zup”HC(ﬁ)

Yup —Yu
iz 2252 = 2 g Dol + Wl o = sl ) -
Grace a la proposition 1.4.1, la proposition 1.2.3 et a (1.15), on a
Yup—Yu
|52 | iy < € lluo = sy = Cllolzagey
quvac(ﬁ) <C ||U”L2(Q) )
et
Yup —Yu
22272 = 2| < € Mo = Bl 0l 2y

1
ol b, = / Dy f(-,0ya + (1 = 0)yu,)do et b= D, f(-,y.). De plus, grace a la proposition

1.4.2, ong
[E Zuv“o@ < Cllep = bllpa(o) llzuwllo@
< Clle, - b”L2(Q) HU”LQ(Q) :

ot ¢, = Dy f(+,yu,). Combinant toutes ces estimations, nous obtenons

HDyf(-,yup) — Dy f(,yu)
P

Bupv — Dyyf('v yu)zuwzuv
L2(Q)

< C (llgp = gllz(y + Il 2y (110 = Dllagoy + lleo = bllzgey ) ) oMoy - (1:23)
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Prenant alors en compte les hypotheses sur D, f et D,, f, nous déduisons que les suites
(9p)ps (bp)p €t (cp), sont uniformément bornées dans L?(2) et, appliquant le théoréme
de convergence dominée, il vient que

Jimllgo = 9ll () = Hm, 11bp = bl 2q) = lim llep = bll () = 0- (1.24)
Combinant (1.22), (1.23) et (1.24), nous déduisons que

pl—i>%l+ (‘X’J = Xl T 1% - XHC@)) =0

et passant a la limite dans (1.21), nous obtenons
J' —J
J” (u)vw = lim (up)v (u
p—07F P
= )‘(wv 1)) + (X7 Yu — yd) + (zuw; Zuv)
= _<pu7 Dyyf(yu)zuwzuv) + (Zuw7 Zuv) + )\(wa 'U)-

Ceci complete la preuve. ]

1.4.3 Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre

Nous sommes en mesure d’établir les conditions nécessaires d’optimalité du premier
ordre.

Théoréme 1.4.6. Si H1 est satisfaite et si u € Uyq est un contréle optimal de (P),
alors il existe ya, pa € HE(Q) N C%(Q) satisfaisant

Equation d’état
—Aya+ f(ya) = dans (2,
Yz =0 sur T,

Equation adjointe

—Apg + Dyf('v ya)Pa =Ya —Yd dans 2,
pa=0 sur I,

Condition d’optimalité pour le controle
(AN + pg,u—u) >0 Yu € Uyg.
Démonstration. Par définition, nous avons
J(u) < J(u) Vu € Ugg.

Soit u € Ugyq et considérons la perturbation convexe u, = u + p(u — @), p €]0,1[. Il est
clair que u, € U,q et donc

J(“p) — J (1)
P

>0 Vu € Uyy.
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Par passage a la limite, nous obtenons

J(@) (u— ) = Tim 2 =T (@)

>0 Vu € Uyg,
p—07F P

et la conclusion est alors une conséquence directe de la proposition 1.4.4. O

Remarquons que tous les résultats obtenus jusqu’a présent restent valables dans le
cadre général ot U,y est un convexe borné fermé de L?(£2). L’objet du résultat suivant
est de montrer que dans le cas particulier de I’ensemble des controles admissibles que 'on
considere, le controle optimal peut-étre caractérisé d’une maniere simple et naturelle.

Théoréme 1.4.7. Siu € Uyy est un contréole optimal de (P), alors
u(z) = Proji, g (—% pa(z)) = max (o, min (8, —% pa(z))) .
De plus, u € C*1(Q).
La démonstration est basée sur le lemme suivant.

Lemme 1.4.8. Supposons que les hypothéses du théoreme 1.4.6 sont satisfaites et soit
u un contréle optimal du probléme (P). Alors

(1) pa(z) +Aa >0 siet seulement si u(z) = a.

(17) pa(z) + A8 <0 siet seulement si u(x) = 3.

(i13) Si pa(z) + A <0 < pg(x) + A8 alors pg(x)+ Aa(zr) = 0.
Démonstration. Soit v € [a, ] et soit g € Q un point de Lebesgue de la fonction
(pa + M) (v — @). Pour k € N, soit uy la perturbation définie par

(@) v si x € wg(xo),
Up(T) =
@(x) sinon,

ou wi(x) = {x €N ||z —zo| < %} Il est clair que uy € U,y. Prenant en compte le
théoreme 1.4.6, il vient que

0< /Q(Pa(fv) + Aa(x)) (up(z) — u(z)) de = /wk(xo)<pﬁ(x) + Au(x))(v — a(zo)) do

et donc
wk(lx)'/ L (pule) + X — i) o 2 0.
wi (o

Passant alors a la limite sur k, et utilisant la définition d’un point de Lebesgue, nous
obtenons

(pa(zo) + Mi(xo))(v — u(zo)) > 0.

Rappelant que ’ensemble des points de Lebesgue est de mesure pleine, nous déduisons
que pour presque tout x € ), on a

(pa(z) + Au(x)) (v —u(z)) >0 Yo € [a,f]. (1.25)
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Considérons maintenant les différentes assertions.
(1) Si a(z) = a, alors d’apres (1.25), il vient que

(pa(z) +Aa) (v—0a) 20 Vv e |a,p]
et donc pg(x) + Aa > 0.

Pour montrer la réciproque, commencons par observer que
(pa(z) + Au(z)) (a — u(x)) < (pa(z) + A (@ — u(x)),

et qu’en utilisant (1.25), nous avons

0 < (pa(x) + Au(z)) (o — a(x)) < (pa(z) + Acv) (@ — (). (1.26)
De plus, si pz(x) + Aa > 0, alors

(Pa(z) + Mi(z)) (a — u(z)) < (pa(z) + Aa) (@ — () <0
et grace a (1.26), nous concluons que

(pa(z) + Au(z)) (a — u(z)) = (pa(z) + Aa) (o — u(z)) = 0. (1.27)
o Sipa(x)+ Ao > 0, la deuxieme identité dans (1.27) implique que u(z) = a.

o Sipy(z)+ Aa =0, alors pg(z) = —Aa et en substituant dans la premieére identité de
(1.27), nous obtenons A (a(z) — a)? = 0, i.e. a(z) = o

(73) Cette assertion peut-étre démontrée en utilisant des arguments similaires a ceux
dans (7).

(791) Si pa(z) + A < 0 < pa(z) + A3, alors d’apres (i) et (i7), nous déduisons que
a < u(x) < B. Choisissant v = « dans (1.25), nous obtenons

(pa(x) + Mi(z)) (a — a(z)) > 0

ce qui implique que pz(z) + Au(x) < 0. De maniére similaire, en choisissant v = 8 dans
(1.25), nous obtenons

(pa(x) + Au(z)) (B — u(x)) =0
et donc pg(z) + Au(z) > 0. Par conséquent pg(z) + Au(x) = 0. O

Nous sommes en mesure de montrer le théoreme 1.4.7.
Démonstration du théoréme 1.4.7. Supposons que —+pg(z) < a alors pg(z)+Aa > 0
et d’apres l'assertion (i) du lemme 1.4.8, on obtient

u(x) = a = Proji, g (=3 pa(2)) .

De la méme maniére si —%pa(az) > (3, alors d’apres 'assertion (i7) du lemme 1.4.8, on
obtient

u(xr)=p= Proj[a,ﬂ] (—%pa(x)) .
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Finalement si o < —% pa(z) < B alors pg(z) + Aa < 0 < pa(z) + A3 et d’apres I'assertion
(7i7) du lemme 1.4.8, on a

u(x) = —5 pa(z) = Projja g (—x pa(@)) -

Ceci prouve la premiere partie. La régularité de u est alors une conséquence de la
régularité de pg et de la continuité lipschitzienne de la fonction Proj. |

1.4.4 Conditions d’optimalité du second ordre

Soit @ un controle optimal de (P) et soit pg I'état adjoint associé. Afin de simplifier
la notation, nous posons

d(z) = pa(x) + \a(x).

Grace a (1.25), nous pouvons facilement voir que

B 0 pt.z e Qsia<ulx) <p,
dlx)=¢ >0 pt.zeQ si u(r)=aq,

<0 pt.zeQ si ulx)=24.

L’ensemble suivant est essentiel dans la formulation des conditions d’optimalité du second
ordre B
Ca={ve L%(Q) satisfaisant (1.28) et v(z) = 0 si d(z) # 0},

ou

v(x):{ >0 pt.xeQ si u(zr) =a, (1.28)

<0 pt.z€Q si u(x) =p.

Dans le résultat suivant, nous énoncons des conditions nécessaires d’optimalité du second
ordre.

Théoréme 1.4.9. Supposons que les hypothéses H1 et H2 sont satisfaites. Si u est un
controle optimal, alors
T (@)v? >0 Yv € Cy.

Démonstration. Elle sera divisée en deux parties.

Premiere étape. Montrons le résultat pour des élements v € Cy N L*°(2). Pour tout
0 <p < B —a, on définit

Q={reQ|a<ulr)<a+poupf—p<u(zr)<p},

vy(z) = 0 six €€,
P L o(x) stz e Q)\Q,.

On peut facilement vérifier que v, € Cyz N L>(£2) et que pour tout p < 400, on a

1
llvp — vHLP(Q) = llvp = U||Lp(Qp) < wllpoe(q) [£2p/7 — 0 quand p — 0.
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(i) Montrons que

W+ 00y € U V9 € [0, ]

Remarquant que

|

i B (z) siz €,
u(x) + G'Up(x) - { ’L_L(x) + 9@(_1;) six € Qp\ Qm

il est évident que
u(x) + 0v,(x) = u(z) € [, ] Vz € Q,.

Considérons alors le cas ou
reQ\Q,={z|u(z)=a}U{z|u(z)=ptU{z|a+p<alz) <S-p}.
e Siu(zr) =a alors v(z) >0 et
a < (@) + 0vp(z) = a+0v(z) <a+ pfov(r) <atp<p
e De maniere similaire, si « = [ alors v(z) <0 et

0 <B-p< Bt s v(@) < ale) + Ouy(x) = B+ fu() < B.

Tl Lo
o Sia+p<u(x)<p—p,alors
a<a+p—0|v|re <u+0v,=u+0v<B—p+0|v|re <B.

i1) Prenant en compte (i) et utilisant la condition d’optimalité, il vient que pour 8 €
p P que p

]0, —— [ on a
[lv][ Lo ()
J(u+ 0v,) — J(u)
0

De l'autre coté, utilisant la formule de Taylor, nous obtenons

> 0.

J(u+ 0v,) — J(u)
0

= J’(ﬂ)vp + %J” (u+ 8901),0)%2,
avec 1 < sy < 1, et donc
J' (@, + 8T (4 + spbv,)v,” > 0.

Utilisant la proposition 1.4.4 et le fait que v(x) = 0 si d(z) # 0, nous déduisons que
(v, = / A, () da = / d(z)v(x) dz = 0
Q O\Q,

ce qui, combiné avec l'inégalité précédente, implique

T (@ + spfv,)v,% > 0.
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Comme la suite (@ + spfv,)s converge fortement dans L?(Q) vers @, en utilisant expres-
sion de J” donnée dans la proposition 1.4.5 et des arguments similaires a ceux utilisés
dans les sections précédentes, nous obtenons

(@0, = — (pa Dy £ (0) (z00,)%) + 20y 2y + Mivplagay > 0.

Finalement, et de la méme maniere, utilisant la convergence de (v,), vers v dans L?(Q)
et passant a la limite par rapport a p, nous concluons que

- (PaaDyyf(ya) (wa)Q) + [lza0 )| 22 () + A l0ll72q) = J7 (@* > 0.

Deuxieme étape. Pour conclure la démonstration, il faut montrer I'inégalité pour tout
v € Cg non nécessairement borné. Soit alors v € Cj et soit

vg(z) = Proji_y y (v(z)) = min(max(—k, v()), k).

Vu que |vg(z)| < |v(z)] et vi(x) i v(x) pour presque tout = € €, il vient que (vg)x
—+00

converge vers v dans L?(2). De plus, prenant en compte le fait que v € Cy, il est facile
de voir que

min(v(z), k) si u(x) = a,
vp(z) = ¢ max(—k,v(x)) si u(x) = B,
0 si d(z) #0

impliquant que vy € Cz N L*°(Q2). D’apres la premiere étape, on a
J (@)% >0,
et en passant a la limite quand k tend vers l'infini, on obtient
T (@)v? >0 Yo e Cy.
Ceci complete la preuve. ]

Dans le résultat suivant nous formulons des conditions suffisantes d’optimalité (lo-
cale).

Théoreme 1.4.10. Supposons que les hypothéses H1 et H2 sont satisfaites. Si u € Ugyq
satisfait les conditions d’optimalité du premier ordre, et si

J (@ >0 Yo e Cy\{0},
alors il existe § > 0 et € > 0 tel que
J(u) > J(@) + §llu— 22y Vu € U N Be(a),

ot B.(u) est la boule unité dans L>=(Q) de centre U et de rayon .
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Démonstration. La démonstration, se basant sur des arguments similaires a ceux
développés dans les sections précédentes, sera omise. (Pour plus de détails, voir par
exemple [5]). O

Nous finissons cette section par ’énoncé d’un résulats tres utile pour 1’établissement
des estimations d’erreur relatives aux approximations du probléme continu (P)

Théoréme 1.4.11. Supposons que les hypothéses du théoreme 1.4.10 sont satisfaites.
Alors
T (a)w? >0 YveCy

)
36 >0 et 3T >0]J" (u)v? > 5||v\|%2(9) Vv e CF
ot CF = {v € L*(Q) satisfait (1.28) et v(z) =0 si |d(z)] > T} .

Démonstration. Voir par exemple [5]). O
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2.1 Introduction

Nous abordons dans ce chapitre ’analyse numérique du probleme de controle opti-
mal considéré au chapitre 1. Pour simplifier la rédaction, nous supposerons que ) est
convexe.

Nous allons définir une méthode basée sur les éléments finis pour approcher le probleme
de controle optimal (P). Dans cette perspective, nous considérons une famille de trian-
gulations (75)n>0 de Q. A chaque élément T € T}, nous associons le diametre de T défini
par
= diam(7") = ma —
pr = diam(T) = max |l — y]|

)

et définissons le pas du maillage par

h = max pp.
TGThp

Nous définissons aussi la rondeur o comme étant le diametre de la plus grande boule
contenue dans T, i.e.

= 2r).
or = max(2r)

Dans toute la suite, nous supposerons que (7p,)n>0 est une suite de maillages réguliers.
Plus précisémment, nous supposerons que les hypotheses suivantes sont satisfaites :
(1) 1l existe deux constantes positives p et o tel que

h
p—TSU et — < p pour tout T € Tp, et tout h > 0.

ar pT

(i7) Soit Q, = UreT;, T et soit €, et I'j, son intérieur et sa frontiere respectivement.
Nous supposerons que €2;, est convexe et que les sommets de 7Ty, placés sur I'y, sont
aussi des points de I'.

Nous savons que dans ce cas (voir 'estimation (5.2.18) dans [11]), on a
|Q\Q4| < CR?, (2.1)
ou C > 0 est indépendante de h.

A tout triangle frontiere T' € 7T, nous associons un autre triangle T c Q de frontiere
courbe obtenu par la substitution du c6té entre deux sommets frontiere de T par la
partie de I" liant ces deux sommets. Nous notons 7 'union de ces triangles, obtenant
ainsi ) = UfeﬁT'
Nous considérons les espaces suivant

Uy = {u € L>(Q) | w7 est constant sur chaque T € ’ﬁ} ,

U ;Ld = U N Uy,

Vi, = {yh cC(Q) | Ynr € P1 pour tout T' € Tp, et yp = 0 sur Q\Qh} ,

Wy = {yh e C() | Ynr € P1 pour tout T' € 771} ,
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ol Py est ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal 1. Grace au théoreme de
recollement de Sobolev, V}, est un sous-espace de H&(Q) et Wj, est un sous-espace de

H(Q).
On définit I'opérateur d’interpolation de Lagrange
H}L :C (ﬁ) — Wh
ou H,lzz est 'unique élément de W}, tel que H,lzz(a;z) = z(x;) pour tous les noeuds de la
triangulation.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que [ satisfait ’hypothese suivante :

H3 - f est une fonction de Carathéodory de @ x R — R. Pour tout = € €, f(x,-) est
de classe C! avec D, f(x,-) > 0. De plus, il existe une fonction x € L?() tel que

|f(z,y1) — f(z,92)| < Ix(@)] |ly1 — 2| Vyi,y2 € R, ae. x €9,

et il existe une constante C'y; positive tel que
|Dyf(x7y1) - Dyf($ay2)| < CM|y1 - y2| V(x,yl,yg) € x [_Mv M}Q

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 2.2, nous commencons par appli-
quer la méthode des éléments finis pour "approximation de problemes elliptiques semi-
linéaires. Nous montrons l’existence de solution au probleme appproché et établissons
différentes estimations d’erreur a priori. Le cas plus général des équations semi-linéaires
est ensuite considéré. L’existence d’une solution approchée est démontrée utilisant des
arguments de point fixe et des estimations d’erreur a piori sont établies. Dans la derniere
section, nous introduisons le probléme de controle approché, caractérisons les solutions
correspondantes et établissons la convergence d'un controle optimal approché vers le
controle optimal solution du probleme continu.

2.2 Approximation des équations semi-linéaires elliptiques

2.2.1 Approximation des équations linéaires

Nous allons commencer par étudier I'approximation par la méthode des éléments
finis de la solution de ’équation linéaire (1.2). (Nous rappelons que la formulation va-
riationnelle associée a celle-ci est donnée par (1.3).)

Proposition 2.2.1. Soit g € L*(Q) et b € L?() avec b > 0. Alors le probléme

(2.2)

{ Trouwver zp(g) € Vy, tel que
a(zn(9), o) = (9, ¢n) Von € Vi,

admet une solution unique.
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Démonstration. Soit Njp la dimension de V}, soit (‘Pi)1<i<Nh une base de V et
considérons le développement de zp(g) dans cette base, i.e.

Np

AOED I

j=1
Dans la formulation variationnelle (2.2), on prend successivement ¢p = ¢;, 1 < i < Nj.

Il résulte alors que résoudre (2.2) est équivalent a trouver les N}, coefficients (2;)1<j<n,

tels que
Np,

ald ziejei]| =(9.0) 1<i< N,
j=1

La forme a étant bilinéaire, il vient que

Zzy (i, 0i) = (g:01)  1<i<N,

qui peut s’écrire de maniére équivalente sous la forme du systeme linéaire

ApZp, = By,

(Ah)z] = a’(¢]7¢l) /Lm] = 17 7Nh7
(Zh)i:'zi izlu"')Nhy

(Bh)zz(97801) Z:]-) 7Nh'
Utilisant la bilinéarité et la coercivité de a, on obtient

Np Np, N, Ny,
UTAhU Z Z Vi 90]7 SOZ Z Z Uj Pj, Uz‘Pz
Jj=l1i=1 j=1i=1
Np, Np, Ny, 2
N,
ZWS%ZWO:’ > ZUN%’ >0 Vv € R,
7j=1 =1 i=1 Hé(Q)

Finalement, observons que si v Ayv = 0 alors Zf\f:’ll vip; = 0. Tenant en compte le fait

que (¢;); forme une base, il vient que v; = 0 pour tout ¢ = 1,--- , Nj,. La matrice A}, est
donc symétrique, définie positive. Par conséquent elle est inversible et le systeme linéaire
admet une solution unique Zj,. O

La proposition suivante concerne un résultat du type lemme de Céa.

Proposition 2.2.2. Soit g € L*>(Q) et soient z4 et z,(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

|29 — Zh(g)‘Hol(Q) < C‘Zg T} (24 ‘Hl ’

ou C est une constante positive indépendante de h.
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Démonstration. Comme (1.3) reste vraie pour tout ¢y € V3, on a

a(zg, ¢n) = (9, bn) Vop € V.

En soustrayant cette identité de (2.2), on obtient

a(zg —2n(9),Pn) =0 Yér €V

et par conséquent

a(zg — 21(9), 2 — On) +a(zg — 21(9), o0 — 20(9))
a(zg —2n(9),2g — ®n)  Voén € Vi

Tenant en compte la coercivité et la continuité de a, et utilisant 'inégalité de sobolev,
il vient que

a(zg — 2n(9), 29 — 2n(9))

|zg — Zh(g)ﬁ{é(g) <zg — Zh(g)‘Hé(Q) |29 — d)h‘Hol(Q)
+ Hb”L2(Q) 29 — Zh(g)||L4(Q) Iz — ¢h”L4(Q)
< (14 CElbll 2y ) 120 = 20(9) a3 oy 120 — nligz (o
pour tout ¢p € Vj. Par conséquent
|zg — Zh(g)|Hé(Q) <Clzg — ¢h|Hé(Q) Von € V.
La conclusion suit en choisissant ¢, = H,llzg. O

Le lemme suivant nous donne une estimation de l'erreur d’interpolation (voir [7],
théoreme 16.1).

Lemme 2.2.3. Soitm >0, k>0, et p,q € [1,00]. Si les inclusions
Wkt (T) 5 C(T)
WHhHLP(T) — W™4(T)
sont vérifiées, alors il existe une constante C positive indépendante de h tel que
Iy = Ty llwmacry < CR" ™Dy,
ot H%y est la restriction de H,lly aT.

A présent, nous sommes en mesure d’établir une estimation d’erreur dans H{ ().

Proposition 2.2.4. Soit g € L*(Q) et soient z, et zy(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

|Zg - Zh(g)|H6(Q) <Ch ||zg||H2(Q) ) (2.3)

ou, C est une constante positive indépendante de h.
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Démonstration. Choisissant m =1, ¢ = 2, k = 1 et p = 2 dans le lemme 2.2.3, nous
obtenons

[ H}ngHHl(Qh) < Chllzgl 2 (0y)-
De plus, d’apres le lemme 5.2.3 dans [11], on a
21z @0,) < Ch Izl g2(q) Vz € Hy(Q) N H?*(Q).
Utilisant alors la proposition 2.2.2, nous déduisons que
|29 — Zh(9)|H§(Q) <Clzg - Hlllzg‘Hé(Q) <Clzg - H}ILZgHHl(Q)
<C (HZQHHl(Q\Qh) + 29 = HllleHHl(Qh)> < Chllzgllm2(0)-
Ceci complete la preuve. O
Le résultat précédent est utile pour obtenir une estimation d’erreur dans L?(€2).

Proposition 2.2.5. Soit g € L*(Q) et soient z, et z,(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

2
|29 — Zh(g)HL2(Q) <Ch ||Zg||H2(Q) ) (2.4)
ou C' est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Nous savons déja (cf. chapitre 1) que pour tout ¢ € L%(Q), il existe un
unique zy € H2(Q) N H(S2) solution de

—Azy +b(x)zy =1  dans Q,
2y =10 sur [,

et telle que
2¢ll52Q) < CllYllL2@)-

La formulation variationnelle associée a ce probleme s’écrit
a(zy,2) = (,2) Vz € Hy(9),
et peut-étre approchée par
a(zn(), 2n) = (b, 2n)  Vzp € Vi
De simples calculs montrent que

(¥, 29 — 2n(9)) = a(2y, 29 — 21(9)) = a(zy — 2n(¥), 2y — 21(9))
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et donc en utilisant la continuité de a ainsi que l'estimation dans la proposition 2.2.4,
on obtient

(¢, Zg — zn(9)) < ‘Zg - Zh(g)|Hé(Q) |Z¢ - Zh(w”Hé(Q)
+ [ Bllzg = 2n(@llzg — 2n(w)ldo
< lzg — Zh(g)|Hé(Q) |2y — Zh(¢)|H3(Q)
+ 16l r2(0)l2g = 20(9)] 1) |20 — 20(¥) |13 @)
< (L4 [1Blra)) |20 = 20(9)| g o) 120 — 20 (V)| g1 )
< Chllzgll 2 hllze | mr2(0) < CR?||zgll g2y ll2e 2 () -
Par conséquent

lzg = 20(@ll2) =  sup (¥, 29 — 2(9)) < CP?[|zg]l2(0)-
”¢'HL2(Q)§1

Ceci complete la preuve. O

Nous rappelons I’estimation inverse suivante

C

rmax(0,2=5)

[Pnllwm.a,) < Pnllwer,y Vén € Vi, sil<m, (2.5)

ou C' est une constante positive indépendante de h. (La démonstration peut-étre trouvée
dans [7], théoréme 17.2.). Cette inégalité sera utile dans la démonstration du résultat
suivant.

Proposition 2.2.6. Soit g € L*(Q) et soient z, et zy(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors l'estimation suivante est satisfaite

o_n
2 = 20l ey < CR2 3 Izl gz (2.6)
ou C' est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. On a
129 = zn(9)ll Lo,y < ll2g — HhZ!]HLOO(Qh) + [Mpzg — Zh(g)HLOO(Qh) : (2.7)
Choisissant m = 0, ¢ = 400, kK = 1 et p = 2 dans "énoncé du lemme 2.2.3, on obtient
129 — HhZQHLOO(Qh) < ChQiEHZgHH%Q)- (2.8)
Appliquant 'inégalité inverse (2.5), on obtient
IWhzg = 20(@) e, < ChF [Tazy = (@) o

<Ch™ 2 (HHth - ZQHLZ(Qh) 2 = Zh(g)||L2(Qh)) ’
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ou C est une constante indépendante de h. Appliquant encore une fois le lemme 2.2.3
pour m =0,qg=2, k=1 et p=2, on obtient

29 = 2gll 20,y < CR* ol 2o
ce qui combiné avec (2.4) donne
M5 = 24(0) ey < OF gl (2.9)

La conclusion résulte alors de (2.7), (2.8) et (2.9). O

2.2.2 Approximation de I’équation d’état

Nous nous intéressons a présent a ’approximation par la méthode des éléments finis
de la solution de I’équation d’état (1.1).

Proposition 2.2.7. Soit v € L*(Q). Alors le probléme

(2.10)
(Vyn(v), Vér) = (v — f(-,yn(v)), ¢n) Vorn € Vi,

admet une solution unique.

{ Trouver yp(v) € Vy, tel que

Démonstration. Considérons le développement de y,(v) dans cette base, i.e.

Np,
un(v) =Y Y.
=1

Dans la formulation variationnelle (2.10), on prend successivement ¢, = @;, 1 <i < Nj.
Il résulte alors que résoudre (2.2) est équivalent a trouver les N}, coefficients (y;)1<j<n,
tels que

Nh Nh
Yoy (Ve Vo) = lv—f | D e | i 1<i<N,
J=1 j=1

qui peut s’écrire de maniere équivalente sous la forme du systeme non linéaire
ApYy, = F(Yy) + By, (2.11)

ol
(Ah)z] = (v¢]’v¢l) Z7] = 1" o 7Nh7

(Yh)z:yl i:17"'aNha
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La matrice A, est symétrique, définie positive. L’hypothése de continuité lipschitzienne
locale de f implique celle de la fonction F' : RV — RNr. De méme, la monotonie de f
implique celle de F, une fois que pour tout Y, Z € RV»

(F(Y) = F(2)- (Y = 2) = S [(F(Y)); = (F(D)) (Y = 2);

=1 [( ( j= 1yﬂ’ﬂ> 90) - (f ('72?7:’3 ZjSOj) 7%')} (yi — 2i)
= [( ( 1%%) f (»Ej-i’a Zj%‘) ,%‘)} (yi — 2)
<f< = 1‘%%) _f("zﬁlzj@j)72ﬁ1 (%—%)%)

—(f Coyn) = f (ozn) s un — 2n) < 0.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que F(0) = 0 (on peut toujours se
ramener a ce cas). Considérons alors la fonction

-2 >
> >

F(Y) si |F(Y)| <k,
Fp(Y) = .
k||§g;u si[|[F(Y)] > k.

Soit z € R et soit Y, la solution de A,Y, = Fj(2) + Bj,. Comme Aj, est symétrique,
définie positive, il vient que

Amin [[Yz]* < V.TARY: = (Fi(2) + B) - Yz < (1Fs(2) ]| + | BalD IIY=l,
ou Amin > 0 est la plus petite valeur propre de Ay. Il s’ensuit que

IVl < 5o UHERC)I + 1Bl < 5

(k+1Brl) -

rnln

Par conséquent, I'application qui a chaque z associe Y, est continue et appliquant le
théoreme du point fixe de Brouwer, nous déduisons 'existence de Y} satisfaisant

ApYy = Fy(Yy) + By.
De plus,
Amin |[Yill> < V3 ARYe = (Fe(Ye) + Br) - Yi < B - Yi < ||Ball 1Yz,

ce qui donne

V|| < 1Bnl,

Ainsi Y}, est bornée indépendemment de k. Comme I est localement lipschitzienne, elle
est lipschitzienne sur la boule B <0, %) et

IF(Y3)| < LHBhII pour tout k& > 0.

mln

Si nous choisissons k > M, on obtient Fy(Yy) = F(Y%) et on a donc obtenu une

solution de (2.11). L’unicité Uest une conséquence de la monotonie de F'. O
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2.2.3 Estimations d’erreur pour I’état

Nous donnons ici quelques résultats fondamentaux relatifs a la convergence de 1’ap-
proximation par la méthode des éléments finis de la solution de 1’équation d’état (1.1)
et de I’équation adjointe (1.17).

Proposition 2.2.8. Supposons que l’hypothése H3 est satisfaite. Soit v € L%*(Q) et
soient y, et yp(v) les solutions de (1.1) et (2.10) correspondantes. Alors

o = yn (V)| g1y < Chllvollg2q) »
ou C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. La preuve est une généralisation aux équations semi-linéaires des ar-
guments de la preuve du lemme de Céa. Considérant les formulations variationnelles
associées, nous avons

(Vyo, Vo) + (f(y0) @) = (v,0) VeV,
(Vyn(v), Voén) + (f(yn(v), én) = (v,én)  Vén € V.

Prenons ¢ = ¢, € Vj dans la premiere identité et soustrayant de la deuxieme, nous
obtenons

(V(yo —yn(v)), Vor) + (f(u0) = fCun(v), 0n) =0 Yoy € V.

Par conséquent, il vient que

190 = y1(0) 710 = (V0o = 9a(0)), V(g0 = 21))
+ (V(yo — yn(v)), V(zn — yn(v)))
= (V(yo = yn(v)), V(yo — z1))
+ (fCoy0) = fFCun(v), yn(v) — 21)
)

et donc

(V(yo = yn(v)), V(yo — yn(v))) + (f(90) = FCun(0)), yo — yn(v))
= (V(yo —yn(0)), V(yo — 20)) + (fC00) = FCoun(v), 90 — 21)  Van € Vi

La monotonie de f implique que

(f('?yv) - f(7 yh(v))vyv - yh(v))

1
- /Q/o Dy f(-,0ys + (1 = 0)yn(v))d0(ys — yn(v))*da > 0.
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Utilisant la ceercivité, la continuité de a, I'inégalité précédente et I’hypothese H3, il vient
que

lyw — yh(“)ﬁq&(g) < |yo = yn(0) g1 ) [yo — 20l 51 (0)

+ (f(ayv) - f('?yh(v))v Yv — Zh)

< lyo = yn(0) g2 o) [yo — 20l g1 (o)

+ Xl 2y lvo = yn (W)l L) 190 — 20l L2 @)

< Clyo = yn()lmp@)lvo — 2nlmi@) YV 20 € Vi
et il s’ensuit que

o —un(0)lgr) < Clyw — 2nlmi) V20 € Vi
Choisissant zp = H}Lyv, on obtient
o = yn (V)| g1 ) < Clyw — H}lsz‘H&(Q)'

Le reste de la preuve est identique a celui de la proposition 2.2.4. ]

Proposition 2.2.9. Soit v € L*(Q) et soient y, et yn(v) les solutions de (1.1) et (2.10)
correspondantes. Alors

2
[y — yh(v)|L2(Q) <Ch Hyv”H2(Q) )
ou, C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Considérons la fonction définie par

) = { Hen D siu(@) £ (o) (@)

0 sinon

Notons que b(x) > 0. Utilisant la définition de b et des arguments similaires & ceux de
la preuve de la proposition 2.2.5, il vient que

(W, 90 —yn(v)) = a2y, 0 — yn(v)) = a (2 — 20(¥), Yo — Yn(v))
= (V(zyp — 20(¥)), V(yo — yn(v)))
+ (f(a yh(v)) - f('vyv)7 Ry — Zh(w)) .

Donc en utilisant la continuité de a, la continuité lipschitzienne de f par rapport a la
seconde variable ainsi que les estimations dans la proposition 2.2.2 et la proposition
2.2.8, on obtient

(s 90 = yn(v)) < Clyo = yn (V)| @) 120 = 20 ()| g1 (o)
+ [ Il = (@)l = () o
< Clyo = yn(0)| 2 (0) 20 = 20()| g1 (@)
+ XNl z2 @) 9o = Yn (W) 1) |20 — 20(0) | H1 (@)
<190 = 4n(V) gy (@) 126 = 20 (V) g1 o)
< Chllyoll a2 Pl 2yl m2(0) < Cthvam(Q)H%HH?(Q)-
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Par conséquent

Iy — U (@)llr2) = sup (¥, 50 — yn(v)) < CR?|lyoll (-

”w”LQ(Q)SI

Ceci complete la preuve. O

Proposition 2.2.10. Supposons que l’hypothése H3 est satisfaite. Soit v € L>(Q) et
sotent y, et yp(v) les solutions les (1.1) et (2.10), respectivement. Alors l’estimation
suivante est satisfaite

o_n
19 = yn ()l Loy < CP2 Mgl a2y -
ou C est une constante positive indépendante de h.
Démonstration. Elle est identique a celle de la proposition 2.2.6. O

Théoréme 2.2.11. Soient v,v), € L>°(Q) satisfaisant ||v|| Lo+ ||vp||re < M et soient y,
et yp(vp,) les solutions de l’équation (1.1) et (2.10) correspondantes. Alors, les estimations
susvantes sont satisfaites

o = yn(vn) g ) < C (h+ [lv —wallr2)
o — (o) 2y < € (B2 + o — vl 12) (2.12)
s = yn(on) =) < © (275 + o = vnl12)
ot C' = C(Q,n, M) est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. On a

o = yn(on)l @) < o = Yol i) + [Yon = Yn(vn) g2 (o)-
La premiere estimation est alors une conséquence de la proposition 2.2.8, de la proposi-
tion 1.4.1 et de la proposition 1.2.7. Les deux autres estimations peuvent étre obtenues
de maniere similaire en utilisant les propositions 1.4.1, 1.2.7, 2.2.9 et 2.2.10. 0
2.2.4 Approximation de 1’état adjoint et estimations d’erreur

Le but de cette section est d’étudier ’approximation de I’équation adjointe (1.17).

Proposition 2.2.12. Soit v € L?(Q). Alors le probléme

Trouver pp(v) € Vj, satisfaisant
(2.13)

(Vpr(v), Vo) + (Dy f (-, yn(v)) pr(v), én) = (Yn(v) — ya, én)  Vén € Vi,
admet une solution unique.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 2.2.1. O
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Proposition 2.2.13. Soient v, vy € L™®(Q) tels que ||v| g + ||vp]| e < M. Soient y, et
yn(vn) les solutions de l’équation (1.1) et (2.10) correspondantes, et soient p, et pp(vp)
les solutions de (1.17) et (2.13). Alors les estimations suivantes sont satisfaites

[Po = Pr(va) g1 ) < C (A + [l —wallL2)
[Py = pr(vn)llL2(@) < C (h?+ llv—wallr2) ,

[P0 = pn(on) i@y < C (273 + o= vnll1z2) (2.14)
ou C = C(Q,n, M) est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Soit u € L*°(Q) tel que ||ul|p ) < M et soit p, la solution de

—Apy + Dy f(-,yn(w) pu = yn(u) —ya  dans Q,
(2.15)
Py =10 sur I.
Soustrayant (2.15) de (1.17), nous déduisons que p = p,, — p,, satisfait
—Ap+ Dyf(,yn(u)p = (Dyf(,yn(w)) — Dyf(-,9u)) pu dans €,
+yu - yh(u)v
p=0 sur I'.
D’apres la proposition 1.2.3 et la proposition 2.2.10, on a
Py _ﬁu‘Hol(Q) + llpu — ﬁunc(ﬁ)
< C Dy f (- yn(u) = Dy f(,yu)) Pu+ yu — yn (W)l 12
< Cumllyu = yn(W) 2@ pull Lo @) + 190 — yn (W)l 20
< Cn (14 Ipull o)) P2 Iyl 2y < Carh®. (2.16)

Grace a (2.3), nous déduisons alors que

o = Pn(vn)l gy ) < 1Po = Pon ) + [Pon — Pr(vn) |30

< (’pv - pvh‘Hé(Q) + |pv, — ﬁvh|H3(Q) + [Puy, — ﬁh(vh)|H3(Q))
<C (||’U — UhHLz(Q) +h?+ h)
< C ([[lv = vnllL2) +h)
ce qui donne la premiere estimation. Les deux autres estimations peuvent-étre obtenues

exactement de la méme maniére en combinant (2.16), (2.4) et (2.6).
O
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2.3 Approximation du probleme de controle

Pour u € L%*(Q), nous noterons par y(u) la solution de (2.10). Le probleme de
controle optimal approché est défini par

Minimiser Jp(up) = ;/Q lyn (up) () — ya(2)|? da + g‘/ up|? da
h

Qn

(Pn)
Up € de.

L’existence d’une solution pour (P,) est une conséquence de la continuité de Jj est de

la compacité de U, fd.

2.3.1 Caractérisation des solutions du probleme de controle approché

Nous commengons par énoncer les conditions d’optimalité associées au probleme
approché (Py,).

Proposition 2.3.1. Supposons que U’hypothése H3 est satisfaite. Si up, est une solution
de (Py), alors il existe pp(up) € V3, tel que

(Von(tn), Vén) + (Dyf (s yn(un)) pr(tn), ¢n) = (yn(@n) — ya, ¢n)  Yén € Vi,

/Q (pn(@n) + Mip) (u —ap)dz >0 Yu e UL, (2.17)
h

Démonstration. Ces conditions d’optimalité peuvent étre obtenues en utilisant les mémes
arguments que dans le cas continu. O

Dans le méme esprit que pour le cas du probléme continu (P), et en utilisant des
arguments similaires a ceux introduits dans la section 1.4.3, nous allons caractériser les
solutions du probléme approché (Py).

Théoreme 2.3.2. Supposons que l’hypothése H3 est satisfaite et que uy, est une solution
optimal de (Py,). Alors uy, est donné par

up(z) = Proj, g (8n(2)) = max (o, min(3, s(2))) pour p.t. © € Q,

ol

§h|T($) =87 = ﬁ /Tph(ﬂh) dzx.

Démonstration. Soit t € [, 5], T € Ty, un triangle fixé et considérons

()_{t zeT,
e ap(x) x¢T.
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Il est clair que vy, € U(fd et que

/Qh (pn(tn) + Aap) (vp, — Up) dov = K%:Th /K (pn(@n) + Map k) (v — i) da

= Z /K (pn(@n) + My k) da (vpx — Up) )

KeTy,

= /T (ph(ah) + )\Uh\T) dx (Uh|T - ah|T)
_ /T (pn(@in) + Niyz) da ( — ) -

Grace a I'inégalité (2.17), on obtient alors

/ (pn(an) + /\ﬂh|T) d (t — ﬁh|T) >0 Vt € [a, ] et VT € Ty,
T
Utilisant les mémes arguments que dans la preuve du lemme 1.4.8, on peut montrer que

/ (pn(tn) + Aa)dz > 0 si et seulement si iy = a,
T

/ (pn(tn) +AB)dx <0 si et seulement si 7 = 3.
T

De plus, si
Si / (pu(n) + Aa) dz < 0 < / (pn(iin) + AB) dz,
T T

alors
/ (pn(an) + Mapp) da = 0.
T

La caractérisation de uj peut-étre obtenue en utilisant les mémes arguments que dans
la preuve du théoréme 1.4.7. O

2.3.2 Résultats de convergence pour le probléeme de contrdle approché

Dans cette section, nous montrons que les solutions du probleme discret (FPp)
convergent fortement dans L>°(2) vers les solutions du probleme (P).

Lemme 2.3.3. Supposons que ’hypothése H3 est satisfaite et soient v, v, € L*>(Q) tels
que ||vp||e () + [[vllLe@) < M. Si

lim [vn = vl[L2() = 0,

alors
lim Jy(vg) = J(v).
h—0
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Démonstration. Prenant en compte la définition de J et de Jj, et utilisant des arguments
classiques, on obtient

J(@) = Jn(vn) = 3l — val T2y + 5 10l 720 — 3 l9n(on) = vall 720y
=3 lonll72q) + %/ (|yh(vh) —yal* + )\|Uh|2> dx
0\Qy,
= 3 llvo — yn(on)ll72() + (Wo — yn(vn), yn(vn) — va)

30— onlley + A @ =)+ 3 [ (il + Nonf?) da

Qpn

Par conséquent

[J(v) = Jn(vn)] <C <HvaL2(Q) + llyn (o)l 2y + HZ/dHL'Z(Q)) 190 = yn(vr)ll L2
+C (ol 2y + Ionll 2@y ) 1o = vl 2y
+C (1l e + lonll gy ) 192\ €4l

<Cu (Hyu = Yn(Wn)llL2() + v = vnll L2y + (€2 Qh\) :
Utilisant (2.12) et (2.1), nous concluons que

|J(v) = Jn(vp)] < Cr (h2 + v — UhHL2(Q)> —0,

ce qui complete la preuve. O

Lemme 2.3.4. Supposons que l’hypothése H3 est satisfaite et soit (vp,)n C de une suite
convergeant vers v pour la topologie faible -+ de L>°(Q2). Alors

vE Uy et J(v)<liminf Jy(vy).
h—0

Démonstration. Soit v la limite faible de (vj,)p>o dans L%(€2). Comme Ugd C Uyg et Uyg
est convexe fermé dans L%(Q), il est faiblement fermé et v € U,q. De I'autre coté, on a

2 2
In(vn) = % lyn(vn) — deLQ(Qh) - % |90 — deL2(Qh)
2 2
+ 3 lvo = vall 720, + 5 a7y

2 2
= 3 lyn(vn) = vallz2(0,) — 3 190 — vallz2(0,)

+ LIy — vall32) + 3 lonll3) — § /Q . (Io = val® + Alenf?) do. (2.18)

h
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Arguant comme dans la preuve du lemme précédent, et prenant en compte la proposition
2.2.9 et la proposition 1.3.1 nous obtenons que

‘Hyh(vh) ~yall 720, — 90 = valli20,) | < Cllyn(wn) = wollr2(q,)

<C <||yh(Uh) - yvhHLQ(Q) + lyv, — yU||L2(Q)>

2
< C (W2 + Iy = olaey) 7 O (219)
D’un autre coté, la semicontinuité inférieure de |[| - [|2(q) implique que

2 S 2
0]y < imin onl3z )

De plus,

(v = val® + Monl?) de < (llgo = yal3 ey + lonlF e ) 19\ ]
A\,

<CQ\ Q) < Ch? — 0. (2.20)
h—0

La conclusion suit en prenant en compte ces résultats de convergence et passant a la
limite dans (2.18). O

Proposition 2.3.5. Supposons que l’hypothése H3 est satisfaite, et soit (up)p>o est
une suite de solutions de (Py). Il existe alors une sous-suite (encore indexée par h) qui
converge pour la topologie faible -x. Si la sous-suite (up)p>o converge pour la topologie
faible -« vers u, alors u est une solution de (P). De plus

lim J, (@) = J (@) = min(P). (2.21)

Démonstration. La suite (up)p>o étant bornée dans L°(£2), il existe une sous-suite,
encore indexée par h, qui converge vers @ pour la topologie faible-* de L>(£2). Grace
au lemme 2.3.4, u € Uyq et

J(@) < liminf J (i) (2.22)
h—0

D’autre part, soit w une solution de (P), et considérons IIj, : L'(Q) — Uy I'opérateur
d’interpolation défini par

1
My = m/Tv(w)dac VT eTh,

et soit

’U)hu’—? = HhU_J|T W j_'\ S 771,
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ou T € Ty, est le triangle associé a T. Une fois que @ € Whoo(Qy), grace au théoreme
16.1 dans [7] on a

W — wp| oo (q,) = max |0 — wpl| Lo (1)
= max ||w — IIw
max | W07 Lo (1)

< Chl|w|[wr.(,)-

Donc
H?I) — whHL2(Q) <C (H’LT) — whHLoo(Qh) + ’Q \ Qh‘) < Ch.

D’apres le lemme 2.3.3, on obtient
lim Jp(wp) = J(w) = min(P).
h—0
De plus, wy, est admissible pour (Py), et
Jh(ﬂh) < Jh(wh)-

Passant a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient

liminf Jp (ap) < limsup Jp,(up) < limsup Jy(wp) = J(0). (2.23)
h—0 h—0 h—0

D’apres (2.22) et (2.23), on obtient
J(@) = min(P)
d’ou le résultat O]

le résultat principal de cette section est donné par le théoreme suivant.

Théoreme 2.3.6. Supposons que ’hypothése H3 est satisfaite. Alors
li Up — Ul ooy = 0. 2.24
hlg% lun — all g, Q) ( )
Démonstration. La preuve est divisée en deux parties.
Partie 1. Nous allons montrer que
lim ||ap, — @ =0.
Lim flan —all 2(q)
De simple calculs montrent que
Aldls =112 A~ 112 A =12 _ _
g llun —allfzq) = 3 llanllze) = 5 1@llze @) + A (@, @ — un)
= Jn(un) = J (@) + 3 |@nll720\q,) + A (@ @ — @)
_ 2 2
— 3 [lyn (@) — Yallz2(,) + 3 lya — Yallz2 (o)

= Julan) = J@ 4 A @ a =)+ 5 [ (gl A l?) da
O\,

— 2 2
—3 lyn(an) = yallze(a,) + 3 1va — valzzgq,) -
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la conclusion suit grace a (2.21), (2.20), (2.19) et a la convergence faible de (y,), vers a.

Partie 2. D’aprés les théorémes 1.4.7 et 2.3.2 , il existe 5 € C%1(Q) et 5, € L°°(£),) tels
que
pa(x) +As(x) =0 Ve eT et VT €Ty, (2.25)

ShIT = ST /(ph(ﬂh) + Asp)dz =0 vT € Th.
T
Cette derniere identité implique que pour tout 17" € Ty, il existe zp € T tel que

pr(un)(xr) + Asp = 0. (2.26)

e Fixons T' € T, et soit z € T. Grace a (2.25) et (2.26) et a la continuité lipschitzienne
de pg, on obtient

AMuz) — un(z)| = A |Proji, g(5(x)) — Projjq,g(Sn(z))
< Als(@) = su(@)| = Als(z) — st
= |(pa(z) — pa(un)(z7)|
< |pa(z) — pa(zr)| + Ipa(zr) — pr(tn)(27))]
< Clz—ar|+ [pa — pa(n)ll Lo 1)
< C (h+ |lpa — pu(@n) || Lo (1)) ,

et par conséquent, en prenant en compte (2.14) il vient que

18— p| oo @,y = 7?3% @ = tnll oo ()

< C (h+ Ipa = pu(@n) |~ ()

<C (h + Hﬂ — ah”L%Q)) . (2.27)
e Considérons maintenant 7' € 87A7L et soit T’ l’élément/\de 07}, correspondant (87A7L et
T Heprésentent I’ensemble des triangles frontiere dans Ty, et Ty, respectivement). Pour
& € T\ T, soit = sa projection sur la frontiere I';, de €,. Prenant en compte la continuité
lipschitzienne de @, on obtient

[u(z) —un(2)] < la(@) —u(z)| + |u(z) — un ()|

= |u(2) — a(x)| + |a(z) — un(z)|

< CO2 =+ || — unll oo ()

< Ch+ |4 = tpl oo, -

Par conséquent
Ha - 7v_bhHLoo(f\T) <Ch+ Hﬂ - ahHLOO(Qh)a
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et

12 = Tnlloe @) = SuP 11T = Unll oo iy
TeoT,

< Ch+ |a — ap| poe () (2.28)
Combinant (2.27) et (2.28), nous obtenons finalement

1@ — @nll o) = max (|t — apl Lo (o), 1T — Gnll Lo @\0))

< U — U oo .
_C(h+ Hu uhHL (Q)) E)O

Ceci complete la preuve. O



Appendice : Notations et
résultats auxiliaires

Caractérisation de la géométrie du domaine

Soit n > 2 et soit 2 C R™ un ouvert borné de frontiere I'. On dira que €2 est de classe C™7

si pour tout point x de la frontiere I, il existe un systeme de coordonnées orthogonales

(Y1, ,yn), un hypercube U® =II?" ;] — a;, a;[ et une application

de classe C"™7 tel que

QQUI:{(yL 7yn) eU” ‘ yn>q)x<y17'” 7y7’b—1)}7
PmUﬂ: :{(yh 7yn) c U‘T | Yn :<I)$(y17 7yn—1)}'

Espaces de fonctions différentiables

Rappelons qu’un n-uplet de la forme o = (aq, -+ ,a,) € N est appelé multi-indice
d’ordre || = a1 + -+ - + @y Si @ est un multi-indice, on note D* lopérateur différentiel
défini par

|atf
DaZ(.'Ij) = %
oy Og)

L’ensemble C™(f2) représente I'espace de toutes les fonctions z € C(£2) dont toutes
les dérivées partielles D®z (|| < m) sont bornées et uniformément continues dans 2.
De la méme facon, nous définissons C™1(Q) comme l'espace des fonctions z € C™(Q)
dont toutes les dérivées partielles Dz (Jae| < m) sont lipchitziennes dans Q. Munis des
normes

1l omey = Ogﬁ;ﬁgmiggll?“ztc)\ :

|D*z(x)—D*2(y)|

I#lem@ = Ielonm * 2, up =5
Ty

C™(Q) et C™1(Q) sont des espaces de Banach (Nous désignerons C°(2) par C(Q)).

45
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Espaces de Lebesgue

Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) z : § — R est dans LP(Q) si

/z(az)]p dx < 00, sil<p< oo,
Q

esssup |z(x)| =inf {M € R | |z(z)| < M p.p. dans Q} < o0, sip= 0.
€N

Munis des normes

1
p .
ety = ([ Joarl ) sit<p< o
121l oo () = €88 SUPgeq [2(2)]  sip = oo.

les espaces de Lebesgue LP(£2) sont des espaces de Banach. L’espace L%(Q) est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire

(z,9) :/QZ(x)y(:L‘) dz.

Espaces de Sobolev

Soit D(Q2) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans §.
Pour m € N, on définit I'espace de Sobolev H™(2) de la maniere suivante

H™(Q) = {z € L*(Q) | D*2 € L*(Q) Va € N", |a| < m},
muni de la norme

l2llgrmey = | D 1Dz

laj<m

Nous noterons aussi par Hg () 'adhérence de D(£2) dans H'(2). Nous savons que H ()
est caractérisé de la maniere suivante

Hj(Q) ={2€ H(Q) | zr =0} .
Nous désignerons par H~1() le dual de Hj () et on le munit de la norme duale

[fllg—2 = sup (f, Z>H*1,H3'

Inégalités
Nous collectons aussi les inégalités classiques suivantes
12l 20y < CP V2l 20 Vz € H} (Q) (Inégalité de Poincaré),

12l L2y < Cs IV2 120 vV ze HY(Q) (Inégalité de Sobolev).
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Une conséquence directe de I'inégalité de Poincaré est que la semi-norme

121 ) = IV2l 2(q)

est une norme sur H}(€2), équivalente i la norme ||-HH1(Q).

Théoreme de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert réel de norme || - ||g. On considere une forme bilinéaire
continue sur H x H, i.e.

M >0, Vg2 € H, aly,2)] < Myl izl
et on suppose qu’elle est elliptique (ou coercive) sur H, i.e.

Ja >0, Vze H, alzz2)>alzl%.
On considere aussi une forme linéaire F' sur H. Alors le probleme

Trouver y € H tel que
Vze H, aly,z)=F(2),

admet une solution unique z € H. De plus, cette solution vérifie

Iyl < SIF N a

Théoréme de recollement de Sobolev

Soit © un ouvert borné de classe C1. Soit (£2;)1<;<s une partition réguliere de €, i.e. que
chaque €); est un ouvert de classe C! tel que

QZ’OQ]’:@ si i # j, QZUI_IQZ'.

Soit z une fonction dont la restriction & §; appartient & H'(Q;). Si z est continue sur
Q, alors z appartient & H'(Q).
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