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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long du travail :

R I’ensemble des nombres réels.

u' = Q.

L(E,F) espace des applications linéaires continues de E dans F.
C(E, F) ensemble des applications linéaires et fermés de E dans F.
D(A) domaine de Popérateur A.

p(A) ensemble résolvant de 'opérateur A.

LP(€)) i= {u mesurable sur Q et [, |ulPdr < 00},1 < p < 00.
| Rep partie real du nombre p.

Al L’inverse de ’opérateur linéaire A.

R(A) la range de Popérateur linéaire A.

(A~ X'  La résolvante d'un opérateur linéaire A.

C{LE)  :={f:1— E:[fle:=sup, ser, po LG < oo},

1 lce(z;E) = || fllez) + [fle- .

CHe(I;B) ={feC;I;E): f® € C(I; E)}.

Iflctrermy = Iflcpaey + FFeaim-

oo =g O]

I fll o, = flicom + [fle- 1 |

il =( [ 1f@Pdz)” o1 p e f1+oo

= =i o> 05 f@) <cippsur e |,

3



Introduction

La théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires 4 un paramétre dans un espace de
Banach a commencé dans la premiére moitié du 20°™¢ siécle, a acquis sa base en 1348 avec
I’énoncé du théoréme de Hille-Yosida qui a caracterisé les génerateur d’un semi-groupe et a
atteint son sommet avec ’édition en 1957 du livre ™ semi-groupes et analyse fonctionnelle
" par E. Hille et R.S. Phillips. '

Dans les années 1970 et 80, grace aux efforts de différentes écoles, la théorie a atteint
un certain niveau de perfection, qui est bien représenté dans les monographies par E.B.
Davies , J.A. Goldstein , A. Pazy et bien d’autres:.

Aujourd’hui, la situation est caractérisée par des applications multiples de cette théorie
non seulement aux domaines traditionnels tels que les équations aux dérivées partielles
ou des processus stochastiques, mais aussi 4 d’autres domaines ou elle est devnue un
outil important, tel la résolution des équations intégro—différentielles et des équations
différentielles fonctionnelles, en quantique mécanique ou dans la théorie du contréle de
dimension infinie. Les méthodes des semi-groupes sont également appliquées avec succés
aux équations concrétes résultant, par exemple, de la dynamique des populations ou la
théorie de transport. Il est tout naturel cependant, que la théorie des semi-groupes soit
en concurrence avec d’autres approches dans tous les domaines. Dans son ensemble elle
est la boite & outils pertinents d’analyse fonctionnelle et présente maintenant une image
trés diversifiée.

Le présent travail est consacré i ’étude d’une certaine classe de semi-groupes générés

par des opérateurs 4 domaine non dense dits semi-groupes a singularités et a la génération
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de ces derniers par une classe d’opérateurs différentiels avec conditions aux limites du type
intégral.

Ce mémoire est partagé en cinq chapitres. Dans le premier on énonce tout les résul-
tats de base qui serviront dans les chapitres suivants. On rappellera, en particulier, des
notions d’analyse fonctionnelle qui nous sont nécessaires. cela concerne les semi-groupes
d’opérateurs linéaires, les opérateur a puissances fractionaires, les espaces de Hélder et
on donne un exemple d’opérateur différentiel du.second ordre dont la résolvante a une
croissance exponentielle. Une bonne partie est consacrée a la construction de la fonction
de Green d’opérateurs différentiels du second ordre avec conditions aux limites génerales
du type intégral
Le Chapitre 2 a été bati dans son ensemble autour de semi-groupes de classe A(a, 5).

On montrera le résultat principale suivant

Théoréme 0.0.1
supposons que dans le plan compleze Rel > w la résolvante de l'opérateur A eziste et
vérifie .
;. C
[(A+ A7 < Ik (1)
| Al
avec T € (0,1]. Alors il existe un semi-groupe de classe Ala, B) engendré par Uopérateur

A Deplus, a=r"t'~1letf=2r"1-1.
Dans le Chapitre 3 on donne la démonstration d’un résultat enoncé par Yu. t. Sil’chenko
et qui étudie I'existence de la solution du probléme de Cauchy du premier ordre

o(E) + AB(E) = £(2),
v(0) = vy,

(2)

dans un espace de Banach E, oit A(t) est un opérateur linéaire dont le domaine D, ou
D+#E. '
Et dans le Chapitre 4, on etudie Péquation différentielle abstraite du premier ordre

suivante .
v+ Altlv = f(t), 0<t <1,

3
f3 ®(tyu(t)dt = vy, ®)

S
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dans l'espace de Banach E = L,, ol A{t) et ® sont des fonctions données 3 valeurs
opérateurs, f(t) une fonction 4 valeurs dans E, et v; un élément de E. Enfin le dernier
chapitre est consacré & I'étude du probléme aux limites pour une équation aux dérivées

partielles du second ordre du type parabolique avec conditions du type intégrales suivante

{ v(t,0) =0, ‘/0 go(:c)v(t,aé)da: =0, (4)

\ /Ol[cbl(t)fv(t, z) + éz(t)‘l)’;(t,ﬂ?)]dt = v {z).

Oute (0,1, z € [0,1], a(t,z), b(zx) et f(t,z) o(z),P1(t), D2(t) et v1(z) sont des fonctions

données. a(t,z) > ag > 0, et b{z) < —by pour cha:que ag et by suffisament grand. L’étude

est faite par la réduction du probléme au probléme aux limite (3) étudié precédement.




Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 Intégrale de Dunford

Soit £y un espace de Banach complexe de norme notée | g, ; L(£,) désigne l'espace des
applications linéaires continues de Fy dans lui -méme, ou encore I'espace des opérateurs

bornés sur Ep, muni de la norme ||Af| = sup |Az|g,. L{F,) est un espace de Banach.
z}g, <1

Soit A un opérateur dans Fy, de domaine D(A). On pose
Av=A—-A X eC

ou I: Ey — Ey est 'identité sur Ey.

1.1.1 Les opérateurs bornés, fermés

Définition 1.1.1
Soit A: D(A) C Eg — Ey.
i) A est dit borné si

D(A)= Eyet sup |Az|g, <+

'mtEU <k

et on écrit A € L(E,).




Rappels et définitions

ii) A est dit fermé si
G(A) := {(z, Az) € Ey x Ey: z € D(A)}

est fermé de Ey x Ey. Ceci équivant ¢ dire que st une suite (u,) de D(A) telle que
u, — u dans Ey et Au, — f dans Ey, alors

u € D(A),
f = Au.
iii) A est dit fermable s’il existe A, un opérateur :!z'néaz're sur Ey, tel que G(A) = G(A),
dans ce cas A est & determination unique, c’est un opérateur fermé appelé la fer-

meture de A.

St A et B sont deux opérateurs linéaires dans Ep, de domaines respectifs D(A) et D(B),

on écrira A C B pour signifier que B est un prolongement de A i.e.,

D(A) c D(B),

Bz = Az , si z € D(A).

Notez que si A est fermable, A est le plus petit prolongement fermé de A.

1.1.2 Ensemble et opérateur résolvant. Spectre de A
Définition 1.1.2

i) p(A) Uensemble résolvant de A, est Uensemble des A € C tels que :

o A\(D(A)) est dense dans Ep.
o AS' existe et est continu de Ax(D(A)) (muni.de la topologie induite par Ey) dans
Ey.
ii) On note ,

R\ A) = A = (,\1: ~ A

R(\, A) est appelé Vopérateur résolvant ou résolvante de A. Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, on éerira R()) au lieu de R(), A).

8
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Définition 1.1.3 : !
On désigne par o(A) Uensemble complémentaire dans C de Uensemble p(A). o(A) est le

spectre de A.

Proposition 1.1.1

Si A est fermé, on a

p(A) = {XeC;R(\) =4} € L(Ey)} (1.1)
et (D(A),|l.|la) est un espace de Banach, 0% ||z||4 := |Az|g, + |z|E, st la norme du
graphe.
Théoréme 1.1.1 ( [2]) .
Soit A un opérateur linéatre fermé de domaine D(A) dans l'espace de Banach Fy. Alors :
i) L’ensemble p(A) est un ensemble ouvert dans le plan compleze C.
il) La fonction A — R(A) = R(A, A) est une fonction analytique de A, dans chaque

composante connexe de p(A).

Remarque 1.1.1
Notez que st A est fermé, R()\) € L(Ey) dés que A € p(A) d’aprés la Proposition 1.1.1.

Théoréme 1.1.2
Si A et p € p(A) et si R(\) et R(n) sont dans L(Ep), alors R()\) et R{u) satisfont
I’équation de la résolvante |

RN = B(p) = (n—ARA)R(u). (1.2)
Démonstration. On a

R(}) = RNA.R(n)

Il

ROY(uT — A)R(1)
= ROk~ NI + (AT - A)R(w)
= (u=NR() + R(n).

Dol (1.2).
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1.1.3 Intégrale de Dunford et calcul opérationnel

Soit Ey un espace de Banach, U un ouvert de €, On note H(U), 'espace des fonctions

holomorphes, de U dans C.

Formule de Cauchy

Pour f € H(U), K un compact i bord de U et z i l'intérieur de K, la formule de

Cauchy assure alors que

floo) = = [ LB g,

2im Jrz - 2

ol T est le bord, positivement orienté, de K.

Intégrale de Dunford

Si A € L(E)) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de o(A), alors I'inté-

grale de Dunford est définit par :

1
»

FA) = 5 /P F(2)(I = A,

ou I est le bord, positivement orienté, d'un compact K contenant o(A) et contenu dans

U.
Remarque 1.1.2
Ona:

1. f(A) e L{Ey).

2. D’aprés la théorie de Uintégrale de Cauchy, Uopérateur f(A) ne dépend que de la

fonction f et de Uopérateur A.

Théoréme 1.1.3 ( [2])
Soit A € L(Ey) dans un espace de Banach Ey.

i) Soit f,g e H{U),«,8 € C. Alors : |
o af +fg € H(U) et af(A) + By(A) = (o) + Byg)(A).

10
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o foge H(U) et f(A) o g(A) = (f o g)(A).
ii) Soit (fu)nen C H(A), on suppose que les f, sont holomorphes dans un voisinage fize

V de o(A). Si

fo — [ uniformément sur V,

alors

falA) —  f(A) dans L(Ey).

1.2 Les semi-groupes

1.2.1 Les semi-groupes
Soit E un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme z +— |[z}jg.

Définition 1.2.1

On appelle semi-groupe d'opérateurs dans E une application G : RY — L(E) qui
vérifie : '

i) G(0) = I (identité dans L(E)).

if) G(t + s) = G(t)G(s), pour tout s,t > 0 (propriété algébrique).

Remarque 1.2.1

Commet+s = s+t, on a G(t+s) = G(s+t) = G(t)G(s) = G(s)G(t). Donc les opérateurs
d’un semi-groupe commutent. |

Définition 1.2.2

Soit {G(t)}im0 un semi-groupe. {G(t)}ixo est appelé semi-groupe uniformément continu

81
Jim (|G () - I[|L(E) = 0.

11
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Définition 1.2.3 (Générateur Infinitésimal)
On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe {G(t)}i>0, I'opérateur linéaire non

borné A défini par :

Ap= tim SHP -9

t——0t

el
D(A)={p € E/ lim Gltlp =9 existe dans E}.
t——0+ t .

Définition 1.2.4

Un semi-groupe est dit fortement continu (de classe Cp) si

lim G(t)r =z,Vz € E. (1.3)

t—Q+
Remarques 1.2.1

1. Un semi-groupe {G(t)}ipo uniformément continu est fortement continu car
IGE#) = Illzemy = sup IG®)z — 2|z

2. §i{G(t)}i>0 un Co—semi-groupe, application t — G(t)z est continue sur [0, +o0],
Ve E.

3. Si A est un opérateur linéaire borné, il existe un semi-groupe uniformément continu

{G(t)}iz0 unigue ayant A comme générateur infinitésimal.

Théoréme 1.2.1 ( [2], [9])
Soit {G(t) }i>0 un semi-groupe fortement continu. Alors il existe deur nombres M > 1 et

w >0 tels que :
Gy £ Me ¥t >0. (1.4)

En particulier, st M = 1 et w = 0, alors on dit que {G(t)}i>0 est un semi-groupe de

contraction.
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Théoréme 1.2.2 ( [2]) J
Soit {G(t)}ex0 un semi-groupe fortement continu. Alors, le domaine D(A) de son géné-

rateur infinitésimal est caractérisé par :
D(A) = {z € E: lapplication t — G(t)z € C*(R*)}.

De plus, on a
o AG(t)z = G(t)Az,
o Pour x € D(A), on a G(t)z € D(A),
. -{%G(t)m = G(t)Az = AG(t)x.

Théoréme 1.2.3 ( [2], [9]) (Hille-Yosida)
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu

{G(t)}ez0 st et seulement si les deus conditions suivantes sont vérifides :
i) A est fermé et D(A) = E.

ii) Jw >0, 3M > 0, tels que p(A) D {A € C: ReX > w}, et [(A— AN "Yym < ot

pour Re\ > w.

Rappelons le résultat suivant qui généralise le théoréme de Hille-Yosida.

Théoréme 1.2.4 (Phillips-Myadera-Feller)
Un opérateur linéaire A vérifie les deur conditions suivantes :
i) A est fermé et D(A) = E.
ii) il existe deur nombres réels M > 1 et w tels que’
p(A} D {A€C: Rel > w}
et (A~ A)~"ss) < priloym, pour ReA>w, n=1,2,...,
si et seulement si A est le générateur infinitésimal d’'un Cy— semi-groupe {G(t)}>0

tels que ||G(t) ||z < Me™t, pourt > 0.

13
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On a aussi le théoréme essentiel suivant :

Théoréme 1.2.5 { [9])
Soit {G(t)}i>0 un Co—semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors : |
1 t+h
' X, lim = = .
i) Pourz € ,hm+ hft G(s)zds=G(t)z.
t ¢

ii) Pourz € X, / G(s)z ds € D(A) et A(/ G(s)x ds) = G(t)z — .

: 0 0
i) Pour z € D(A), G(s)z € D(A) et %G(t)m

i ' t

iv) Pour x € D(A), G(t)z — G(s)z = f G(r)Az dr = f AG(7)z dr.

. = AG(s)z = G(s)Az.

t=

On aura besoin dans ce travail d’une autre notion’ importante qui est ceile des :

1.2.2 Semi-groupes analytiques
Au lieu de t € [0, 4+00[ dans la définition de {G(¢)}:50, on peut penser a élargir ce
domaine &4 A C C.

On doit choisir nécessairement A tel que !
SEA
et = s+1€ A

te A

En général, on pose A = {2 € C: p; < argz < g2}, avec ¢ < 0 < o,

Soit £ un espace de Banach complexe .

Définition 1.2.5 .

Soit A={z€C:y <argz < p,, avec c,o;<0l<tpg} ou A={z2eC:yp <largz|<
w2} un secteur dans C.

Une famille {G(2)}.ea C L(E) forme un semi-groupe d’opérateurs dans E analytique

dans A, si elle vérifie les conditions suivantes :

14
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i) G(z1 + z2) = G(21).G(2z,), pour 21,22 € A,
ii) G(0) = Ig.
iii) lim,—0, ;ea G(2)z = 2,Vz € E.

iv) L’application z € A* = A\{0} — G(2)z € E est analytique, Vz € E.

Remarques 1.2.2

1. En général on parle d’un semi-groupe analytique lorsque le secteur A contient in-

tervalle [ 0, +oo[.

2. Un semi-groupe analytique est fortement continu.

Théoréme 1.2.6 { [9])
Soit {G(t)}ino un semi-groupe fortement continu et A son générateur infinitésimal. Si on

suppose que 0 € p(A), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) {G(t)}e>o peut s’étendre 4 un semi-groupe analytique dans un secteur
A;={z€C:|largz|< 8} et ||G(t)Lir) est uniformément bornée
(i.e,IM > 0, ||G@) |y < M) sur chague sous-secteur fermé Dy de A; tel que
Ay ={ze€C:|argz |< ¥ < 8},

ii) Il existe une constante C telles que pour chaque 0 >0, 7 #0

I(A = (o + i) e <

C
_ITI,
iii) Il existe 0 < 6 < § et M > 0 telles que
1r
A = : Z
pA)D Y ={reC|argh|< 5 +6}U{0)

et
1 M
||(A—/\) ”L(E)S -l?l,po'wr AE E el A#O

15
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1.3 Les fonctions Gamma, Béta

1.3.1 La fonction Gamma (I")

La fonction Gamma, notée I'(2), est définie par

+oc
[(z) = ] e tt* ! dt.
0

En utilisant, le théoréme de la convergence dominée et ses conséquences, on peut montrer
que I'(2) existe et est holomorphe dans le demi-plan Rez > 0.
On établit aussi que, dans ce demi-plan, les dérivées successives de I' peuvent s’obtenir

par dérivation “ sous le signe somme ” ainsi :

+oc .
I(z) = f e * 'Int dt.
o .
+0o0 '
IM(z) = ] e 't~} (Int)? dt.
0

1.3.2 Relations fonctionnelles

+00
o Notons que I'(1) = f et dt = 1.
0 .
o n! ( factorielle n ), on a I'(n + 1) = nIT'(1) = n! ( fonction factorielle }.
Notons que certains auteurs parlent de 2! pour 2z complexe, en posant par définition

2 =T(z+1).

Remarques 1.3.1

Soit 2 un nombre compleze a partie réelle positi'uei Ona:
1. T'(z) est équivalent @ i— quand z tend vers 0
2. I(z+1) =2[(2).
8 T'(1) = —v ot «y est la constante d’Euler, limite de la suite 1+ 1 + ... + 1 ~ In{n),
quand n — +oo. (7 = 0,577215664901532).

16
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1.3.3 Autres expressions de I'(z) pour Rez > 0

Le changement de variable ¢ = u? conduit 4 : '

+o0
I(z) =2 f e™** 4?1 du, pour Rez > 0, Iintégrale figurant au deuxiéme membre est )
0 .

dite intégrale de Gauss.

1.3.4 La fonction Béta

Soient deux complexes p et ¢ 4 parties réelles positives. La fonction Béta, notée (p ; q)
est définie par
1
Blpio)= [ vi- o a
0
elle est reliée & la fonction Gamma par I'expression

['(p)T'(q)

B@m%:F@+®

b

les fonctions B et T" sont souvent appelées fonctions eulériennes de premiére espéce et

de deuxiéme espéce respectivement.

1.3.5 Propriétés

g r—1 g—-1 _ : P q—lP(p)P(Q)
/;(:c—a) (B—z)dz —‘(ﬁ—a)"' Tota) (1.5)

e Pourp=2,¢=1-2 0<Rez<1,0ona
1

B(z1 - 2) =f 711 - 2)7* dt
0

i

conduit &
1-—1¢

et le changement de variable homographigue défini par u =

+Ooluz--1
B(z;1-2z2}= d

pour

0 < Rez < 1.
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1.4 Puisssances fractionaires d’un opérateur linéaire fermé

hypothése 1.4.1

Soit A un opérateur linéaire fermé et dense dans un espace de Banach E et
Tt ={A: O<w<|arg)| < 1}UV C p(4),
ot V est un voisinage de zéro.

M
BMA)| £ — .
1RO, A) < g3y powr A€ D

1.4.1 Puisssances fractionaires négatives d’un opérateur linéaire

Définition 1.4.1 ( [9])
Soit A un opérateur linéaire vérifiant Uhypthése (1.4.1). Pour a > 0, on définit les Puiss-

sances fractionaires négatives de l'opérateur A par

1

A= ),

27"(A — 2i) " ldz,

ot v est la courbe contenue dans ¥ et allant de ooe™ 4 ooe™®. w < § < 7, en éuvitant
Uaze des réels négatifs et lorigine de sorte que \™* soit positif. Sia =n € N , alors,

d’aprés le Théoréme des résidus,
1

—e T — w1
A -—2’“[/\ (A — 2i)" dz,

ot Y est une courbe fermée entourant lorigine. Si 0 < o < 1, on a aussi

. 00 '
Amo = 20T / A" A — zi)"dz.

7T 0
Proposition 1.4.1
pour0<a<lona

1 +oo
A= ——f t*71G(t)dt. 1.6
oy ) CTC0 (16)
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1.4.2 Puisssances fractionaires positives d’'un opérateur linéaire

Définition 1.4.2 ( [9])
Soit A un opérateur linéaire vérifiant Uhypothése (5.5). Pour a > 0, on définit les Puiss-

sances fractionaires positives de Uopérateur A' par

A~ pour a > 0,

P R

I Pour a = 0.
Voici quelques propriétés de ces opérateurs
Théoréme 1.4.1 ( [9])
Soit A* Uopérateur linéaire défint précédemment, alors
i} A est un opérateur linéaire fermé & domaine dense (D(A®) = E).
ii) si 0 < o < B, alors D(AP) C D(A%).
iii) A*P = A°AR = AP A% pour tout a > 0 et § > 0.

1.5 Fonction de Green d’opérateur differentiel du se-
cond ordre

Considérons dans Pinterval [a, )] le probléme suivant

(1.7)

u’ — du= f(z),
Bi(u) = [ Ri(t)u(t)dt + [ Si(t)u/(t)dt =0, i = 1,2,

ot la fonction f € Cfa,b]. Par le théoréme de Poincarre ’équation homogéne correspon-
dante & 'equation dans (1.7) admet un systéme fojndamental de solutions particuliéres
ur(z, A), k =1,2, qui sont des fonctions entiéres du“ paramétre A.

On cherche la solution générale de I’équation dans (1.7) par la méthode de variation

des constantes sous la forme

2 .
up(z,A) = z ex(z, Mz, ),
k=1
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on obtient

ch z, Nug(z, /\)—0

=
Z Sl Nui(z, 2) = f(2).
k=1

Le determinant de ce systéme est le wronskien du systéme fondamental de solutions

particuliéres de '’équation homogéne correspandante 4 (1.7), donc

ui{z, A) ug(z, A
Wan = | 0 @)
u(e,A) ulz,A)
Do le systéme (1.5) admet une solution unique 3‘
W - .i
iz, A) = M, k=13, (1.8) 1

W (z, A)
ot Wor(z, A) est le complément algébrique de Pélément se trouvant a la 2°™ ligne et 4 la

K*™¢ colonne. En intégrant (1.8) de a 4 z, on obtient

¥ W2k(‘7": /\)f(ﬂ)')

ex(z, A} = ex(a, A) + ) Ty dr, k=1,2,

en intégrant (1.8) de b 4 x, on obtient
* War(z,2)f(z) _T5
(IE A)-—-—CkbA ———~—-;—-/\—)-—da:,k—1,2

D’oil la solution générale u(z, A) de Péquation dans {1.7) admet la représentation

T‘ A) chuk 1" ,\ f —'Ug(.s, /\)ul(:ﬂ, )\) +UQ(IL‘,)\)U1(S,/\)f(8)dS

WA
* %fb A ,\)(; 1;3(:6 Ao Y r(s)ds,
ol
oz, A) = %(ck(a:, NIEACHINY
en posant
g(z, s, ) = o Lua(s, ualr, A) — us(m, A (s, A)

2 Wi(s, A) '

20
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oll g(z,s,A) prend le signe +, si a < £ < s < bet le singe -, si a < § < z < b. D’oll on

obtient pour la solution générale de I'équation dans (1.7} la réprésentation

u(z, ) = chuk('r /\)+/ g(z,s, N f(s)ds. (1.9) 1

Finalement pour obtenir la solution su probléme (1.7) on détérmine les constantes ¢, k = \

1,2, dans (1.9) de telle maniére qu’elle vérifie les condition aux limites dans (1.7), ainsi

on obtient

chB up(z, V) = / Bi(g(z,s, X)) f(s)ds, i =1,2. (1.10)

Bl (U1) Bl (U2)
Bg(‘u,l) Bz(’bt.g)

alors, le syetéme (1.10) admet des solutions uniqueé ¢1, C2 données par _
—-Bi(g9)e Bi{wr) 7

B(g)- Bz(yz) p s

a= | Ao @\

AQ) = #0,

et
Bi(u1) —Bi(9):

b Ba(ui) —B2(g)
c?*—-[; 2U)A(A) (g: f(s)ds

On remplace ¢; et cz dans (1.9), on obtient la représentation de la solution du probléme

(1.7)

&
u(m,A)zwA—%—ﬁ[l {——

—Bi(9): Bi(wy)
B2(g)a: B2('u'2)

Bi(u1) —Bi(g)e
B2(u1) "32(9):1:

ug{x, A) = ug(z, A)

+A(Ng(z, s, A)}f(s)ds] ,
ce qui donne '
u(2)  wz) glz,5:2)
Bi(u1) Bi(u) Bi(9)e

b1 Ba(u1) Ba(uz) Ba(g)e
u(a:,/\)——-l AN

f(s)ds.
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Si on pose
u(z)  ulz) g(z,s2)
Bi(w1) Bi(ug) Bi(9)-
Ba(w1) Ba(us) Ba(g):

G(z,s;A) = A0 (1.11)
Alors, pour u(z, A) on obtient la représentation
b
w(z, \) = / Gz, 5; ) f(s)ds. (112)

Définition 1.5.1 )
G(z, 5; \) est dite fonction de Green du probleme (1.7).

Théoréme 1.5.1
Soit A € C tel que A(X) £ 0 et f € Cla,b]. Alors;‘le probléeme (1.7) admet une solution
u € C?(a, b] mémomorphe en X admettant la représentation (1.12). Les poles de la fonction

de Green sont les z2éros du déterminant carctéristique A(g).

Théoréme 1.5.2
1) G(z,s; A} est une fonction continue ,s € [a, b).

2) Pour tout s fixé dans la,b], la fonction G(z,s; ) admet des dérivées premiéres et

secondes en x dans chacun des intervalles [a, s| et }s,b]. De plus,

lim 29@SAN oy

z—-4s5t oz T8~ Oz

0G(z, ;) -1

3) dans chacun des intervalles [a, s{ et ]s,b] la fonction G(z, s; \) envisagée comme fone-

tion en z verifie 'équation L{G)=0 et les conditions auzx limites B;(G) = 0,i =1, 2.

Théoréme 1.5.3
Si le probléme homogéne correspondant au probléme (1.7) admet uniquement la solution

triviale. Alors, le probleme auz limites (1.7) admet une seule fonction de Green.
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1.6 Les espaces de Holder

Soit E un espace de Banach muni de la norme ]|.|| et 7 un intervalle de R.

Notations 1.6.1

On définit les espaces de Banach suivants :

B(LE)={f:1 — E/ f borné}, |l ae) = supeer [ £ (&)l .
C™(L;E)={f:1-— E/ f m fois contindement différentiable }, (m € N),
Co(I;E)={f:1— E/ f indéfiniment wntinﬁehent dérivable sur I},

Coll; E) = B(I EYNC(I; E),

CME)y={feC™IL;E): f9 € Cy(I; E),i =0,...,m}, (m € N), muni de la norme

m

Iflepam =1 f s -

k=0
Définition 1.6.1 ( [6])
Pour € €l0,1], on définit l’espace de Hélder C¢(I; E) d ezposant € par :

CLE) ={f:1—E:[flo= sp HOZIONE
t,s€], t#s | t—s !E

| flleerey = W fllew;my + [fle,

C**(I;E) :={f € C¥(I; E) : f® € C*(I; B)},
1fllcesecrimy = 15 lcpemy + [F Doy

Ces espaces sont des espaces de Banach.

1.7 Opérateur différentiel du second ordre a résolvante
a croissance exponentielle

On donne un exemple d’opérateur différentiel du second ordre dont la résolvante a une

croissance exponentielle

{ v =), (1.13)

v(0) = v/(0) = 0.
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On pose ¢? = ). L’équation homogéne correspondant 3 Péquation (1.13) admet {e®*, e~}
comme systéme fondamental de solutions. On cherche la solution particuliére de ’équation
(1.13) par la méthode des variations des constantes sous la forme

vp(z) = Ci(2)e® + Co(z)e™ .

On obtient

Cie® + Ch(z)e~(z) = 0,
oC1ef” — pCh(z)e™**(z) = f(z),

ce systéme est équivalente 4

O.r _ e“""f!:::!
1 20 !
C = e ()
2 20 !

Cl = (F ———-—ue“esg ul dS
Cz = [7 —wﬂf 2 ds.
20

Donc la solution génerale est

po(z—5) _ g(z—3) -
v(z) = /; 2% ds + C1e® + Coe %, (1,Cy € C.

On utilise les conditions v(0) = 0 et v'(0) = 0, on obtient

= golz—5) _ g-e(z-s)
v(x) =/ 5 f(s)ds. (1.14)
0 2

Et en calculant la norme de cette fonction, on obtient I’éstimation suivant
- 1 %
o@mon = [ [ @]’
. pl T Lo(x-8) _ ,—plz—3) 2 1
= f lf ¢ ¢ f(s)ds‘ d:t:]z,
eolz- 8) — g—elz—8) |2 i
[ [ serasaa]
ofz— 8) — e(m s) 2 1 1 L
([ oo =5 o) ([ Ifpas)”
0 0<s<1

20
T eg(:r:—-s) _ e_g(m_ 8) 9 %
= su . ,
(l 05321 20 ) [RREINFACRY

24
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d’olr
ge(z=8) _ o—e(z—s)

20

2d1:) %.

£
o)l < sup [
p<a<l \Jg

D’autre part
lee(@=2) _ gmele—3)| < \/§(|ee("fs)|2 + |e~e=2)),

= ﬁ(eQRzQ(m—s)+e-2Reg(z—s))-

dx,

2 1 2Rep(z~3) —2Rep(z—s)
i < / v2(e +e )
0 4¢°

\/ﬁ ( 1 (62(2—5)}229 . e——2(m—~s)Reg) !
4|0]2 *2Rep . 0’

| |\2/2§R (62(1-3)Reg _ e—Q(I—S)ReQ _ e—2sReg + 623&9)
4|0{?2Rep ' ’
4| |‘;/2§R (62(1—3)Reg+e2sReg)’

@ €0

\/§ ( 2Reg+ 2Reg)

AgP2Reg” ¢ )
\/562}239
4|o?Rep’

/1 ‘eg(m"a) — e—Q(-T—3J
0 20

IA EA

1A

Comme ¢ € 305 = {0 € C; |argel < §,0# 0}, on a (Reg)™ < —L+-,

feICDS(a)
alors, '
1 eg(z_s) —_ e_Q(m_s) 2 . \/-2_6'&69
[ b B
0 20 4lo*Reg
ﬁe2ﬁgg
4)pl3cos(3)’
donc on a '
(/1 ‘ee(m—s) — g—olz—8) 2 )é 9% eRee
T A —,
0 20 2lo|3 cosi(3)
D’on ‘
Ce¥™?
1RO A < <5
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Chapitre 2

Semi-groupes de classe A(q, )

Ce chapitre est consacré & 'étude d’une classe de semi-groupes a singularité qui s’ap-
pelie Semi-groupes de classe A(q, 8) et qui sont d’uné grande importance dans la résolution
du probléme de cauchy pour équation différentielle opérationnelle & coefficient opératoriel
non borné et & domaine non dense. Nous fournissons la définition et les propriétés de ce
type de Semi-groupes et nous démontrons le théoréme qui donne les conditions suffisantes

d’existence du Semi-groupes de classe Ao, §).

2.1 Semi-groupes de classe A(q, )

Soit A un opérateur linéaire, dans un espace de Banach E avec le domaine D(A) = D.
On suppose qu’il existe un opérateur-fonction U(t) pour ¢ > 0 et que les conditions

suivantes sont vérifiées

i) U(t) est un opérateur linéaire borné de E dans D, t € (0, +c0),
ii) U(t+s) =U()U(s), t,5 > 0,

iif) tl_1£1() U(t)v = v pour v € D,

iv) U(t) est diffférentiable avec ¢ > 0 et

d
SU(t) = ~ABU(Q),
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Semi-groupes de classe A(a, )

v) U(t) commute avec A(t) dans D,

) vi) Les estimations

U@ < M™% U@ < Mt~Pe, (2.1)

sont vraies pour chaque M >0, w >0, a>0et 4> 1.

Définition 2.1.1
La fonction opératorielle U(t) = e (t>0) possédant les propriétés 1-6 est dite semi-

groupe de classe A{w, 8) engendré par Uopérateur A.

Remarques 2.1.1
SiD=E,a=0, et =1, alors U(t) est un semi-groupe analytique.

Proposition 2.1.1
Les nombres o et B dans l'inégalité (2.1) doivent étre liés par 'inégalité a +1 < S.

Démonstration

De la propriété (iv) on a

. ‘
/ Ae*Adt = —g—4
A .

alors
e th = e’”‘+./ Ae~*Adt.
t
D’ou

let4) = [l + / Ae~*Ad)),
t H

IA

™41 + | / Ae=*Ad),
t

,
MT"”e'"’T+] MSPe w5,
i R

A

IA

M™%+ f MSPds,
t

= e [ )

Cyt= 8D,

IA
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Comme on a |[e7** || < Mt~% pour t assez petit. Alors @ < 8 — 1.

Définition 2.1.2 (Générateur Infinitésimal)
On appelle générateur infinitésimnal du semi-groupe {U(t)}1>0, U'opérateur linéaire non

borné Ap défini par :

Ul — ¢
¢

App = lim
o t—0t
et i

Do(A) = {p € B/ lim -C-J-(‘t)‘f—_w existe dans E).

Proposition 2.1.2
OnaDo=D BtA-T-'—Ao.

Démonstration

De la propriété (iv) on a
t
Ut)s - Uls)z = — / AU(F)dr, (t,5 > 0).
&

Si z € D, par passage 4 la limite quand s tend vers 0, on obtient

Utz —z=~— ftAU('r)d‘r,
0

d’oil Pexpression

_ t
—-————-—-—U(t) Ia: = ,_l — / AU(1)dr,
t t

admet une limite quand ¢ — 0 ce qui veut dire que = € Dy, donc D C Dy, et Agz = —A.
Soit maintenant x € Dy, alors, par passage 4 la limite quand s tend vers 0 dans I'égalité

U(t)g—('%-:irr = — /;Hs AU (7)dr,

on obtient U(t)Agz = —AU(t)z. Supposons que A admet un inverse borné, alors U (t)A~2 A4,z =
—U(t)A™'z par un autre passage a la limite pour ¢ — 0, on obtient £ = —AAyz, ainsi

z€D. Dot D=Dget A= A,.
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2.2 Conditions suffisantes d’ex1istence du Semi-groupes

]

de classe A(q, B)

Théoréme 2.2.1

Supposons que dans le plan compleze Red > w la résolvante de Uopérateur A existe ef

vérifie

I+ AN < % (22)

avec v € (0,1]. Alors, il existe un semi-groupe de classe A(a, B) engendré par V'opérateur

A Deplusoa=r1-1etf8=2r"1-1.

Démonstration

Posons

U(t) = 1 f o (A + 2)ld), (2.3)

271 J gg—ivo
ol gy > w. Remarquons que la résolvante (A+A)™? Ill’existe pas uniquement dans le demi-
paln complexe HeA > w, mais aussi dans le domaine délimité par la parabole A = w-—z+iT,
ol z = ¢;{w? + 72)% (¢; > 0) on V'inégalité (2.2) est [veriﬁée. D’ou I'intégration dans (2.3)
selon la droite Rel = oy peut étre remplacée par l‘i!ntégration sur la parabole.

1 1
U(t) = — eM(A T+ N7 ldA, 24
(t) 271 Jepar, ( ) (2.4)
ol

Ni={A=w-z+ir, z=c (Wl + )%, >0},

et

I={A=w-z+ir, z=c(w?+7%)3, 7<0},

Iintégrale (2.4) est absolument convergente pour 7 < 1
1 f

U = —,/ (A + 2\)71d)

W@ = llggg [ A+ Na,

C / elw=t| A3 dr,
0

< Cewtt] - %

IA
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Utilisons P'identité (A + AI)™! = A7 — A~1A(A + AI) nous obtenons une représentation

pour (2.3) sur les élements v € D

an+ico '
Utyv =V - L eM(A+ N)"TAVdA (2.5)
2mi op—iod

Pour t tendant vers zero la dernieére intégrale converge vers zero, d’oll

lim U(t)V =V, pour ve D.

t—0+

Si dans l’égalité (2.5) on intégre selon la parabole '), + I, alors la formule sera vraie

Vv € E. De plus

1
Uty = —— eMA(A 4 N)"ld), (2.6)
2mi ri+4Ty
cette intégrale est absolument convergente, U'(t) = —AU(t) et
1 -
OI = lgm [ 4@+,
" JT14+Tg

IA

crf e(w—z)t,,\|‘1—1r'd,;r_1
0

< Cetil—%

Pour démontrer les propriétés du semi-groupe, utilisons le probléme de Cauchy
V'+ AV =0,
V()=0

et montrons qu’il admet uniquement la solution triviale dans la classe des fonctions V =

(2.7)

V(t) vérifiant pour t assez grand l'inégalité ||V (2)| < e**. Pour cela posons W()\) =
fj e~ MV (t)dt pour € > 0, ou V() est une certaine solution du probléme (2.7) dans
la classe donée. Pour ReA > w on peut faire tendre ¢ — 0 dans I'inégalité, en suite

transformons l'expression AW (A) en utilisant (2.7) et intégrant par parties
1

AW(N) = f T e MAV(t)dt,

L

= - f e MV dE,
-4

e V() — e =—,\[ e MV (1)




Semi-groupes de classe Ao, )

Les termes hors intégrale tendent vers zero lorsque ¢ tend vers zero, nous obtenons
I

AW(N) + AW()) =0, comme Hed > w appartient 4 I’ensemble resolvante de A, alors la

derniére égalité donne W(A) = 0. Et en utilisant la transformation inverse de Laplace on

|
obtient que V(t) = 0. De ce qui precéde on a 'unicité de la solution du probléme (2.7).

On considére le probléme
u' + Au =0,
(2.8)
u(0) = z.
z € E, u(t) = U(t)z. Et soit le probléme auxiliaiare
v+ Av =0,
I (2.9)
v(0) = u(s).

Ce qui implique que v(t) = U(t)u(s). Seconde solution qui s'écrit v(t) = U(t + s)z.
Vu Punicité on obtient U(t + s)z = U(t)U(s)z. Ce qui entraine I'unicité du semigroupe

engendré par 'opérateur A.

2.3 Exemples

(1) Soit E une intersection des ensembles L;(0,00) et Ly(0,00) muni de la norme

suivante ||v]|g = [[v]|z, + [|v]lz,. Considérons Popérateur A = — (—1-52—) dont le domaine est

DA ={ve EYN(BveE): /:ov(a:)d:c =0}.

Pour la résolvante de cet opérateur on a la formule suivante

-tV poo 00 ,—(s+z)VA
()\I+A)_]f(1) = —eﬁ ‘/0 f(:c)d_x-}-/o esz(S)dS;

/x e(a—x)\/j: J | oo e(s-z)\/x p
+ + ;
[ ras s [ S i(s)ds

et 'estimation stricte (2.2) est verifeé lorsque r = § + 5-.

Et pour les semigroupes correspondants la formule suivante

u 1 w3 1-g? g e~ +4)  foo y
1)o(t) = — % pe e -
@e(t) = 5= [ 1% e Fp(eds - T [ (o)
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est verifite. Ici [lu(t)]| = ™. [|U'(#)l| = ut™F avec @ = § — 5. B = § — 5. Les valeurs

de « etf proviennent du derniér terme. Posons z+ o =1, =1+ .

oo

(2) Soit E I ensemble des couples suite v = {2, yn} dont la norme ||v|| = =% (n¥ |z, |+

luy|) est finie. On introduit le sous espace L = {v € E,z; = y, = 0} de E, la fonction

opérationelle
U(t)v = {0,0; (z, cosnt — y,,sinnt)el™ ™ (z, cosnt + y, sinnt)el®=m}

est un semigroupe de classe A(%,% +plotl<p< % Dans ce cas A est donné par la
formule Av = {0, 0, (in® ~ n)T, — NYn, (in? — n)yn + nz,}, ici D(A) appartient a L et n’est

pas dense dans E.




Chapitre 3

Probléme de Cauchy pour une équation
parabolique abstraite avec opérateur a
domaine non dense générant un

semi-groupe a singularités

Ce chapitre est consacré au probléme de Cauchy du premier ordre

{ v(t) + A(t)u(t) = f(1), 0<t< D), (3.1)

v(0) = v,

dans un espace de Banach E, ou A(t) est un opérateur linéaire défini sur D et f(£) est
une fonction donné. Supposons que A{t) admet un inverse horné A~!(t), on sait que
Différents probléme aux limite pour équation de type parabolique peuvent étre reduit a
ce probléme. Il est généralement supposé que le domain D est un ensemble dense dans E,
et donc engendre, pour chague t, un semi-groupe .analytique. Ce type de probléme a été
étudées par de nombreux auteurs, parmi lesquels on trouve Krein [4], Pazzy |9], Tanabe
[15].

Ici on suppose que A(t) est un opérateur dont le domaine est non dense dans E, alors
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il génére un semi-groupe a singularité.

Définition 3.0.1
On dit que la fonction v(t) est une solution du probleme (3.1) Si u(t), v'(t) et A(t)u(t)

sont continues sur [0, 1] et que la relation (3.1) est verifieé.

Théoréme 3.0.1 ( {13])

Supposons que les conditions suivantes sont verifiées

i) Il existe un semi-groupe e 7*® de classe A(w, ) engendré par lopérateur A(t) et

supposons que « et 8 sont lids par Vinégalité a+1 < 8 < 2 dans Uéstimation (2.1).

ii) Pour chaque t € [0,1), A(t) admet un inverse borné A™'(t) et les indgalités
ITA) = A(MIATH(D]F < Mt =7, (3.2)

[A™HT)[A®) ~ A(D)]v| < Mt~ 7%]|v]. (3.3)
Sont verifiées pour chaque ¢ € (8 —1,1], et v € D.

iii) La fonction f(t) verifie la condition de Hélder

|f(t+ At) — fR)]] < Ct7#|AL, & € (-g:—i, ;e 0,1-a)

iv) On avg € D(A%(0)), si D= E, avec a < & < 1. Sinon on a

vo € D(AY0)),min{2a, =1} <5 < 1.

g -«
Alors, il existe un opérateur-fonction U(t,s) : E — D, (dit opérateur résolu) défini

pour 0 < s <t <1 tel que :

1) U(t,s) continue par rapport aur deur variables 0 < s <t <1,

2) Ult,s) est continuement différentiable par rapport & ¢ pour t > s ef

?_(% = —AR)U(t,s),
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!
3) La fonction opératorielle U(t, 7)A1(0) est continuement différentiable par rapport a

T pour T < | et
dU(t, s)A1(0)
at

4) Ult,s}U(s,7)=U(L,7),0<7<s<l<1],

= U(t, 7)A(r)A1(0), (3.4)

5) les estimations
IU(Es)]) < Mt — s)2e™0=2), ARV, ) AR < Mt - 5)2et=2), (35)

sont valides.

Et, le probléeme de cauchy admet une solution unigue donnée par la formule

v(t) = U(t,0)ve + ft Ut,s)f(s)ds =U(t,0)vy + g(2). (3.6}
0 .

Démonstration

Considérons I’équation intégrale suivante

Vi, 1) = A(t)ewp{—(t—T)A(t)}A_l(t)+ft A(t)em?{—(t—T)A(t)}[A(t)-—A(s)]A‘l(s)V(s, T)ds.

(3.7)
Le terme a Vexterieur de l'intégrale et le noyau de ’équation ont des singularités faibles,
donc I'équation (3.7) admet une solution unique continue V'{(t,7) pour ¢ > 7, qui vérifie

Pestimation

IV, 7)< et — 7). (3.8)
Définissons une fonction & valeurs opérateurs U(t,r) de D dans D par la formule
Ut,7) = AN )V (t,1)A(t). (3.9)
Cet opérateur vérifie ’équation

Ut,ryv= e:cp{—(t—T)A(t)}v—i—/t e:cp{—-(t—T)A(t);}[A(t)—A(s)]A‘l(s)U(s,T)vds, veD
(3.10)
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De (3.11), on a

Ut,7) = AV AR,
ABDU,T)ANT) = V(,7),
IAQUE, AL = VLI,

< eft-71)7%

D’oit la deuxiéme inégalité de (3.5) est démontré. L’inégalité (3.3) implique que A~(¢)A(r)
admet une extension fermée & D, nous désignerons cette extension par A~1(£)A(7). D’autre

part, on a

. D(ATR)AR) — A(D)) = R(AT(®A(M) = D, (3.11)

et

[A-1{®)[A() - ATl < Mt — 7[||v]|, v € D. (3.12)
On établit les autres propriétés de U(t, 7) dans les lemmes suivants.

Lemme 3.0.1

L L’opérateur U(t, T) admet une eztension & un opérateur défini de E dans D.

Démonstration
Considérons I’équation intégrale

Ht,7) = A_I(J)A(t)emp{-(t-T)A(t)}+.fA‘1(0)A(t)6$P{—(t“T)A(t)}

wT

x AT} A(t) — A(s)]Al(s)A(0)II(s, T)ds, (3.13)

par sa solution, nous entendons un opérateut H(f,, 7) défini de E dans D continu pour

t > 7. Cette solution est construit sous la forme de la série £§2 ,IIx (¢, 7), ol

Mo(t, 7) = A~ (o) A()ezp{—(t — T)A()}; (3.14)

(t,7) = f: A (o) A(t)exp{—(t - T)A(t)}A‘l(f)[A(t) — A(s)]AY(8)A(o )T~y (s, T)ds,
(k=1,2;3,..). (3.15)
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Combinons (3.13) et (3.11), on obtient

Ut,r)v = A7 () A(o)1(2, 7)v, v € D, (3.16)

le membre de droite de cette équation admet l'extension A-1(¢)A(o)II(t, ) qui est défini
de E dans D, donc I'opérateur U(t,7) aussi admet une extension 4 un opérateur défini de

E dans D, qu’on note U(t, 7). Cet opérateur vérifie I’équation

Ut,r) = e:t:p{—(t—’r)A(?ﬁ)}-i-ftA(t)emp{-—(t—T)A(t)}A“l(t){A(t) — A(s)]AY(s)U (s, T)ds.

(3.17)
Cette égalité implique la premiére éstimation dans (3.5).

Lemme 3.0.2

La fonction a valeurs opérateur U(t, 7)A1(0) est continuement différentiable par rapport

a T pour T < t, et la formule (3.4) est vérifice.

Démonstration

On applique Popérateur borné A(7)A~*(0) a droite pour les deux membres de (3.17).

U(t, T)A(T)A™(0) = exp{—(t — T)A(t)}A(T)AH{0) + /t A(t)exp{—(t — 1) A(t)} x

T

x A~1(t)[A(t) — A(s)]AL(s)U (s, 7)A(7) A~ (0)ds. (3.18)

Selon cette formule, nous transformons expression
t
A-1(0) - f U1, 1) A(r) A= (0)dr.
En faisant des transformations semblables 4 celles de 2, nous arrivons & I’égalité

AT0) - /.t Ut, 7)A(T)A™(0)dT = exp{—(t — 0) A(t)}+

+/t exp{—(t — s)A()}A() — A(s)]{A71(0) - ftU(S,T)A(T)A_l(O)dT}dS (3.19)

Combinons (3.19) et (3.17), on obtient

UL, 0)A™1(0) = A}(0) — / t U(t, 7)A(T) A~ (0)dr.
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Lemme 3.0.3

La fonction ¢ valeurs opérateurs U(L, ) vérifie 'équation intégrale

Ut,7) = exp{—(t — 1) A(7)} +/ Ult, s)[ — A(s)]exp{—(t — T1)A(7)}ds. (3.20)

Démonstration
la preuve de ce lemme peut étre effectuée par la méthode exposée au 2, en utilisant
I'identité
exp{—(t — 7)A(t)} — exp{—(t — 7)A(r)}
[
= [ AWeapi—(t- HAONAW) - Aleapl—(s - A@)Ys  (321)

Lemme 3.0.4
La fonction & valeurs opérateurs U(t,7) est contuniement différentiable par rapport a t

pour i > 1, et Vérifie (2.9).

Démonstration

Comme U(t,7) est une fonction de E dans D, on peut appliquer 'opérateur
AT0)A(t): D — D,
sur les deux membres de I’équation (3.20). On obtient alors la formule
ATTO)ARU (1, 7) = AT (D) At)emp{~(t - T)A(T)}+

f ATVADU , $)[A(r) — A(s)|exp{—(t — 7)A(r)}ds, (3.22)

de la méme maniére que dans la démonstration du lemme (3.0.2). Pour cette égalité nous

obtenons la relation
~1(0) - fa A T0)AU(t, 7) = AN (0)exp{— (o — T)A(7)}+

/ {A~Y( f AT0)A()U (¢, s)ds }[A(T) — A(s)|ezp{~(s — T)A(r)}ds (3.23)

combinons (3.28) avec (3.20) , on obtient I'égalité
_ / AN OVARU (L, 7)dt = A1 (O)U (5, 7). (3.24)
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Cela implique la différentiabilité par rapport 4 ¢ et la formule

A~ (0)U (e, 7)
Jo

=—A"" ((I))A(J)U(cr, T). (3.25)

Comme £ > 1, il existe 7y > 0 tel que T + 79 < t. En Intégrant par rapport 4 o de 7+ 75

a t, on obtient

i

- ft AT 0)A(0)U (o, T)da = AN (O)U(t,7) — A~HOW (T + 19, 7).

+m
Comme A(o)U(0,T) est continue par rapport a ¢ dans I'intervalle [r + 75,t], on peut

appliquer A(0) sur les deux membres

-/ " A@)U(e, 1Yo = QU T) - Ulr +m.7).

+m

Cela implique I'affirmation du lemme.

Lemme 3.0.5

Vestimation suivante est vérifice
| Afezp(~tA)) < ct=#5-20-biemp(—pt), 5 € (0,1),
oudy>0sf>1+aetdh=0s=1+a0.

Démonstration

Par 'utilisation de la représentation (1.6), on obtient

Abexp(—tA) = -I-.,—(—ll_—® /Ow S~% Aexp{—(t + 5)A}ds =

= -—-———I..(ll_ ) ./o 58 Aexp{~(t + s)A}ds + Tl—ﬁj /tm S~0Aexp{~(t+s)A}ds = I, + I,.

Estimation de ;. Pour ce, nous utilisons une méthode développée dans [10] et A1y est

représenté comme une intégrale de Stieltjes

t & t
AT = T,—d—l_—@ /D S""Aezp{—(t+s)A}o§s=—mt—_® ]0 @ (s)da(s),
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ol @(s) = S7¢, ¢(s) = A lexp{—(t + s)}. La derniére intégrale peut étre considérée
comme la limite de la série de Riemann-Stieltjes :

5= 3 o(3) o) - o552)]

Il est évident que S, — fol o(s)d¢(s). Nous considérons les incréments Ay = (s + As) —

©0(s), A = d(s + As) — ¢(s). D’autre part, nous avons les estimations

Ash
|Ap| < ¢ Z5va (0<6 <1,
t1+8+29) caAdexp(—pt) Ad
AANG| < - <2 < -
1asoi < | [ Acapt-oyis| < SERE) < o 2=,

et aussi I’estimation

[AAgll < [lexp{—t(1+ s + As)A}| + |lezp{—t(1 + s) A},
< et™*(1 + s) " Cexp(—pt),

< cgt™*exp(—pt),

En combinant les deux derniéres estimations, on obtient l'inégalité

Ad"exp(—pt)

m(ogazgl).

HAA¢HSC

En utilisant ces inégalites, il est facile d’estimer les différences

21’1
2k —1 2k 2k -1 2k ~1
Srt1 ~ Sn :; {'P( on+1 ) - ‘P(gnﬂ)] [¢( on+1 ) _¢( on+1 )]
Par suite, on a
exp(—pt)2r@+e-1) T Ag,
A(Sn+1 - Sﬂ) <c $8+(8-1)03+a(1-02) Z Sz+91’ (326)
k=1

ot S = (2k — 1)/2"*1, AS, = 27+, Posons 6y = § + 6, (82 > 0) et choisissons 6;
telquel—0y <0y <1—-0.Donec Oy +0; >1, 86+ 0 <1 et laserie dans (3.26) est
uniformement borné pour chaque n. Finalement, comme ||ASy| < ¢TI~ fexp(—pt), il

résulte de la fermeture de A que ’estimation suivante est vérifiee

exp(—pt)  _  exp(—pi)

11 < g mratizm = Ciprrat=ares

(51 = (ﬁ— &y — 1)52
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Passons au terme I

— 1 ® g8 _
I, = F(l—d)/t S Aexp{—(t + s)A}ds,

t""a 5!)—5 lCXD —é-1
= memp(—ZtA) - F'("l—%T)'/t. T 8$p{-t(1 + T)A}ds
Donc
exp(—2pt) ¢ f ® __smrezp{~t(1 + 7)p} exp(—pt)
Le—— =+ — dr < e———=,
“‘[2” =¢ totd + 4 2 T t“(l + T)" T>cC foat+d
Lemme 3.0.6

Les relations limites suivantes sont verifiées
a) imU (2, 7)vo = vo quand vy € D(A%(7)), § > min{2e, (8 ~ 1)/(8 - a);

b) Si D= E, donc hn U(t, 7)o = v quand vy € D(A%(7)), 6 > a.

Démonstration

Il résulte de ’équation (3.20) que

Ult, Tw—vp = 6$p{—(t~T)A(T)}U0‘“U0+/tU(t,S)[A(T)—A(S)]emp{—(t“T)A(T)}UOdS,

o

[ Ut A7) = Als)leap{~(t ~ T)A()}uods|| < f 1w A - A(s)] A (7)]|

&
x[|[A=%(7) x exp{~(t - T)A()}||ds|| A%wo|| < / (t_s)a(cdsllfi v

5 — T)5(1—6)+a5+61-e’

< eft - )Gk g5y g,

Comme 8 <1+c¢et §>a/(f—a),onaexp{—(t— 7)A(T)}ve — v
t—=r
Nous pouvons maintenant montrer que la solution du probléme (3.1) est unique et est

donnée par la Formule (3.6). Dans cette formule, le terme U (t,0)vg est une solution du

probléme |
V(E)+ ARvE) =00 <t < 1), v(0) = .

L’unicité de cette solutions implique Pégalité

Ult,s)U(s,7)=U(t,7),0<7 <3<t <1
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Lemme 3.0.7 r [

On a g(t) € D et Uestimation

140501 = 40 [ 0(956)as] < =l 327)

Démonstration
Considérons I’équation intégrale (3.17) pour f(r) et intégrons les deux membre par rap-
port Arde0Aat '

[ vt = [ eoni-¢-naensairs [ { [ emni--naonx

x[A(t) ~ A()U(s, 7) f('r)ds}df.

Interchangeons, 'ordre d’intégration, on obtient

/ Ult, 7)f(1)dr -/ exp{—(t — T)A(t)}f('r)d‘r +/ exp{—(t — 7)A(t)} x

x[A(t)—A(s)]{ /0 U(s,f)f(f)df}ds. (3.28)

On peut montrer que

4 [ "exp{~(t ~ TVAW)}fr)dr]| < et e (3.29)

Maintenant, nous considérons ’expression intégrale
; Br

#(t) = A() | el ~(t-1) AW} f(D)dr+ / ' Alt)eap{~(t-5) A A®) - A A~ (s)(s)ds
’ ’ (3.30)

Il s’agit d'une équation avec des singularités faibles et {|2(t)]| < at~*~*{ flic= . d’aprés

Iestimation (3.28). Combinant (3.30) et (3.29), Nous concluons que A~'(t)z(t) = g(t).

Dong, g(t) € D et 'estimation (3.27) est vérifiée. I

Corollaire 3.0.1

La fonction g(t) est continuement déffirentiable pour t > 0 et

40 =10~ 40) [ U9 (3.31)
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Chapitre 4

Equation parabolique abstraite du
premiér ordre avec conditions non

locales

Ce chapitre est consacré & 1'étude d’un probléme parabolique pour une équation dif-
férentielle du premier ordre 4 coéfficient opératoriel & domaine non dense. On établit des
conditions nécessaires et suffisantes qui guarantissent 1’existence et 1'unicité de la solution.

L’étude est faite par la réduction du probléme posé & une éqguation opératorielle.

4.1 Position du probléme

On a ’équation différentielle abstraite du premier ordre suivante

v+ Aty = ft), 0<t <1, (4.1)

1
f B(t)u(t)dt = v, (4.2)
0
dans I’espace de Banach E = L, ol A(t) est un opérateur linéaire avec D(A(2)) = Dy, ®

est une fonction donnée i valeurs opérateurs, f(t) une fonction & valeurs dans E et v un

élément de F.
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Equation parabolique abstraite du premiér ordre avec conditions non locales

Remarques 4.1.1
Notons qu’ict nous utilisons une classe de semi-groupe( de A(w, B)) qui est toujours utilisée |

) . dans le cas des opérateurs & domaine non dense.

n On supppose que A(t) admet un inverse borné A~(#) pour chaque ¢t € [0,1], D, C D,

quand s < ¢, 'opérateur-fonction A(0)A~*(t) est continuement différentiable et il existe

un semi-groupe de classe A(a, ), Ti(s) = e™#4®) vérifiant les éstimations
. IT2(s)it < Ms™e™", | T{(s)ll < Ms~Pe™ . (4.3)
Pour chaque M >0, w >0, 0 >0et 5> 1. |

Remarques 4.1.2 i

1.Notons que sous les conditions du théoréme (3.7) , on a la relation suivante

lim A~ (#)U(t,0)v = A~'(0), ve E. (4.4)

t—0

2. Si le membre de droite de (4.1) vérifie la condition de Hilder |

- If 2+ A2) - f()ll < clat® |

4
pour chaque € € (%’ 1] , alors, la fonction g(t) = f U(t,s)f(s)ds appartient a D, et
0

Pestimation

IA®)g@®I < et e (4.5) |

est satisfaite.

4.2 Existence et unicité de la solution
La solution de ’équation (4.1)-(4.2) s’écrit sous la forme
u(t) = U(t,0)up + g(2), (4.6) |

avec vp = v(0) et g(t) = f Ut 8)f(5)ds.
1]
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Pour trouver vy utilisons la condition(4.2) . On intégre I'égalité (4.6) entre 0 et 1 par

rapport 4 t, on obtient
1
f Ju(t)dt = / o(H)U(t,0 vodt + f d(t)g(t)dt. (4.7}

L’intégrale f O(t)g(t)dt éxiste, en effet
0

/  a(t)g(t)dt = f DA (DA g (1),
0 0
Donc on a
N /0 1@(t)g(t)dt” — H /0 lé(t)Ail(t)A(t)g(t)dtH,
< /; 1 I AT (@) Il At)g(t) | dt,
< [allavwa
< [ acglsla

|
— | el
0

1
. 1 . .
Et lintégrale / t—adt de Riemann converge quand o < 1, par conséquent Pintégrale
0

1
f ®(t)g(t)dt existe.
0
D’autre part

f 1 QR)U(t,0)vpdt = f 1 D) A~ (D) AU (%, 0){;0dt,
¢
- = frbt)A 1(::)6(}(lt 0) odt,

~ (A (t)U(t,O)vDIO + fo (D) A~ (2)] (¢, 0)vodt,

r = [®(0)A~1(0) - <I>(1)A‘1(1)U(1,0)]v0 +/0 [®(H)A™H(1)Y (2, O)vydt.

1
Comme Popérateur [®(t)A~1(¢)]’ est borné, intégrale / [@®)ATY ) U(t, 0)wodt existe,
0

1
par conséquent ’intégrale f ®(t)U(t, 0)uodt éxiste.
0
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On a donc

1
v = [B(0)471(0) - (1) A~ (1)U(1,0)] w0 + ] 247 @ Omat + [ BOlg(0(48)

Soient I’opérateur A(0)®~1(0)®(¢t)A~1(t) et sa dérivée bornés ( uniformément par rapport

at,i e
|A@® ()2 AT (DI < g, AQ)D(0)[@H)AT )| < g (4.9)
Alors, 'opérateur A(0)®1(0) peut étre appliqué a.zu (4.8}

A0 (0)v, = A(0)<1>—1(0)[<1>(0)A-1(0)-§(1)A“‘(1)U(1,0)]v0+A(0)q>-1(0)
1

x / l[é(t)A—l(t)]'(t,O)uodtJr)4(0)@-1(0) f ®(t)g(t)dt,
0

0
= [ - A0)®(0)®(1) A~ (1)U(1, 0)]ve + A(0)®1(0)

X f [D@)A™ () (2, 0)vodt + A(0)E1(0) ,/01 D (t)g(t)dt
Introduisons les opérateurs bornés suivants
K =A@ H{0)d(1HA(1)U1,0),
L = A(0)d™! f [@(t)A '(t, 0}wodt.
On remplagons par K et L dans {4.8) on obtient
A(0Y®~1(0)v, = [I — K]vo + L + A(0)®71(0) /0 1 ®(t)g(t)dt. (4.10)
Puis on estime les opérateur K et L,

1K)

It

AOP0)2(1) A (1)U, 0,

qllU(L,0)|],
qgMe™".

A

IA
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1
LI = A®©)2(0) /0 (®()A™ ()] (8, O)od]

1
q /0 U, 0) 1,

1
q / Me™t="dt,
0

1
Mg f i vtdt,
0

Ir'l-a)
Mg -
SigMe™ < 1, alors | K|| < 1 donc Popérateur 7 — K est continuement inversible et

1

- N ——.
I =K <€ T
I

Donc

(I = K) 7 A(0)3(0)vy = vo + (I — K)™"A(0)Lug + (] — K)TA0)21(0) f 1 (t)g(t)dt.
0

Or,ona

(7 - &)L 17 — K)~HIILY,
1 r'l-o)
1- qu—“Mq wi-o

et si on prend
w > max {In2Mg, [2MgT(1 - a)] ™=}, (4.11)

on obtient que ||(7 — K)~!L|| < 1, par suite on a

v = [+ (I — K)'L)]'(I - K)A(0)~}(0) [vl - /0 1 @(t)g(t)dt]. (4.12)

Remarques 4.2.1

Cette relation définie vy comme un élément unique.

On remplace vp et on obtient la solution du probléme original.

v(t) = u(t, 00 + (I - K)"' L7 (I ~ K)A(0)® ' (0)[v; — f l o(t) f t U(t, s)dsdt]+
0 0

+-/o Ult, s)f(s)ds.
(4.13)

D’onl le théoréme.




Equation parabolique abstraite du premiér ordre avec conditions non locales

Théoréme 4.2.1

Les conditions suivantes sont vérifides

1) lopérateur-fonction A(t) admet un inverse borné A~'(t) pour chaque t € [0,1] et

Dy C D, quand s < t;

2) Uopérateur ®(t) est subordonné a Uopérateur A(t), alors, il éxiste lopérateur borné
D=1(0), I'opérateur-fonction O(t) A2 (1) est continuement différentiable est les condi-

tions (4.8) sont vérifides;

3) lopérateue A(t) engendre un semi-groupe de classe A(a, ) avec a+1 < 8 < 2 pour
chaque t € [0,1];

4) le nombre w dans l'estimation (4.3) vérifie la condition (5.21); ot q obéit & I'inégalité

(4.8) ;

5) la fonction f(t) vérifie la condition de Hélder pour la norme de Ly

1/ + a8) - FOl < ClALf,

pour chaque € € (((g_-_—%’ 1].

Alors, le probleme (4.1)-(4.2) admet une solution unique, donné par (5.22).
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Chapitre 5

Probléme aux limites pour équation
aux dérivées partielles avec conditions

intégrales

Ce chapitre est consacré 4 1'étude d’un probléme aux limites pour une équation aux
dérivées partielles du seconde ordre du type parabolique avec conditions du type intégrales.
L’étude est faite par la réduction du probléme posé au probléme aux limites pour une
équation abstraite étudiée dans le chapitre precédent.

On considére I’équation parabolique suivante

% _ 2 [ott122) +ba) + S0, &)

Out € (0,1, z € [0,1], alt, z), b(x) et f(¢,z) sont des fonctions données, a(t,z) > ap > 0,
et b(x) < —by pour chaque ag et by suffisament grand .
Nous cherchons une solution v = v(t,z) de (5.1) vérifiant les conditions aux limites

suivantes
1
v(t,0) =0, f o(z)v(t, z)dr =0, (5.2)
0
et la condition

/l[d’l(t)v(t, z) + $a(t)v' (t,@)]dt = vy (). (5.3)
0

49




Probléme aux limites pour équation aux dérivées partielles

Ou p(x),®,(t), P2(t) et vi(z) sont des fonctions données.

. | .
(1) les fonctions a(t, s) et a,(t, s) sont continues par rappot auz deuz variables et a(t, s) >

Théoréme 5.0.2

les conditions suivantes sont vérifides

ao > 0; |

(2) la fonction b(z) est continue, b(z) < —by pour bo > 0 suffisament grand (il est choisi
tel que (5.21) soit vérifice); |

(3) les fonctions ®,(t), P2(t), et o(z) sont continues et ¢(z) #0;

(4) vi(z) € Do ,

(5) la fonction f(t,s) vérifie la condition de Holder par rapport & la norme de Lo

£t + At — £t )1 < Cla,

0

pour chaque € € (3,1].

Alors, le probleme (5.1)-(5.3) admet une solution unique.

Démonstration
i
On considére le probléme ci-dessus dans I'espace de Banach E = L, avec z € {0, 1] et

introduisons dans Ls les opérateurs suivants l

I

At)u(z) = —% [a(t,a:)%] - b(z)v, (5.4)

avec le domaine i

] 1
DA®) = Dy = {o(z) € WE(0,1), v(0) =0, /o plajula)dt = 0},

et 'opérateur

|
I
|
B(t)v(z) = & (t)u(z) + B2(t)v' (=), (5.5)

dont le domaine est

20

L}
D(®(t)) = {v(m) e WA(o, 11, v(0) = 0}.
1
|
i
|




Probléme aux limites pour égquation aux dérivées partielles

Dong, le probléme (5.1)-(5.3) devient 1’équation différentielle abstraite du premier ordre

suivante
— + Aty = f(t), 0<t <1, (5.6)

1
O (t)u(t)dt = vy. (5.7}

0
Pour chaque M > 0, w > 0, @ > 0, 8 > 1. On montre que les opérateurs a(t) et
&(t) vérifient les conditions du théoréme (4.2.1) . On considére I'équation résolvante de

Popérateur A(t) dans le cas simple ol a(t, ) = 1, b(:c) =—-hpetp(z)=1.0na
—v" + bov + Av = f(z), (5.8}

avec les conditions
1
v(0) =0, f v(z)dz = 0.
0

Posons p? = by + A, on obtient alors

- + ¢* = f(z). (5.9)

Construction de la fonction de green

{ —v" + g*v = f(z), (5.10)

v(0) =0, J; v(z)dz =0.
Supposons que le probléme homogéne correspondant & (5.10) n’admet que la solution
triviale, donc le probléme (5.10) admet une fonction de Green unique G(z, s, A). qui se

met sous la forme

Gz, 5, ) = ale)e™ + als)e®, sur 10,5, (5.11)

1(s)e™ + 1(s)e?®, sur |s, 1]
D’autre parte, d’aprés la condition 1 du théoréme (1.5.2) on a

—(on(s) —m(s))e™ — (aa(s) ~ n(s))e*) =0, (5.12)

al




Probléme auz limites pour équation auz dérivées partielles

et d’aprés la condition 2 du théoréme on a

—(a1(s) —m(s))ee™® — (aa(s) — 12(s))ee”) = 1.

D’aprés la condition 3 du théoréme on a
l .
G(0,5,2) =0, [ Gz, 8, \)dz = 0.
0
Enfin de (5.12), (5.13) et (5.14) on obtient le systéme

—(cua(s) —m
—(o(s) — m(s))e™® — (az(s) = 12(s))e®) = 0,

G(0,8,2) =0, f; G(z,s Ndz =0,

et de (5.12) et (5.13) on a

pe~ 8 —pef®
W = = _291
_8_9‘9 —_ Qegs
Do
1 ] ge_g“’ o
a(s) —m(s) =~ 3 =—,
29 0 _‘.Qe_gs 29
ainsi
89.9 1
o1(s) = % + 7{(8),
]
1 ee”® 1 e e
az(s) — 12(s) = — = ——,
2¢ -7 0 2e
par suite
e &

de (5.13) on a

{ a1(s) + aa(s) =0,

Jo(a(s)e™™ + aa(s)e}dt + [ (a(s)e™™t + va(s)et)dt = 0,

en remplagant (5.16) et (5.17) dans (5.18), on obtient

(g + () + (nls) = ) =0,
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(e — (oa(s) ~ a(e)ee®) = 1,
)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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Probléme auz limites pour équation auzx dérivées partielles

el?® ; e~ 1 ot
f(_+71 e e + (na(s) — % )e‘”dt+/ (71(s)e™? + vo(s)e®)dt = 0,

ee?  gme® 0
r " (S) -+ 72(3) -+ 2—9 - 2 =U,
- 1 1 s gols=1) _ gelt—s)
i "(s) / e=0tGt 4+ ~5(s) / et + f dt =0,
0 0 0 20

- Si A(A} # 0, on obtient

1 1 &
— o(t~s) _ goft—shy s _ —plls—t) o .elt—5)
) v (8) QQA()\)[fo (e e )dt /0-( e +e )dt],

et

. gls—t) 4 ,o(t—s) e—els=t) _ oolt~s)
,, ¥2(8) = 2gA(A /( e +e )dt+/{;( e )dt],

d’aprés la formule (5.11),

L siz > s, 0na

A

- Glz,5,0) = oy { ] (620t=9) _ gote=a) dt - / (- eafs—t)+ee(t—a))dt}

8 1
- +{ f (_eg(s—t) + e"(t""))dt —_ f (e—'e(s-t) + e"—’(s'*))dt}e‘-’x] ,
0 0

1 1 1 8
Gz, s, 7)) = ;[(f egtdt+f e“’tdtl-l-/ e“"‘dt—-/ e"tdt)e"(“_“’),
208(X) L\ Jo s o 0

1
+( f et — f e‘gtdt)e"(x‘s).
0 0

Siz<s,ona

G(z,s5,2) = w(s)e™® + a(s)e,

20
ep(s-:c) _ ep(m-—-s)
20

= (1) + 5)e + (n(o) -

| = M) + (s)e +
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La fonction de Green du probléme (5.10) donné par

. 1 { w(z) + ¢1(z), stz > s,

B G(x,5,A) = :
‘ A | o) +gala), siz<s,
0 avec
. o(z. 5, ) = zlg[(ee — 1)emeloto) 4 (g0 _ gmo)eela+s)
) eefs—z) o(z—s)
: or(7,5,0) = T (o8 — e - et 4 1)+ S o e 9,

20%
1 ‘
- = — |te—8 _ o—0%\ co(s—x) o5 _ .0\ 0(s—x)
o, 8, A) % [(e e )e + (e e )e ],
AX)=(e?+e?-2).

Et que la résolvante de (5.10) est donnée par

:. RO\, L) = fo Gl N f(s)ds, f e Ln0,1)
l D’ou

NROA L) fll, = f |R(A, L2) f lzdw] ,

' = /0 |[; G(m,s,A)f(s)ds]2d$] \
] < | [ folIG(m,s,/\)lglf(s)lzdslzdw}2,

< ([ s je@snr [ If(s)l"’dsdw)%,

0<s<1

< (fol sup |G(a:.s,\|2da: /|f Izds ,

0<a<]

LM

=

par suite
1 :
1RO 1)l < sup ([ 16,5, V)"
0<s<1 [+)

Estimation de la résolvante

| ;! On a
[B(A, L2)|2, < A )l(llfp(ﬂi 8, Mltea + [lei(z, s, M)l La)-
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Probléme auz limites pour équation auzx dérivées partielles .;

_ De (5.19), on 2 W
L loe s M = [ [ gtz ]

= [/0 lpa(, s, ,\)|2dm+[ lor(z, s, A)|2dx]%, |
\/ﬁ[(/os lpa(x, s, /\)|2d:c)% + (/31 |1 {z, s, A)lzda:)%]. }

-—_ |
A

Aussi
1 .
elz, 8. M) = |§§ [(e2 = 1)eme@+e) 4 (e70¢ — e70)el™ )],
< % [|e£' - 1|e—Ree(:n+s) + e~ — e—gleReg(m+s)]
< 2 ’
< m [(eRee + l)e-—Reef:r-i-s) + (e—chs + e"Reg)eReg(z+3)],

i |

Il s’ensuite

1
”(p(:l:, 8, A)”LZ(O,I) < H—z—l-é—l [(eReE + l)e""ReQ(m+8) + (e_RGQs + e_Ree)eRee(z+s)]

LQ(O,I),
1 _
< M(e&g +1)[|le~ e+ 0y +
; 1 .
| T ] Gt IYCHE (5.21)
D’autre part, on a ‘
1 1 1 '
f e—2(a:+s)Re.gd$ - ——-—-—-‘—8-2(“'4-8)&9’
0 2Rep 0’
|
1 |
— (e—2sReg _ 6_2(1+8)REQ), 1
2Rep !
1
< ~2sHRep
) = 2Rege ’
’ .
. S 1 .
; 2Rep
) ' Ainsi
P |e~Reela+a)) ( f 1 e*“m“)Regda:)% < ! (5.22)
La(0,) = = T N1 )
| 2(0,1) 0 \/ﬁ(RBQ)%




Probléme aux limites pour égquation auz déﬁ'vées partielles

de méme, on a

! !
] eQ(:z:-i—s)Regdm — 1 e2(z+s)Reg 1’ '
0 2Rep 0 -
_ 1 2(1+s)Reg __ _2aRep
" 2Rep (e ¢ )
1
< - 2(1+8)R£Q. |
- 2Rege ’
Par suite
1 1 2(1+#)Rep
Rep(z+38) = / ‘2(:J:+a)Regd 2 < e 5.93 !
e e ) € ——. .
| ll22(0.1) ( A ) Va(Rea)k (5.23)
On remplace par (5.22) et (5.23) dans (5.21) on obtient
1 R 1 1 Re R e(1+s)1‘?¢eg
Z,8, M0y € =™+ 1) + g™ o)
oo, 5, Mliaon) < grale™ + )t o ) S
efiee 11 glee | golee
S 1 + 11
2v2|ol(Reg)?  2v/2|o}(Reg)?
3eftee + : '
< =
2v2|o|(Reo)?
< 3eftee 4 fyefee
T 2V2lg|(Reo)t
Orona, o€ 325 = {0 €C, largel < £}, ce qui entraine
)
coslargo| > cos(§),
6
lol coslarge| > o] cos(3),
5 |
Reg > |e|cos(3), }
-1 1
(Reg)™? —T I
|o}2 cos(3)
1l s’ensuit ‘
C,eftee
o, 5, Ml 2201y < |19|% , (5.24)
ol C] = ....._.:s_j-._icl]‘____
2v2 cosz ($)
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Probléeme aux himites pour égquation aux dérivées partielles

Aussi,
1
a8, N = [ [(e70 — 7)o ) + (e ~ er)erte],
< ﬁ (leme — emefetemRee 4 foor — goleto=aIRee),
< % ((e'Re" + e oReeyplommiRee 4 (goRee 6&9)3(2‘8)&9)'
D’ou

‘ 1
”lpg(ﬂ:, s, A)”LQ(O,S} < “_éTQ_I ((e-—ReQ + e—sRee)e(s—m)REQ + (esReg o+ eReQ)e(:t—a)Reg)

LQ(O,B)
1 - —38 g
< m(e Rt 4 emoRee) el 1 0,0) +
1 -
+ m(emeg +ef0) || Re| Lo, (5.25)
Comme
fs e2(s—m)}k¢gdmT —_ . 1 e2(s—:r)Reg .
0 2Rep 0’
1
—_ - . 1_ 2s5Rep
SR )
1 2sReg
= ~1
2s5Rep
< g .
~ 2Rep
Ainsi
(o= Re ([ po-amegpt o
em_a ¢ Lal0 - / [ s—= Qdﬂ) 2 S P 526
e 10 = ( | < G (5:26)
de méme, on a
/s eZ(:r—s)Regdm — 1 e‘Z(a:—s)Regr
0 2Rep 0
1 .
— 1 — —2sReyp
SRegl ¢k
1
< .
~ 2Rep .
Alors
Rep(z a)” ) 2( a)Re.gd % 1 (5 27)
|le - Lo,s——-(]em' :c) < —_ .
Y V2(Reo)?
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On remplace par (5.26) et (5.27) dans (5.25) on obtient 1

L pr upen R0 1 pe me 1
Z,8,A s < ——(eT7 g . + P Rl L ) R
[l2( NEa(0,8) 2|,g|( )ﬁ(ReQ)% 2|g|( )\/i(Reg)%’
sRep sReg Reg
< 2 -+ e " te -
2v2||(Reg)?  2v2|g|(Rep)?
4esRee ‘
< —
2v/2|0|(Reg)?
Et comme
1
(Reg)™® < e,
|o] cosz(3)
on a alors :
5 CzeReQ
”‘P2(x1 S:’\)”LQ(O,S) < W (528)
4
ot O = ———.
’ 2v/2cos2($)
D’autre part, on a

ler(z, s, A)] = ‘2%? [(693 —e0 _ g0 4 1)ee(s—z) + (e —e0— 2)69(:3-3)] ’
_<_ 'z“i]'-a (|€93 P LI + 1|e(8—m)ReQ‘+ |eQS —e"? — 2|e(m—s)Reg)’
< _}_(esReg + e-naReg + eReg + 1)e(s—m)Reg + _}__(esR.eg + e—Reg + 2)8(;;_3)339‘
Donc,
1 1
k1 (z. s, Ml Las1y < Hm(em“’ + e oRee | gRee | q)els-mRee 4. m(esﬁﬁe 4+ e Reo | 2)6(3*6‘)389”,
1 -
< ém(GSRee + e-—sReg + eReg + 1)’|e(s—x)RgQ|lL2(s,l) .
1 3 - T—8
+ m(e Ree 1 g=Ree 4 9)||ele=Mee||; o1y, (5.20)
Or,
1 1 1
2(.9—:1:)Regd - _ ,2(s—z) Rep
/s ‘ * QRege s
—_ 1 2(s—1)Rep |
- QReQ(e 1)’ i
— 1 2(s—1)Rep
B ZReg(l T h
< 1 .
~— 2Reg
o8
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Par suite
1 2
3 1
— Reg(e—z) _ ( f 2(s-2)Ren g ) <= 5.30
€ La(s, € £z = H -
I | 2(s,1) \ \/E(Reg)% ( )
de méme, on a
1
1 1
eZ(r-—s)Regdx — ______EZ(x—s)Reg ’
/s 2Rep s
1 s
= e Y
e2(1-a)Reg
2Rep
Ainsi
1 1 2(1—s)Reg
{(z—s)Rep = ( / 2Az-s)Reg 1 }? « £ 5.31
e s, (4 b =~ . .
el = ( ) < Fmea (5:31)

On remplace par (5.30) et (5.31) dans (5.29) on obtient

1
2|ol
1 e2(1-—s)Reg
2|0l \/ﬁ(ReQ)% ’
9efee +92 eflee -+ e—8fRee + 26(1—3)}?59
T+ )
2v/2|o|(Rep)? 2v2|o|(Rep)?
5eRee 4+ 3
2v20|(Reg)?

1
V2(Rep)

lp1(2, 8, Mllaeyy < 5=(e%70 + e7*Ree 4 gfe 4 )

[0

+ (e°Ree 4 e ee 4 2)

IA

AN

Et comme

1

(Reg)"% e
lo|5 cos?(§)

Alors,

Ciefee
llo1 (2. 8, Moo € ——5, (5.32)
ol
5 + 3k _
ol C3 = ——————— De (5.24), (5.28) et (5.32), il resulte que
= ek D (620, (628) et (632 q

Cyeftee A
”G(Ia S8, A)”L:.»(O,l) < ‘ ! (533)

Ao)llel?
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Ou Cy = Cy + V2(Ca + Cy).

D’autre part on a

Alg) = ef+e?-2,

A@)] = le?+e -2,
> efte _g~Ree _ g
> eftee .3
> e 3k36Re9
> (1 — 3kg)efe
qui donne _
1 k.
< —=.
|Ag)] ~ efee
On remplace dans (5.33), on obtient
C
Gz, 8, M) 2a0,0) < |_.Q|E (5.34)

A+ M) < C)A+bo"%, Rex > —b,.

D’aprés théoréme (2.2.1) A genere un semi-groupe de classe A{a, ), o v =} et 8= 5.
On suppose que Popérateur A(t) admet un inverse borné A~1(t), et on considére le

probléme

At)v(z) = f(z),

-2 [att,2) %] - blapeta) = (z),
—{a’ v + 3—2-5} = b(z)v = f(z),
T o™ b= @),

avec les conditions v(0) = 0 et fol w(x)v(z)dz = 0. Pour simplifier, on pose p(z) = 1.

Et z(x) = J; v(s)ds, on obtient

—az" — al 2" — bz = f(x),
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C’est a dire

I
zm+ o +Ez — f(l')
a ‘a
Avec les conditions
2{0) =0, 2'(0) =0 et 2(1) =0. (5.35)

Comme les conditions aux limites sont regiliéres, alors il existe une fonction de Green

G(z, 5) qui nous permet de présenter la solution de ce probléme comme suit

«(z) = fo G(z, 5) a](ct(f))d

v(z) = A1) (= f ()L 4

a(t,s)
' _ 1 f(s)
v'(x) —fo G (m’s)d(t,s)ds'

Considérons opérateur ®(¢)A~1(t). d’aprés la formule (5.5) , on a

Or

DH)AT(H) f(z) = B4 (t)v(z )+<1’2() (=),
f G/ ,3) ds+<I> (t / ¢"(z,8) L) gs.

G'(z, s)
< 2
< o] [ [15E ora] +
G'H 2
4+ sup |[@,(1)] / fl xs)l |f(s |2dsdm]2,
0<t<]
< sup [2,0) f sup [S125) %, f Fls)Pds]* +
0<t<1 0 0<s<l ts)
_ 1 G”(il} s ':1i
+ Dyt 2 ld 2d i
sup [Ba(t) fo sup a(t,s)l . / 17 (s)Ps]

61

a(t, s)
D’on .
1B A~ O @) = @) /IG'(z,s) s 2t [ 6(zs) Lai
< Jau /G’ 5) S8 t(sds +H<1>2t)f (@ ft(;) S|,
= fo 12,(2) f G’(cc,s)—d3| +[f |<D2(t)/; (@

H

(s)

f 23
)a(t,s)ds|] '
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Par suite {|A~1(t) f(z)|| < C||f| pour tout f(a;) € Ly, on ‘

C = max ( sup [<I71(t)|(/01 sup ‘G’(w";)[zd:n)%; sup |<IJ2(75)|(/(;1 sup |m 2dm)%). ;

0<t<1 o<s<1! aft,s 0<t<1 o<s<1' alt,s)

Ce qui montre que I’opérateur ®(t) subordonné a l'opérateur A(t). Ce qui achéve la

démonstration du théoréme.
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Résumé

La présent travail est consacré & I’étude d’une certaine classe de semi-groupes générés
par des opérateurs & domaine non dense dits semi-groupes  singularités et & la génération
de ces derniers par une classe d’opérateurs différentiels avec conditions aux limites du type
intagrales.

Mots cles : Semi-groupe 4 singularités, Génération de semi-groupe, Probléme de Cauchy,
Equation parabolique.

Abstract

In this work we study some class of semigroups generated by non-densely operator said
semigroups with a sungilaritys and generating of these by a class of differential operators
with boundary conditions of Type intagrales.

Keywords : semigroup with a sungilarity, generation of semigroup, Cauchy problem,

Parabolic equation.
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