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2.2 Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique . . . . . . . 30
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2.4 Deuxième Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique . . . . . . 45

3 Application de la Théorie deNevanlinna ultra-métrique aux équations
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Chapitre 0

Introduction Générale

Ce mémoire est consacré au domaine de la distribution de valeurs des fonctions

méromorphes. On se propose d’étudier des propriétés des fonctions méromorphes dans

un corps ultra-métrique complet, algébriquement clos et de caractéristique 0, qui sera

noté K. Ce corps est muni d’une valeur absolue ultra-métrique. Elle induit une distance

ultra-métrique sur l’espace en question. Ce qui entrâıne des propriétés spécifiques, parfois

différentes de celle qu’on connâıt dans l’analyse réelle, par exemple si K = Cp-le complété

de la clôture algébrique du corps des nombres p-adiques Qp muni de la valeur absolue

p-adique |.|p, où p est un nombre premier fixe, on obtient une analyse différente qu’on

appelle analyse p-adique.

Beaucoup d’études ont été faites au cours de ces dernières décennies sur la distri-

bution de valeurs des fonctions méromorphes complexes, notamment de la part de G.

Gundersen, G. Frank, C.C.Yang, Ping Li [23],...,etc. Les problèmes étudiés concernent

d’une part la répartition des zéros de fonctions méromorphes complexes et d’autres part,

les problèmes d’unicité pour des fonctions méromorphes complexes satisfaisant certaines

équations fonctionnelles.

Il est naturel d’examiner des problèmes analogues de distribution de zéros pour différents

types de fonctions méromorphes dans K ou dans un disque ouvert contenu dans K.
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0. Introduction Générale

De même, des problèmes d’unicité pour des fonctions méromorphes dans K ou dans un

disque ouvert de K [7], [5].

Parmi les méthodes utilisées dans les problèmes de distributions de valeurs, on cite

la Théorie de Nevanlinna ultra-métrique, qui joue un rôle majeur dans ce domaine. Elle

contient beaucoup d’interprétations géométriques et possède des relations importantes

avec la théorie des nombres.

La Théorie de Nevanlinna ultra-métrique a été introduite en 1989 par A. Boutabaa

[3], [1]. Elle s’applique à des fonctions méromorphes dans tout le corps K. En 2001, A.

Boutabaa et A. Escassut ont appliqué cette théorie aux fonctions méromorphes dans un

disque ouvert contenu dans K, en tenant compte du problème de Lazard.

La plus grande partie de ce mémoire concerne la théorie de Nevanlinna ultra-métrique

et ses applications aux équations fonctionnelles. On définit la fonction caractéristique

de Nevanlinna et on montre, sans aucune restriction des résultats analogues à ceux de

Nevanlinna [26].

Ce travail est réparti sur l’introduction et trois chapitres :

Le premier chapitre est composé de deux parties ; la première consiste à rappeler les

notions de base d’un corps ultra-métrique ( la valeurs absolue ultra-métrique )et ses pro-

priétés fondamentales analytiques et topologiques. Puis, on construit le corps des nombres

p-adique Qp qui est le complété de Q muni de la valeur absolue p-adique |.|p, où p est

un nombre premier. Ce corps utilise les techniques des séries entières dans la théorie des

nombres. Comme Qp n’est pas algébriquement clos et pour faire convenablement de l’ana-

lyse, nous avons besoin de le compléter pour former le corps Cp complet et algebriquement

clos et qui joue le rôle de C en analyse classique.
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0. Introduction Générale

La deuxième partie donne les propriétés classiques liées aux fonctions analytiques dans

le corps Cp et dans un disque, on étudie l’analogue ultra-métrique de leur problème de

distribution de zéros, connue en analyse ultra-métrique par le polygone de Valuation qui

joue un rôle important pour établir la formule de Jensen.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse à la distribution des zéros de fonctions méromorphes

et on définit quatre fonctions ; Z(r, f) est la fonction qui compte les zéros des fonctions

méromorphes avec leurs multiplicités, N(r, f) est la fonction qui compte les pôles des fonc-

tions méromorphes avec leurs multiplicités, la fonction de compensation m(r, f) = log+ r

et la fonction caractéristique de Nevanlinna T (r, f) = N(r, f)+m(r, f) qui est positive et

prolonge log |f |(r) quand f est analytique, et on étudie aussi les propriétés arithmétiques

classiques (addition, multiplication, décomposition,...) des fonctions méromorphes.

Ces fonctions sont utilisé pour donner une version ultra-métrique de la formule de Jen-

sen et le premier théorème fondamental de Nevanlinna ultra-métrique qui est seulement

une reformulation de la formule de Jensen. Il fournit la taille du nombre de racines de

l’équation f(x) = a, valable pour tout a ∈ Cp. Puis on donne la version ultra-métrique du

deuxième théorème fondamental de Nevanlinna. Il montre qu’en général, m(r, f) est petit

par rapport à T (r, f), et en conséquence N(r, f) approche T (r, f), avec tous les détails

des démonstrations. Ce théorème est appliqué pour résoudre les problèmes d’ensembles

d’unicité pour des fonctions méromorphes dans K ou dans un disque ouvert de K (URS,

URSCM, URSIM) [5]

Enfin, dans le troisième chapitre, on s’intéresse à l’application de cette théorie aux

équations fonctionnelles q-différences qui consiste à résoudre l’équation

s∑
i=0

Ai(x) f(qix) = B(x)

où A0(x), ..., As(x) sont des éléments de K(X) tels que A0(x) As(x) 6= 0 et B(x) ∈ K[x].
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0. Introduction Générale

Dans le cas ultra-métrique, on utilise les résultats du premier théorème de Nevanlinna

pour caractériser la taille de cette solution méromorphes et d’étudier le comportement et

la croissance de la solution.

La démonstration est relativement longue et nous destinguons deux cas ; dans le premier,

on suppose que A0(x), ..., As(x) sont constants, et B(x) ∈ K[X]. Dans le second cas, on

suppose que B(x), A0(x), ..., As(x) sont des fonctions rationnelles et A0(x), ..., As(x) ne

sont pas tous constants, et on obtient des résultats pour chaque cas.
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Chapitre 1

Corps valués ultra-métriques

corps des nombres p-adiques

Ce chapitre a pour but d’introduire les outils nécessaires dont on aura besoin dans

la suite. On va rappeler les outils de base pour l’analyse ultra-métrique et donner des

propriétés déjà connues des fonctions analytiques ultra-métriques (dans un disque ou dans

le corps tout entier). La partie importante de ce chapitre sera consacrée à la distribution

des zéros sur un disque fermé. Particulièrement, on étudiera le lien qui existe entre le

polygone de valuation et les zéros des fonctions analytiques.

1.1 Valeurs absolues ultra-métriques

On a besoin de rappeler quelques définitions et propriétés basiques qui concernent le

corps ultra-métrique.

Définition 1.1 Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application de K dans

[0,+∞[ telle que

a) |x| = 0⇔ x = 0

b) ∀x, y ∈ K, |xy| = |x||y|

c) ∀x, y ∈ K, |x+ y| ≤ |x|+ |y| (inégalité triangulaire).
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1.1. Valeurs absolues ultra-métriques

Associée à une valeur absolue, on a une distance en posant d(x, y) = |x−y|, qui fait donc

de K un espace métrique.

On dit que la valeur absolue |.| est ultra-métrique, si au lieu de c), on a

c′) |x+ y| ≤ max(|x|, |y|) (inégalité triangulaire forte ou ultra-métrique).

Il est clair que c′)⇒ c).

Une valeur absolue ultra-métrique est non-archimédienne.

Exemples.
(
De valeurs absolues ultra-métriques

)
1. Tout corps est muni d’au moins une valeur absolue ultra-métrique à savoir l’appli-

cation |.| : K −→ [0,+∞[ définie par : |x| =

 0, si x = 0

1, sinon.

2. Soit K
[
[X]
]

le corps des séries formelles à une variable sur K pour tout

f ∈ K
[
[X]
]
, et f 6= 0, on a

f(x) =
∑
n≥n0

anx
n, an0 6= 0

on pose v(f) = n0, v(0) = +∞, avec


v(f) = +∞,⇔ f = 0

v(fg) = v(f) + v(g),∀f, g ∈ K

v(f + g) ≥ min{v(f), v(g)}, ∀f, g ∈ K

Si l’on pose |f | = a
−v(f)

, a > 0. On définit une valeur absolue ultra-métrique sur

le corps K
[
[X]
]
.
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1.2. Propriétés élémentaires d’un corps ultra-métrique

1.2 Propriétés élémentaires d’un corps ultra-métrique

Dans la suite, on note (K, |.|) un corps valué ultra-métrique.

Théorème 1.1 [27] (caractéristique du corps ultra-métrique )

Soit |.| une valeur absolue sur le corps K, on a

|.| v.a.ultra-métrique⇐⇒ |n| ≤ 1, ∀n ∈ Z.

Proposition 1.1 [16] Soient a et x deux éléments d’un corps ultra-métrique

(K, |.|), on a

| x− a |<| a |=⇒| x |=| a | .

Démonstration. Soient a, x ∈ K, par l’inégalité ultra-métrique, on a pour |x− a| < |a|

| x |=| x− a+ a | ≤ max
{
| x− a |, | a |

}
=| a |

| a |=| x− x+ a | ≤ max
{
| a− x |, | x |

}
si max

{
| x− a |, | x |

}
= |x|, on a le résultat. L’autre variante est contradiction avec

l’hypothèse. �

Conséquence. (Interprétation Géométrique )

Dans un espace ultra-métrique tous les triangles sont isocèls

| x− y |6=| y − z | =⇒ | x− z |= max
{
| x− y |, | y − z |

}
, ∀x, y, z ∈ K.

Propriétés Topologiques.

Proposition 1.2 [27] [20]

P.1 Le cercle est un ensemble ouvert.

P.2 Un disque D(a, r) est un ensemble à la fois ouvert et fermé.

P.3 Tout point b de D(a, r) est un centre de D(a, r).

(Tout point d’un disque est un centre de ce disque.)

P.4 Soient D(a, r) et D(b, r) deux disques de K, alors ils sont disjoints ou l’un est inclus

dans l’autre.
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1.2. Propriétés élémentaires d’un corps ultra-métrique

Démonstration.

P.1 Soit a ∈ K, et r ∈]0,+∞[. Pour montrer que C(a, r) est un ensemble ouvert, on

prend x ∈ C(a, r), ρ < r, alors par la proposition 1.1, on a

y ∈ D(x, ρ)⇒ |x− y| < ρ < r = |x− a|

|y − a| = |x− a| = r.

donc y ∈ D(a, r). Ce qui montrer que C(a, r) est un ensemble ouvert.

P.2 i) Tout disque ouvert D−(a, r) est ouvert dans un espace métrique. D’autre part pour

démontrer que D−(a, r) est fermé dans K, on montre que

C
D−(a,r)
K =

{
x ∈ K, |x− a| ≥ r

}
.

est un ensemble ouvert.

Le fait que C
D−(a,r)
K = C(r, a) ∪D,où D =

{
x ∈ K, |x− a|p > r

}
L’ensemble D est ouvert puisque D = C

D+(a,r)
K et C(a, r) sont ouverts, d’après P.1.

Alors l’union de deux ensembles ouverts est ouvert .

Donc D−(a, r) est fermé

ii) Tout disque fermé D+(a, r) est un ensemble fermé dans tout espace métrique.

D’autre part, on a

D+(a, r) = D−(a, r) ∪ C(a, r)

et l’union de deux ensembles ouverts est ouvert, alors D+(a, r) est ouvert.

P.3 Soit x ∈ D−(a, r), on montre que D−(a, r) = D−(x, r)

pour tout y ∈ D−(a, r)⇒ |y − a| < r, mais

|y − x| = |y − a+ a− x| ≤ max
{
|y − a|, |a− x|

}
< r

d’où y ∈ D−(x, r), donc D−(a, r) ⊂ D−(x, r)

De la même façon, on montre que D−(x, r) ⊂ D−(a, r)
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1.2. Propriétés élémentaires d’un corps ultra-métrique

Donc D−(a, r) = D−(x, r).

On refait les étapes précédentes pour montrer D+(a, r) = D+(x, r),∀x ∈ D+(a, r).

P.4 Soient D(a, r) et D(b, ρ) deux disques de K. On montre que

D(a, r) ∩D(b, ρ) 6= φ =⇒ D(a, r) ⊂ D(b, ρ) où D(b, ρ) ⊂ D(a, r).

Soit r < ρ et pour x ∈ D(a, r) ∩ D(b, ρ), par P.3. On a D(a, r) = D(x, r) et

D(b, ρ) = D(x, ρ) mais D(x, r) ⊂ D(x, ρ), d’où D(a, r) ⊂ D(b, ρ).

Lorsque on suppose que ρ < r, on trouve queD(b, ρ) ⊂ D(a, r). �

Conséquence. Le cercle C(a, r) est un ensemble fermé.

En effet. On sait que C(r, a) = D+(a, r) ∩ CD−(a,r)
K alors D+(a, r) est un ensemble fermé

et C
D−(a,r)
K est fermé. Donc C(a, r) est l’intersection de deux ensembles fermés est un

ensemble fermé.

Définition 1.2 On dit qu’un espace ultra-métrique K est sphériquement complet si pour

toute suite de disques emboité, l’intersection est non vide.

Définition 1.3 On dit qu’un espace ultra-métrique K est algébriquement clôs si chaque

polynôme P (x) dans K[X] admet des racines dans K.

Autrement dit, chacun de ces polynômes se décompose en facteurs linéaires dans K[X].

Proposition 1.3 [27] Si K est complet et séparable alors la complétion de sa clôture

algébrique n’est pas sphériquement complet.

On termine cette section, par une caractérisation des corps archimédiens.

Proposition 1.4 [27] (corps archimédien)

Une valeur absolue |.| sur un corps K est dite archimédienne si

∀x, y ∈ K, x 6= 0,∃n ∈ N : |nx| > |y|.

Autrement dit,

sup{|n|, n ∈ Z} = +∞.

un corps muni de cette valeur absolue est archimédien.
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1.2. Propriétés élémentaires d’un corps ultra-métrique

Remarque. une valeur absolue archimédienne n’est jamais équivalente à une valeur ab-

solue non-archimédienne.

Il y a toujours sur un corps K, au moins une valeur absolue, à savoir l’application qui

à x non nul associe 1, et à zéro associe zéro (valeur absolue triviale).

Sur Q, on a de plus la valeur absolue ordinaire |x|∞ = max(x,−x) que nous appellerons

aussi valeur absolue usuelle.

Valuation p-adique.

Nous allons nous intéresser à d’autres valeurs absolues de Q, associées à un nombre pre-

mier p ≥ 2.

Soit a ∈ Z. On écrit a = c pm, avec m ∈ N, c ∈ Z, et (p, c) = 1
(
ou p - c

)
.

Nous noterons alors vp(a) = m, où m est le plus grand entier positif (ou nul) tel que

p
vp(a)

dévise a. Ce nombre s’appelle la valuation p-adique de a. Donc on a

a = c p
vp(a)

, avec (p, c) = 1.

Par convention, on pose vp(0) = +∞.

Exemples.

a = p2 + p3 + 2p4, pour p > 2, vp(a) = 2.

24 = 2p+ 2p2, pour p = 3, vp(24) = 1.

17 = 2 + 2p+ p2 pour p = 3, vp(17) = 0.

On a les propriétés suivantes de la valuation p-adique.

Proposition 1.5 [27] [20] Soient a, b ∈ Z∗, on a

i) vp(1) = 0,∀p− premier.

ii) vp(ab) = vp(a) + vp(b), ∀a, b ∈ Z∗.

iii) vp(a+ b) ≥ min
{
vp(a), vp(b)

}
, ∀a, b ∈ Z∗.

12



1.2. Propriétés élémentaires d’un corps ultra-métrique

Soit x ∈ Q∗, on écrit x =
a

b
tel que (a, b) = 1 et a ∈ Z, b ∈ Z∗.

Nous posons vp

(a
b

)
= vp(a) − vp(b) ∈ Z, avec vp(0) = +∞. On vérifie immédiatement

que l’application

vp : Q∗ −→ Z

x −→ vp(x)

admet les mêmes propriétés de la proposition 1.5 pour tout élément x ∈ Q∗, et aussi que

la quantité vp(x) est indépendante de la représentation de x sous la forme
a

b
choisie,

car si on écrit x =
ac

bc
on trouve la même valeur de vp(x) = vp(ac)− vp(bc).

Nous allons définir sur Q une valeur absolue pour chaque p-premier.

Proposition 1.6 [20] [17] On définit l’application |.|p de Q dans [0,+∞[ par

|x|p =

 p
−vp(x)

, si x 6= 0

0, si x = 0.

Cette application est une valeur absolue sur Q, appelée valeur absolue p-adique.

Elle vérifie en plus l’inégalité

|x+ y|p ≤ max
{
|x|p, |y|p},∀x, y ∈ Q (inégalité ultra-métrique)

L’application qui à x ∈ Q associe vp(x) est la valuation p-adique sur Q.

Remarques

1. Une remarque immédiate est que l’on a

|x+ y|p = max{|x|p, |y|p} si |x|p 6= |y|p, ∀x, y ∈ Q.

2. La valeur p-adique |.|p prend ses valeurs dans l’ensemble discrète
{
pn, n ∈ Z}∪

{
0}

et définit une norme non-archimédienne sur le corps Q ;c-à-d |n|p ≤ 1,∀n ∈ Z.

3. La distance induite par la valeur absolue p-adique dp(x, y) = |x−y|p est une distance

ultra-métrique, car elle vérifie l’inégalité

dp(x, y) ≤ max{dp(x, z), dp(z, y)}, ∀x, y, z ∈ Q.
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1.3. Nombres p-adiques

1.3 Nombres p-adiques

L’espace métrique Q muni de la distance p-adique |.|p n’est pas complet.

On va donner un exemple de suite de Cauchy diverge pour p = 5.

On définit deux suites d’entiers an et xn par xn = xn−1 + an5n et x0 = a0 = 2. On

détermine an ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, et par la congruence x2
n + 1 ≡ 0[5n].

(xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans Q car

|xn − xn−1|p ≤
1

5n
−→
n→+∞

0.

Cependant, elle ne peut converger vers x ∈ Q, puisque si elle avait une limite x ∈ Q, on

aurait x2 + 1 = 0.

1.3.1 Complétion de Q

Puisque Q n’est pas complet pour |.|p, on le complète et on obtient un corps complet

que l’on note Qp et qui s’appelle le corps des nombres p-adiques.

Le corps Qp des nombres p-adiques peut alors être défini comme la complétion de l’espace

métrique
(
Q, dp

)
. Ses éléments sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy, où

deux suites u = (un)n≥0 et v = (vn)n≥0 sont dites équivalentes (uRv) si |un−vn|p −→
n→+∞

0.

De cette façon, on obtient un espace métrique complet qui est aussi un corps et qui

contient Q comme sous espace dense dans Qp.

Nous indiquons comment prolonger la valeur absolue définie sur Q à tout Qp.

Soit x un élément de Qp et xn une suite de Cauchy d’éléments de Q, de limite x pour la

distance p-adique. On vérifie que |xn|p est une suite de Cauchy dans R, de sorte que cette

suite admet une limite, que l’on voit de plus être indépendante de la suite xn de limite

x choisie. On pose alors |x|p = lim
n→+∞

|xn|p. Cette construction permet de comprendre

pourquoi Qp est un analogue arithmétique de R.
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1.3. Nombres p-adiques

Pour un nombre premier donné p, on définit la valeur p-adique sur Qp comme suit.

Proposition 1.7 [20](Valeur p-adique de Qp)

L’ensemble Qp est un corps commutatif, et l’application qui à x associe |x|p est une valeur

absolue ultra-métrique sur Qp. Pour tout x dans Q∗p, on définit

|x|p =

 p−vp(x), x 6= 0

0, x = 0

où vp(x) est un élément de Z, ce nombre est la valuation p-adique de x.

En quelque sorte, plus x est divisible par p, plus sa valeur p-adique est petite.

Exemple. Pour

x =
63

550
= 2−1 × 32 × 5−2 × 7× 11−1

On a |x|2 = 2, |x|3 =
1

9
, |x|5 = 25, |x|7 =

1

7
, |x|11 = 11, et pour tout autre nombre

premier |x|p = 1.

Dans la suite, on commence par définir l’anneau des entiers p-adiques Zp, puis on

construit le corps des fractions de cet anneau pour obtenir le corps des nombres p-adiques.

Définition 1.4 (décomposition canonique de Hensel)

Soit p un nombre premier. Tout élément non nul x de Qp (et en particulier tout élément

de Q) s’écrit de manière unique sous la forme

x =
∑
n≥k

an p
n

où an sont des nombres entiers compris entre 0 et p−1. Cette écriture est la décomposition

canonique de x comme nombre p-adique.

Cette série est convergente suivant la métrique p-adique. On note Zp l’ensemble des

éléments de Qp tels que k ≥ 0 et on l’appelle ensemble des entiers p-adiques.

Remarque. La partie Zp est un sous-anneau de Qp. On peut représenter un entier p-

adique par une suite infinie de chiffres en base p à gauche du point (i.e. x = ...a2a1a0.),
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1.3. Nombres p-adiques

tandis que les autres éléments de Qp, eux auront un nombre fini de chiffres à droite du

point. Cette écriture fonctionne en somme à l’inverse de ce qu’on a l’habitude de rencon-

trer dans l’écriture des nombres réels.

Théorème 1.2 [27] L’ensemble des entiers p-adiques

Zp =
{
x ∈ Qp, vp(x) ≥ 0

}
= {x ∈ Qp, |x|p ≤ 1}

Zp représente le disque de l’unité de rayon 1 et de centre 0.

Lemme 1.1 [20] [27]

i) N est dense dans Zp.

ii) Z est dense dans Zp, i.e. ∀x ∈ Q : |x|p ≤ 1,∀ ∈ N, il existe un entier unique α ∈ Z

tel que |α− x|p ≤ p−n où α ∈ {0, 1, ..., pn − 1}

Théorème 1.3 [27] L’ensemble des nombres p-adiques Qp est défini par l’ensemble des

sériés formelles avec des puissances de p

Qp =
{∑
n≥k

anp
n, k ∈ Z, an ∈ Z, 0 ≤ an < p

}
.

1.3.2 Propriétés Analytiques et Topologiques des nombres p-

adiques

Dans cette section, on étudie seulement les propriétés élémentaires analytiques des

nombres p-adiques qui concernent la convergence des suites et des séries définies dans Qp,

et de faire une étude des propriétés topologiques sur les disques de Qp.

Propriétés Analytiques

Le corps des nombres p-adiques est analogue au corps des nombres réels sur plusieurs

espects, mais le corps Qp possède des propriétés différentes de celles du corps des réels R.

Le point le plus intéressant dans cette partie est la convergence des suites et des séries

dans l’espace
(
Qp, |.|p

)
.
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1.3. Nombres p-adiques

Théorème 1.4 [20] Soit (un)n≥0 une suite de Qp . Alors (un)n≥0 est une suite convergente

si et seulement si

lim
n→+∞

|un+1 − un|p = 0

Autrement dit, (un)n≥0 est une suite de Cauchy.

Maintenant, soit la série
∑
k≥0

uk, uk ∈ Qp. On sait que la série
∑
k≥0

uk converge si et seulement

si la suite des sommes partielles Sn =
n∑
k=0

uk converge dans Qp. La série est converge

absolument dans Qp si et seulement si
∑
k≥0

|uk|p converge dans R.

Proposition 1.8 [27] Soit la série
∑
k≥1

|uk|p,uk ∈ Qp, on a

∑
k≥1

|uk|p converge dans R⇒
∑
k≥0

uk converge dans Qp.

Proposition 1.9 [27] Soit (un)n≥ est une suite dans Qp, si lim
n→∞

un = u dans Qp, on a
lim
n→∞
|un|p = 0.

ou bien

∃n0 ∈ N : |un|p = |u|p
(
la suite (|un|p)n≥0 est stationnaire à partir d’un rang n0

)
.

Exemples.

1. Le fait que vp(n!) =
n− Sp(n)

p− 1
, où Sp(n) désigne la somme des chiffres de l’écriture

de n en base p. Il en résulte que vp(n!) tend vers l’infini, et lim
n→+∞

|n!| = lim
n→+∞

p−vp(n!) =

0, donc la série de terme général n! converge, i.e la somme
∑
n≥0

n! existe dans Qp.

2.
∑
n≥0

pn =
1

p− 1
converge dans Qp, car lim

n→+∞
|pn|p = lim

n→+∞
p−n = 0.

3.
∑
n≥0

1

pn
diverge dans Qp, car lim

n→+∞

∣∣∣ 1

pn

∣∣∣
p

= lim
n→+∞

pn 6= 0.

Propriétés Topologiques.

Soit a ∈ Qp et R > 0, Nous posons

D+(a,R) = {x ∈ Qp, |x− a|p ≤ R} : Le disque fermé de centre a et rayon R.

D−(a,R) = {x ∈ Qp, |x− a|p < R} : Le disque ouvert de centre a et rayon R.
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1.4. Cp-Corps des nombres complexes p-adiques

D(a,R) : L’un ou l’autre de ces deux disques.

C(a,R) = {x ∈ Qp, |x− a|p = R} : Le cercle dans Qp de centre a et rayon R.

Soient a, b ∈ Qp et 0 < r < R, on a les propriétés suivantes.

Proposition 1.10 [27]

P.1 Le cercle est un ensemble ouvert et fermé.

P.2 Un disque D(a, r) est un ensemble à la fois ouvert et fermé.

P.3 Tout point b de D(a, r) est un centre de D(a, r).

(Tout point d’un disque est un centre de ce disque.)

P.4 Soient D(a, r) et D(b, r) deux disques de Qp, alors ils sont disjoints ou l’un est inclus

dans l’autre.

Proposition 1.11 [16] Le corps Qp possède les propriétés suivantes

i) Qp complet et séparable.

ii) Qp localement compact.

iii) Qp n’est pas algébriquement clos.

iv) Qp n’est pas sphériquement complet.

1.4 Cp-Corps des nombres complexes p-adiques

Soit p un nombre premier. Soit Qp le corps des nombres p-adiques muni de la valeur

absolue |x|p = p−vp(x), et vp(Q∗p) = Z.

On peut montrer que la clôture algébrique Qp de Qp munie de l’unique valeur absolue

p-adique |.|p prolongeant celle de Qp n’est pas complet. On désigne par Cp-le complété de(
Qp, |.|p

)
appelé le corps des nombres complexes p-adiques.

Proposition 1.12 [27] Le corps Qp n’est pas algébriquement clos pour tout p-premier.

Pour faire convenablement de l’analyse, il est donc logique de considéré une clôture

algébrique de Qp, que l’on note Qp et qui n’est pas complet, donc nous avons besoin de
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1.5. Fonctions Analytiques d’un corps ultra-métrique

le compléter pour former un plus grand corps complet algébriquement clôs noté Cp (pour

plus de détail, voir [20]). On montre que l’on peut prolonger la valeur absolue à ce corps,

qui possède aussi une valeur absolue p-adique, que l’on note toujours |.|p.

Proposition 1.13 [32] Le corps Cp possède les propriétés suivantes

i) Cp algébriquement clos.

ii) Cp n’est pas localement compact et n’est pas sphériquement complet.

iii) l’ensemble des valeurs p-adiques de Cp est égal à
{
pq, q ∈ Q

}
.

iv) Q ⊂ Qp ⊂ Qp ⊂ Cp.

1.5 Fonctions Analytiques d’un corps ultra-métrique

On note K un corps ultra-métrique complet, algébriqument clos et de caractéristique

nulle muni d’une valeur absolue ultra-métrique |.|.

Définition 1.5 (fonction entière)

On dit qu’une fonction f : K→ K est entière si elle est de la forme

f(x) =
∑
n≥0

an(x− a)n, an ∈ K

où x et a sont des nombres de K.

Considérons maintenant une série entière de terme général anx
n, avec an ∈ K. Cette

série est donc convergente si et seulement si anx
n tend vers zéro dans K.

Remarque. L’ensemble A = {r ∈ [0,+∞[, |an|rn −→ 0} est un ensemble non vide.

Définition 1.6 Dans tous les cas, on note R =
1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

(Formule d’Hadamard),

le rayon de convergence de de la série entière
∑
n≥0

anx
n, si A est borné. Sinon on pose

R = +∞.
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1.5. Fonctions Analytiques d’un corps ultra-métrique

Comme dans le cas classique, les propriétés de R sont aussi les mêmes dans le cas

ultra-métrique, si R est non nul, la série converge pour x dans K, tel que |x| < R, pour

|x| > R elle diverge. En général, on peut rien dire en ce qui concerne la convergence sur

le cercle |x| = R. Le disque D−(0, R) est appelé le disque de convergence.

Exemples.

1. Soit b ∈ K non nul, la série
∑
n≥0

bnxn pour disque de convergence D−(0, |b|−1) est sa

somme est
1

1− bx
2. La série logarithme log x =

∑
n≥1

(−1)n+1x
n

n
a pour disque de convergence D−(0, 1).

En effet, le fait que
∣∣∣(−1)n+1

n

∣∣∣ 1
n

= |n|
−

1

n , donc le rayon de convergence est égal à

R = 1/ lim
n→+∞

sup |n|
−

1

n = 1, ∀n ≥ 1.

Définition 1.7 On dira qu’une fonction f : D+(0, r) −→ K est analytique sur D+(a, r)

pour tout r, 0 < r < R, s’il existe une suite (an)n≥0 d’éléments de K, telle que |an|rn −→ 0,

et pour tout x ∈ D+(0, r), on a f(x) =
∑
n≥0

anx
n.

Définition 1.8 une fonction f : D−(0, r) −→ K est dite analytique sur D−(0, r) si pour

tout r, 0 < ρ < r, la restriction de f à D+(0, ρ) est une fonction analytique sur D+(0, ρ).

Proposition 1.14 [32] Pour qu’une fonction f : D−(0, r) −→ K soit analytique sur

D−(0, r) il faut et il suffit qu’il existe une suite unique (an)n≥0 d’éléments de K satisfaisant

|an|rn −→ 0 pour r, 0 < r < R, et telle que pour x ∈ D−(0, r), on a f(x) =
∑
n≥0

anx
n.

Notations. A(K) est l’anneau des fonctions entières dans K (c-à-d les séries de

Taylor de rayon de convergence infini).

De même, on note A(D−(0, R)) l’ensemble des fonctions analytiques dans D−(0, R). i.e

une K-algébre des séries formelles
∑
n≥0

anx
n convergentes dans D−(0, R).

Théorème 1.5 [27] Soit f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ A(D−(0, R)). Alors f est bornée dans D−(0, R)

si et seulement si la suite (|an|Rn)n≥0 est aussi bornée, c’est-à-dire

si lim sup
n→+∞

|an|Rn < +∞. De plus, si f est bornée, alors ‖f‖D−(0,R) = sup
n≥0
|an|Rn.
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1.5. Fonctions Analytiques d’un corps ultra-métrique

Théorème 1.6 [20] [32] (Dérivées des fonctions analytiques)

i) L’ensemble des fonctions analytiques sur D+(0, R)
(

resp. D−(0, R)
)

noté A(D+(0, R))(
resp. A(D−(0, R))

)
est un espace vectoriel sur K.

ii) Si f(x) =
∑
n≥0

anx
n ∈ A(D+(0, R))

(
resp. A(D−(0, R))

)
est continue et dérivable sur

D(0, R) alors sa dérivée f ′ appartient aussi à A(D+(0, R))
(

resp. A(D−(0, R))
)

tel

que f ′(x) =
∑
n≥1

nanx
n−1.

Plus généralement, si R > 0, alors la série f est une fonction indéfiniment dérivable

sur le disque de convergence de f , et on a f (k)(x) =
∑
n≥k

Ck
n anx

n−k.

iii) Le rayon de convergence de f ′ est égal au rayon de convergence de f .

Proposition 1.15 [32] Les fonctions analytiques sur un disque fermé de K (ex : K = Cp)

forment un anneau commutatif, intègre, stable par dérivation ( ce qui n’est pas le cas dans

C).

1.5.1 Zéros des fonctions analytiques

Définition 1.9 Soit f ∈ A(D−(0, R)), pour chaque x ∈ D−(0, R) on a f(x) =
∑
n≥0

anx
n.

De plus, si f(α) = 0, α est un zéro et il existe β ∈ N∗ unique tel que f(x) = (x −
α)βg(x), ∀x ∈ D−(0, R), où g ∈ D−(0, R) et g(α) 6= 0.

Proposition 1.16 [32] Une fonction analytique non nulle sur un disque vérifie le principe

de zéros isolés, c’est à dire, que si b est un zéro de f , il existe un disque de centre b, de

rayon assez petit, où la fonction f n’admet comme zéro que b.

Définition 1.10 Soit f ∈ A(K) (resp. f ∈ A(D−(0, R))) et soit α ∈ K (α ∈ D−(0, R)).

Soit r ∈]0,+∞[ tel que D(α, r) ⊂ K
(

resp. soit r ∈]0, R[ tel que D+(α, r) ⊂ D−(0, R)
)

et f(x) =
∑
n≥q

bn(x− α)n,∀x ∈ D(α, r) et bq 6= 0, q > 0. On dit dans ce cas, que α est un

zéro de f d’ordre de multiplicité q.

Si f admet α comme zéro d’ordre q, on posera wα(f) = q. Si f(α) 6= 0, on posera

simplement wα(f) = 0.

Proposition 1.17 [10](égalité de Cauchy)

Soient 0 < r < R et f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ A(D+(0, r)) telles que |an|rn ait pour limite 0,

L’application

f 7−→ |f |(r) = max
n≥0
|an|rn (module maximun)
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1.5. Fonctions Analytiques d’un corps ultra-métrique

est une norme ultra-métrique sur A(D+(0, r)), et on a

max
x∈D+(0,r)

|f(x)| = |f |(r)

cette relation est appelée égalité de Cauchy.

Le graphe de la fonction log r 7→ log |f |(r) est appelé polygone de valuation de f .

Proposition 1.18 L’espace A(D+(0, R)) que l’on munit de la norme décrit plus haut est

un espace complet. Autrement dit, il s’agit d’un espace de Banach ultra-métrique.

Proposition 1.19 [20] [19] On suppose que f ∈ A(D+(0, r)), 0 < r < R, alors

i) La fonction |f |(r) est croissante.

ii) La fonction |f |(r) est continue.

iii) Si la fonction f a un zéro b dans le disque D+(0, r), la fonction |f |(r) est strictement

croissante si r > |b|.

Théorème 1.7 [3] [10] (spécificité ultra-métrique)

Soit f ∈ A(K)
(
resp. f ∈ A(D−(0, R))

)
, pour tout r ∈]0,+∞[

(
resp. r ∈]0, R[

)
. On a

|f ′|(r) ≤ 1

r
|f |(r).

Démonstration.

Il suffit de montrer que pour f ∈ A(K)
(
resp. f ∈ A(D−(0, R))

)
log
∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) ≤ − log r, ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

En effet.

Si f(x) =
∑
n≥0

anx
n, on a f ′(x) =

∑
n≥0

nanx
n−1, d’où

|f ′|(r) = max
n≥0
|n||an|rn−1 =

1

r
max
n≥0
|n||an|rn, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
≤ 1

r
max
n≥0
|an|rn =

1

r
|f |(r), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
d’où

log
∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) ≤ − log r, ∀r ∈]0,+∞[
(
resp.∀r ∈]0, R[

)
.

Ce qui termine la démonstration �
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1.5. Fonctions Analytiques d’un corps ultra-métrique

Théorème 1.8 [10] Soit f(x) =
∑
n≥0

anx
n, an ∈ K, ∀x ∈ D+(0, R) appartenant à A(D+(0, R)),

et s un indice tel que |f |(r) = |as|rs et |aj|rj < |as|rs pour j > s (le plus grande indice )

alors

i) Si s ≥ 1, alors la fonction f a exactement s zéros dans D+(0, R) compte les multipli-

cités.

ii) La fonction f n’a aucun zéro dans D+(0, R) si et seulement si s = 0 et sa valeur

absolue est constante dans ce disque.

Soit l le plus petit indice tel que |f |(r) = |al|rl et |aj|rj < |al|rl pour j < l alors

a) l le nombre des zéros de f dans D−(0, R).

b) s− l le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, R).

Nous allons maintenant regarder l’image d’un disque par une fonction analytique.

Proposition 1.20 [10] [18] Soit D(0, r), 0 < r < R un disque de K, et f une fonction

analytique non constante sur D(0, r). L’image de D(0, r) par f est un disque de K, de

même nature que D(0, r) (circonférence ou non).

1.5.2 Polygone de Valuation

Soit la fonction analytique dans D+(0, r), 0 < r < R, représentée par la suite conver-

gente f(x) =
∑
n≥0

anx
n, a0 6= 0 et nous voyons ce que le résultat précédent nous donne sur

la fonction

ϕf : I =]−∞, logR[ −→ R

log r −→ ϕf (log r) = log |f |(r) = max
n≥0
{log |an|+ n log r}

Pour chaque n nous construisons le graph γn(log r) qui décrit log |an| + n log r comme

fonction de log r. Soit γn(r, f) le bord de l’intersection des demi-plans situés sous les

droites γn(log r) de la pente n. Alors dans chaque segement [log rk, log rk+1], 0 < log rk <

log rk+1 < R, il existe un nombre fini de γn(log r) qui interviennent dans γn(r, f). On

déduit que γn(r, f) est une ligne polygonale qui s’appelle le polygone de valuation de la
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1.5. Fonctions Analytiques d’un corps ultra-métrique

fonction f . Nous appellons le point log r > 0 où γn(r, f) un sommet des points critiques de

f . Chaque segement fini [log rk, log rk+1] ne contient qu’un nombre fini de points critiques

de f , et on sait que si log r n’est pas un point critique de f , alors |f(x)| = a−γn(r,f), a > 0,

et s’il est un point critique, on a log |an|+n log r atteints leurs maximum au moins à deux

valeurs de n, alors |f |(r) = a−γn(r,f), a > 0. Donc

log |f |(r) = max
n≥0
{log |an|+ n log r}.

Proposition 1.21 [11] [32] La fonction ϕf vérifient les propriétés suivantes

i) C’est une fonction convexe, croissante et continue affine par morceaux.

ii) Si f a un zéro b dans D−(0, r), 0 < r < R, la fonction ϕf est strictement croissante

pour log r > log |b|

iii) ϕf admet des dérivées à droite
d+ϕf
d(log r)

et à gauche
d−ϕf
d(log r)

en tout point log r ∈ I
et on a

d+ϕf
d(log r)

= s le plus grande entier t.q : ϕf (log r) = log |as|+ s log r

où s est le nombre des zéros de f dans le disque fermé D+(0, r).

d−ϕf
d(log r)

= l le plus petit entier t.q : ϕf (log r) = log |al|+ l log r

où l est le nombre des zéros de f dans le disque ouvert D−(0, r).

Donc s− l est le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, r).

Exemples.

1. Soit K un corps ultra-métrique muni d’une valeur absolue ultra-métrique |.|.

On considère un polynôme

P (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n, ai ∈ K, i = 0, ..., n et a0, an 6= 0

On suppose que P est scindé dans K, on peut écrire

P (x) = an
n∏
i=1

(x− αi), αi ∈ K, ∀i = 1, ..., n, où αi sont des zéros de P
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1.5. Fonctions Analytiques d’un corps ultra-métrique

pour r assez grand, tels que |αi| ≤ r,∀i, on a donc

|P |(r) = |an|
n∏
i=1

|(x− αi)|(r)

= |an|
n∏
i=1

max(|x|, |αi|) = |an|
n∏
i=1

max(r, |αi|) = |an|rn

donc le polygone de valuation de P donne,

log |P |(r) = log |an|+ n log r

et l = s = n, donc toutes les racines de P sont dans le disque D+(0, r).

2. La fonction exponentielle n’a aucun zéro.

En effet, la fonction expx =
∑
n≥0

xn

n!
, pour tout x ∈ D−(0, p−

1
p−1 ) (disque de conver-

gence)

On pose | exp |(r) = max
n≥0
|an|rn = max

n≥0
| 1
n!
|rn

i) Pour n > 0 et 0 < r < p−
1
p−1 , on a

|an|rn = | 1
n!
|rn = p

n−Sp(n)

p−1 rn < p
n−Sp(n)

p−1 p−
n
p−1 = p−

Sp(n)

p−1 < 1, ∀n > 0.

ii) Pour n = 0, on a |a0| = 1.

Donc log | exp |(r) = log |a0| = 0. D’où s = l = 0, ceci signifie que la fonction

exponentielle n’a aucun zéro.
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Chapitre 2

Théorie de Nevanlinna

ultra-métrique

Parmi les méthodes utilisées dans les problèmes de distributions de valeurs, on cite

la Thèorie de Nevanlinna ultra-métrique. Cette théorie s’exprime par deux théorèmes

fondamentaux. Dans ce chapitre, nous s’intéresse de la version ultra-métrique de la formule

de Jensen qu’on utiliser pour obtenir le premier théorème fondamental de Nevanlinna ;

ce théorème fournit la taille du nombre de zéros. Le deuxième théorème est l’un des

théorèmes les plus utilisés dans la théorie de distribution de valeurs.

2.1 Fonctions méromorphes d’un corps ultra-métrique

Nous considérons dans cette section les fonctions méromorphes qui sont définie sur K

(resp. sur un disque ouvert D−(0, R)) sauf aux points de singularités isolées qui sont des

pôles. Une telle fonction f peut s’écrire f =
h

g
où h, g ∈ A(K) (resp. D−(0, R)).

Notations. On noteM(K) (resp.M(D−(0, R))) le corps des fonctions méromorphes

dans K (resp. dansD−(0, R)), c’est-à-dire le corps des fractions deA(K) (resp. deA(D−(0, R))).
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2.1. Fonctions méromorphes d’un corps ultra-métrique

La valeur absolue |.|(r) qui définie dans A(K)
(

resp. dans A(D−(0, R))
)

quand r ∈

]0,+∞[ (resp. r ∈]0, R[), s’étend d’une manière naturelle àM(K)
(

resp. àM(D−(0, R))
)

,

en posant |f |(r) =
|h|(r)
|g|(r)

quand h, g ∈ A(K)
(

resp. h, g ∈ A(D−(0, R))
)

.

Le théorème suivant énonce une spécificité ultra-métrique.

Théorème 2.1 [3] [8](spécificité ultra-métrique)

Soit f ∈M(K) (resp. f ∈M(D−(0, R))) pour tout r ∈]0,+∞[ (resp. r ∈]0, R[), on a

|f ′|(r)
|f |(r)

≤ 1

r

Démonstration.

Si l’on écrit f =
h

l
avec h, l ∈ A(K)

(
resp. h, l ∈ A(D−(0, R))

)
sans zéros communs, pour

r ∈]0,+∞[
(
resp. r ∈]0, R[

)
, on a

f ′

f
=
h′l − hl′

hl∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) =
∣∣∣h′l − hl′

hl

∣∣∣(r) =
|h′l − hl′|(r)
|hl|(r)

et comme |h′l − hl′|(r) ≤ max
{
|h′l|(r), |hl′|(r)

}
, on a

|f ′|(r)
|f |(r)

≤ max
{ |h′|(r)|l|(r)
|h|(r)|l|(r)

,
|h|(r)|l′|(r)
|h|(r)|l|(r)

}
≤ max

{ |h′|(r)
|h|(r)

,
|l′|(r)
|l|(r)

}
.

On sait que
|h′|(r)
|h|(r)

≤ 1

r
et
|l′|(r)
|l|(r)

≤ 1

r
. D’où l’inégalité. �

2.1.1 Formule de Jensen

Pour f ∈ M(K)
(
resp. f ∈ M(D−(0, R))

)
n’ayant ni zéro ni pôle en 0, et pour

r ∈]0,+∞[
(
resp. r ∈]0, R[

)
et α ∈ D+(0, r). On note

z(ρ, f) =
∑
|α|=ρ
f(α)=0

max
(
0, wα(f)

)
et p(ρ, f) = z(ρ,

1

f
)
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2.1. Fonctions méromorphes d’un corps ultra-métrique

c’est-à-dire que z(ρ, f)
(
resp. p(ρ, f)

)
est le nombre de zéros (resp. pôles) de f sur le cercle

C(0, ρ), chaque zéro (resp. pôle) est compté autant de fois que son ordre de multiplicité.

wα(f) est l’entier relatif iα de Z, tel que f(x) =
∑
i≥iα

ai(x− α)i avec aiα 6= 0.

La formule qu’on donne dans le théorème suivant est la version ultra-métrique de la

formule de Jensen qu’on utiliser assez fréquemment tout au long de notre travail.

Théorème 2.2 [1] [5] Soit f ∈ M(K)
(
resp. f ∈ M(D−(0, R))

)
, telle que f(0) 6= 0,∞

et pour r ∈]0,+∞[
(
resp. r ∈]0, R[

)
, on a

log |f |(r) = log |f(0)|+
∑
|α|≤r

{
z(|α|, f)− z(|α|, 1

f
)
}

log
r

|α|
.

Démonstration.

La démonstration de cette formule est facile elle est conséquence des propriétés de polygone

de valuation.

1. Le point de départ ici est le fait que f ∈ A(K)
(
resp. f ∈ A(D−(0, R))

)
, telle que

f(0) 6= 0. Le polygone de valuation de f donne pour r ∈]0,+∞[
(
resp. r ∈]0, R[

)
log |f |(r) = log |f(0)|+

∑
|α|≤r

z(|α|, f) log
r

|α|
(2.1)

Pour montrer l’égalité (2.1), soient 0 < r1 < r2 < ... < rk < ... < r et 0 = n0 <

n1 < n2 < ... < nk < ... < n.

On pose log |f |(r) = max
n≥0
{log |an|+ n log r} =, on a

0 < r1 : log |f |(r1) = log |f(0)| = log |a0|

r1 < r2 : log |f |(r2) = log |an1|+ n1 log r

...

...

rk−1 < rk : log |f |(rk) = log |ank−1
|+ nk−1 log r

rk < r : log |f |(r) = log |ank |+ nk log r.
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2.1. Fonctions méromorphes d’un corps ultra-métrique

Alors

log |f |(r) =
[

log |f |(r)− log |f |(rk)
]

+
[

log |f |(rk)− log |f |(rk−1)
]

+ ...+
[

log |f |(r2)

− log |f |(r1)
]

+ log |f |(r1)

=
[

log |ank |+ nk log r − log |ank | − nk log rk

]
+
[

log |ank−1
|+ nk−1 log rk

− log |ank−1
| − nk−1 log rk−1

]
+ ...+

[
log |an1|+ n1 log r2 − log |an1|

− n1 log r1

]
+ log |f(0)|

= nk log
r

rk
+ nk−1 log

rk
rk−1

+ ...+ n1 log
r2
r1

+ log |f(0)|

= nk log
r

rk
+ nk−1(log

r

rk−1

− log
r

rk
) + ...+ n1(log

r

r1
− log

r

r2
) + log |f(0)|

= (nk − nk−1) log
r

rk
+ (nk−1 − nk−2) log

r

rk−1

+ ...+ (n2 − n1) log
r

r2

+ (n1 − n0) log
r

r1
+ log |f(0)|

=
k∑
i=1

(ni − ni−1) log
r

ri
+ + log |f(0)|

où (ni − ni−1) le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, ri)

donc log |f |(r) = log |f(0)|+
∑

0<|α|≤r
z(|α|, f) log

r

|α|
.

2. Soient f ∈M(K) (resp. f ∈M(D−(0, R))), f(0) 6= 0,∞.

On pose f =
h

g
où h, g ∈ M(K) (resp. h, g ∈ M(D−(0, R))). Soit α (resp. β) un

zéro de h (resp. de g), on a

log |f |(r) = log
∣∣∣h
g

∣∣∣(r)
= log |h|(r)− log |g|(r)

= log |h(0)|+
∑

0<|α|≤r

z(|α|, h) log
r

|α|
− log |g(0)| −

∑
0<|β|≤r

z(|β|, g) log
r

|β|

= log
∣∣∣h(0)

g(0)

∣∣∣+
∑

0<|α|≤r

z(|α|, f) log
r

|α|
−

∑
0<|β|≤r

z(|β|, 1

f
) log

r

|β|

= log |f(0)|+
∑

0<|α|≤r

z(|α|, f) log
r

|α|
−

∑
0<|β|≤r

z(|β|, 1

f
) log

r

|β|
. �
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2.2. Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique

2.2 Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna

ultra-métrique

Pour toute f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
non nulle, et pour r ∈]0,+∞[

(
resp.

∀r ∈]0, R[
)
, on pose

Z(r, f) =
∑
|α|≤r

wα(f)>0

z(|α|, f) log
r

|α|
.

La fonction de comptage des zéros de f dans D+(0, r) avec un ordre de multiplicité.

Z(r, f) =
∑
|α|≤r

log
r

|α|

La fonction de comptage des zéros de f dans D+(0, r) sans prendre en compte les multi-

plicités.

N(r, f) =
∑
|α|≤r

p(|α|, f) log
r

|α|
= Z(r,

1

f
)

La fonction de comptage des pôles de f dans D+(0, r) avec ordre de multiplicité.

Par les notations précédentes, on définit une autre version ultra-métrique plus simple

de la formule de Jensen qui déjà bien cunnue dans le théorème 2.2.

Proposition 2.1 [5](autre version-Formule de Jensen)

Soit R > 0, et soit f ∈ M(K)
(
resp. f ∈ M(D−(0, R))

)
n’ayant ni zéro ni pôle en 0.

Alors

log |f |(r) = Z(r, f)−N(r, f) + log |f(0)|, ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
(2.2)

Remarque. Pour f ∈ A(K)
(
resp. f ∈ A(D−(0, R))

)
et f(0) 6= 0, on a

log |f |(r) = Z(r, f) + log |f(0)|, ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
Qui s’écrit Z(r, f) ≤ log |f |(r) et fournit une majoration du nombre de solution de

l’équation f(x) = 0 dans le disque D+(0, r).
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2.2. Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique

2.2.1 Fonction Caractéristique de Nevanlinna

Si pour f ∈ A(K) (resp. f ∈ M(D−(0, R))) et r assez grand, la fonction log r 7→

log |f |(r) est positive, convexe et croissante, cette propriété n’est plus vraie pour les fonc-

tions f ∈M(K) (resp. f ∈M(D−(0, R)))

Le problème est donc de construire une fonction r 7→ T (r, f) qui conserve ces propriétés

et prolonge log |f |(r), quand f est analytique.

On définit

m(r, f) = log+ |f |(r) = max
{

0, log |f |(r)
}
.

La fonction de compensation. On a aussi

log |f |(r) = log+ |f |(r)− log+
∣∣∣ 1
f

∣∣∣(r) = m(r, f)−m
(
r,

1

f

)
.

Enfin, on définit la fonction de Nevanlinna (appelée aussi la fonction caractéristique) de

f , quand f n’a ni zéro ni pôle en 0, par

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f).

Remarque. Remarquons que les fonctions m(r, f), N(r, f) et T (r, f) ne changent pas à

une constante près, si on change l’origine. Par conséquent, si une fonction f admet un

zéro ou un pôle en 0, on peut réaliser un changement d’origine pour redéfinir les fonctions

précédentes.

Tout au long de ce travail, on supposera que la fonction f intervenant dans les fonctions

m(r, f), N(r, f) et T (r, f) n’a pas de zéro en 0, si f ∈ A(K)
(
resp. f ∈ A(D−(0, R))

)
et

n’a ni zéro ni pôle en 0, si f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
.
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2.2. Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique

On va essayer de donner une forme plus simple que la formule de Jensen (2.2).

log |f(0)| = N
(
r, f
)
− Z

(
r, f
)

+ log |f |(r), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
= N

(
r, f
)
−N

(
r,

1

f

)
+m

(
r, f
)
−m

(
r,

1

f

)
, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
= T

(
r, f
)
− T

(
r,

1

f

)
, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

Donc la formule (2.2) devient

T
(
r,

1

f

)
= T

(
r, f
)
− log |f(0)|, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
(2.3)

Avant de donner quelques propriétés liées à la Théorie de Nevanlinna, on introduira

les notations suivantes.

Notations. Soit φ, ϕ et ψ trois fonctions réelles définies dans un intervalle I =]0,+∞[(
resp. I =]0, R[

)
et soit r ∈ I. S’il existe une constante c ∈ R telle que φ(r) ≤ ψ(r)+cϕ(r),

on écrira simplement φ(r) ≤ ψ(r) +O(ϕ(r)). Si |φ(r)−ψ(r)| est bornée par une fonction

de la forme cϕ(r), on écrira φ(r) = ψ(r) +O(ϕ(r)).

Si lim
r→+∞

|φ(r)− ψ(r)| = 0
(
resp. lim

r→R
|φ(r)− ψ(r)| = 0

)
, on écrira φ(r) = ψ(r) + o(ϕ(r)).

Exemple. Soit P (x) =
q∑

n=1

anx
n ∈ K[X]. Alors Z(r, P ) = deg(P ) log r + O(1), ∀r ∈

]0,+∞[. En effet, soit
{
α1, ..., αt

}
l’ensemble des zéros de P où t ≤ q, et soient s1, ..., st

les ordres de multiplicité respectifs. Supposons A = max
1≤j≤t

|αj|. Si r ∈]0,+∞[, on a

Z(r, P ) =
t∑

j=1

sj log
r

|αj|
=

t∑
j=1

sj log
r

A
+

t∑
j=1

sj log
A

|αj|
=

t∑
j=1

sj(log r−logA)+
t∑

j=1

sj log
A

|αj|

mais
t∑

j=1

sj = q et
t∑

j=1

sj(log
A

|αj|
− logA) = O(1). Par conséquent

Z(r, P ) = q log r +O(1) = deg(P ) log r +O(1).

Proposition 2.2 [1] Soit f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
n’ayant ni zéros ni pôles

en 0. Il est facil de vérifier que

0 ≤ Z(r, f) ≤ T (r, f) et 0 ≤ N(r, f) ≤ T (r, f), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.
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2.2. Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique

Les propriétés arithmétiques sont assez semblables à celles connues dans C. Toutefois les

deux propriétés 1.i) et 3.iii) si dessous sont spécifiques à l’analyse ultra-métrique.

Théorème 2.3 [3] [5] Soient f, g ∈ M(K)
(
resp. f, g ∈ M(D−(0, R))

)
n’ayant ni zéro

ni pôle en 0. Alors

1. i) m(r, f + g) ≤ max
{
m(r, f),m(r, g)

}
+O(1), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
ii) m(r, f − a) = m(r, f) +O(1), ∀a ∈ K, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
iii) m(r, fg) ≤ m(r, f) +m(r, g) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
iv) m(r, af) = m(r, f) +O(1),∀a ∈ K, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

2. i) N(r, f + g) ≤ N(r, f) +N(r, g) +O(1) ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
ii) N(r, fg) ≤ N(r, f) +N(r, g) +O(1) ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

3. i) T (r, fg) ≤ T (r, f) + T (r, g) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
ii) T (r, f + g) ≤ T (r, f) + T (r, g) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
De plus, si f, g ∈ A(K)

(
resp. f, g ∈ A(D−(0, R))

)
iii) T (r, f + g) ≤ max

{
T (r, f), T (r, g)

}
+O(1), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
Démonstration.

1. Puisque |.|(r) est une valeur absolue ultra-métrique pourM(K)
(
resp. PourM(D−(0, R))

)
,

elle satisfaite l’inégalité triangulaire ultra-métrique, c’est-à-dire que

|f + g|(r) ≤ max{|f |(r), |g|(r)}

et aussi

|fg|(r) = |f |(r)|g|(r).

Par conséquent, grâce à la croissance de la fonction logarithmique, on déduit sans

difficulté i), iii) et iv).

Si |f |(r) > |a|, pour r assez grand (resp. assez proche de R), on a |f − a|(r) =

max
{
|f |(r), |a|

}
= |f |(r), d’où m(r, f − a) = m(r, f). Alors que, si |f |(r) ≤ |a|,

on a |f − a|(r) ≤ max
{
|f |(r), |a|

}
≤ |a|, ce qui entraine |m(r, f − a) −m(r, f)| ≤
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2.2. Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique

{
m(r, f − a),m(r, f)

}
≤ log+ |a|, et ainsi m(r, f − a) = m(r, f) + O(1), alors on a

ii).

2. Les inégalités i) et ii) sont vérifies tant que l’ordre de pôles de f + g (ou fg) au

point x0 est au plus égal à la somme d’ordres de pôles de f et g au point x0.

D’où

Z(r,
1

f + g
) ≤ Z(r,

1

f
) + Z(r,

1

g
)

Z(r,
1

fg
) ≤ Z(r,

1

f
) + Z(r,

1

g
).

3. i) d’après l’inégalité i) de 1 et par 2, on déduit que

m(r, f + g) +N(r, f + g) ≤ max
{
m(r, f),m(r, g)

}
+N(r, f) +N(r, g) +O(1)

≤ m(r, f) +m(r, g) +N(r, f) +N(r, g) +O(1)

d’où T (r, f + g) ≤ T (r, f) + T (r, g) +O(1).

ii) De même, d’après la propriété iii) de 1, on déduit que

m(r, fg) +N(r, fg) ≤ m(r, f) +m(r, g) +N(r, f) +N(r, g) +O(1).

D’où T (r, fg) ≤ T (r, f) + T (r, g) +O(1).

iii) Puisque N(r, f) = N(r, g) = 0, l’inégalité est immédiatement déduite de la pro-

priété i) de 1 . �

Comme corollaire du théorème 2.3, on a

Corollaire 2.1 [10] Soit f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
, f(0) 6= 0,∞, on a

T (r,
1

f
) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
et si a ∈ K, a 6= 0 et f(0) 6= a. On a

T (r, af) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
et T (r, f − a) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.
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2.2. Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique

Démonstration. Sachant que les pôles de f, af et f − a sont les même, les égalités sont

évidentes d’aprés i)− ii), iv) de 1, 2 et par 3 du théorème 2.3.

Corollaire 2.2 [8] Soit f ∈ M(K)
(
resp. f ∈ M(D−(0, R))

)
telle que f(0) 6= 0,∞.

Soient a, b, c, d ∈ K, tels que ad−bc 6= 0. Soit τ(x) =
ax+ b

cx+ d
, on suppose que τ(0) 6= 0,∞.

Alors

T (r, τ ◦ f) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

Commentaire. Le corollaire précédent signifie en quelque sorte que la fonction de

Nevanlinna est invariable par τ (les fonctions de Mobius).

Le théorème suivant donne l’analogue p-adique du premier théorème fondamental de

Nevanlinna, ce théorème se démontre de façon analogue au cas classique (voir [31]) et il

est une conséquence de la formule de Jensen.

Question. Quelle-est ”la taille” de ensemble des points x ∈ K où la fonction f prend

la valeur a ∈ K ou des valeurs ”proches” de a ?

Théorème 2.4 [3] (Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna)

Soit f ∈ M(K)
(
resp. f ∈ M(D−(0, R))

)
tels que f(0) 6= 0,∞, pour tout a ∈ K et

f(0) 6= a, on a

T
(
r,

1

f − a

)
= T

(
r, f
)

+O(1), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0,+∞[

)
(2.4)

Démonstration.

La démonstration est facile, elle est une conséquence des formules du corollaire 2.2.

Commentaire. Comme la fonction T (r, f) ne dépend pas de a, on peut dire que la

fonction f prend chaque valeur a avec une même multiplicité.

On a besoin de la notation suivante.

Notation. Pour tout nombre fini a ∈ K, a 6= 0 et f(0) 6= a. On note m(r, a), N(r, a) et

T (r, a) au lieu de m
(
r,

1

f − a

)
, N
(
r,

1

f − a

)
et T

(
r,

1

f − a

)
respectivement.
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Suite à cette notation, le théorème 2.4 de Nevanlinna écrit sous forme plus simple

T (r, a) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

On montre aussi les résultats suivants

Proposition 2.3 [3] Soit f ∈M(K), f(0) 6= 0,∞. On a les équivalences suivantes

i) f est une constante ⇔ T (r, f) = o(log r), r → +∞.

ii) f ∈ K(X)⇔ T (r, f) = O(log r), r → +∞.

iii) f est non constante ⇔ ∃c ∈ R, ∃A > 0 t.q

T (r, f) ≥ log r + c, ∀r > A.

Démonstration.

i) Si f = a ∈ K et a 6= 0, on a T (r, f) = log+ |f |(r) = o(log r), pour tout r > 0.

En effet, pour tout r > 0

T (r, f) = max
{

0, log |f |(r)
}

= max
{

0, log |a|
}

=

 log |a|, si log |a| > 0

0, si log |a| ≤ 0

D’où lim
r→+∞

T (r, f)

log r
= 0., i.e. T (r, f) = log+ |f |(r) = o(log r).

Pour la réciproque, on distingue deux cas

1. f n’a aucun pôle, car si x en était un on aurait

T (r, f) ≥ N(r, f) =
∑
|α|≤r

p(|α|, f) log
r∣∣α| ≥∑

|α|≤r

log
r∣∣α| ≥ log

r∣∣α|
d’où pour r > 0

−T (r, f)

log r
≤ − log r + log |α|

log r
=

log |α|
log r

− 1.

En passant à la limite, on a 0 ≤ −1, ce qui est absurde. D’où f n’a aucun pôle.

D’autre part, on sait que T
(
r,

1

f

)
= T (r, f) +O(1) = o(log r).

2. f n’a aucun zéro, car si x en était un on aurait

T
(
r,

1

f

)
≥ N

(
r,

1

f

)
=
∑
|α|≤r

p
(
|α|,

1

f

)
log

r

|α|
=
∑
|α|≤r

z(|α|, f) log
r

|α|
≥
∑
|α|≤r

log
r

|α|
≥ log

r

|α|
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d’où pour r > 0

−T
(
r,

1

f

)
log r

≤ − log r + log |α|
log r

=
log |α|
log r

− 1.

En passant à la limite, on a 0 ≤ −1, ce qui est absurde. D’où f n’a aucun zéro.

Donc f est une constante.

(ii) Si f(x) =
P (x)

Q(x)
où P (x), Q(x) ∈ K[X] sont tels que P (0) 6= 0 et Q(0) 6= 0 et si

k = deg P et l = deg Q, on a au voisinage de +∞

log |P |(r) = k log r +O(1)

log |Q|(r) = l log r +O(1)

d’où log |f |(r) = log |P |(r)− log |Q|(r) = (k − l) log r +O(1).

On a aussi

m(r, f) = log+ |f |(r) = max
{

0, (k − l) log r
}

+O(1)

=

 O(1), si (k − l) log r < 0

(k − l) log r +O(1), sinon.

=

 O(1), si k < l

(k − l) log r +O(1), sinon

D’autr part

N(r, f) =
∑
|α|≤r

p(|α|, f) log
r∣∣α| =

∑
|α|≤r

z(|α|, Q) log
r∣∣α| = l log

r∣∣α| = l log r +O(1)

d’où

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f) =

 l log r +O(1), si k < l

k log r +O(1), sinon

i.e. T (r, f) = O(log r).

Réciproquement, si T (r, f) = O(log r), il existe α > 0 tel que 0 ≤ T (r, f)

log r
≤ α, pour
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r tend vers infini. Soit n(r) =
∑
|α|≤r

p(|α|, f). On a pour r > 0

N(r2, f) =
∑
|α|≤r2

p(|α|2, f) log
r2

|α|
≥

∑
|α|≤r

p(|α|, f) log
r2

|α|

≥
∑
|α|≤r

p(|α|, f)
{

2 log r − log |α|
}

≥
∑
|α|≤r

p(|α|, f) log r = n(r) log r.

D’où T (r2, f) ≥ N(r2, f) ≥ n(r) log r ≥ 0, et

α ≥ T (r2, f)

2 log r
≥ N(r2, f)

2 log r
≥ n(r) log r

2 log r
=
n(r)

2

on trouve que

2α ≥ 2T (r2, f)

2 log r
≥ n(r).

Comme n(r) est une fonction croissante de r, n(r) a une limite quand r → +∞ et

on a lim
r→+∞

n(r) ≤ 2α < +∞. Donc f n’a qu’un nombre fini de pôles dans K.

D’autre part, on a T
(
r,

1

f

)
= T (r, f) +O(1), il existe β > 0 tel que 0 ≤

T
(
r,

1

f

)
log r

≤

β, pour r tend vers infini. Soit m(r) =
∑
|α|≤r

z(|α|, f). On a pour r > 0

N
(
r2,

1

f

)
=
∑
|α|≤r2

z(|α|2, f) log
r2

|α|
≥

∑
|α|≤r

z(|α|, f) log
r2

|α|

≥
∑
|α|≤r

z(|α|, f)
{

2 log r − log |α|
}

≥
∑
|α|≤r

z(|α|, f) log r = m(r) log r.

Et

2β ≥ 2T (r2, f)

2 log r
≥ m(r)

comme m(r) est une fonction croissante de r, m(r) a une limite quand r → +∞ et

on a lim
r→+∞

m(r) ≤ 2β < +∞. Donc f n’a qu’un nombre fini de zéros dans K. D’où

f ∈ K(X).
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iii) Si f est non constante, f admet au moins un zéro ou un pôle. Vu les relations du

corolaire 2.1 et quitte à considérer
1

f
, on peut supposer que f a un pôle a 6= 0, d’où

T (r, f) ≥ N(r, f) =
∑
|α|≤r

p(|α|, f) log
r∣∣α| ≥ log

r∣∣a| = log r − log |a|.

La réciproque est évidente. car s’il existe c ∈ R et A > 0 : T (r, f) ≥ log r + c pour

r > A, on a

T (r, f) ≥ log r + c

T (r, f)

log r
≥ 1 +

c

log r

donc lim
r→+∞

T (r, ϕ)

log r
6= 0 d’où T (r, f) 6= o(log r).

D’aprés i), la fonction f est non constante. �

On donne une autre version de la fonction caractéristique de Nevanlinna.

Théorème 2.5 [14] Soit f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
, f(0) 6= 0,∞. Alors

T (r, f) = max
{
Z(r, f) + log |f(0)|, N(r, f)

}
, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

Démonstration. Pour r ∈]0,+∞[
(
resp. r ∈]0, R[

)
, on a

log |f |(r) = Z(r, f)−N(r, f) + log |f(0)|

log |f |(r) +N(r, f) = Z(r, f) + log |f(0)|.

Donc max
{
Z(r, f) + log |f(0)|, N(r, f)

}
= max

{
N(r, f) + log |f |(r), N(r, f)

}
= max

{
0, log |f |(r)

}
+N(r, f)

= m(r, f) +N(r, f) = T (r, f).

Ce qui termine la démonstration �
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Exemple. Soit P (x) =
q∑

n=1

anx
n ∈ K[X] et Q(x) =

s∑
n=1

bnx
n ∈ K[X] deux polynômes

premiers entre eux. Soit F =
P

Q
∈ K(x), alors T (r, F ) = deg(F ) log r+O(1), ∀r ∈]0,+∞[

où deg(F ) = max
{
deg(P ), deg(Q)

}
.

En effet, soient
{
αi
}
i∈I et

{
βj
}
j∈J l’ensemble des zéros de P et Q respectivement.

Supposons B = max
i,j

{
|αi|, |βj|

}
. D’aprés l’exemple précédent, pour r ∈]0,+∞[, on a

Z(r, P ) = deg(P ) log r +O(1) et Z(r,Q) = deg(Q) log r +O(1). Par conséquent

T (r, F ) = max
{
Z(r, P ) + log |P (0)|, Z(r,Q)

}
= max

{
deg(P ), deg(Q)

}
log r +O(1)

= deg(F ) log r +O(1).

On donne une conséquence du premier théorème fondamental de Nevanlinna.

Corollaire 2.3 [10] [14] Soit f ∈ A(K)
(
resp. f ∈ A(D−(0, R))

)
non nulle en 0. Alors

T (r, f) = Z(r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

De plus, ∃ρ ∈]0,+∞[
(
resp. ρ ∈]0, R[

)
tel que si a ∈ K et f(0) 6= a, on a

Z(r, f) = Z(r, f − a), ∀r ∈]ρ,+∞[
(
resp. ∀r ∈]ρ,R[

)
.

Proposition 2.4 [10] Soit f ∈ M(D−(0, R)), tels que f(0) 6= 0,∞. Soit ε > 0. Il existe

h, l ∈ A(D−(0, R)) telles que f =
h

l
vérifiant

Z(r, h) ≤ Z(r, f) + ε et Z(r, l) ≤ N(r, f) + ε, ∀r ∈]0, R[.

Corollaire 2.4 Soit f ∈ M(K)
(
resp. f ∈ M(D−(0, R))

)
, f(0) 6= 0,∞. Il exist h, l ∈

A(K)
(
resp. h, l ∈M(D−(0, R))

)
telles que f =

h

l
vérifant

max
{
T (r, h), T (r, l)

}
≤ T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

Démonstration.

i) Soit f ∈ M(K), il exist h, l ∈ A(K) telles que f =
h

l
et Z(r, h) = Z(r, f) + O(1) et
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Z(r, l) = N(r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[.

Par conséquent

max
{
Z(r, h), Z(r, l)

}
≤ max

{
Z(r, f), N(r, f)

}
+O(1) = max

{
N(r,

1

f
), N(r, f)

}
+O(1)

≤ max
{
T (r,

1

f
), T (r, f)

}
+O(1)

= T (r, f) +O(1).

ii) Maintenant, si f ∈ M(D−(0, R)), d’aprés la proposition précédente, pour ε > 0 fixe,

il existe h, l ∈M(D−(0, R)), telles que f =
h

l
et

Z(r, h) ≤ Z(r, f) + ε et Z(r, l) ≤ N(r, f) + ε, ∀r ∈]0, R[.

max
{
Z(r, h), Z(r, l)

}
≤ max

{
Z(r, f), N(r, f)

}
+ ε ∀r ∈]0, R[

≤ T (r, f) + ε ∀r ∈]0, R[.

D’aprés le corollaire 2.3, on a

Z(r, h) = T (r, h) +O(1) et Z(r, l) = T (r, l) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.

D’où max
{
T (r, h), T (r, l)

}
= max

{
Z(r, h), Z(r, l)

}
≤ T (r, f) +O(1), pour tout

r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
. �

En vue de démontrer d’autres résultats, nous posons pour f ∈ M(K)
(
resp. f ∈

M(D−(0, R))
)

telle que f(0) 6= 0,∞ et soit r ∈]0,+∞[
(
resp. r ∈]0, R[

)
, pour |α| ≤ r.

Posons

p(|α|, f) =
∑
|α|=r

wα(f)<0

1 : le nombre de pôles de f sans prendre en compte

les multiplicités sur le cercle |α| = r.

Et

N(r, f) =
∑
|α|≤r

p(|α|, f) log
r

|α|
= Z

(
r,

1

f

)
.
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2.3 Propriétés classiques de la Théorie de Nevanlinna

ultra-métrique liées aux fonctions méromorphes

et leurs dérivées

On montre quelques propriétés de la Théorie de Nevanlinna, qui établissent des liens

entre des fonctions méromorphes et leurs dérivées.

Théorème 2.6 [7] Soit f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
telle que f (k)(k ∈ N) n’a ni

zéro ni pôle en 0. Alors

i) N(r, f (k)) = N(r, f) + kN(r, f)− log r +O(1)

ii) Z(r, f (k)) ≤ Z(r, f) + kN(r, f) +O(1)

iii) T (r, f (k)) ≤ T (r, f) + kN(r, f)− log r +O(1) ≤ (k + 1)T (r, f)− log r +O(1).

Nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 2.1 [3] Soit f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
, f =

h

g
où h, g ∈ A(Cp)

(
resp.

h, g ∈ A(D−(0, R))
)

n’ont pas de zéro commun. Posons H0 = h et Hn = gH ′n−1−ng′Hn−1

pour n ≥ 1. On a

i) f (n) =
Hn

gn+1

ii) Tout zéro d’ordre m(m ≥ 1) de g est un zéro d’ordre n(m−1) de Hn et un pôle d’ordre

m+ n de f (n).

La démonstration se fait par récurrence sur n.

Corollaire 2.5 [3] Soit f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
et f(0) 6= 0,∞. On a

m
(
r,
f ′

f

)
= 0, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp.∀r ∈]0, R[

)
m
(
r,
f ′

f

)
≥ log r, ∀r ∈]0,+∞[

(
resp.∀r ∈]0, R[

)
.

Démonstration. Soit f ∈M(K)
(
resp. f ∈M(D−(0, R))

)
. On a

m
(
r,
f ′

f

)
= log+

∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) = max
{

0, log
∣∣f ′
f

∣∣∣(r)} = 0, ∀r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.
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Par les résultats classiques pour les fonctions méromorphes, il est bien connu que pour

chaque r ∈]0,+∞[
(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
log
∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) ≤ − log r

d’où m
(
r,
f

f
′

)
= log+

∣∣∣ f
f
′

∣∣∣(r) = max
{

0, log
∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r)} ≥ log r. �

Démonstration du Théorème 2.6

i) Pour obtenir la première inégalité il suffit voir que chaque pôle α de f d’ordre s est un

pôle de f (k) d’ordre s+ k.

ii) Montrons maintemant la deuxième inégalité. Soit r ∈]0,+∞[
(
resp. r ∈]0, R[

)
. Par

la formule (2.2), on a

Z(r, f ′)−N(r, f ′) + log |f ′(0)| = log |f ′|(r)

Z(r, f)−N(r, f) + log |f(0)| = log |f |(r).

Mais, d’aprés le théorème 2.1, on a |f ′|(r) ≤ 1

r
|f |(r) et donc, en considérant la croissance

de la fonction logarithmique, on obtient

log |f ′|(r) ≤ log |f |(r)− log r

par conséquent

Z(r, f ′) = log |f ′|(r) +N(r, f ′)− log |f ′(0)|

≤ log |f |(r) +N(r, f ′)− log |f ′(0)| − log r

≤ Z(r, f) +N(r, f ′)−N(r, f) + log |f(0)| − log |f ′(0)| − log r

≤ Z(r, f) +N(r, f ′)−N(r, f)− log r +O(1).

Mais, d’aprés la première inégalité i), on a

N(r, f ′)−N(r, f) = N(r, f)− log r +O(1)

Z(r, f ′) ≤ Z(r, f) +N(r, f)− log r +O(1).
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fonctions méromorphes et leurs dérivées

La généralisation de cette inégalité est obtenue par récurrence. Supposons que l’inégalité

précédente est vraie pour tout k ≤ n. Alors

Z(r, f (n+1)) = Z(r, (f (n))′) ≤ Z(r, f (n)) +N(r, f (n))− log r +O(1)

et donc

Z(r, f (n+1)) ≤ Z(r, f) + nN(r, f) +N(r, f (n))− log r +O(1)

puisque N(r, f (n)) = N(r, f), on a

Z(r, f (n+1)) ≤ Z(r, f) + (n+ 1)N(r, f)− log r +O(1).

Pour montrer la troisième inégalité, on a

T (r, f (k)) = N(r, f (k)) +m(r, f (k))

= N(r, f) + kN(r, f) +m(r, f (k))− log r +O(1)

= N(r, f) + kN(r, f) +m
(
r,

f (k)

f (k−1)
...
f ′

f
f
)
− log r +O(1)

≤ N(r, f) + kN(r, f) +m
(
r,

f (k)

f (k−1)

)
+ ...+m

(
r,
f ′

f

)
+m(r, f)− log r +O(1)

= T (r, f) + kN(r, f)− log r +O(1).

Puisque N(r, f) ≤ N(r, f) ≤ T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[
(
resp.∀r ∈]0, R[

)
, on a

T (r, f (k)) ≤ (k + 1)T (r, f)− log r +O(1) ≤ (k + 1)T (r, f) +O(1). �

Remarque. La deuxième inégalité du théorème 2.6 n’est pas valable si on considère

des fonctions méromorphes dans C.

Voici un contre-exemple.

Soit f(x) = esinx. Il est facile de voir que f ∈ A(C) n’a pas de zéros dans C. Donc

Z(r, f) = 0,∀r ∈]0,+∞[.

Puisque f ′(x) = cosx esinx, on a lim
r→+∞

Z(r, f ′) = lim
r→+∞

Z(r, cosx esinx) = +∞. Par

conséquent, lim
r→+∞

Z(r, f ′)− Z(r, f) = +∞, ce qui contredit l’inégalité du théorème 2.6.
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2.4. Deuxième Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique

2.4 Deuxième Théorème Fondamental de Nevanlinna

ultra-métrique

Dans la section précédente, on définit une fonction caractéristique de Nevanlinna

T (r, f) et pour tout a ∈ K, nous avons m(r, a) + N(r, a) = T (r, f) + O(1). Il résulte que

la somme m(r, a) + N(r, a) est indépendante de a, c’est le résultat du premier théorème

fondamental de Nevanlinna.

Le deuxième théorème fondamental de Nevanlinna est l’un des théorèmes les plus

utilisés dans la théorie de distribution de valeurs. La Version ultra-métrique de ce théorème

a été introduite par A. Boutabaa [3], elle s’applique à des fonctions méromorphes dans

tout le corps ultra-métrique K

Théorème 2.7 [3] (Inégalité Fondamentale)

Soit f ∈M(Cp), f non constante. Soient a1, ..., aq des éléments distincts de Cp et δ ∈ R
tels que |ai − aj| ≥ δ pour 1 ≤ i 6= j ≤ q. On suppose que f(0) 6= 0,∞ et f(0) 6= ai pour

tout i, 1 ≤ i ≤ q. Alors

m(r, f) +

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ 2T (r, f)−N1(r)− log r + S(r), ∀r ∈]0,+∞[ (2.5)

où N1(r) est une fonction positive et

N1(r) = N(r, f) +N(r,
1

f ′
)−N(r, f)

S(r) = m(r,
f ′

f
) +m

{
r,

q∑
i=1

f ′

f − ai

}
+ q log+ 1

δ
+O(1)

avec log+ 1

δ
= max

{
0, log

1

δ

}
.

Démonstration.

On considère g =
q∑
i=1

1

f − ai
. Montrons que

m(r, g) ≥
q∑
i=1

m(r, ai)− q log+ 1

δ
, ∀r ∈]0,+∞[ (2.6)

Nous distinguons deux cas
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1. Si |f − aj|(r) < δ, pour un certain j, alors on a pour i 6= j et pour tout r ∈]0,+∞[(
resp. r ∈]0, R[

)
log |g|(r) = log

∣∣∣ q∑
i=1

1

f − ai

∣∣∣(r)
= log max

i=1,q

∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) = log
∣∣∣ 1

f − aj

∣∣∣(r)
et on a aussi que

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) = max
{

0, log
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)}

=


log
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) ≤ log
1

δ
, si log

1

δ
> 0

0, sinon.

Donc

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) ≤ log+ 1

δ

pour i 6= j, il suit que

log+ |g|(r) = log+
∣∣∣ 1

f − aj

∣∣∣(r)
=

q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q∑
i=1
i 6=j

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)
≥

q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q∑
i=1
i 6=j

log+ 1

δ

=

q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− (q − 1) log+ 1

δ

≥
q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q log+ 1

δ

alors m(r, g) ≥
q∑
i=1

m(r, ai)− q log+ 1

δ
.

2. Si |f − ai|(r) ≥ δ pour i ∈ {1...q} et pour tout r ∈]0,+∞[. On a

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) = max
{

0, log
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)} ≤ max
{

0, log
1

δ

}
= log+ 1

δ
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pour tout 1 ≤ i ≤ q, on a

log+ |g|(r) ≥ 0⇔ log+ |g|(r) ≥
q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)
≥

q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q∑
i=1

log+ 1

δ

=

q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q log+ 1

δ
.

D’où

m(r, g) = log+ |g|(r) ≥
q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q log+ 1

δ
=

q∑
i=1

m(r, ai)− q log+ 1

δ
.

La relation (2.6) est donc démontrée.

D’autre part, on a pour tout r ∈]0,+∞[

m(r, g) = m
(
r,

1

f

f

f ′
f ′ g

)
≤ m

(
r,

1

f

)
+m

(
r,
f

f ′

)
+m(r, f ′g)

= T (r, f)−N
(
r,

1

f

)
+ T

(
r,
f ′

f

)
−N

(
r,
f

f ′

)
+m(r, f ′g) +O(1).

La relation (2.6) nous donne

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ m(r, g) + q log+ 1

δ

m(r, f) +

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ m(r, f) +m(r, g) + q log+ 1

δ

et donc

m(r, f) +

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ m(r, f) + T (r, f)−N
(
r,

1

f

)
+ T

(
r,
f ′

f

)
−N

(
r,
f

f ′

)
+m(r, f ′g) + q log+ 1

δ
+O(1)

≤ 2T (r, f)−N
(
r,

1

f

)
−N(r, f)−N

(
r,
f

f ′

)
+N

(
r,
f ′

f

)
+

m
(
r,
f ′

f

)
+m(r, f ′g) + q log+ 1

δ
+O(1).
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Le résultat demande découle, alors du fait que

N
(
r,
f ′

f

)
−N

(
r,
f

f ′

)
= N

(
r,

1

f

)
−N(r, f) +N(r, f ′)−N

(
r,

1

f ′

)
+O(1) (2.7)

On sait que

N(r, f ′)−N(r, f) = N(r, f)− log r +O(1).

La formule (2.7) devient

N
(
r,
f ′

f

)
−N

(
r,
f

f ′

)
= N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
−N

(
r,

1

f ′

)
− log r +O(1)

alors

m(r, f) +

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ 2T (r, f) +
{
N(r, f) +N

(
r,

1

f ′

)
−N

(
r,

1

f

)}
+m

(
r,
f ′

f

)
+m

{
r,

q∑
i=1

f ′

f − ai

}
+ q log+ 1

δ
− log r +O(1).

D’où l’inégalité fondamentale (2.5). �

Maintenant, nous avons besoins d’estimer S(r).

Corollaire 2.6 [3](estimation de S(r)) la quantité S(r) du théorème 2.6 vérifie

S(r) = O(1), quand r → +∞.

Démonstration.

Pour tout r ∈]0,+∞[, on a

S(r) = m
(
r,
f ′

f

)
+m

{
r,

q∑
i=1

f ′

f − ai

}
+ q log+ 1

δ
− log r +O(1)

= m
(
r,
f ′

f

)
+m

(
r,
F ′

F

)
+O(1)

avec F =
q∏
i=1

(f−ai), et en utilisant le corollaire 2.5,m
(
r,
F ′

F

)
= m

(
r,
f ′

f

)
= 0, quand r →

+∞, alors S(r) = O(1), quand r → +∞. �
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Remarque. La formule (2.5) devient sous la forme

m(r, f) +

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ 2T (r, f)−N1(r)− log r +O(1), ∀r ∈]0,+∞[ (2.8)

Les notations suivantes sont nécessaires pour énoncer une conséquence du théorème 2.8.

Notations.

Soit f ∈ M(K)
(
resp. f ∈ M(D−(0, R))

)
non constante et pout tout a ∈ K tels que

f(0) 6= 0,∞ et f(0) 6= a. On pose

δ(a) = lim
r−→+∞

inf
m(r, a)

T (r, f)
= 1− lim

r−→+∞
sup

N(r, a)

T (r, f)
= lim

r−→+∞

{
inf
r≤R

m(r, a)

T (r, f)

}
Θ(a) = 1− lim

r−→+∞
sup

N(r, a)

T (r, f)
= 1− lim

r−→+∞

{
sup
r≤R

N(r, a)

T (r, f)

}
θ(a) = lim

r−→+∞
inf

N(r, a)−N(r, a)

T (r, f)
= lim

r−→+∞

{
inf
r≤R

N(r, a)−N(r, a)

T (r, f)

}
.

La quantité δ(a) est appelée le défaut de a. θ(a) est appelée l’indice de multiplicité de a.

Théorème 2.8 [3] (Deuxième Théorème Fondamental de Nevanlinna)

Soient a1, ..., aq (q ≥ 2). Soit f ∈ M(K) n’ayant ni zéro ni pôle en 0 et telle que f ′ et

f − ai ne sont pas nulles en 0. Alors

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N(r, ai) +N(r, f)−N0

(
r,

1

f ′

)
− log r +O(1), ∀r ∈]0,+∞[ (2.9)

où N0

(
r,

1

f
′

)
est obtenu à partir de N

(
r,

1

f
′

)
en omettant les termes correspondants aux

zéros de f ′ qui sont des zéros de f − ai pour 1 ≤ i ≤ q.

Démonstration.

En ajoutant N(r, f) +
q∑
i=1

N(r, ai) aux deux membres de l’inégalité (2.8), on a pour tout

r ∈]0,+∞[

N(r, f) +m(r, f) +

q∑
i=1

N(r, ai) +

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ N(r, f) +

q∑
i=1

N(r, ai) + 2T (r, f)

−N1(r)− log r +O(1)
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T (r, f) +

q∑
i=1

T (r, ai) ≤ N(r, f) +

q∑
i=1

N(r, ai) + 2T (r, f)

−N1(r)− log r +O(1)

T (r, f) +

q∑
i=1

T (r, f) ≤ N(r, f) +

q∑
i=1

N(r, ai) + 2T (r, f)

−N1(r)− log r +O(1)

(q + 1)T (r, f) ≤ N(r, f) +

q∑
i=1

N(r, ai) + 2T (r, f)−N1(r)− log r +O(1)

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N(r, ai)−N
(
r,

1

f ′

)
+N(r, f)− log r +O(1)

En remarquant que tout zéro de f − ai d’ordre m est un zéro de f ′ d’ordre m − 1, on

déduit que
q∑
i=1

N(r, ai)−N(r,
1

f ′
) =

q∑
i=1

N(r, ai)−N0

(
r,

1

f
′

)
où N0

(
r,

1

f ′

)
est obtenu à partir de N

(
r,

1

f
′

)
en omettant les termes correspondants aux

zéros de f ′ qui sont des zéros de f − ai pour 1 ≤ i ≤ q, il résulte que

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N(r, ai) +N(r, f)−N0

(
r,

1

f

)
− log r +O(1).

Comme N(r, ai) ≤ N(r, ai) pour tout 1 ≤ i ≤ q, on a

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N(r, ai) +N(r, f)−N0

(
r,

1

f

)
− log r +O(1).

D’où l’inégalité. �

Remarque. Le terme − log r qui figure dans le théorème précédent est d’une grande

utilité dans l’étude des ensembles d’unicité pour les fonctions entières dans un corps ultra-

métrique de caractéristique nulle, ou pour les fonctions méromorphes dans le corps tout

entier. Il permet d’avoir des résultats plus fins que ceux obtenus dans C. Remarquons

que ce terme n’a aucun intérêt quand il s’agit d’étudier ces problèmes dans un disque

D−(0, R).
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2.4. Deuxième Théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-métrique

On a le résultat suivant.

Corollaire 2.7 [3] Soit f ∈ M(K)
(
resp. f ∈ M(D−(0, R))

)
non constante, alors l’en-

semble des valeurs a ∈ K ∪ {∞} pour les quelles Θ(a) > 0 est au plus dénombrable, on

a ∑
a

δ(a) + θ(a) ≤
∑
a

Θ(a) ≤ 2 (2.10)

La sommation portant sur les a tels que f(0) 6= a.

Démonstration.

Par l’inégalité (2.9),on a pour tout r ∈]0,+∞[
(
resp. r ∈]0, R[

)
(q − 1)T (r, f) ≤

q∑
i=1

N(r, ai) +N(r, f)−N0

(
r,

1

f ′

)
− log r +O(1)

≤
q∑
i=1

N(r, ai) +N(r, f)− log r +O(1)

en divisant par T (r, f), et en passant à la limite

q − 1 ≤ N(r, f)

T (r, f)
+

q∑
i=1

N(r, ai)

T (r, f)
− log r

T (r, f)
+O(1)

q − 1 ≤ lim
r−→+∞

sup
N(r, f)

T (r, f)
+

q∑
i=1

lim
r−→+∞

sup
N(r, ai)

T (r, ai)
− lim

r−→+∞
inf

log r

T (r, f)
+O(1).

Donc

−Θ(∞) +

q∑
i=1

(
1−Θ(ai)

)
≥ q − 1

−
{

Θ(∞) +

q∑
i=1

(Θ(ai)
}
≥ −2

Θ(∞) +

q∑
i=1

Θ(ai) ≤ 2.

Ceci montre que Θ(a) > 1
N

pour au plus 2N − 1 valeurs finies distinctes a.

Si l’ensemble des valeurs a telles que Θ(a) > 0 est fini, le théorème est démontré, sinon les

valeurs a pour lesquelles Θ(a) > 0 peuvent être rangées en une suite a1, a2, ..., ai, ai1 , ai1+1,

..., ain , ... de sorte que la suite des Θ(ai) soit décroisante et que pour j ≤ in, on ait
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Θ(aj) ≥
1

n
. En posant a0 = ∞, on déduit, pour la suite (ai)i≥0 que

q∑
i=0

Θ(ai) ≤ 2 pour

tout q. D’où
∞∑
i=0

Θ(ai) ≤ 2. �

Remarque.

L’inégalité çi-dessus est la meilleure possible. En effet on montre que pour tout ε,

0 < ε < 2, il existe une fonction fε ∈M(K) pour laquelle
∑
a

Θ(a) > ε.

Car pour 0 < ε < 2, il existe n = n(ε) ∈ N∗ tel que ε < 1 +
n− 1

n
et si l’on considère

alors la fonction fε(x) = (x− 1)n, on a au voisinage de +∞.

m(r, f) = n log r, N(r, f) = N(r, f) = 0. D’où T (r, f) = n log r, Θ(f) = 1 et

N(r,
1

f
) = n log r, N(r,

1

f
) = log r. Θ(0) = 1− log r

n log r
=
n− 1

n
. Il en résulte que

∑
a

Θ(a) ≥ Θ(0) + Θ(f) = 1 +
n− 1

n
> ε.
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Chapitre 3

Application de la Théorie

deNevanlinna ultra-métrique aux

équations fonctionnelles aux

q-différences

Dans ce chapitre, on donne une application de la théorie de Nevanlinna ultra-métrique

pour étudier les solutions méromorphes de l’équation fonctionnelle

s∑
i=0

Ai(x) f(qix) = B(x) (E)

où q ∈ K, 0 < |q| < 1 et K un corps ultra-métrique complet et algébriquement clôs, avec

B(x), A0(x), ..., As(x), (s ≥ 1) des éléments de K(X), tel que A0(x) As(x) 6= 0.

D’abort, on montre que si A0(x), ..., As(x) sont constants, et B(x) ∈ K[X] alors f

est une fonction rationnelle.

Ensuite, on étudie les solutions de cette équation dans un cas plus général, et on

donne quelques caractérisations de ces solutions.
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fonctionnelles aux q-différences

Dans le corps C des nombres complexes, l’équation ci-dessus a été étudiée par plusieur

auteurs comme Bergweiler, Ishizaki Yanagihara, C.C.Yang, Heittokangas, laine,

Rieppo, Hayman [31],...

Notre but est de généraliser certains de ces résultats au cas ultra-métrique. Comme

dans le cas complexe, notre méthode est basée sur la Théorie de Nevanlinna ultra-

métrique.

Nous utilisons les mêmes notions et définitions de base de cette théorie que nous avons

déjà définit dans le chapitre 2.

Lemme 3.1 Soit f ∈M(K) et r > 0, on a

1. |f(qx)|(r) = |f |(|q|r)

2. m(r, f(qx)) = m(|q|r, f)

3. N(r, f(qx)) = N(|q|r, f)

4. T (r, f(qx)) = T (|q|r, f)

Démonstration.

1. On a pour tout f ∈ A(K) et r > 0

|f(qx)|(r) = sup
n≥0
|an qn| rn = sup

n≥0
|an| (|q| r)n = |f |(|q|r)

Pour f ∈M(K), il exist g, h ∈ A(K) tel que f =
g

h
, donc

|f(qx)|(r) =
|g(qx)|(r)
|h(qx)|(r)

=
|g|(|q|r)
|h|(|q|r)

= |f |(|q|r).

2. m(r, f(qx)) = log+ |f(qx)|(r) = log+ |f |(|q|r) = m(|q|r, f).

3. Le nombre de pôles de f dans D−(0, |q|r) = {x, |x| < |q|r} est égal à le nombre de

pôles de f(qx) dans D−(0, r) = {x, |x| < r}, donc p(|q||α|, f) = p(|α|, f(qx)).
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Donc

N(r, f(qx)) =
∑
|α|≤r

p(|α|, f(qx)) log
r

|α|
=

∑
|α|≤r

p(|q||α|, f) log
r

|α|

=
∑
| t
q
|≤r

p(|t|, f) log
r

| t
q
|

=
∑
|t|≤|q|r

p(|t|, f) log
|q|r
|α|

= N(|q|r, f).

4. On a T (r, f(qx)) = m(r, f(qx)) +N(r, f(qx)) = m(|q|r, f) +N(|q|r, f) = T (|q|r, f).

I. Cas des coefficients constants

On considère l’équation fonctionnelle

s∑
i=0

Ai f(qix) = B(x) (E ′)

où A0, ..., As sont des éléments de K tels que A0 As 6= 0 et B(x) ∈ K[X].

Nous démontrons le résultat suivant

Théorème 3.1 On suppose dans l’équation (E ′) ci-dessus que B(x) est un polynôme et

les coefficients A0, ..., As sont constants. Alors toute solution f ∈M(K) non constante de

l’équation (E ′) dans K, est une fonction rationnelle ayant au plus un pôle α = 0.

Démonstration.

Soit α 6= 0 un pôle de f . D’aprés l’équation (E ′), il y a au moins un indice j1 ∈ {1, ..., s}

tel que α1 = qj1 α ∈ K est un pôle de f .

En appliquant la méthode à α1, on déduit qu’il existe j2 ∈ {1, ..., s} tel que α2 = qj2 α1.

Donc on construit des suites α1, α2, ... de pôles de f tendant vers 0. ce qui contredit α 6= 0.

D’où f n’a pas de pôles différents de 0.
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On suppose que 0 est un pôle de f tel que f(x) =
g(x)

xl
, où l ∈ N∗ et g ∈ A(K),

g(0) 6= 0.

En remplacant f dans l’équation (E ′) et on montre que g satisfait une équation du même

type, on a

s∑
i=0

Ai
g(qix)

qilxl
=

1

xl

s∑
i=0

Ai
g(qix)

qil
= B(x)

s∑
i=0

Ai
A0

g(qix)

qil
=

xlB(x)

A0

, A0 6= 0.

Donc sans perte de généralité, on suppose que f ∈ A(K), on a

A0f(x) = −
s∑
i=1

Ai f(qix) +B(x)

f(x) = −
s∑
i=1

Ai
A0

f(qix) +
B(x)

A0

Donc

f(x) =
s∑
i=1

αi f(qix) + β(x), où αi =
−Ai
A0

, i = 1, ..., s et β(x) =
B(x)

A0

. (3.1)

Pour tout k ∈ N∗

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), |α1||f(qx)|(|q|−k), ..., |αs||f(qsx)|(|q|−k)}

D’après le lemme 3.1, on trouve que

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), |α1||f |(|q|1−k), ..., |αs||f |(|q|s−k)}

puisque 0 < |q| < 1, on a |q|1−k ≥ ... ≥ |q|s−k, donc |f |(|q|1−k) ≥ ... ≥ |f |(|q|s−k), on

déduit

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), |α1||f |(|q|1−k), ..., |αs||f |(|q|1−k)}

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), λ|f |(|q|1−k)}, et λ = max
1≤i≤s

|αi|. (3.2)
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on a |q|1−k ≤ |q|−k, donc |β|(|q|1−k) ≤ |β|(|q|−k), on déduit

|f |(|q|1−k) ≤ max{|β|(|q|1−k), λ|f |(|q|2−k)}

≤ max{|β|(|q|−k), λ|f |(|q|2−k)}

d’où

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), λ2|f |(|q|2−k)}

De la même façon, on trouve que

|f |(|q|2−k) ≤ max{|β|(|q|2−k), λ|f |(|q|3−k)} ≤ max{|β|(|q|−k), λ|f |(|q|3−k)}.

Donc

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), λ3|f |(|q|3−k)}

...

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), λk|f |(1)}

On note rk = |q|−k, donc k =
log rk

log |q|−1
, on a l’inégalité

|f |(rk) ≤ max{|β|(rk), λk|f |(1)}

log |f |(rk) ≤ max{log |β|(rk), k log λ+ log |f |(1)}

= max{log |β|(rk),
log λ

log |q|−1
log rk + log |f |(1)} (3.3)

(rk)k≥1 une suite croissante qui tend vers +∞, et β(x) =
B(x)

a0

∈ K[X], donc

log |β|(rk) = O(log rk). D’où log |f |(rk) = O(log rk), k −→ +∞.

On déduit d’aprés l’inégalité (3.3) que log |f |(r) = O(log r), r −→ +∞. Donc

T (r, f) = O(log r), d’aprés la proposition 2.3, on a f ∈ K[X].
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II. Cas des coefficients non-constants

Considérons maintenant le cas plus général, et supposons que dans l’équation l’équation

fonctionnelle
s∑
i=0

Ai(x) f(qix) = B(x) (E)

les coefficientsB(x), A0(x), ..., As(x) sont des fonctions rationnelles tel queA0(x)As(x) 6= 0

et A0(x), ..., As(x) ne sont pas tous constant. On observe d’abord qu’on peut prendre

B(x) = 0 sans perte de généralité. En effet, siB(x) 6= 0, nous avonsB(x)
s∑
i=0

Ai(qx)f(qi+1x)−

B(qx)
s∑
i=0

Ai(x)f(qix) = 0, qui est une équation non triviale, et sans second membre et elle

est satisfaite par f . On peut aussi supposer que A0(x), ..., As(x) sont des polynômes.

Dans toute la suite, on suppose que l’équation (E) est de la forme

s∑
i=0

Ai(x)f(qix) = 0 (E ′′)

où A0(x), ..., As(x) (s ≥ 1) sont des polynômes de K[x] tel que A0(x)As(x) 6= 0.

Qestion. Cette équation admet-elle des solutions f ∈M(K) non-rationnelles ?.

L’exemple suivant fournit une réponse positive et donne une indication sur le comporte-

ment des solutions méromorphes de l’équation (E).

Exemple. Soit q ∈ K, 0 < |q| < 1. On considère la fonction

f(x) =
∑
n≥1

q

n(n− 1)

2 xn

Il est facile de voir que f ∈ A(K)\K[X]

En effet, on sait que 0 < |q| < 1, et

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣q n(n+1)
2

q
n(n−1)

2

∣∣∣ = lim
n→∞
|qn| = lim

n→∞
|q|n = 0.

Donc R = +∞, d’où f ∈ A(K)\K[X].
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On a aussi f ∈ A(K)\K[X] est une solution de l’équation

f(x)− xf(qx) = x

En effet

f(x)− xf(qx) =
∑
n≥1

q

n(n− 1)

2 xn − x
∑
n≥1

q

n(n− 1)

2 qn xn

=
∑
n≥1

q

n(n− 1)

2 xn −
∑
n≥1

q

n(n− 1)

2 qn xn+1

= x+
∑
n≥2

q

n(n− 1)

2 xn −
∑
n≥1

q

n(n+ 1)

2 xn+1

= x+
∑
n≥1

q

n(n+ 1)

2 xn+1 −
∑
n≥1

q

n(n+ 1)

2 xn+1

= x+
∑
n≥1

[
q

n(n+ 1)

2 − q
n(n+ 1)

2
]
xn+1 = x.

D’aprés la proposition 2.3, on a f ∈ A(K)\K[X]⇔ T (r, f) 6= O(log r), r −→ +∞

⇔ log r = ◦(T (r, f)), r −→ +∞.

En effet, pour tout k ∈ N∗, on considère la suite de nombres positifs (rk)k≥1, tels que

rk = |q|( 1
2
−k).

Pour tout k ∈ N∗ fixe, on a

|an|rk = |q|
n(n− 1)

2 |q|
n(1− 2k)

2 = |q|
n(n− 2k)

2 , ∀n ∈ N∗

on déduit que

|f |(rk) = max
n≥1
|an| rk = max

n≥1
|q|
n(n− 2k)

2

= max
n≥1
|q|
n2 − 2nk + k2 − k2

2 = max
n≥1
|q|

(n− k)2 − k2

2

= |q|
−k2

2 max
n≥1
|q|

(n− k)2

2 = |q|
−k2

2 |q|
(k − k)2

2 = |q|
−k2

2 .
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fonctionnelles aux q-différences

On a

rk = |q|(
1
2
−k) ⇔ − log rk = (

1

2
− k) log |q|−1

⇔ log rk = (k − 1

2
) log |q|−1

⇔ k =
log rk

log |q|−1
+

1

2
=

2 log rk + log |q|−1

2 log |q|−1
.

Donc log |f |(rk) = log |q|
−k2

2 =
k2

2
log |q|−1

=
4(log rk)

2 + 4(log rk) log |q|−1 + (log |q|−1)2

2× (2 log |q|−1)2
log |q|−1

=
4(log rk)

2 + 4(log rk) log |q|−1 + (log |q|−1)2

8 log |q|−1
.

On a T (rk, f) = O((log rk)
2), k → +∞ et (log rk)

2 = O(T (rk, f)), k → +∞

En effet

T (rk, f) = N(rk, f) + log+ |f |(rk), puisque f ∈ A(K), le terme N(rk, f) = 0.

D’aprés l’estimation de log |f |(rk), on trouve que T (rk, f) = O((log rk)
2), k → +∞ et

(log rk)
2 = O(T (rk, f)), k → +∞.

La suite (rk)k≥0 est croissante et tend vers +∞, tel que lim
k→+∞

rk = r, on a

T (r, f) = O((log r)2), r → +∞ et (log r)2 = O(T (r, f)), r → +∞
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Théorème 3.2 Si f ∈M(K) est une solution de l’équation (E), alors

T (r, f) = O((log r)2), r → +∞

On a besoin des résultats suivants pour la démonstration du théorème 3.2

Proposition 3.1 Soit f une solution méromorphe dans K de l’équation (E”). Alors, si

α est un pôle non nul de f , il existe un entier m ∈ N et un zéro θ de A0, θ 6= 0 tels que

α = q−mθ et wθ(A0) + wθ(f) ≥ 0.

Corollaire 3.1 Dans l’équation (E ′′), on suppose que le polynôme A0(x) est de la forme

axm, avec a ∈ K\{0} et m ∈ N. Alors pour toute solution f ∈ M(K) de l’équation (E ′′)

(sans pôle à l’origine ) est une fonction entière.

Démonstration du théorème 3.2

Comme indiqué ci-dessus, tout le problème est ramené au cas de L’équation (E ′′)

Soit f ∈M(K) une solution de l’équation (E) tel que f(0) 6=∞.

1. Estimation de N(r, f).

Si le polynôme A0(x) est de la forme axm, par le corollaire 3.1, la fonction f ∈M(K)

est entière, donc N(r, f) = 0. Supposons donc que A0(x) admet au moins un zéro

différent de 0 et soit Z = {x ∈ K\{0}/A0 = 0}, ρ = min{|x|/x ∈ Z}.

Pour tout r > 0, assez grand, nous avons N(r, f) = −
∑

0<|α|≤r,f(α)=∞
wα(f) log

r

|α|
.

Par la proposition 3.1, on a ρ ≤ min{|x|/f(x) =∞}, donc

N(r, f) ≤
(
−

∑
0<|α|≤r,f(α)=∞

wα(f)
)

log
r

ρ
.

D’après la proposition 3.1, tout pôle α de f dans D(0, r)\{0} est de la forme α =

q−nβ, où β ∈ Z et n ∈ N. Ceci implique que : n ≤
[ 1

log |q|
log

ρ

r

]
, (où [t] désigne la

partie entière du nombre réel t).

D’où, tous les pôles α se produisent dans la somme
∑

0<|α|≤r,f(α)=∞
wα(f) sont à prendre

parmi les éléments de l’ensemble
{
q−nβ/β ∈ Z, 0 ≤ n ≤

[ 1

log |q|
log

ρ

r

]}
, leurs
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cardinal est borné par
[
1 +

1

log |q|
log

ρ

r

]
× card Z. On a

N(r, f) ≤ log
r

ρ
×
[
1+

1

log |q|
log

ρ

r

]
× card Z ≤ log

r

ρ
×
(

1+
1

log |q|
log

ρ

r

)
× card Z

nous avons

(3.4) N(r, f) = O((log r)2), r → +∞.

2. Estimation de log |f |(r).

On suppose(sans perte de généralité) que f n’a ni zéro ni un pôle en 0. Il existe

τ > 0 telle que f n’a ni zéros ni un pôles dans D(0, τ), donc |f |(t) est constante

pour 0 ≤ t ≤ τ . D’après l’équation (E”), pour tout r > 0, on a

|f |(r) ≤ max
{∣∣∣A1

A0

∣∣∣(r)|f |(|q|r), ∣∣∣A2

A0

∣∣∣(r)|f |(|q|2r), ..., ∣∣∣As
A0

∣∣∣(r)|f |(|q|sr)}.

Donc, il existe λ > 1,tel que pour tout r > 0, on a

(3.5) |f |(r) ≤ rλ max
{
|f |(|q|r), |f |(|q|2r), ..., |f |(|q|sr)

}
.

Maintenant, pour r > 0 est assez grand, et l’entier k =
[ log r − log τ

− log |q|

]
+ 1 (en

particulier, k ≥ s), par (3.5) on a

(3.6) |f |(r) ≤ rλ max
{
|f |(|q|r), |f |(|q|2r), ..., |f |(|q|sr), ..., |f |(|q|kr)

}
.

On pose

(3.7)



µ1 =|f |(|q|kr)

µ2 = max{|f |(|q|k−1r), |f |(|q|kr)}
...

µk−1 = max{|f |(|q|2r), ..., |f |(|q|sr), ..., |f |(|q|kr)}

µk = max{|f |(|q|r), |f |(|q|2r), ..., |f |(|q|sr, ..., |f |(|q|kr)}
Donc, (3.6) devient

(3.8) |f |(r) ≤ rλµk.

D’autre part, on a |q|τ ≤ |q|kr < r. Le fait que |f |(t) est constante pour 0 ≤ t ≤ τ ,

on a

(3.9) |f |(|q|kr) = |f |(|q|k+1r) = |f |(|q|k+2r) = ... = µ1 = C = constant.
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On remplace r dans (3.6), par |q|r, |q|2r, ..., |q|kr, on obtient

(3.10)



|f |(|q|r) ≤ (|q|r)λµk−1

|f |(|q|2r) ≤ (|q|2r)λµk−2

...

|f |(|q|k−2r) ≤ (|q|k−2r)λµ2

|f |(|q|k−1r) ≤ (|q|k−1r)λµ1

Par (3.7) et (3.10), on trouve pour r > 0

(3.11)



µ1 =C

µ2 ≤ (|q|k−1r)λµ1

...

µk−2 ≤ (|q|2r)λµk−2

µk−1 ≤ (|q|k−1r)λµk−1

Par (3.8) et (3.11), nous avons |f |(r) ≤ rλ(r|q|)λ(r|q|2)λ...(r|q|k−1)λC, donc

(3.12) |f |(r) ≤ rkλ|q|
k(k−1)

2
λC

Il est facile de vérifier

(3.13) log+ |f |(r) = O((log r)2), r → +∞.

Enfin, par les relations (3.4) et (3.13), on trouve

(3.14) T (r, f) = O((log r)2), r → +∞.

Ce qui termine la démonstration du théorème 3.2.
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CONCLUSION

On a vu que dans le corps C des nombres complexes, des travaux divers sont dédiés à la

résolution des équations fonctionnelles aux q-différences. L’un des buts de notre recherche

a été de généraliser certains de ces résultats aux corps ultra-métriques de caractéristique

nulle. Comme dans le cas classique, notre méthode est basée sur l’utilisation de la théorie

de Nevanlinna ultra-métrique pour caractériser la taille des solutions méromophes de

l’équation fonctionnelle aux q-différence, et d’étudier le comportement de leur ordre de

croissance.
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Notations

Nous utilisons les notations suivantes tout au long de ce travail

K, |.|, |.|∞, vp(.) Page 9,12

(Q, |.|p), d(x, y), dp Page 14,15

K[x] Page 11

(Qp, |.|p),Zp Page 15,16

D+(a,R), D−(a,R), D(a,R), C(a,R) Page 17

Cp,Qp Page 18,19

A(D(a,R)),A(Cp) Page 21

|.|(r) Page 22

log |.|(r) Page 24

M(K),M(D(0, R)), Page 26,27

z(|α|, .), p(|α|, .) Page 27

Z(r, .), Z(r, .), N(r, .), log+ Page 30,31

T (r, .),m(r, f), O(.), o(.) Page 31,32

τ(.) Page 35

N(r, .), p(r, .) Page 41

δ(.), θ(.),Θ(.) Page 49
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 ملخص
 

 وتستند  .على التوابع الميرومورفية تطبيقاتها ، وبعضاولتر متري في حقل  Nevanlinna يخصص هذا العمل لنظرية 

 .Nevanlinna تكمنان في النظرية الأولى والثانية ل "نظريتين أساسيتين"على الأعداد المركبة  حالةهذه النظرية في 
التحقق من معظم العلاقات والخواص الموجودة في النظرية و  ولتر متريالمفاهيم في حقل ا  لذلك نحن بحاجة لإنشاء

 . Nevanlinnaالكلاسيكية ل 
 الفرقيةلمعادلة ل المرومورفيةالنتيجة الرئيسية لهذا العمل هو تطبيق هذه النظرية في دراسة الحلول 

                 i
i 0 s 0

0
A x  f q x B x ,  q ,0 q 1, A x ,..,A x ,B x x , A x  As x 0.

s

i
      k k 

)ثابتة وعناصر s(x),..,A0A (x) نفرض أن أولا،  ) [ ]B x xk بحيث ،k  فان مغلق جبريا تام و متري اولتر حقل  ،

 ميزة التزايد للحلول.وإعطاء  عامة،الحالة الالمعادلة المذكورة أعلاه في  حلول ندرس ذلك،بعد  و .الحلول كسرية
 

Résumé 
 

      Ce travail  est consacré à la théorie de Nevanlinna  ultra-métrique qui consiste à 
étudier les fonctions méromorphes. Cette théorie repose dans le cas complexe sur deux 
théorèmes fondamentaux appelés premier et deuxième théorème fondamental de 
Nevanlinna. Il est donc question d’établir l’analogue ultra-métrique de la fonction 
caractéristique T(r, f) de Nevanlinna, et de prouver aussi l’analogue de ces deux 
théorèmes fondamentaux et de donner les relations de défaut de la théorie classique  de 
Nevanlinna ultra-métrique. 
        Le résultat principal de ce travail est  l’application de cette théorie à l’étude des 

solutions méromorphes de l'équation fonctionnelle 
 
 
D'abord, nous montrons que, si  0( ),..., ( )sA x A x  sont constants et ( ) [ ]B x xk  où k  est un 
corps ultra-métrique complet et  algébriquement clos, alors les solutions sont des 
fonctions rationnelles.  Ensuite, nous examinons les solutions de l'équation ci-dessus 
dans un cas plus général et nous donnons quelques caractérisations de l’ordre de 
croissance de ces solutions. 
 

 
 

Abstract 
 
        This work is devoted to the theory of Nevanlinna ultra-metric that is to study the 
meromorphic functions. This theory is based in the complex case on two fundamental 
theorems called the first and second fundamental theorem of Nevanlinna. So we need to 
establish the ultra-metric analogue of the characteristic function T (r, f) of Nevanlinna, 
and also prove the analogue of these two fundamental theorems and give the relations of 
default of the classical theory of Nevanlinna ultra-metric. 
      The main result of this work is the application of this theory to the study of 
meromorphic solutions of functional equation 

                 i
i 0 s 0

0
A x  f q x B x ,  q ,0 q 1, A x ,..,A x ,B x x , A x  As x 0.

s

i
      where k k

First, we show that, if 0( ),..., ( )sA x A x be constants and ( ) [ ]B x xk , such that k is a 
complete ultra-metric algebraically closed field, then the solutions are rational functions. 
Next, we examine solutions of the above equation in a more general case and give some 
characterizations of the order of growth of these solutions 


