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Introduction

Les méthodes des éléments finis sont des méthodes numériques de résolution des équa-
tions aux dérivées partielles. Elles reposent sur 'approximation des solutions de ces der-
niéres par des fonctions dont la restriction & chaque élément d’une triangulation du do-
maine de calcul est un polynéme de bas degré. Ces méthodes sont basées sur la formulation
variationnelle d’une équation aux dérivées partielles elliptique et la résolution de celle-ci
en se restreignant a un sous espace de dimension finie. Comme pour toute méthode numé-
rique, la question de ’erreur commise entre la solution exacte du probléme et la solution
numérique se pose. Il y a deux facon d’estimer cette erreur, estimation a priori ou esti-

mation a posteriori :

Estimation a priori : Cette estimation permet de connaitre I'ordre de convergence de

la méthode, mais ne donne qu’'un indice global de I’erreur.

Estimation a posteriori : C’est une estimation calculée a ’aide de la solution numérique
obtenue par la méthode, elle permet d’obtenir des informations globales sur I’erreur mais

aussi locales (sur les éléments du maillage).

L’analyse d’erreur a posteriori est en quelques années devenue 1’outil de base pour
I’adaptation automatique de maillage en éléments finis. Elle consiste a majorer et & mi-
norer l'erreur entre la solution approchée et la solution exacte par des quantités qui
dépendent seulement de la solution discréte et des données du probléme étudié. Ces quan-
tités, appelées estimateurs d’erreur a posteriori, permettent de mesurer la qualité de la
solution calculée et fournissent une information pour controéler I'algorithme d’adaptation
de maillage. Les estimations d’erreur a posteriori servent a raffiner certaines parties de
la triangulation en fonction de la solution approchée. L’adaptation de maillage est donc

devenu un outil important dans I’analyse numérique des équations aux dérivées partielles.

Il existe dans la littérature, plusieurs classes d’estimations d’erreur a posteriori. Dans

ce mémoire, nous avons choisi de présenter parmi les nombreux types d’indicateurs d’er-



Introduction

reur existants, ceux dits "par résidu" et nous prouvons I’équivalence de leur somme avec

I'erreur. Ce travail est basé sur le livre de Bernardi et al [10].

Ce mémoire est structuré de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, nous rassemblons les notions et les résultats que nous utili-
sons fréquemment tout au long de ce manuscrit. Nous donnons des bréves définitions de
quelques espaces fonctionnels, notamment, les espaces de Sobolev. En effet, c’est dans ces
espaces qu’on recherche la solution variationnelle et qu’on donne les résultats de régularité.
Ensuite, on rappelle le Lemme de Lax-Milgram qui est a la base de ’étude des équations
aux dérivées partielles. Puis, nous donnons des bréves descriptions de la méthode des

éléments finis et les opérateurs d’approximations pour cette méthode.

Au deuxiéme chapitre, nous commencons par introduire ’analyse a posteriori résiduel
et présenter ses propriétés, notamment, la fiabilité, I’adaptation de maillage et 'efficacité.
Dans la deuxiéme partie nous regroupons les outils de I’analyse, c’est a dire, les fonctions

bulles et les inégalités inverses locales qu’on utilise pour montrer 'efficacité de I'analyse.

Le dernier chapitre est consacré a I'analyse a posteriori du probléme de Dirichlet pour
le laplacien. Dans un premier temps nous écrivons la formulation variationnelle et nous
prouvons l'existence et I'unicité de la solution. Dans un deuxiéme temps, nous nous in-
téressons a l’analyse a posteriori du probléme homogénes et non-homogénes. Dans les
deux cas, nous proposons une discrétisation par éléments finis conforme, nous prouvons
que le probléme discret est uniquement résoluble et nous établissons ’analyse d’erreur a
priori. Nous écrivons une équation dite du résidu et nous construisons ainsi une famille
des indicateurs optimale. En outre, nous démontrons la fiabilité et 'efficacité de 'analyse

a posteriori.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base utilisées tout au long du mémoire. En
particulier les définitions et les propriétés fondamentales des espaces de Sobolev classiques
et les outils de la méthode des éléments finis. Nous présentons aussi quelques concepts

utilisés.

1.1 Espaces Fonctionnels

Les notations utilisées dans ce mémoire pour les espaces de Sobolev sont classiques.
Les démonstrations des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de
références suivants : Adams [1], Dautray et Lions [16], Grisvard [17] et Lions et Magenes

21].

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de I’espace dans lequel
on se place. Le symbole 0 suivi d’'un nom d’ouvert, désigne sa frontiére. La définition

suivante est nécessaire pour caractériser la géométrie des ouverts que ’'on consideére.

Définition 1.1.1. En dimension d > 2, un ouvert borné Q0 de R? est dit lipschitzien ou

a frontiere lipschitzienne si pour tout point x de OS2, il existe un systéme de coordonnées

d
orthogonales (y1, ..., ya), un hypercube UT = []] — a;, a;[ et une application lipschitzienne
i=1
d—1
®* de [[] — a;, a;] dans | — ¢, %4 tels que :
i=1

QNU* = {(yh ~-~,Z/d) S Um; Ya > (I)m(ylv "'7yd*1)}7
89 N Uw = {(yh "'7yd) S Uwv Ya = (I)w(yb "'ayd—l)}'



1.1. Espaces Fonctionnels

Cette propriété signifie que la frontiére coincide localement avec le graphe d’une fonction
lipschitzienne. Elle sera satisfaite par tous les ouverts considérés dans ce mémoire. Tout
ouvert borné convexe de R? est également & frontiere lipschitzienne (voir Grisvard [17,

Corollaire 1.2.2.3]).

Dans la suite, on note © un ouvert borné lipschitzien de R?. On note x le point géné-
rique de €, et (z1,...,24) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Lebesgue
dans R?, que 'on écrit soit da soit dxy, ..., dzg.

On rappelle que D(€2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support
compact dans €2, et que D(Q) désigne 'espaces des restrictions a Q des fonctions indéfini-
ment différentiables & support compact dans R%. Le dual D’(Q2) de D(Q2) est I'espace des
distributions sur . On introduit également C°(Q) Pespaces des fonctions continues sur

Q. On note maintenant L?($2) 'espace des fonctions v mesurables telles que

/112(.’13) dr < +00.
Q

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(1) = [ ul@)e) do

On note || - ||12(0) la norme

ol 2oy = ([2@2(3;) dw>;

On sait que l'espace L%(2) contient les deux espaces D(f2) et D(Q) comme sous-espaces
denses, et que espace L?(Q) est contenu dans I'espace D'(€2). Le produit de dualité entre
les espaces D(f2) et D'(Q) étant alors une extension du produit scalaire dans L*(2). La
théorie des distributions (voir Schwartz [22]) permet de définir, pour les fonctions de

L?(R2), des dérivées d’ordre quelconque & valeurs dans D'(1).

Définition 1.1.2. Pour tout entier m > 0, on définit l’espace de Sobolev H™(2) de la

facon suivante :
H™(Q) = {v e L*(Q), 0%v € L*(Q), Ya € N, |a| < m},

munt de la norme

ol = ([ 3 (00%(a) o) (L)

|a|<m
Définition 1.1.3. Soit m un entier positif. On note HJ"(2) l'adhérence de l’espace D(S2)
dans l’espace H™(S).



1.1. Espaces Fonctionnels

L’espace H["(€2) est donc un sous-espace fermé de H™(£2). On rappelle maintenant un
résultat de base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-Friedrichs (voir Adams [1,

Thm 6.28]).

Lemme 1.1.1. (Inégalité de Poincaré-Friedrichs) Il existe une constante positive ¢

ne dépendant que de la géométrie de ) telle que toute fonction v de Hj () vérifie

lolloq < ¢ (/ Z G ) (12)

Cette inégalité permet de démontrer facilement le résultat suivant :

Corollaire 1.1.2. La semi norme

V1) = ([)i(%)z(m) diE)% (1.3)

est une norme sur Uespace H}(QY), équivalente a la norme || - || g

La caractérisation des espaces HJ'(Q2) s’effectue au moyen du théoréme de traces, que
I'on trouve démontré dans Grisvard [17]. On rappelle que ouvert € étant lipschitzien, il
existe en presque tout point de la frontiére 02, un vecteur unitaire normal a 0f2 et dirigé
vers lextérieur de €2, que 'on note n. Si les composantes de n s’écrivent (nq, ..., ng), on

- CRRTIN Ao d 9
désigne par 5~ l'opérateur de dérivée normale n, oy T T Nz

Théoréme 1.1.3. Lapplication v : u € D(Q) — yo(u) = ulag € L2(0N) se prolonge de
maniere unique, et de fagon continue a l'espace de Sobolev H*(Q2). On appelle l'opérateur
Yo ainsi obtenu : application de traces.

Uopérateur o n’est pas surjectif sur L?(9S)). L’image de o est un espace de Sobolev

fractionnaire appelé H%@Q) et qui est un espace de Hilbert pour la norme

||“||H2 (59) = inf{[|ul 1 (o), u € H'(Q), you = v}.

Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu Ry : H2(0Q) — HY(Q), dit
de relévement, qui vérifie vo o Ry = Idag. De plus, il existe une constante positive cq telle
que

Vo e H2(Q), ||Rov| g1y < COH’UHH2 (00)°

Corollaire 1.1.4. (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'.

Pour toute fonction u de H*(2) et toute fonction v de H'(QY), on a la formule de Green :

/ Au(x)v(x) de = / Vu(x (x) dx — Ou —(x)v(x) do. (1.4)

a0 On



1.2. Rappels sur le Lemme de Lax-Milgram

Définition 1.1.4. Soit m un entier positif. On note H="™(Q)) le dual de HJ*(Y) et on le

munit de la norme dual :

< f,v>
[fll-mo = sup —F—,
veH () V| m.0

ot < -, > désigne le produit de dualité entre HJ'(Q2) et son dual.

Lemme 1.1.5. Soit v € L*(Q). Pour 1 < i < d, on peut définir une forme linéaire

continue 6?;}‘ dans H=Y(Q) par la formule
ov 0o 1
= — H, : 1.
< gt == [ (@) (@) e, Vo€ H(® (1.5

1.2 Rappels sur le Lemme de Lax-Milgram

On écrit tout de suite I’énoncé de ce Lemme, da a Lax-Milgram [20] qui est & la base

de I’étude des équations aux dérivées partielles.

Lemme 1.2.1. Soit V' un espace de Hilbert réel de norme || - ||yv. On considére une forme

bilinéaire a(-,+) continue sur’V-x V i.e.
aM >0, Vu,v €V, |a(u,v)| <M |lullv|v]v,

et on suppose qu’elle est elliptique sur V', c’est-a-dire qu’il existe une constante o > 0
telle que
YoeV, a(v,v)>alv|?.

On considére ainsi, une forme linéaire continue L(-) sur V. Alors, le probléeme :

Trouver u dans V tel que :

YoeV, a(u,v)= Lv),

admet une solution unique u dans V. De plus cette solution vérifie

(6%

1.3 Meéthode des éléments finis

Dans cette section, on présente les notions de base et les principaux outils de la méthode

des éléments finis. On référe a [10] pour plus de détail.
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1.3. Méthode des éléments finis

Définition 1.3.1. Un d-simpleze K de R? est enveloppe conveze de d + 1 points a;,

1 <j<d+1, appelés sommets de K qui ne sont pas contenus dans un méme hyperplan

de R
Définition 1.3.2. Soit d et m des entiers positifs. Un élément fini est un triplet (K, Pr, Y k),
ol

(i) K est un fermé borné de RY d’intérieur non vide,

(ii) Pk est un sous-espace de dimension finie de D(K)™,

(iii) Xk est un ensemble de n formes linéaires continues oy, ... et o, sur D(K)™ qui
est Pi-unisolvant, au sens suivant : pour tout n-uplet (ci,...,c,) de R", il existe

une unique fonction p de Pk telle que

oi(p)=¢, 1<i<n.

On note que, si X est Pg-unisolvant au sens précédent, les o;, 1 <1 < n, sont linéai-
rement indépendantes sur Px. Une condition nécessaire pour que Y soit Px-unisolvant

est que dim Px = card X = n. En outre, on a la propriété suivante.

Lemme 1.3.1. Avec les notations de la Définition 1.3.2, [’ensemble Y est Py -unisolvant

st et seulement s’il existe un unique n-uplet de fonctions @1, ...et @, de Pk telles que

oi(pj) =0y, 1<14,5<mn,

ou .. désigne le symbole de Kronecker.

Les fonctions ¢;, 1 < j < n, introduites dans le Lemme 1.3.1 forment une base de Pk :

en effet, toute fonction p de Pk s’écrit de fagon unique

p=>Y oi(p)g;.
j=1

Dans tout ce qui suit, £ est un intervalle (d = 1), un polygone borné connexe (d = 2)

ou un polyédre borné connexe a frontiére lipschitzienne (d = 3).

Définition 1.3.3. Une triangulation de 2 est un ensemble fini T;, de sous-ensembles K

de Q) vérifiant les propriétés suivantes
(i) On a

o= K
KeTy,



1.3. Méthode des éléments finis

(ii) chaque élément K de Ty, est un polygone ou un polyédre conneze fermé de RY

dintérieur non wvide a frontiere lipschitzienne,

(1ii) Uintersection de deux éléments distincts de Ty, est soit vide soit un sommet, un coté

ou une face entiere de ces deux éléments.

Dans la plupart des cas, les triangulations sont composées de triangles ou de quadri-
latéres convexes en dimension d = 2, de tétraédres ou de parallélépipédes rectangles en

dimension d = 3.

Soit hy le diamétre de K. Il est d'usage que l'indice h de 7T, représente le maximum

des hg, K € Ty,

Définition 1.3.4. (Triangulation conforme) On suppose que le bord 02 est polygonal
(si N =2) ou polyédral (si N = 3). On dit qu’une triangulation Ty, sur 0 est admissible
ou conforme, si lintersection entre deux éléments est soit vide, soit un sommet, soit un

cOté entier ou une face entiére.

Définition 1.3.5. Une famille de triangulations (Tp)n est dite réguliére s’il existe une
constante positive c telle que, pour tout h

(i) en dimension d = 1, pour tous éléments K et K' de T;, ayant une extrimité commune,
le rapport :—;:, est inférieur a c,

(i1) en dimension d > 2, pour tout élément K de T, le rapport Z—;{ est inférieur a ¢, ou

pr désigne le diamétre de la plus grande sphére contenue dans K.

Définition 1.3.6. On appelle coordonnées barycentriques \;, 1 < 5 < d+ 1, d’un point
T = (l’i)lgigd de R4 par rapport aur d + 1 sommets a; non contenus dans un méme
hyperplan, la solution (unique) du systéme linéaire suivant

d+1

dYoagh =, 1<i<d,

J=1
d+1

YN =1,

J=1

ot les a;; sont les coordonnées du point a;.

Définition 1.3.7. Pour tout entier k > 0, on appelle treillis principal d’ordre k d’un
d-simpleze K, et on note Ty(K), l’ensemble des points de RY ainsi défini
1
To(K) = REN (1) = ——,1<j<d+1
() = {z € RS () = - 1S jd+1),
kE—1

1
Ti(K) = {z € RE \(z) € {0, Do T 1},1<j<d+1}, k>1



1.4. Erreur d’approximation par éléments finis

Notation 1.3.2. Pour tout entier k > 0, on définit Py(R?) comme l’espace des polynémes
sur R? ¢ valeurs dans R de degré total < k et Py(K) défini par l'espace des restrictions a

K des fonctions de ’ensemble Py(R?).

On introduit quelques notations suplémentaires.

Notation 1.3.3. A une triangulation Ty, on associe ’ensemble &, des cotés d = 2 ou
faces d = 3 des éléments de Ty,. On désigne par E; 'ensemble des éléments de &, qui ne
sont pas contenus dans 0S2. Dans ce qui suit, h. désigne le diamétre de n’importe quel

élément e de &;,.

Notation 1.3.4. Pour une triangulation T;, et tout élément K de T;,, on note Ex l'en-
semble des cotés d = 2 ou faces d = 3 de K et E% 'ensemble des éléments de Ex qui ne

sont pas contenus dans OS).

On réfere a [10, Lemme 2.7, chap XI| pour la démonstration du lemme suivant.

Lemme 1.3.5. Pour tout élément K de Ty, et tout élément e de Ex, il existe un opérateur
Rk, de Uespace Py, (e) de polynomes de Pyiq-1(e) s’annulant sur de dans Pyiq—1(K)

tel que, pour tout élément ¢ de Py, ,_,(e),

(i)

p(x) dans e,
RK,eSO(w) =
0 sur 0K \ e,
(i) on ait l’estimation
1
[Ricelmm) + hig Ruepllz) < ¢ he ([0l z2)- (1.6)

1.4 Erreur d’approximation par éléments finis

Les propriétés des opérateurs de projection orthogonale et d’interpolation sont présen-

tées et démontrées en détail dans [10].

Dans cette partie, ’espace d’éléments finis X}, associé a la famille d’éléments finis (K, P, Xk ),

K € Ty, est I'espace engendré par les fonctions de base ¢; 1 < i < Nj,.

Notation 1.4.1. On note 9% lopérateur d’interpolation de Lagrange auz neeuds de Y N

00 a valeurs dans l'espace des traces des fonctions de X, sur 0S2.



1.4. Erreur d’approximation par éléments finis

Notation 1.4.2. On note I, lopérateur d’interpolation sur la grille X : pour toute

fonction v suffisamment réguliere sur 2, Zyv appartient a X; et vérifie
O'i(Ih’U) = O'i(U), 1 S ) S Nh-

De facon équivalente, la fonction Zpv s’écrit

Np

Tw =Y oi(v)er (1.7)

i=1
Théoréme 1.4.3. On suppose tous les éléments finis (K, Px, Xk)

(i) affine-équivalents a un méme élément de référence (K, P, 2), c’est a dire, il existe
un €lément de référence (K, lf’, f]) et pour tout K, une transformation affine Fy
qui envoie K sur K et telle que P ={po Fgl, pE ]5} et
Sk = {o,0(p) = 6(po Fx), & € 5,

(ii) tels que Pk contienne ’espace Pp(K), k >0,

(1) tels que tous les éléments de X soient définis sur un espace W (K),

(iv) et tels que toute (d — 1)—face e de K, (e, P.,%.) est un élément fini.
Pour tout entier m, 0 < m < k+ 1, tel que H™(K) soit inclus dans W(K), il existe une
constante ¢ positive ne dépendant que de m telle que, pour toute fonction v de H™(2), on
art

H’U — IhUHHl(Q) S C hmillvyHm(Q). (18)

Les opérateurs %% et Zj, introduits précédemment vérifient des propriété d’approxima-
tion optimales, toutefois ils ne sont définis sauf exception que pour des fonctions continues,
ce qui n’est pas le cas des fonctions de L?(Q) et H'(€2). Pour remédier a cet inconvénient,
nous allons introduire des opérateurs de projection orthogonale. On désigne par X l'es-

pace X, N HY(Q).

Notation 1.4.4. On note H}L’O Uopérateur de projection orthogonale de Hg(S2) sur ’espace

XP pour le produit scalaire associé a la semi norme | - | ()

Théoréme 1.4.5. Pour tout entier m, 1 < m < k + 1, il existe une constante ¢ positive

ne dépendant que de m telle que, pour toute fonction v de H™(2) N H (L), on ait
|’U_H}L7O’U|H1(Q) < chm_1||v||Hm(Q). (1.9)
On désire finalement construire un opérateur de régularisation, appelé aussi opérateur de

projection locale tel qu'introduit par P. Clément [15]. Dans ce but, on note a;, 1 <i < N}

les noeuds qui appartiennent a 2.
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1.4. Erreur d’approximation par éléments finis

Définition 1.4.1. On définit lopérateur I19 par

0
Nh

1:[21) = Z(Wiv)(ai)%’,

i=0
a valeurs dans X)), ot m; est un opérateur de régularisation dans un voisinage de a;

construit par projection locale (opérateur de projection orthogonale de L*(K;) sur Pr(K;)).

Notation 1.4.6. Pour tout triangle K de Ty,
e on note Ag l'union des éléments de Ty, partageant au moins un sommet avec K.

e ['ensemble A, désigne 'union des éléments de Ty, dont l'intersection avec e est non vide.

Théoréme 1.4.7. Pour tout entier m, 1 < m < k + 1, il existe une constante ¢ positive
ne dépendant que de m telle que, pour tout élément K de Ty, et pour toute fonction v de

H™(Ak) s’annulant sur Ag N0, on ait
lo = Il 2y < € hglolama),

et

v = 00| a1s0) < € W ol miag).

Corollaire 1.4.8. Pour tout entier m, 1 < m < k + 1, il existe une constante c positive
ne dépendant que de m telle que, pour tout élément K de T, et tout coté (d =2) ou face
(d = 3) e de K non contenu dans 0S), et pour toute fonction v de H™(A.) s’annulant
A, N O, on ait

. 1
l|lv — H2U||L2(e) <ch) 2|l gma,)-

L’opérateur de régularisation permet de construire un opérateur de relévement. L’idée
de la construction de cet opérateur vient de [23]. On note &} I'ensemble des cotés (d = 2)

ou faces (d = 3) des éléments de 7, qui sont contenus dans 0f).

Théoréme 1.4.9. Soit W), l’espace
Wi, = {on € €°(00);Ve € &), pne € Prle)}.

Il existe un opérateur Ry de W), dans X tel que, pour tout @, dans Wy, la trace de

Rr(pn) sur 0 coincide avec pp,. Cet opérateur vérifie en outre la propriété de stabilité,

IRu(en) Iy < ¢ HSO"”H%(@Q)‘

11



Chapitre 2

Introduction a 'analyse a posteriori

Une phase délicate dans une simulation numérique est la construction du maillage. En
effet, si le maillage est trop grossier, la durée des calculs sera courte, mais le résultat
ne sera pas satisfaisant car trop approximatif. Par contre, si le maillage est trés fin, il y
a deux inconvénients : premiérement le calcul sera inutilement long car certaines zones
ne nécessitent pas un maillage fin, deuxiémement, le processus lui-méme risque de se
terminer par une interruption extérieure par exemple limite de temps dépassée. Il faut
donc trouver un bon compromis de maniére a ce que le maillage soit fin uniquement la

ou cela est nécessaire.

Les outils permettant de déterminer les endroits ot I’erreur locale est inférieure ou su-
périeure & la moyenne sont appelés indicateur d’erreur. Leur étude repose sur une analyse

a posteriori de la discrétisation, le sens de ce terme étant expliqué dans ce chapitre.

2.1 Principes généraux et propriétés

Supposons que 'on ait & résoudre numériquement le probléme suivant : trouver u dans
un espace de Banach X tel que A(u) = f. Si h désigne le paramétre de discrétisation on va
donc chercher une solution u;, de ’équation A(uy,) = f dans un sous-espace de dimension

finie X}, de X.

Les estimations d’erreur a priori fournissent des bornes sur la différence entre la solution

exacte u de X et la solution approchée uj, dans la norme (ou semi-norme), || - || x sous la

12



2.1. Principes généraux et propriétés

forme,

Hu - uh”X S C hm_IHUHHm(Q), Vm € N*. (21)

Ces estimations sont utilisées afin de justifier théoriquement la convergence de la méthode
numérique employée. De plus, la constante générique ¢ qui apparait dans l'estimation
(2.1) est soit inconnue, soit difficile & estimer. La difficulté la plus importante est que la
norme || - || gm n’est pas calculable, simplement parce que la solution exacte u est inconnue

explicitement.

Pour pouvoir développer une méthode adaptative, on va avoir recours a des estimations

d’erreur a posteriori.

Définition 2.1.1. On appelle estimation d’erreur a posteriori, une estimation de la forme,

||U—Uh||X S Cﬁ(h>uh>f)7 (22)

ou ¢ est une constante réelle positive indépendante du paramétre h caractérisant la pré-
cision du maillage. La quantité n(h,uy, f) est appelée estimateur d’erreur a posteriori, et
ne dépend que de la solution approchée uy du maillage Ty, et de la donnée f (le second

membre de ’équation).

On attribue & un estimateur d’erreur a posteriori, certaines propriétés qui attestent de
sa qualité. Ainsi, il doit satisfaire les trois propriétés suivantes :
e Propriété de fiabilité. Une premiére propriété que doit vérifier un estimateur d’erreur

a posteriori est de satisfaire ’estimation
v —unllx < e nh,un, f) + Hy, (2.3)

ou Hj est une quantité ne dépendant que du second membre et des conditions de bord

du probléme.

L’estimation (2.3) s’interpréte comme une propriété de fiabilité puisqu’elle garantit que
Verreur ||u — up||x est effectivement controlée par I'estimateur d’erreur a posteriori.
e Adaptation de maillage. Un estimateur d’erreur a posteriori doit donner des infor-
mations sur la distribution locale de ’erreur. Il doit pouvoir étre localisé, par exemple sur

chaque élément du maillage sous la forme,

otton 1) = (3 s uh,f>)%. (2.4

KeTy

Alors on dit que les quantités {nx (h, up, f)}xer, sont des indicateurs d’erreur locaux.

13



2.2. Outils de 'analyse

Gréace aux estimateurs d’erreur a posteriori et notamment aux indicateurs d’erreur lo-
caux, on connait la répartition de 'erreur et ’on sait atteindre uniquement les éléments
ou elle est la plus élevée. On introduit alors une procédure d’adaptation basée sur ces in-
dicateurs pour raffiner (ou déraffiner) localement le maillage. Un algorithme relativement
général d’adaptation de maillage est le suivant :

1. On choisit un maillage initial que 'on note 7,°. On pose i = 0.

2. On résout le probléme discret sur 7;7. On note u}, la solution discréte.

3. Sur chaque élément K de 7}%, on calcule un indicateur d’erreur local 1y associé a
K.

4. Si l'estimation d’erreur globale est inférieure a un seuil de tolérance, on arréte les
calculs.

5. Sinon, sur la base de ces indicateurs d’erreur locaux, on décide de raffiner certaines

mailles et d’en déraffiner d’autres. On note 773“ le nouveau maillage ainsi construit.
6. On incrémente l'indice ¢ de 1 et on revient a ’étape (2).

e Propriété d’efficacité. Pour qu'une procédure de raffinement adaptatif de maillage

soit efficace, il faut que les indicateurs d’erreur locaux obéissent a ’estimation,

ni(hyun, f) < callu — unlla, + Hox(h, f), (2.5)

ou Ak désigne 'espace des restrictions des fonctions de X & un voisinage fixé de K
et Hy i (h, f) ne fait intervenir que h et les valeurs du second membre f sur ce méme
voisinage.

Définition 2.1.2. Une estimation de Uerreur a posteriori par une quantité n(h,up, f)
dépendant du parametre de discrétisation h, de la solution discréte uy, et des données f
est dite optimale si elle satisfait la propriété de fiabilité (2.3) et la propriété d’efficacité
(2.5).

Remarque 2.1.1. Le critere d’optimalité assure [’équivalence entre l'erreur et [’estima-

teur d’erreur a posteriori. Ce critére permet donc d’assurer numériquement le bon com-

portement des indicateurs d’erreur a posteriori.

2.2  Outils de I’analyse

Nous regroupons dans cette section, les outils d’analyse, notamment les fonctions bulles
et inégalités inverses. Dans ce qui suit, on considére Q un ouvert borné lipschitzien de R¢,

d > 2, et on suppose qu’il admet une triangulation 7, au sens de la Définition 1.3.3.
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2.2. Outils de 'analyse

2.2.1 Fonctions bulles

Pour minorer localement I’erreur par les indicateurs d’erreur locaux, nous aurons besoin

des fonctions bulles satisfaisant certaines propriétés.

Définition 2.2.1. On désigne d-simplezxe K le triangle de référence dont un sommet a
toutes ses coordonnées nulles et les d autres ont une coordonnée égale a 1 et les autres

nulles.

Définition 2.2.2. Une transformation Fr : R? — RY est dite affine s’il existe une

matrice Ax carrée de dimension d et un vecteur b de R? tels que

Lemme 2.2.1. Soit F une transformation affine bijective du d-simplexe de référence K
sur un d-simplexe K, de la forme Fi () = Ax@ +b. Alors il existe des constantes ¢ et ¢

indépendantes de K telles que le déterminant de A vérifie les bornes suivantes :

~

hé h?
|detAK|§cA—§, |det At < ¢ —.
P Pk
Preuve. La transformation Fx est un changement de variable sur K, en rappelant que

det Ay est constant sur K , on obtient
mes(K) :/ dw:/ | det Ag|dx = |detAK|/ da = | det Ag|mes(K).
K K K

On conclut en notant que mes(K) est inférieur a cgh% et supérieur a cgpl, ol ¢y est
le volume de la sphére unité de RY divisé par 2¢ et de facon analogue que, mes(_f( ) est

inférieur & cqh? et supérieur a cqp?, il en résulte

mes(K ca hd hd
|det Ag| = (K) oK <ck
mes(K) — mes(K) p
et |det Ag|™' = mes(K) ca <d h—d
mes(K) — mes(K) = pt’
Ceci termine la preuve.
Par la suite, on note || - || & la foie la norme euclidienne de R? et la norme de la matrice
subordonnée, c’est-a-dire
~ 2\ | Ax|
Ve e RY,  |a|| = (fo) " et VAER™ A= sup
i1 x€RY #054 ||$||
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2.2. Outils de 'analyse

Lemme 2.2.2. Soit Fx une transformation affine bijective du d-simplexe de référence K
sur un d-simpleze K, de la forme Fx(x) = Ax@ + b. Alors la matrice Ay satisfait les

bornes suivantes :

hi - h
Akl < —, A < —. (2.6)
P PK
Preuve. On a
A A
||AK|| _ sup H Km” _ sup ” lfy“
2ERY, 20,4 ||| yerd |lgll=p P

En écrivant y = y, — y, avec gy, et y, appartenant a K , on voit que
Axy = AxYy — Axy, = FK(@l) - FK(@2)~
Par définition, Fi(y,) et Fx(y,) appartiennent & K alors ||Fx(y,) — Fx(9,)| < hx car

hix = ma)lc(Hm —y||. D’ou ||Akyl|| < hg. D’ou la premiére inégalité de (2.6) est prouvée.
S

)

La deuxiéme inégalité s’obtient en changeant les roles de K et K. En effet, soit égal a

T, — x9 € K tel que &1, x5 € K, 0on a
Al = Ate, — Alwy = Fiil(z1) — Fr' ().
Puisque Fi'(x) et F'(x,) appartiennent a K il en résulte
1A% ®|| = | Fic' (1) — Fi'(@o)]| < .
On conclut en divisant par pg et passant au supremum pour tout € R, ||z| = pxk-.

Pour simplifier, on considére la dimension d = 2. Soient K le triangle de référence. Les
trois coordonnées barycentriques par rapport aux sommets a; de coordonnées (1,0), as

de coordonnées (0,1), az de coordonnées (0,0), sont
5\1:35, j\zzy, ngl—x—y.
La définition suivante fait appel aux coordonnées barycentriques S\j.
Définition 2.2.3. On définit la fonction bulle intérieure dans K par :
i =270 Ma s,

Lemme 2.2.3. La fonction g s’annule sur le bord de K et max V() = 1.
rcK

Preuve. On a 9K est union de trois arrétes e1, €9 et es telles que
er ={0} x [0,1], ex=[0,1] x {0}, e5={(z,y) € OK;y=1—2z}.
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2.2. Outils de 'analyse

Donc il est clair que @K est nul si x = 0, y = 0 ou y = 1 — z. Pour montrer que

max @/A)K(a:) = 1, on cherche les points critiques de QﬂK. Le gradient de QﬂK est donné par
zeK

5 Bxc — 2xy — y?

Vi = | 2| =27 Y 2y Y
K

By T —x° —2xy

11 suffit de trouver les solutions (x,y) dans K des équations

y(l—2x—y) =0

z(l—x—2y)=0.

Les solutions dont x = 0 ou y = 0 sont rejetées car ils appartiennent a OK et annulent
LEK. Siy=1—-2xrouy = 1_790 on trouve (%,%) est un point critique de @ZA)K et on a :
Encore grace aux coordonnées barycentriques on donne la définition des fonctions bulles

sur 0K.

Définition 2.2.4. On définit les fonctions bulles de bord :
ey = Ahals, they = AN s, Yy = A1 s,

Lemme 2.2.4. Les fonctions zﬁei, 1 <i < 3, sont définies telles que max ﬁe(m) =1et
xeK

1&62. est différent de 0 sur e; (i-ieme bord de R’) et 0 sur les autres bords de K.

Preuve. Similairement a la preuve précédente, pour déterminer le max 1., on détermine
xzeK

les points critiques de 1. , i = 1,3. On remarque que v, qui est définie sur e; par
Yo, = 4y(1 — y) admet le seul point critique (0, 1) et vérifie e, (0, 1) = 1. De maniére
1

similaire, les seuls points critiques de &eQ et 1&63 sont (3,0) et (3, 3) respectivement et on

a e, (3,0) = Let g, (2, 1) =1.

On peut généraliser les définitions des fonctions bulles (Définitions 2.2.3 et 2.2.4) et ses

propriétés (Lemmes 2.2.3 et 2.2.4) en dimension quelconque de la fagon suivante.

Définition 2.2.5. Soit 5\]-, 1 <75 <d+1, les coordonnées barycentriques associées a K.

1. La fonction bulle @K est un élément de Pdﬂ(f(), définie sur une maille K par :

d+1

v = (d+ )" TN

j=1
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2.2. Outils de 'analyse

2. Pour tout élément e de &, on désigne par 1&6 la fonction bulle sur e égale au produit
des d coordonnées barycentriques associées aux sommets de e

d

La preuve du Lemme suivant s’effectue par les mémes arguments que pour les Lemmes

223 et 2.24.

Lemme 2.2.5. Les fonctions bulles vérifient les propriétés suivantes :

1/A1K =0 sur 8[%',
@Ee =0 sur OW;= G(K U K’),
||77&K||LOO(IA<) = Vel oew,) = 1,

0< v <1.

Gréace a la Définition 2.2.2 on donne la définition des fonctions bulles sur une maille K

d’une triangulation 7y,.

Définition 2.2.6. Soit F une transformation affine bijective du d-simplexe de référence
K aun d-simpleze K de la forme Fr(x) = Ag® + b. On définit les fonctions bulles sur
K par :

R — ﬁK o Fi.! fonction bulle intérieure,

° ), = 1&@ o Fi.' fonction bulle de bord, telle que e est une aréte de K.

2.2.2 Inégalités inverses

Nous donnons a présent certaines inégalités inverses, lesquelles sont systématiquement
utilisées pour établir la minoration locale de 'erreur, c’est-a-dire une estimation locale
du type (2.5). L’idée principale consiste & majorer successivement chacun des termes

intervenant dans la définition de I'indicateur local ng (h, up, f).

Lemme 2.2.6. Soient P un sous-espace de dimension finie de Hl(f() et 1&1{ la fonction
bulle intérieure sur ’élément de référence K. Alors, il existe une constante ¢ ne dépendant

que de K telle que : pour tout v dans P
Nillay < [ (D0?)(@) do < ¢ 013
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2.2. Outils de 'analyse

et

\ =

e N[0l g2y < 050N iy < € N0l oy

Preuve. On va montrer que les applications :

1

~ 2 A1
v ( [ i@ d:fc) et v [Bhollmns
K

R 1 1

définissent des normes sur P. Il suffit de vérifier si [0l 2%y = (V50 g1 () = O alors
i1 ~1 . .

o = 0. En effet, on a [[¢)30|| 2 z) = 0 alors ¢z0 = 0. Comme ¢x n’est pas nul dans K,

v = 0. Or en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, d’ou le résultat.

Lemme 2.2.7. Soit ¢ une aréte ou face de OK et 1&6 la fonction bulle correspondante
(e # 0 sur &). Soit P(&) un espace de dimension finie des fonctions définies sur é de

Hl(f(). Alors, il existe une constante ¢ ne dépendant que de é telle que : pour tout U dans

~

P(e)
ol < / (Bei®)(7) dF < ¢ [[o]ace
et

Al
|| 32 ||H1 <C/ ||U||L2(é)-

i1 A1
Preuve. Puisque ¢, ne s’annule pas sur é, |12 0| r2(¢) €t ||[¥é 0| g (e) sont des normes sur

P(é) qui est de dimension finie. On conclut grace a I’équivalence des normes dans les

espaces de dimension finie.

Proposition 2.2.8. Soit (T;,)n>0 une famille réguliere de triangulations sur Q et conforme
dans le sens de la Définition 1.3.4. Alors pour tous vy € Pr(K) etv, € Px(e), avece € E,

on a les inégalités suivantes :
1
¢ lvrllrzie) < 1kvi ) < ¢ lvrlle), (2.7)

1
c HUEHL?(e) < ||¢62Ue||L2(e) <c ||Ue||L2(e)- (2'8)

Preuve. On commence par montrer la premiére inégalité. Pour toute fonction ¢ vk égale

a YKl o Fgl continue sur K, on a

/K (Yxvic) () dae = / (02 )(&)| det Ag| di.

K

D’apreés le Lemme 2.2.6, on trouve

]detAK]/ dzc</(vaK)( )dw < ¢ |detAKy/ %) da.
K
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2.2. Outils de 'analyse

en effectuant encore le changement de variable & = F (&), on obtient

1
¢ llvrlliz < Wkvrllzzie < ¢ loxlzeg)-

La deuxiéme inégalité se démontre par les mémes arguments. Pour toute fonction v,

égale & 1.0, o F;-' continue sur e, on a

lﬂ%ﬁwwhz/@£Mﬂmamdﬁ-
D’aprés le Lemme 2.2.7, on trouve
c \detAK\/ﬁg(%) dr < /(wevg)(ﬂ dr < ¢ |det AK]/ﬁz(%) dr,

en effectuant encore le changement de variable 7 = Fx(7), on obtient

1
¢ |vell 2y < 12 vellize < ¢ NvellZ2e)-
Ceci termine la démonstration.

Lemme 2.2.9. Soit Fx une transformation affine bijective du d-simplexe de référence
K sur un d-simplexe K. Pour tout entier positif ou nul m, une fonction v appartient a
H™(K) si et seulement si la fonction & = vo Fx appartient o H™(K). En outre, il existe

une constante ¢ telle que 'on ait les estimations suivantes
Vo € H™(K),  [0lgmgiey < & D oic ol (2.9)
Vo € H™(K), (ol < & b o™ ol m iy (2.10)
Preuve. On démontre la premiére inégalité par récurrence sur m :
1. pour m =0, on a

61y = [ 10(@)Pde = |det Axl ™ [ Jota)dw = |det Axl ol

On a du Lemme 2.2.1,

A~

hd
|det A'| < ¢ —,
K
on trouve
_d
101 p2k) < € pi” 0]l L2

2. On suppose l'inégalité vraie pour m — 1

A

|01 m- Wiy S g Pk |U|Hm 1(K)-
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2.2. Outils de 'analyse

o
=

<Y
=

|@’Hm(f<) Ha%”w K))
1

B
||
3

> 1000

I
e N N
(1=

i=1 |fl=m—1
d :
— Z |8$1U|Hm Y ))
i=1
d
<c) 10570 )
i=1
et de I'hypothése de récurrence
P
0 <éhg ! pg ZKax ) o Fie [gm—1(x)

On observe que, si I'on note A;;, 1 <4,5 < d, les coefficients de la matrice Ag,
@@ww_zAa
K " ox;’

on obtient
< chg PK2 [ Akl Z |0, 0| =1

’U|Hm K)
Du Lemme 2.2.2 on a ||Ag|| < ’%K, d’ou l'estimation (2.9)

I'inégalité (2.10) s’obtient par les mémes arguments que pour linégalité (2.9). On dé-

montre par récurrence sur m.
1. pour m = 0, on a grace au Lemme 2.2.1

hiclloll 2y

Nw\n.

ollZaq0ey = | det AxcllolfZs z, <

2. On suppose l'inégalité vraie pour m — 1

On a de I’hypothése de récurrence
d
|'U’Hm(K) <c Z ‘ain‘Hm—l(K)
i=1

d
d
¢hi p™ Z |(02,v) © Fic| g1z

=1

AN

21



2.2. Outils de 'analyse

On observe que, si I'on note B;;, 1 < 4,7 < d, les coefficients de la matrice AL,

(a:vlv OFK Z j’LaA )
on obtient

W]y < & hE pi™ | A 1||Z|azlv|Hm R

Du Lemme 2.2.2 on a ||AZ']| < piK, on trouve l'estimation cherchée.

Proposition 2.2.10. Pour tout entier m positif ou nul, il existe une constante ¢ ne

dépendant que de k telle que 'on ait pour tout d-simplexe K

Cp_d 4
Yo € Pr(K), |v|lgmm) <cpg 2 hf(H'UHLz(K). (2.11)

Preuve. En posant v = v o F, d’aprés le Lemme 2.2.9, on a
d
Vo € Pr(K),  [vlamu) < ¢ hj P}m‘U‘Hm(k)-
Sur 'espace de dimension finie toutes les normes sont équivalentes. Il existe donc une
constante ¢ ne dépendant que de k et de K telle que
01 m iy S N0l () < € N0N 2
donc
Q —
0]y < € hie py ’U|Hm BH=c hf{ PK ”UHL2(K
On utilise de nouveau le Lemme 2.2.9,
X . 4
101l 2y < € i [0l L2y
on trouve
/ _—m -5 s
wlrma) < ¢ p™ pic® hicllvll ez
D’ou le résultat cherché.

Corollaire 2.2.11. On suppose la triangulation T, réguliere dans le sens de la Définition
1.3.5. Pour tout entier m positif ou nul, il existe une constante ¢ ne dépendant que de k

telle que I’on ait pour tout d-simplere K

Vo € Pu(K), |vlamik) < ch"||v] L2 (2.12)

h
Preuve. En vertu de la Définition 1.3.5, il existe ¢ > 0 tel que “E < ¢ De facon

) PK
équivalente
d
1 < c 1 ™2
— ou encore .
I g S i
Pk K

On combine cette inégalité avec (2.11), on obtient l'estimation désirée.
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Chapitre 3

Analyse a posteriori du probléme de

Dirichlet pour le laplacien

Par analogie au Chapitre 2, on s’intéresse ici a I’analyse a posteriori de I’équation de

Laplace muni aux conditions aux limites de Dirichlet.

Sur un ouvert borné lipschitzien €2 de R?, on considére le probléme de Dirichlet pour

d
lopérateur de Laplace A = Y~ 2
i=1 7%

—Au=f dans (),
u=g sur 0f2.

ou l'inconnue est la fonction u. Les données sont les fonctions f et g.

3.1 Formulation variationnelle

On considere la distribution f dans H~1() et la donnée sur la frontiére g dans Hz (99).
Grace au théoréme de trace Théoréme 1.1.3 pour g € Hz(82) on peut trouver un reléve-

ment de cette trace que 'on note g de H'(), il vérifie donc par définition oG = g.

Proposition 3.1.1. Le probléme (3.1) admet la formulation variationnelle suivante :
Trowver u dans H'(Q), avec u —g dans Hg(Q) tel que
Vv € H (), /QV’LL(:IZ) -Vou(x) de =< f,v >, (3.2)
ol < -+ > désigne les crochets de dualité entre H=(Q) et H} ().
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3.1. Formulation variationnelle

Preuve. En prenant comme nouvelle fonction inconnue u = u — g, nous voyons que u est
solution du probléme

—Au=f+Ag dans ),
I+ (3.3)

u=0 sur 0.

Par construction, u € H} (), on multiplie la premiére ligne de (3.3) par une fonction test
v de H}(Q), on voit que
< =Au,v >=< f+ Ag,v >=< f,v >+ < Ag,v > .

Grace au Lemme 1.1.5, on trouve

/QVﬂ(m) -Vou(x) de =< f,v > —/QV§(m) -Vou(zx) dz,

finalement, on rajoute le dernier terme du membre de droite dans les deux membres on

obtient le probléme variationnel (3.2).

Nous vérifions que la formulation variationnelle (3.2) admet une solution unique. Pour
cela nous utilisons le Lemme de Lax-Milgram dont nous vérifions les hypothéses avec les

notations

a(u,v) = /QVu(a:) -Vou(x)dx et L) =< f,v>.

Théoréme 3.1.2. Pour toute distribution f de H-(Q) et toute fonction g de Hz(9S)

le probleme (3.1) admet une solution unique v dans H*(Q). Cette solution vérifie

[ullr@) < e ([flla-1@) + HgHH%(aQ))'

Preuve. Revenons au changement d’inconnu u = u—g. La fonction @ appartient a HJ (£2)
et vérifie

Yo € Hy(Q), a(tu,v) = L(v) — a(g,v). (3.4)

On voit facilement en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que a(-,-) est une forme
bilinéaire continue sur Hy(Q) x H} () et que L(-) — a(g, -) est une forme linéaire continue
sur H}(€). En vertu de l'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.2), la forme bilinéaire a(-, -)

est coercive dans H}(Q), c’est a dire qu’il existe a > 0 tel que
a(v,v) = /(Vv)z(a:) dr > « HvH?{l(Q), Yo € Hy(Q).
Q

Comme H; () est un espace de Hilbert, on peut conclure qu'il existe une unique solution
ue H(Q) de
a(u,v) = L(v)+ < Ag,v >,
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

ce qui implique Pexistence et I'unicité de v dans H'(Q) solution de (3.2). En prenant v

égale a u dans (3.4), on déduit que

ull ) < = (1f -1 + 9] 51 @)

Q|+

On a g est une fonction de H'(2) dont la trace sur 9 coincide avec g et vérifie

19/l (o) < ¢ “gHH%(aQ)'

On combine ces deux derniéres inégalités on voit que

HaHHl(Q) <c (”fHH—l(Q) + HgHH%(aQ))'

Finalement, grace a 'inégalité triangulaire, on obtient

lelliroy < ¢ (110 + 19013 )
Ceci achéve la démonstration.
On peut interpréter le probléme variationnel et retourner au probléme aux limites.

Proposition 3.1.3. Le probléeme variationnel (3.2) et le probléeme auz limites (3.1) sont

équivalents au sens ot
(i) toute solution u dans H'()) de (3.1) est solution de (3.2).

(i) toute solution u de (3.2) est solution de (3.1) au sens des distributions.

Preuve. (i) est déja démontré dans la Proposition 3.1.1. Pour prouver (ii), on prend

v € D(Q) C HJ(R) dans (3.2), en appliquant la formule (1.5), on obtient
< —Au,v >=< fv>, Yve D(Q).

Ce qui implique que —Awu = f au sens des distributions. Comme @ = v — g € Hj () ce

qui veut dire que u = 0 sur le bord de §2, on en déduit que u = g sur 2.

3.2 Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

Dans ce qui suit, le domaine  dans le quel on travaille est soit un polygone de R?
soit un polyeédre de R? & frontiére lipschitzienne. On considére une famille réguliére de
triangulations (75), de € par des triangles ou tétraédres, au sens indiqué dans la Section

1.3. Le paramétre de discrétisation est le maximum h des diamétres des éléments de 7Tj,.
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

3.2.1 Condition aux limites homogénes

Désormais on traitera le cas de conditions aux limites homogénes ot la valeur de g sur

la frontiére est nulle et on suppose f dans L?(12).

3.2.1.1 Discrétisation par éléments finis

On s’intéresse a la discrétisation par éléments finis du probléme variationnel :
Trouver u dans H}(Q) tel que
Vo€ HI(Q), a(u,v) = /Q f(@)o() de. (3.5)
On introduit 'espace
Xy, = {vn, € H'(Q);VK € Tp,vnie € Pr(K)}

et on considére 'espace X = X, N H}(Q), 'espace des fonctions de X}, a trace nulle sur
0€). Le probléme discret suivant est simplement construit par la méthode de Galerkin qui

consiste a remplacer H}(Q) par X} :
Trouver wuy, dans X} tel que
Yo, € X7, alup,vy) = L(vy). (3.6)

Théoréme 3.2.1. Pour toute fonction f dans L*(Q), le probleme admet une solution

unique. De plus, cette solution vérifie

unllr@) < e Ifllz2 ), (3.7)

telle que c est une constante positive indépendante de h.

Preuve. Vu que X} est un sous espace de dimension finie de H}(f2), il est fermé muni
du produit scalaire de H}(Q), X? est un espace de Hilbert. La restriction de la forme
bilinéaire a(-,-) a X7 x X} est continue et coercive, et la restriction de L(-) a X est
linéaire et continue. D’apres le Lemme de Lax-Milgram on a I’existence et I'unicité de uy,.
Pour montrer (3.7) on prend v, égal a u; dans la formulation variationnelle (3.6) et on

utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
IVunl72ye < If 2@ llunllz2)-
Grace a l'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.2) on déduit 'inégalité (3.7).
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

3.2.1.2 Analyse d’erreur a priori

On prouve dans cette section le résultat fondamental pour l'estimation de l'erreur a
priori.
Lemme 3.2.2. (Lemme de Céa) On a la majoration d’erreur a priori entre la solution
u du probléeme (3.5) et la solution uy, du probléme (3.6)
VR E

M
lu = unlla o) < — in)f(gllu = Onllm(@),

ot M et o sont les quantités qui interviennent de la continuité et la coercivité de af(-,-).

Preuve. on prend v égal a v, dans (3.5) on déduit en soustrayant (3.6) de (3.5) la relation

appelée relation d’orthogonalité de Galerkin
alu —up,vp) =0, Yo, € X},
Puisque af(+, ) est coercive, il en résulte

a |lu— uh||%p(g) < a(u — up,u — up)

< a(u —up,u) —alu —up,up), Yo, € X}
On a a(u — up,up) égal a 0 car uy, € X)), donc

a|lu— uh||§{1(g) < a(u —up,u) — a(u — up, vy)

<a(u—up,u—uvy), Vo, €X).
La continuité de a(-, -) implique que
(07 Hu — uhH?'Jl(Q) < M Hu — uhHHl(Q)Hu — UhHHl(Q)a Vvh € X}?

Par conséquent,

M
lu = unllare) < — llu = vnllm),  Von € X,
et donc
o — unllmney < 2 inf Jlu— v
u—Uu 1 — 1n u —v 1 .
wllme) < — o hllH1 ()

Ceci termine la preuve.

Théoréme 3.2.3. On suppose la solution u du probléme (3.5) dans H™(§2) pour un entier

m, 1 <m < k—+1. Alors, pour le probléme discret (3.6), on a la majoration d’erreur
||u—uh||H1(Q) < Chm_1||UHHm(Q). (38)
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

Preuve. D’aprés le Lemme de Céa (Lemme 3.2.2)
M
lu = unllae) < — llu = vnllm@),  Von € Xp.

On choisit v, I'image de u par 'opérateur de projection orthogonale H,ll’o sur X} donné

dans la Notation 1.4.4 et vérifiant (1.9),

Hu — H}Z’OUHHI(Q) <c hmil”uHH'm(Q).

M
lu —upl[ 1) < —
(6

3.2.1.3 Analyse d’erreur a posteriori

On rappelle que grace a la coercivité de af(,-)

1 a(u — up,v
lu —up|lmr) < —  sup alu = up,v) ) (3.9)
@ yeHE(Q)\{0} HUHHl(Q)

D’aprés le principe énoncé dans la section 2.1, nous allons chercher a éliminer u dans la
borne supérieure de (3.9).

On a la relation d’orthogonalité de Galerkin suivante
a(u —up,vp) =0, Yo, € X},
et donc, pour toutes fonctions v € Hj(Q) et v, € X}
a(u — up,v) = alu — up, v — vy). (3.10)
De I’égalité (3.10) et la définition de a(-, -)

a(u —up,v) = (V(u—1up), V(v —up)) = (Vu, V(v —vp)) = (Vup, V(v — o))
= (f,v—wvn) — (Vup, V(v —vp)). (3.11)

A cette étape une premiére idée importante est a retenir : 1’élimination de la solution
exacte u dans (3.11). Maintenant on fait une décomposition sur les éléments de la trian-

gulation Tj, :

a(u — up,v) = Z (/Kf(a:)(v — ) () doe — /KVuh(a:) V(v —wvp)(x) dcc). (3.12)

KeTy,

On applique la formule de Green (1.4) sur le deuxiéme terme du membre de droite pour

obtenir

alu—up,v) =Y (/K(f+Auh)(m)(v—vh>(w) dw—/K SZZ(T)(U—%)W d7>. (3.13)

KeTh 9
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

Ot ng désigne le vecteur normal unitaire extérieur a K.
A cette étape, une seconde idée importante est & retenir : I'application de la formule de
Green a | w Vuy, - V(v — vy,) de dans P'équation (3.12) pour éliminer I'opérateur gradient

"V7 agissant sur (v — vp).

Dans (3.13), l'intégrale sur 0K peut s’écrire comme une somme d’intégrales sur les
éléments e de . On note que ces éléments se répartissent en deux parties :
e ou bien e est contenu dans 02 et I'intégrale sur e est nulle car v et v, s’annulent sur
o8,
e ou bien ¢ est contenu dans la frontiére de deux éléments K et K’ et, au total, la quantité

a intégrer sur e dans le second membre de (3.13) s’écrit

Orseun)(7) (0 = va)(7) + (Op ey un)(T) (0 = 01)(T) = [Ongeun](T) (0 = 0n)(7),  (3.14)

ot [Op, up] désigne le saut Op, up + On, ., up. Les relations (3.13) et (3.14) conduisent a

a(u—up,v) = (/K(f+Auh)(m)( v—up)(x) da — = Z/ v—vh)(f)df).

KeT, ecgd €

(3.15)
A partir de cette équation, on peut majorer I’erreur en fonction de normes appropriées de
f+ Auy, et de [On, up]. Une difficulté est que, la fonction f pouvant étre compliquée, la
norme de f+ Auwuy, n’est pas forcément simple a calculer. Pour remédier a cet inconvénient,

on fixe un entier £ > 0, on introduit ’espace
Zy, = {th < L2(Q),VK € E,th”{ € Pg(K)},

et on introduit une approximation fj, de la donnée f dans Z.

au —up,v) =Y </K(f—fh)(fﬁ)(v—vh)($)dw+/(chrAuh)(w)(U—Uh)(w)dw

KeTy, K
) Z /63nKUh )(v = vp)(7) dr ) (3.16)

Définition 3.2.1. On définit la famille d’indicateurs d’erreur de la fagon suivante, pour

tout K dans Ty,

N = hicll fr + Aupll o) + = Z 1 [y tn] 220 (3.17)

6680
Remarque 3.2.1. Dans le cas ou k est égal a 1, on aura tendance a prendre £ égal a

zéro. Dans ce cas l'indicateur s’écrit simplement
1 L1 1
e = hac(mes )3 fsel + 5 hé (mes €)% |[Onml
et se calcule de fagon instantanée.
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

On est alors en mesure de prouver 'estimation a posteriori suivante.

Théoréme 3.2.4. On suppose la donnée f du probleme (3.5) dans L*(Y). Alors, pour le
probleme discret (3.6), il existe une constante positive ¢ indépendante de h telle qu’on ait

la majoration d’erreur

lu =l < c ( > (i + M3l - fh||%2(z<))) : (3.18)

KeTh

Preuve. Pour tout v € H}(Q) et tout vy, dans X}, on utilise 'équation (3.16), combinée

avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

a(u—up,v) < Y ((Hf — full 2y + 1fn + Aunllz2i)) [0 = onll 20y
KeT,

1
+5 2 Momunllzzlo — vl )

eeS})(

Puis on choisit v, égal & 'image de v par I'opérateur IZI?L et on utilise le théoréme 1.4.7,
on trouve

v — vl 2y < € hcllo]l mnase)

et le corollaire 1.4.8, on obtient
- 1
lv = T0ll 20 < ¢ hé o]l a,)-
Donc

a(u —up,v) <c Z (hK(Hf — fullezcry + 1 + Aupllz2a0) 0] 2 a)

KeTy,

1 1
+5 2 Wl Bncnllcollollncs, )

665?{

ou les Ax et A, sont introduits dans la Notation 1.4.6. Par une inégalité de Holder, on

obtient
3 3
2
a(u —up,v) < e ( Z Wi (I1f = fullzecey + 11w + Aunll 2 (k) ) < Z HU||12LP(AK)>
KeTy, KeTy
1 1
1 3 3
(32 X tllncnlling) (2 X ol )
KeTy el KeTh el
et comme

2
(L = fullezy + 1w+ Aunll )™ < 2 (1 = fallZoery + 10 + AunllZa () -
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

On obtient,

(= un, ) < ( S (el i+ Dl + Bl — il

KeTy
1 3 3
# 1 2 hllBucnllie)) (X Tolncs,)
ecEY. KeTh

et en rappelant qu'un méme élément de 7, n’est contenu que dans un nombre fini (borné

indépendamment de h) de Ak, on obtient alors

1
a(u —up,v) <c < Z (77% + h |l f - th%Z(K))> V][ 1)

KeTy

En combinant cette estimation avec (3.9), on obtient la majoration cherchée.

La majoration (3.18) conforme également la propriété de fiabilité énoncé dans (2.3).
Pour prouver la propriété d’efficacité, on s’appuie sur I’équation dite du "résidu" qui
s’obtient en prenant vy, égal & 0 dans (3.16)

Vo€ Hy(Q), a(u—upv)= Y (/K(f—fh)(a:)v(:c)da:

KeTy,
+/(fh + Aup)(x)v(x)de
K
1
iy / [anKuh](T)u(T)dT). (3.19)
ec&Y €
En effet, par deux choix appropriés de la fonction v, on peut déduire de cette équation

une majoration des deux termes figurant dans chaque 7x. On a besoin de la notation

suivante.

Notation 3.2.5. Pour tout élément K de Ty, wi désigne 'union des éléments de Ty, qui

partagent au moins un coté (d = 2) ou une face (d = 3) avec K.

Théoréme 3.2.6. On suppose la donnée f du probleme (3.5) dans L*(Q). Pour tout

élément K de Ty, Uindicateur d’erreur ng défini en (3.17) vérifie la majoration suivante

Nk < ¢ (Ju—unlmwe) + hellf = fall2en))- (3.20)

Preuve. On prouve la majoration en deux étapes

1. Dans une premiére étape, on choisit tout d’abord la fonction v dans (3.19) égale a

o — (fn + Aup)re  dans K, (3.21)

0 dans Q\ K,
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

tel que g est la fonction bulle introduit dans la Définition 2.2.6. On note que la

fonction vy est a support contenu dans K et s’annule sur 0K et donc [ [0 up](T)vg (7)dr

égale 2 0. On en déduit de (3.19) que

tu—uno) = 3 ([ (7= @iz + [

KeTh, K

(fn+ Auh)(az)vK(m)dm>.
Donc
[ G s @pr(alde = [ Tiu-u)(@) Vox@ide- [ (f-f)@(a)de
On écrit explicitement vgx dans le membre de gauche,
[ Gt duf @@z = [ Vu—w)@) Voo [ (1~ f)@)o(@)z,
et en passant a la norme de L?(K), on obtient
I(fn + Auh)wlé(“%%K) = /K V(u—up)(x) - Vug(z)de - /K(f — fn)(@)vk (x)dee.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

I D By < o= wnlims oy [omlar ey + 1 = fllzsco ol 2o,
On utilise I'inégalité inverse (2.7)

Wi+ Bunllzze < 10+ Dun)ill 2o,

et donc

| (fn + Dun) 72y < | = unlm oy [y + 1 = fall 2o vkl 2 -
Encore une fois I'inégalité inverse (2.12)

il i) < € hig ||| 2.

En notant que la fonction 1, prend ses valeurs entre 0 et 1 sur K (voir Lemme

2.2.5), on en déduit

lvrellz2 ey = I1(fn + Dun) g2y < ¢l fa + Aunll 2k,

alors
il ey < e bt fr + Aupl|p2 .-

On trouve

e | (fn 4 Aun)[[F2 iy < € bl = wn o)l fn + Aun | 2y

+ N f = faullea) | fn + Aunl| 22y,
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

ce qui implique

1o+ Aunll 2y < ¢ (hig lu = unl gy + |1 = fullz2a))-

En multipliant cette derniére relation par hg, on obtient
hicl| fn + Aupllrz) < ¢ (lu — wnlma + bl f = fall2e) - (3.22)

. Dans une deuxiéme étape, pour tout élément e de £, soit K’ 'autre ¢lément de

Tr contenant e. On choisit ici la fonction v dans (3.19) égale a
Ri.e([Ongun|te) dans K,
Ve = § Rire([On,, un|tbe) dans K, (3.23)
0 dans Q\ (K U K'),

ot les opérateurs Ry et Ry . sont introduits dans le Lemme 1.3.5. En utilisant

cette fonction dans (3.19), on voit que

Z Z/ (1) dr = —a(u — up, ve)

ne{KK’ } ec€?
© 2 (o e i

RE{K,K'}
+LU%+AWX@%@ﬁm> (3.24)

On a par définition de 1., la fonction [0y, uplt. s’annule sur de de sorte que v,
s’annule sur 8(K U K’) et donc
Z Z/@nKuh T)e(T) dT = = /[(9 up](T)ve(T) dr.
RE{K K’} ec&l

On combine cette égalité avec (3.24), on obtient

On P()e(r) d7 = —a(u — un, )
/
s ( [~ B)@pv(@) da

Ke{K,K'}

+ /(fh + Auy ) (z)ve () dm).

K

Alors

1Ometunl 2oy = 3 (— [Vt w)@) V(e de

re{K,K'}

+ [ @) do
ﬁﬂﬁ+mm@m@mﬁ.

K
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

1[0n um/}ellp < > (Iu—Uthun)lvelHl(n)+||f—fh||L2<n>||Ue||L2<n>

ke{K,K'}
it Auh|rLz<n>|rveuLz<n>).
On utilise 'inégalité inverse (2.8),

1
¢ [[Oncunlllzze) < O unlt [l 2ce),

ce qui entraine

¢ ||[Onyun ||L2 < Z <U - Uh|H1(n)\Ue|H1(n) +[If = fh||L2(n)||Ue||L2(n)

re{K,K'}
o+ Bl ol )
On utilise 'inégalité (1.6),
el 1wy + hi el 220y < € e ? | D ]| 2oy

On obtient

_1
1[Ongunlllfoe < ¢ > (he *lu = un| i () [ [On g wn] el L2(e)
}

KE{K K’

+ hiche 2| f — full2eo) | [On s un) el L2 ()
T hache o+ Al 2010 uhwenm(e).

Du Lemme 2.2.5, v, est inférieur a 1, on aura

110nc unltbell 2e) < ¢ [Onycunlllz2ce)

On trouve

_1
1ntnl oy < ¢ 3 (he ot = w11 O ] L2200
}

we{K,K'

+ hiche 2| f = fall 2o 1 [Onse un) | 22(e)

+ hiche * || fr + AuhllmmII[anKUh]IIL2<e>)-

1
En multipliant par hé, on obtient

1
heé [|[Oncunllz2ee) < c Z <|U — unlmiw) + il f = fallzege)
}

we{K,K'

+ hi || fr + Auh”LQ(f{))‘
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

On passe a la somme sur e dans €%,

1
S b Ol < S 3 (ru —anlii + hicllf = Fullie
}

el ec&) ke{K,K'
+hK”fh+AUh||L2(,@))- (3.25)

En combinant (3.22) et (3.25) et par définition de £%, x devient tout élément K’
qui partage une arréte d = 2 (ou une face en d = 3) avec K, ce qui revient a wg,

on trouve 'estimation désirée.

Remarque 3.2.2. Si l'on somme sur K le carré de l’égalité (3.20) on vérifie que la

quantité

()

KeTy

fournit une estimation a posteriori optimale au sens de la Définition 2.1.2. En outre, les

Nk satisfont la propriété d’efficacité.

3.2.2 Condition aux limites non-homogéne

On considére maintenant le probléeme (3.2) pour des données f dans L?(Q) et g dans

H?2(99Q) continue sur €.

3.2.2.1 Discrétisation par éléments finis

L’idée consiste a imposer up(a) = g(a) en tous les points a des treillis principaux Ty (K),
K € Ty, qui appartiennent a 0f). Ceci revient a remplacer dans le probléme discret, la
fonction g par son interpolé de Lagrange Z,g. On suppose donc la fonction g continue sur

Q, le probléme discret s’écrit

Trouver uy, dans X, avec up, — Z,g dans X ,? , tel que

Yo, € X7, alup,vp) = /Qf(m)vh(:v) dx. (3.26)

Théoréme 3.2.7. Pour toute fonction f dans L*(Q) et toute fonction g continue sur €,

le probleme (3.26) admet une solution unique.
Preuve. Si l'on choisit u;, égale a uy, — Zp,g. Uy, appartient a X} et vérifie
a(tn,vn) = L(vn) — a(Zng,vn),  Yon € X)), (3.27)
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

L’existence d'une solution u; se déduit donc du Lemme de Lax-Milgram. D’autre part,
comme la seule solution pour les données f = 0 et g = 0 est nulle, on obtient également

I'unicité de uy,.

Soit W, I'image de X, par Uopérateur de trace o et soit i* Popérateur d’interpolation
de Lagrange sur 99 : pour toute fonction g continue sur 99, i¥?g appartient a W), et est

égal a g en tous les points de Tj,(K) N9, K € Tp.

Théoréme 3.2.8. Sous les hypothéses du Théoréme 3.2.7 la solution uy, du probléme
(3.26) vérifie

lunllarr ey < e (1 lla=r0) + 13201 4 o)

Preuve. En prenant vy, égale a u), dans (3.27), on obtient
a [ F ) < al@n, wn) < (|l + 120l mr @)l m @),
et comme uy, = up — I3,
lun = Zngllme) < ¢ ([fla-10) + 120Gl 11 @))-
On remplace Z,,g par Ry (i9g), on trouve
lun = Ra (i 9y < ¢ (1F 1) + IRA(E9) 1)

On utilise inégalité triangulaire et le Théoréme 1.4.9, on obtient

[unll@) < ¢ (1 fllm-—1@) + H@'QQQHH%@QQ-

Ceci achéve la démonstration.

3.2.2.2 Analyse d’erreur a priori

On s’intéresse ensuite a majorer l'erreur entre u et uy. Le lemme qui suit, est similaire

au Lemme 3.2.2, connu sous le nom de Lemme de Céa [14].

Lemme 3.2.9. On a la majoration d’erreur a priori suivante entre la solution u du

probléeme (3.2) et la solution uy du probléme (3.26)

U — U <c inf U— . 3.28
Ju = un 10y < vhe{zhg}”gll wll o) (3.28)
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

Preuve. On pose © = u — 7, u, = uy — Z,g et, pour toute approximation v, de u dans

{Z1g} + X}, on note v, 'élément v, — Z,,g de X}. Grace a l'inégalité triangulaire

| — unll ) < llw—vnllar@) + l|lun — vnl oo

< lu = vnllgr ) + [an — nll (@), (3.29)

il suffit de majorer ||, — Up | g1 (). D’aprés la propriété de coercivité de a(-,-), on a

al|uy, — vh||H1 < a(up, up — vp) — a(vp, up, — vp).
On calcule le premier terme du membre de droite en utilisant le probléme discret (3.26)

alfin — TallF o) < /Qf(w)(’dh — Up)(x)dz — a(Zng, un — 0p) — a(U, Un — Up).
On rappelle que v, = vy, + Z,,g, donc
ol =Tl < [ @) =) (w)de = afun, T — 7).
En notant que u;, — v}, appartient a 'espace X} qui est inclus dans H}(Q), on a de (3.2)
a(u,up — vp) = /Qf(a:)(ﬂh —vp)(x)dx.
Ceci donne
allu, — vh||H1 < a(u,up, — vp) — alvp, up — vp) = alu — vy, up — ).

En utilisant la propriété de continuité de a(-, -), on obtient
M

un — Ul 1) <
«

lu = vl @)
et en combinant cette inégalité avec (3.29), on obtient la majoration désirée.

Théoréme 3.2.10. On suppose la solution u du probléme (3.1) dans H™(S) pour un

entier m, 2 < m < k+ 1. Alors, pour le probleme discret (3.26), on a la majoration

2
d’erreur

||U—Uh||H1 < Chm 1||UHHm

Preuve. On note X I'espace des fonctions de X, égales a i9%g sur 92, on déduit de

Lemme 3.2.9 que

— < inf — .
|u Uh||H1(Q)_th12X2||U Uh||H1(Q)

h h 9 h h?

|u — un g < cllu — Thu| g o)
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

Gréace a la propriété (1.8) du Théoréeme 1.4.3, on obtient
HU — uhHHl(Q) S C hm_1||uHHm(Q)
On déduit la majoration d’erreur a priori.

Cette estimation d’erreur a priori est optimale.

3.2.2.3 Analyse d’erreur a posteriori

On est en mesure de prouver 'estimation d’erreur a posteriori suivante

Théoréme 3.2.11. On suppose la donnée f du probleme (3.5) dans L*(2), et la donnée g
dans H%(ﬁﬂ) continue sur 0S). Alors, pour le probléme discret (3.26), on a la majoration

d’erreur

1
2
lu = unllz(e) < c ( > (i + W3l - fh||%2<K>)) + llg = 522004 oy (3:30)
KeTy,
Preuve. On a
D’aprés le Théoréme 1.1.3, il existe une fonction w de H(Q2) égale a g — i¢%g sur 9N et

vérifiant

el < ¢ llg = 8013 o (3.31)
Par conséquent, la fonction u — uj, — w appartient & Hj(€) et on déduit de la propriéteé
d’ellipticité de la forme a(-,-) que

a(u —up —w,v)

lu—up — wllg@) < ¢ sup (3.32)
veHL(Q) ||U||H1(Q)
Comme
a(u —up —w,v) = alu — up,v) — a(w,v),
et on a

|a(w, v)| < lwllav@llv]l @)

D’autre part, on utilise I'estimation (3.31) et le Théoréme 3.2.4, on trouve

= un — wll ey < ¢ ( S (0 + B2 f - fhuiW)) +ellg = %143 oy
KeTy,
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3.2. Analyse a posteriori du probléme de Dirichlet

Encore une fois I'inégalité triangulaire suivante :

o = unllmiey < llu—wn = wlle) + ol o,

entraine

D=

e = unlliney < e ( S (e + S - fh\|i2(K>)) e llg = %143 oy + 0l e
KeTy

puis on utilise 'estimation (3.31), on obtient

1=

2
lu = upl[rro) < c ( Z (77?< +hi | f - th%Q(K))) +c g - i?LQQHH%(am-
KeTh

D’ou 'estimation cherchée.

La majoration de chaque indicateur ng s’effectue exactement comme dans la démons-

tration du Théoréme 3.2.6.

Théoréme 3.2.12. On suppose la donnée f du probleme (3.1) dans L*(). Pour tout

élément K de Ty, Uindicateur d’erreur ng défini en (3.17) vérifie la majoration suivante

i < ¢ ([ —unl i) + hicllf = full L2 (o)) - (3.33)

Preuve. De la définition de a(-, -)

a(u —up,v) = (V(u —uy), Vo)
= (Vu, Vo) — (Vuy, Vo)
= (f,v) — (Vuy, Vv), Vv e Hy(Q). (3.34)

Par les mémes arguments effectués dans la section 3.2, on obtient la méme équation
du résidu (3.19) pour tout v dans H}(2). Donc, la majoration des indicateurs s’effectue
exactement comme dans la preuve du Théoréme 3.2.6, en prenant v = vx dans un premier

temps puis v = v, tel que vk et v, sont définis par (3.21) et (3.23).

En vertu du Théoréme 3.2.11 et 3.2.12, 'analyse a posteriori est optimale au sens de la

Définition 2.1.2.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a l'analyse a posteriori pour les éléments
finis des EDP.

Tout d’abord, nous avons fourni une introduction a ’analyse a posteriori et nous avons
donné les principes généraux et propriétés de l'analyse a posteriori qui attestent de sa
qualité et les outils d’analyse notamment les fonctions bulles et inégalités inverses.
Ensuite, nous avons choisi d’étudier I’analyse d’erreur a posteriori de 1’équation de La-
place munie aux conditions de Dirichlet. En effet, nous avons écrit le probléme discret
en utilisant la méthode des éléments finis et nous avons montré qu’il est bien posé. Puis
nous avons établi I’estimation a priori de ’erreur entre les solutions des problémes exacte
et discret. Nous avons proposé une famille d’indicateurs d’erreur a posteriori du type ré-
siduel. Nous avons démontré que I'analyse a posteriori de probléme de Dirichlet dans les

deux cas homogeéne et non-homogéne est optimale.
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Appendice

Définition 1.1 Soit V' un espace de Hilbert. Deux normes sur V sont dites équivalentes

si est seulement si il existe ¢, > 0 tels que

Vo, €V, cllully < lually < ¢ lolv.

Proposition 1.1 Soit V' un espace de Hilbert. Si V' est de dimension finie, alors toutes

les normes sur V' sont équivalentes.

Théoréme 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit V un espace de Hilbert muni du

produit scalaire (.,.)y et de la norme ||.||y,. Pour tous u et v de V', on ait

|(w, 0)v | < lullv - o]l

Proposition 1.3 Soit K un triangle de R?* ou un tétraédre de R3. On a mes(K) est
inférieur a cghl et supérieur a cap, ot cq est le volume de la sphére unité de R? divisé

par 2¢.
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