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Notation

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

N ensemble des nombres entiers naturels.

R ensemble des nombres réels.

C ensemble des nombres complexes.

R [—00, +00].

K R ou C.

R" ensemble des vecteurs de dimension n & coordonnées réelles.
H un espace de Hilbert.

Soit F un espace vectoriel normé. On note par

£ espace dual de F

(.,.) produit scalaire dans la dualité E’, E.

o(E,E") la topologie faible sur E.

— la convergence forte.

— la convergence faible.

d(z,C) La distance entre x et I’ensemble C' définie par

d(z,C) = inf [lz — 5.
La distance de Hausdorff entre deux ensembles fermés A et B de H, est définie par
Haus(a,b) = max{e(A, B),e(B,A)},
ou e(.,.) est 'ecart entre deux ensembles A et B, donné par
e(A, B) =supd(a, B).
acA

L (a,b) I’espace des applications Lebesgue-intégrables définies sur € a valeurs

dans 'espace de Banach E muni du produit scalaire (., .)

f ghur = / (f(2), g(x)de,

i
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et de la norme |||z

Cg(a,b) I'espace des fonctions continues définies de [a,b] a valeurs dans F

muni de la norme ||.||o, définie par

1flloo = sup [ f(z)[].
el

CLla, b I'espace de Banach de toutes les applications continues

u: [a,b] — E ayant une dérivée continue %, muni de la norme

luller = max{ max [lu(?)||, max {|a(t)]}.
t

€la,b] tefa,b]
Blx,r] La boule fermée de centre z et de rayon r.
B La boule unité fermée de E.
co(C) I'enveloppe convexe de 'ensemble C' .
co(C) I'enveloppe convexe fermée de ’ensemble C.
int(C) I'intérieure de C .
C I'adhérence de C' .

pP-P presque partout .

l.e c’est & dire.



Introduction

L’étude du processus de Rafle correspond & la résolution de I'inclusion différentielle

suivante

i(t) € ~Neg(u(t) + F(t,u(t)) ppt € [0,7),
u(0) = ug € C(0),

(Z)

ot C' : [Ty, T] = R? une multi-application & valeurs non vides fermées et F' : [Ty, T| xR? =

R? une multi-application.

Le probléme processus de Rafle a été introduit dans les années 70 par J. J. Moreau,
ou les ensembles C(t) sont supposés convexes fermés variant d’une maniére absolument
continu sans aucune perturbation (F' = 0). On peut interpréter cette inclusion de la
maniére suivante : le point u(t), soumis au champ de force F'(¢,u(t)) doit rester dans
I'ensemble mobile C'(¢). Cette inclusion différentielle d’évolution correspond a plusieurs

problémes mécaniques importants (voir [25-28|).

Pour résoudre ce probleme Moreau apporta une nouvelle idée importante, c¢’est 1’algo-

rithme de rattrapage "the catching-up algorithm"

uity = Projogs ) (ui').

Depuis de nombreuse amélioration ont été apportées, nous citons principalement les
travaux de C. Castaing, T. X. Duc Ha et M. Valadier [16] ainsi que ceux de C. Castaing
et M.D.P Monteiro Marques [14] ou les auteurs résolvent cette inclusion différentielle avec

u € BV (]0.7]) en supposant une hypothése de "croissance linéaire compacte"
F(t,u) € Bt)(1 + ||ul)B(0,1), V(t,u) € [0.7] x RY

v
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De plus, la multi-application C' était supposée Hausdorff continue et vérifiant une condi-

tion de "boule intérieure".

Ir >0, B(0,r)CC(t), Vte]l0.T].

Une importante amélioration fut apportée pour contourner I'hypothése de convexité
des ensembles C(t) grace a la notion d’ensemble prox régulier. Plusieurs travaux traitent
le processus de rafle par des ensembles prox réguliers. Le cas sans perturbation a été tout
d’abord traité par G. Colombo, V.V. Goncharov [19], H. Benabdellah [4] et ensuite par L.
Thibault [29], G. Colombo et M.D.P. Monteiro- Marques [20] dans le cadre d’un espace

de dimension finie.

Dans le cadre d’un espace de Hilbert de dimension infinie le probléme & été étudié par
M. Bounkhel et L. Thibault [9], J. F Edmond L. Thibault |21], [22], [29], et récemment
dans un carde Banachique par F. Bernicot, J. Venel [5], S. Adly et B. E. Khiet[1].
Récemment, Chemetov et Monteiro Marques [17] ont établi les premiers résultats concer-

nant un ensemble mobile qui dépend du temps et de I’état non convexe.

L’objectif de ce mémoire est de détailler un article de J. Noel et L. Thibault intitulé
"Nonconvex sweeping process with a moving set depending on the state" [23]. Le but des
auteurs était de généraliser les résultats obtenus dans le cas d’un ensemble de contrainte
borné au cas non borné qui dépend du temps et de I’état dans un espace de Hilbert
de dimension infinie. Ce mémoire est composé de trois chapitre. Le premier chapitre est
consacré a des notions de base et quelques résultats fondamentaux concernant la compa-

cité, la topologie faible ainsi qu'un rappel d’analyse non lisse.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions les ensembles uniformément r-prox réguliers

et nous donnons quelques propriétés fondamentaux qui caractérisent ce type d’ensembles.

Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude du processus de Rafle du premier ordre

suivant
U(t) € =NE(uy(u(t) + Gt ult)) pp te[0,T],

(D) u(t) € C(t,u(t)) vt € [0, 7],

u(t) = ug + [ u(s)ds vt € [0,T7.
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ou C : [0,T] x H = H une application a valeurs non vides fermées uniformément r-
prox réguliers et variant d’une maniére absolument continues et G : [0,7] x H = H
une multi-application a valeurs non vides convexes fermées semi-continue supérieurement

scalairement non nécessairement borné.



Chapitre 1

Notions de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons des notions, des définitions de bases et quelques
résultats fondamentaux qui nous seront utiles dans ce travail. Dans tout ce chapitre E

désigne un espace vectoriel normé.

1.1 Analyse Convexe

pour plus de détails voir [3].

1.1.1 Ensembles Convexes

Définition 1.1. On dit qu’un sous ensemble C' d’un espace vectoriel E est convexe si et

seulement si, pour tous u,v € C' et pour tout A € [0,1] on a
Au+ (1 =N eC.
Exemple 1.2. 1. Dans un espace vectoriel normé réel, toute boule ouverte ou fermée
est convexe.
2. L’intersection d’une famille quelconque de sous ensembles convexes est conveze.

3. L’intérieure int(C) et ladhérence C d’un ensemble convexe le sont aussi.

Définition 1.3. Soit C' une partie de E, l’enveloppe convexe de C, noté co(C') est l'in-

tersection de tous les ensembles convexes contenant C, et donc c’est le plus petit convexe
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qui contient C, i.e., C C co(C).

Proposition 1.4. Soit E un espace vectoriel et C C E. Alors,
co(C') = {Z Niwi, xg € )N >0 tel queZ)\i =1}
i=1 i=0

Définition 1.5. Soit C' une partie quelconque de E, on désigne par l’enveloppe convexe

fermée de C, et on la note co(C'), 'adhérence co(C) de son enveloppe conveze.

1.1.2 Fonctions Convexes

Dans cette section, on considére des fonctions f : F — R U {+o0}.

Définition 1.6. On appelle graphe de f ’ensemble définie par

gph(f) :={(z, f(x)),= € E}.

Définition 1.7. On rappelle que l’épigraphe de f est la partie de [’espace produit E x R

qui est au-dessus de son graphe

epi(f) = {(,1) € Ex R: f(z) < t).
Définition 1.8. On appelle domaine de f l’ensemble des points ot elle ne prend pas la
valeur +00 (elle peut y prenant la valeur —oo, mais nous considérons le plus souvent des
fonctions ne prenant pas cette valeur). On note

domf :={z € E: f(x) < +o0}.

Définition 1.9. On dit qu’une fonction f : E — R U {+o0} est convexe si pour tous

x,y € domf et pour tout X € [0,1], on a

fOz+ (1= Ny) <Af(2) + (1= N)f(y)
Exemple 1.10. 1. Un supremum de fonctions convexes est une fonction convexe.

2. Soient a > 0 et f une fonction convexe. Alors (af) est convere.

3. La somme de deux fonctions convexes est conveze.

4. La fonction g : R™ — R définie par g(z) = {(a,z) + b ot a € R" et b € R est

conveze. En effet, soient x,y € R" et A € [0,1], on a
9O + (1= A)y) = (@, Az + (1= A)y)) +b

= Na,z) + (1 = N){a,y) + Ab+ (1 = \)b
= Alfa ) + 8]+ (1= N(a,) +9
= Ag(z) + (1 = AN)g(y).
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5. La fonction f définie sur R par f(z) = x? est conveze sur R car si A € [0,1] et

x #y, alors

FOz+ (1= Ny) = A2 + 201 — Ny + (1 — \)*y?
<N N1 = N)(2® + D) + (1= N2
= Az? + (1 — A2

Théoréme 1.11. La fonction f : E — R est conveze si et seulement si son épigraphe

epi(f) est convere dans E x R.

Définition 1.12. Soit C' un sous ensemble non vide de E, la fonction indicatrice associée

aC,Zc: E— [0,400] est définie par

0, x e,
+00, z ¢ C.
e dom Zpg ={z € E,Z¢(x) < o0} = C,
o épi o = {(z,t) € E xR, Ze(x) <t} = C x [0, +0o0],
Remarque 1.13. La fonction Lo est convexe si et seulement si C' est convezxe.

Définition 1.14. Soient E un espace normé et C' un ensemble non vide de E. La fonction

support de C' (ou la fonction d’appui de C'), est la fonction notée oc définie par
oc: FE— RU{+o0}
x +— oc(x) = sup(z, 2).

zeC

Proposition 1.15. Pour tout sous ensemble non vide C de E, on a

co(C)={r e E\Ni' e E', (2« x) < o(2',C)}.

1.1.3 Cones

CoOne normal

Définition 1.16. Soit C' un sous ensemble convexe de E et * € C, le cone normal a C

en T est ’ensemble défini par

Ne(@) ={veFE: (v,x—7) <0,VzeC}.
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Exemple 1.17. 1. Soit C = [0,1] x [0,1] un sous ensemble de R?, le cone normal a
C enT=(0,0) est] — 00,0] x [—00,0].

2. Soit C'=[0,1] x {0} un sous ensemble de R?, le cone normal a C enT = (0,0) est
] —00,0] xR

le come normal a C en T = (1,0) est [0, +o0o[xR.

Définition 1.18. (Fonction distance) Soit E un espace vectoriel normé et C' un sous

ensemble non vide fermé de E, on définit la fonction distance d(.,C) sur E par
d(z,C) = inf ||z — s||.
(z,C) = inf [|lz — |
Cette fonction est non nécessairement différentiable mais Lipschitzienne de rapport 1.

Définition 1.19. Soit T ¢ C. On définit Proj.(T) la projection de T sur C' (peut étre

vide) comme l’ensemble des éléments T € C dont la distance est minimale, i.e.,
[ — 7| = d(u, C).

Donc

Proje(@) = {T € C: d(@,C) = |[a —7|}.

Remarque 1.20. (La relation entre le cone normal et la projection) Soit C' un

convexe fermé de E, si y = Projs(z), alors y = (I1+ N¢g)~Y(z), donc

(I+N¢g) () = Projs(.).

En effet,
y =Projo(z) & (x—y,z—y) <0,VzeC
&z —yeNe(y)
<z €y+ Ne(y)
<z € (I+No)(y)
&y = (I+Ne) (),
donc

Proje(.) = (I+Ne) ().

Proposition 1.21. (La relation entre la fonction support et le cone normal)

z € No(z) si et seulement si pour tout x € C

o(C,z2) = (z,x).
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Coéne normal de Clarke

Définition 1.22. Soient E un espace vectoriel normé, f : x — R une fonction localement
Lipschitzienne au voisinage de T. la dérivée directionnelle au sens de Clarke de f au point
Z dans la direction v € E notée f°(T,v), est définie par

f2(z0,v) = limsup flw+tv) = J()

x—xot—0 t

Y
ou x est un vecteur de E et t un scalaire positif.

Remarque 1.23. La fonction v — f°(T,v) est finie, positivement homogeéne et satisfait

170z, v)| < k||v]|,Yv e E

Définition 1.24. Soit E un espace vectoriel. On appelle cone tangent de Clarke a C' au

point T qui on note TG(T) l'ensemble défini par
T(T) = {v e X : d°(Tp; v, C) = 0}.

Définition 1.25. Soit E un espace vectoriel normé. On appelle cone normal de Clarke a

C' au point T qu’on note N&(T) Uensemble définie par
NE(@) = (T(2))" = {€ € X', tel que (€, y) < 0,Vy € TE(T)}-
Remarque 1.26. 1. Si C est conveze, alors
N&(T) ={{ e X" (§y) <0,y € C} = No(2)

2. Le cone normal de Clarke a C au point T et le sous différentiel de Clarke de la

fonction indicatrice a l’ensemble C' au point T coincident.

Le cone normal proximal

Définition 1.27. Soit * € C'. On définit le cone normal proximal o C' au point T comme

l’ensemble de tous les éléments pour les quels il existe un nombre positif r > 0 tel que
d(@ + 18, C) =r|&ll,
i.e. T est la projection de T + r& sur C'. Alors

N2(T) = {6 € H:Tr>0:dF+1€,C) =r||é]]}.
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Remarque 1.28. Si T ¢ C, le cone normal prozimal est indéfini.

Proposition 1.29. On a les caractérisations analytiques suivantes du cone normal proxi-

mal

§eNL(T) © 30,6 >0:(§,z—7) < v —7|*, Vo € CN (T + IB)

S 3o=0(7)>0: (2 -7) <ollr—7|*Vz e C.

Démonstration. Montrons en premier lieu la premiére caractérisation. On suppose que

© € N2 (7). Alors

0 € NE@T) & d(T + ap, C) = a||¢l|, pour a > 0
S|T+ap —Z|P < ||T+ap—2z|*,Vz el
& |7+ apll? = 2(T + ap, T) + |T)* < [T + apl® - 2(T + ap,z) + ||z]*, Vo € C

S 2T+ ap,r—7) < ||:1c||2 — ||f||2,V:E eC

& (7 +ap,z—7) < Sllel’ - I
(72— 7) +alp,z—7) < el ~ 7
& afp,w ~7) < lllell? + [P — 247, 2)]
s lpr-7) < o le -7 Ve e 0

1
On pose 0 = 20 on obtient donc la premiére caractérisation. Montrons maintenant
a
I’équivalence entre les deux caractérisations. Supposons qu’il existe o > 0 et § > 0 tels
que

(.2 —7) < olz—7|%,

pour tout z € C' N (T + 6B). Soit maintenant z € C alors que ||z — Z|| > 6. Alors, on
distingue les deux cas suivants :

1“cas : Si ||z — Z|| > 1, alors

[zl = Z| < llz =7 < [|lo —Z||*.
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Donc
(o2 =7) <l — ]|
< llellClll + 1z]l)
< llell(ll=ll = Izl + 2IZIl)
< llel{l=l = Izl + 2/Iz]]
< llell[ll= = Z* + 2[[z]l]
< llell[1 +2)z) ]|z — z[I*.
2°"¢cas : Si ||z —Z|| < 1, alors 0 < |Jx —Z|| < 1 pour un certain § > 0, ce qui nous donne

=/l —7Z|| 2 1let = > 1, et donc on a
5 >1 3 1 d

(o, 2 =) < loll[lz — =]

" ) )
< llel 3lle — 7+ 21|
Nz =zl flz ==
< 2
< ol |5 21
Nz ==, e ==
< ol 22T g 122
IS e
el 1+ 2[|z]]
< el _
52 [1+2|| 1] lle — =
Prenons donc & = maz{o, ||¢||[1 + 2||Z|], H%H[l + 2||z||]} nous obtenons

(p.x—7) <7|lT—2|*,Vz € C,

ce qui acheve la démonstration de cette proposition. |

1.1.4 sous différentiels

Pour plus de détails on se réfere a [3].

Sous différentiel normal

Définition 1.30. Soit f : E — R U {+oc} une fonction convexe et soit T € domf, un

élément £ € E est dilt sous-gradient de [ en T si

(€, x—-7) < f(z) — f(T), VYzek.
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La collection de tous les sous-gradients de f en T est appelée le sous différentiel de f en

T et noté Of(T).

Sous différentiel de Clarke

Définition 1.31. Soient E' un espace vectoriel normé, f : x — R une fonction localement
Lipschitzienne au voisinage de T. Alors le sous différentielle de Clarke de f au point T,

notée 0°f(T) est définie par
0°f(@) ={£ € B": (§v) < f(x,0),Yv € X}
Remarque 1.32. 1. La fonction v f°(Z,v) est la fonction support de 0°f(T) i.e.,
f@v) = a(0°f(@),0).
2. Le sous différentiel de Clarke 0°f(T) est non vide, convezxe et satisfait
o°f(x) C kB,

ou B’ est la boule unité fermée du dual de E.

Sous différentiel proximal

Définition 1.33. Soit f : E — R U {400} une fonction et T € H tel que f(T) < oc.
Un vecteur £ € E' est un sous gradient proximal de fau point T, s’il existe deux nombres

réels positif o et 0 tels que

(&7 —7) < f(x) — f(T) + o|lz — Z|*, pour tout x € T + B.
La collection de tous les sous gradients proximales de f au point T est appelée le sous
différentiel proximal de f au point T.

Remarque 1.34. Quand f est la fonction indicatrice d’un ensemble non vide fermé C,
le sous différentiel proximal de Io au point T est le cone normal prorimal de C' au point
T. En effet, Pour tout T € C, soit £ € OPZc(T), alors il existe deux nombres réels positifs
o et d tels que

<€7$ - T> < Ic(l') _IC’(E) + O—||$ - fHQ?

pour tout x € T + 0B, d’ou

(€2 —7) < Io(z) +oflr — 7|,
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pour tout x € C' on a

<§,l‘ - E> < O'“.l’ - f||27

ce qui montre que

(&2 —7T) < ollz —T|*, Ve € CN (T + B),

et donc & € NL(T), par conséquent OPLo(T) C NL(T).

Inversement, soit maintenant & € N%(T), alors
(&, 2 —7) < ollx — 7|, pourtoutx € C N (T + IB),

d’ot
(&7 —7) < To(x) — Zo(T) + ollz — Z||?, pourtoutx € C N (T + 6B),

et donc & € OPLo(T), ce qui montre que N{,(T) C OPZ(T), on en déduit donc que
N&(7) = 0"Zo(T).
Exemple 1.35. 1. Soit la fonction f: R — R définie par f(x) = |z|. Alors
2f(0) ={-1,1}, 20°f(0)=0 et 0°f(0)=[-1,1].
2. Soit f: R — R définie par f(x) = —(|z|?/?). Alors
0f(0) = {0}, 9°f(0) =0 et 0°f(0) = {0}.

Proposition 1.36. Soit E un espace de Banach et C' un sous-ensemble non vide fermé
de E, et soit x € C, alors
Pde(x) =N (z) N B

Démonstration. Soit z* € Pdq(x), alors il existe 0 > 0 et § > 0 tels que

(%, 2" —2) < o’ —z|* +d(2',C) — d(x,C) Va' € x+ 6B
<ol —x||* +d(,C).

car x € C. En particulier, pour tout 2’ € C'N (x + éB) on a
(%, — ) < olla’ — z|]?,

ce qui montre que z* € N, (z).
D’autre part, on sait que

Pdc(x) C Blz, ],
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d’ou
e NY(z)NB,
et donc

Pde(x) € N%L(z)NB'.

Pour montrer la réciproque, on fixe 2* € N, (x) avec ||z*|| < 1, il existe alors o > 0 et
0 > 0 tels que

(", 2 —x) <oz’ — 2|
pour tout ' € C'N Bz, d].
J
Prenons v = min(1, 5) et fixons z € B|x,~] puis choisissons y, € C' tel que
ly: — 2l < d(z,C) + ||z — =||*.
D’aprés le choix de y, on trouve que y, € Blz,~|. En effet,

ly- = 2l < lly — 2l + Iz — 2|
< Iz =2l +d(z,C) + ||z — =]
<llz =2l + 2 — 2] + ||z — ]|
<@+ —2Dlz -«
<3|z — ]

< 30 < 6.

et donc
(27,2 —x) = (2" y. — o) + (27,2 — y2)
< olly. — @l + lly. — 2llll2"|
<olly. — @l +d(z,C) + ||z — 2|
< 90|z — z|* + d(2,C) + ||z — =||?
<90 — 1)z —z||* +d(2,C) — d(z,C).

Ce qui montre que z* € OPdx(x) d'or

NL(z) NB' = Pdc(z).

Propriétés 1.37. Les sous-différentiels et les cone normauz satisfont les inclusions sui-

vantes :

Ng(u) C N&(u) et 0P f(u) C O°f(u).



1.2. Théorémes Fondamentaux d’Analyse Fonctionnelle 11

1.2 Théorémes Fondamentaux d’Analyse Fonctionnelle

1.2.1 Théorémes de Compacité

Pour plus d’informations se référe a [2]

Théoréme 1.38. (Théoréme d’Ascoli-Arzéla) Soient K un espace compact et (E,d)
un espace métrique. L'espace C(K, E) des fonctions continues de K dans E, muni de la
topologie de la convergence uniforme, est un espace métrique.

Une partie A de C(K, E) est relativement compacte si et seulement si, pour tout point x
de K

1. A est équi-continue en x, i.e., pour tout € > 0, il existe un voisinage V' de x tel que

VfeAVyeV.d(f(z), f(y) <e
2. lensemble A(x) = {f(x), f € A} est relativement compact.

Théoréme 1.39. On considére xi(.) comme une suite de fonctions absolument continues

définies sur un intervalle I de R dans un espace de Banach E satisfaisant
i) YVt €I, (vx(t))ren est un sous ensemble relativement compact de F,

i) il existe une fonction c(.) € L'(I) tel que pour presque tout t € I, ||z} (¢)]| < c(t).
Alors, il existe une sous suite de (xy)r qu’on la note toujours xy(.) qui converge

vers une fonction absolument continue x : I — E au sens suivant
1) zx(.) converge uniformément vers x(.) sur les sous-ensembles compactes de I.
2) x,(.) converge faiblement vers z'(.) dans L'(I, E).

1.2.2 Théoréme du Point fixe

Théoréme 1.40. (Théoréme de Schauder) : Soient E un espace de Banach, C' un
conveze fermé de E et T une application continue de C' dans C telle que T(C') soit

relativement compact. Alors, T admet une point fize.

1.2.3 Topologie Faible

Pour plus de détails sur la topologie faible on se référe a [10].
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Définition 1.41. Soit E un espace de Banach et f € E', considérons l’application

o E— R
r— ps(z) = (f, z),

on appelle topologie faible sur E, notée o(E, E'), la topologie la moins fine rendant conti-

nues toutes les applications (@) rer -

Notation : Etant donnée une suite (z,),eny de E, on désigne par x,, — = la conver-

gence de x, vers x pour la topologie faible o(E, E').

Proposition 1.42. Soit E un espace de Banach, soit (x,)nen une suite de E. On a les
propriétés suivantes

1. x, = x pour o(E,E') ssi (f,x,) — (f,x) pour tout f € E'.

2. Six, — x fortement, alors x,, — x faiblement pour la topologie faible o(E, E').

3. Six, — x faiblement pour o(E, E"), alors (||x,||)nen est bornée dans E et
|z|| g < liminf ||z, || s
n—oo
4. St x, = x faiblement pour o(E, E') et si f, — [ fortement dans E’ alors

(s x) — ([, ).

Corollaire 1.43. (Lemme de Mazur) Soit E un espace de Banach. Si (x,), une suite
qui converge faiblement vers x dans E. Alors, il existe une suite (y,), avec chaque y,

combinaison convexe des {xy, k > n} qui converge fortement vers x dans E.

1.3 Multi-applications

Pour plus de détails sur cette section se référe a 7|

Définition 1.44. Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multi-application (ou
fonction multivoque) F définie sur X a valeurs dans Y est une fonction qui a chaque
élément x € X associé un sous-ensemble F(x) deY, on note F: X =Y ou F(z) : X —
P(y),( P(y) est l’ensemble des parties de'Y ).

Le domaine, le graphe et [''mage de la multi-application F : X =Y sont donnés par

Dom(F) ={z € X; F(z) # 0},
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gph(F) ={(z,y) € X XY :x € DomF,y € F(zx)},
Im(F)= |J F(x).
z€DomF
Définition 1.45. Soient X et Y deux espaces topologiques, F' : X = Y wune multi-
application. Alors F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au point ro € X, si
pour tout ouvert V de Y tel que F(x) C V, il existe un ouvert U de X tel que xo € U et
F(xg) CV,Vz eU.

On dit que F' est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x € X.

Proposition 1.46. Soit F': X =Y une multi-application, alors les assertions suivantes

sont équivalentes
i) F est semi-continue supérieurement sur X,

i) L’ensemble F7'(G) = {x € X : F(z) C G} est un ouvert de X pour tout ouvert G
deY,

iii) L’ensemble F~Y(M) ={z € X : F(x)NM # 0} est un fermé de X pour tout fermé
M deY.

Proposition 1.47. Soit F': X =2 Y wune multi-application, alors les assertions suivantes

sont équivalentes
i) F est semi-continue inférieurement sur X,

i) L’ensemble F.'(G) = {x € X : F(z) C M} est un fermé de X pour tout fermé M
deY,

ii) L’ensemble F~' (M) = {z € X : F(z) NG # 0} est un ouvert de X pour tout
ouvert G de Y.

Théoréme 1.48. Considérons une suite de sous-ensembles contenant dans un ensemble
compact K d’un espace de Banach séparable E. Alors
co(limsup K,,) = Nns0co(Up>nKy).
n—oo
Théoréme 1.49. Soient X et Y deux espaces métriques, F' : X = Y wune multi-
application semi-continue supérieurement a valeurs compactes, alors
limsup F(2') = F(x).
' —x
Définition 1.50. (Scalairement s.c.s)
On dit qu’une multi-application F : E = H est scalairement s.c.s si, pour tout £ € H, la

fonction réelle u — o(F(u),&) est s.c.s.
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Définition 1.51. (Sélection minimale) Considérons un sous-espace métrique X, un es-
pace de Banach'Y , et une multi-application F' de X dansY , on définit la multi-application

minimale de F par
m(F(z)) ={y € F(z): |ly[ = min [full}
u€F (x)

S1Y est un espace de Hilbert et F' a valeurs fermées convezes, alors la multi-application
minimale m(F(x)) devient une fonction univoque dite " sélection minimale”, donnée ex-
plicitement par

m(F(z)) = Projp, (0).



Chapitre 2
La prox-régularité

La prox-régularité a été initialement définie par Federer en 1957 dans R"™ sous 'ap-
plication "Positively reached set". En suite, elle fait étendue au espace de Hilbert par
Clarcke-Sterne et Wolenski en 1995 puis par Poliquin, Rockafellar et Thibault en 2000 et

Récemment, dans un cadre Banachique par Bernard, Thibault et Zlateva.

Définition 2.1. étant donné un r €0, +oo[, un sous-ensemble fermé C C H est unifor-

mément r-proz- réqulier si et seulement si

pourtouty € Cettouté € NL(T)ona

§ | _
(e =~ < golle 7

Remarque 2.2. 1. Cette propriété peut étre décrite de maniére géométrique : Un
ensemble C' est uniformément r—prox régulier si on peut faire rouler une boule
de rayon r continument sur toute la frontiere OC. Elle est équivalente a la pro-
priété suivante : la projection est monovaluée et continue en tout point x a distance
d(z,C) <.

2. Cette propriété permet de généraliser et d’affaiblir une hypothése de convexité.
Un ensemble fermé C' est convexe si et seulement sl est uniformément oco-prox

réqulier.

La proposition suivante résume quelques propriétés importantes de ces ensembles :

Proposition 2.3. Soit r > 0 et C' un sous-ensemble non vide fermé uniformément r-prox

régulier de H. Alors,

15
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1. Proja(x) existe et unique pour tout x € H avec d(z,C) < r.

2. Le sous-différentiel proximal de d(.,C) coincide avec tous les sous-différentiels
contenus dans le sous-différentiel de Clarke en tout point x satisfaisant d(x,C) < r.
3. Pour chaque r' €]0,r|, le sous-ensemble C(r') = {z € H : d(z,C) < 1’} est

(r — 1")-proz-régulier.

Pour la démonstration de cette proposition voir [24], [25], [26].

Remarque 2.4. Comme conséquence de 2. de la Proposition 2.3, pour les ensembles
uniforme r-prox-réguliers, le cone normal proximal a C' coincide avec tous les cones nor-

maux contenus dans le cone normal de Clarke en tout point x € C, 1.e.,

NG () = Ne(2).

La proposition suivante montre qu’on peut remplacer le cone normal proximal dans la
définition de I'uniforme-r-prox-régularité par le sous-différentiel proximal de la fonction
distance.

Pour un sous-ensemble C' dans H, étant donné r > 0. On pose

) pourT € Cet§ € OPde(T) ona

1
(,x—7) < 2—”1’ —Z||* pourtoutx € C.
r

Proposition 2.5. Soit C' un sous-ensemble non vide fermé de H et soit r > 0. Alors,

(1) < (I0).

Démonstration. (I) = (II) :
Supposons que C' satisfait (I), il est clair qu’il satisfait (II) pour £ = 0. Soit T € C' et
0# ¢ € 0Pde(T) C NZ(T) alors, d’aprés (I) on a

§ _ 1 _
<ma$ -7) < g”ﬂﬁ — 7|7,
et donc
—_ €l _
€ -7 < oo 7l
1 _
< ol -3l

car ||&|| <1 ce qui montre que (II) est satisfaite.

(1) = (I) :
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Supposons maintenant que (II) est satisfaite et soit T € C et 0 # £ € NL(T). Alors,

d’aprés la Proposition 1.36, “Z:_H € Pdx(T) et donc d’apres (II) on a
§ o4 _
< ,(L’-ZE)SQ—HI' ‘IH27
€1l r

pour tout x € C'. Ce qui achéve la démonstration.

Lemme 2.6. Soit C' un sous-ensemble non vide fermé de H et r > 0. Alors, pour tout
x ¢ C(r) ona
d(z,C(r)) =d(z,C) —r (2.1)

Démonstration. D’aprés [15], comme l'ensemble {z ¢ C(r) : Projo(x) # (0} est dense
dans X \ C(r) et comme d(.,C) et d(.,C(r)) sont des fonctions continues. Il est suffisant
de montrer l'égalité (2.1) pour z ¢ C(r) satisfaisant Proj.(z) # 0. Fixons x et fixons
aussi p € H tel que d(z,C) = ||z — p||. On pose :

-
u=p+ ——(z—p). (2.2)
Iz — pl
on a
d(U,C) = inf flu —p|
’
< flu—pll = ||m(17 —p)ll
el
e —pl
d’ott uw € C(r).

Montrons maintenant que u € Proje(, (7). Considérons y € C(r), i. e., d(y,C) < r, et

fixons un nombre positif . Choisissons y. € C satisfaisant
ly —yell < d(y,C)+e<r+e

Par conséquent

ly — 2|l > lly: — z|| = ly — vell = d(z,C) — |ly — v

>z —pll=r—e=lr—-ul|-c

Ce qui montre que

d(x, C(r)) < |lz —ull -,
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pour tout € > 0 on a donc

d(z, C(r)) < [lo — ull,

et par suite d(z,C(r)) = ||z — ul| car v € C(r), d’aprés (2.2)
d(z, C(r)) = |z —ull = |lz — pl| —r = d(z,C) = .

Nous établissons maintenant une autre caractérisation des ensembles r-prox-réguliers

tres utiles dans la pratique.

Théoréme 2.7. Soit C' un sous ensemble non vide fermé de H et soit r > 0. Supposons
que C' est uniformément r-proz-régulier. Alors la propriété suivante est satisfaite

)
pourtoutz € H, d(z,C)<r et touté e dPdo(x),

(III) ona

(&2 —x) < |z’ — x||? — d(z,C), pour tout 2’ € H avec d(z',C) <.

8
r—d(z,C)

\

Démonstration. Etape 1 : Montrons en premier lieu que,

Pourtout x € Cettout £ € OPde(x)ona
2
(III)/ <£,I’/ - l’> < —”I‘/ - IH2 + d(xla C)a
r
pourtout ' € H avec d(z',C) <.

Fixons z € C et £ € 0Pdc(z). Fixons aussi z € H satisfaisant d(z,C') < r. Comme C' est

uniformément r-prox régulier on peut trouver y, € Proj.(z) #0, 1. e., y, € C et
Iz = .|| = d(z,C). (2.3)

Alors,
1y — 2| < lly= — 2l + [z — ]| < 2z — ],

et donc d’aprés (II), l'inégalité ||£]| < 1 et (2.3) on trouve que

<£7Z —LC> = <§7yz —SL’> + <£7Z _yZ>
1
< 5, M= — | + ey — =l

2
< ;||z —z|* +d(z,C) — d(z,C).
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Ce qui montre (III)".

Etape 2 : D’aprés 3 de la Proposition 2.3, pour chaque 0 < 1/ < 7 le sous ensemble C(r)
est uniformément (r — r’)-prox régulier. De plus, pour tout 2’ € H, on peut démontrer
facilement qu’on a d(a’,C(r")) < r — 1’ si et seulement si d(z’,C) < r. En effet, si on
suppose que d(z’, C(r'")) < r—r', alors il existe z € H avec d(z,C) <1’ et ||/ —z| < r—r’,
et donc

d(z',C) <d(z,C)+||l2' = z|| <r
Supposons maintenant que d(z’,C') < r. Dans le cas on ' € C(r), on peut écrire
d(z',C(r")) = 0 < r —1'. Dans le cas oi 2’ € C(r'), on utilise le lemme 2.6 on trouve
que

d(z',C(r)) =d,C)—r" <r—1'
et donc I’équivalence entre les deux inégalités. Par conséquent la propriété suivante est

satisfaite

Pourtoutz € C(r'), ettout § € Pdery(x)
(V1) "

<§JJ‘J - .T) S

2" — z||* + d(z,C(r")) Pourtoutz’ € H, avec d(z',C) <r.
r—r

Fixons maintenant « € H avec d(x,C) < r et tout £ € OPdq(x).
On distingue deux cas :

Cas 1 : Six € C, alors d’aprés (III)" on a pour tout 2’ € H avec d(2/,C) < r
2
(6,3 — ) < 20’ — 2l + d(&/, C) — d(w, O). (2.4
r

Cas 2 : Si z ¢ C. Observons tout d’abord que ¢ € Pde(2). En effet, D’apreés le

Théoréme 4.1 et le Théoréme 4.3 dans [6] on a
0"de(x) = NP(C(r), z) N {€ : [|€]l = 1} € 0Pdegr (),

et donc pour ¢ finie dans 0Pdc(x), on trouve que { € 0Pde(y(x). Par (VI), pour tout
2’ € H avec d(z',C) <rona

(€,2" —a) < 2" = =[|* + d(z', C(r")).

r—r
Par conséquent, pour tout 2’ € H satisfaisant d(z/,C') < reta’ ¢ C(r'),i.e., r' < do(2') <

r et en tenant compte du Lemme 2. 6 on trouve que

|z' — z||* 4+ d(2,C) — d(z, O).

<§,I/—ZE> < o

Fixons maintenant 2’ € H satisfaisant d(z’,C) < r et 2’ € C(r'), alors (VI) nous donne

ly — 2|, (2.5)

<f’y_x>§7’—?"/
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avec y € H et d(y,C) < r'. En accordant a ||£]| = 1, choisissons u € H avec |Ju| =1 et
tel que ({,u) = 1. Posons t := d(z,C) — d(2/,C) > 0. Alors, 2’ + tu € C(r'). En effet

d(z' +tu,C) < d(2',C)+t =d(z,C) =1
De plus, d’apres l'inégalité (2.5)

(&' —x) = (&2 +tu—x) — (£ tu) (2.6)

|2’ +tu — x||* — ¢. (2.7)

IN

r—r!

Remarquons que

2"+ tu — || < [l — 2| + ¢

<2)|2" —x.

On en déduit donc d’aprés (2.7) que

(&' —x) < |z" — z||* 4+ d(2/,C) — d(z, O).

r—r!

Alors, d’apreés (2.4), (2.5) et la derniére inégalité, on trouve que, pour tout = € H avec

d(z,C) < r et tout £ € OPde(x)

(&2 —x) < |2 — z|* + d(2/, C) — d(z,C).

r—r'
Pour tout ' € H avec d(z’,C) < r. Prenons la continuité des deux membres de I'inégalité

en compte, on peut remplace d(z', C') < r par d(x,C) < r. Ce qui achéve la démonstration.
[ |

Lemme 2.8. Soit C € H un sous ensembles fermés non vide qui est r-prox régulier. Soit

x € C eté& e dPde(x). Alors, pour tout z € H tel que d(z,C) < r, on a
(§z—12) < _1 |z — ||2 _1 2( C) (‘1” —z| 4+ 1)d(z, C) (2.8)
z—x z—z||"+ —d°(z + z—zx| + 1)d(z .
’ - 2r 2r ’ T T

et
2
(€2 —u) < —llz ==’ +d(0). (2.9)
Démonstration. On fixe z € H avec d(z,C) < r, 'ensemble C' est r-prox régulier, soit

Y, I'unique point de C' qui satisfait

d(z,C) = ||z = y:|.
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on a
o= el = (2 = e — )

P ——
=(rx—zx—2)+(z—y,r—2)+ (@ —2,2—y) + (2 — Y5, 2 — Ys)
=z =2l +2(z — 2,2 — y2) + Iz — 4.
=z —z|?+ 2z — 2,2 —y.) +d*(z,0)
<z = 2)* + 2|z — 2|l = gl + d*(z, C)

donc

lz = y:ll* < llz = =||* + 2]lz — 2[ld(z, C) + d*(2,C), (2.10)
alors, puisque d(z,C) < ||z — z||, on trouve que
lz = y:I* < 4flz - =]*. (2.11)
D’autre part

<€,Z—.T> S <€7yz_x>+ <£7z_yz>
< (& - — o) + [I€lld(z, ©),
comme £ € Pd(z), nous avons ||£]| < 1, par conséquent, on a
1
(€2 =) < o-lly — =l +d(z,0),
en utilisant (2.10) et (2.11) respectivement, cela donne
1 1 1
(€2 =) < oolz = ol 4 5o (2,0) e — ald(z,€) + d(z, ©),
et
2
(€2 —x) <~z =2l +d(z,0C),

ce qui achéve la démonstration du lemme. |

Lemme 2.9. Soit r > 0, supposons que C(t) soit r-prox régulier pour tout t € [0,T], et

qu’il existe une fonction absolument continue v : [0,T] — R telle que
|d(z,C(t)) — d(z,C(s))] < |v(t) —v(s)] Vs, tel0,T].
Soit (t,)n une suite dans [0,T] convergeant vers t € [0,T] avec t,, > t pour tout n. Soit
(xn)n une suite de C(t,) convergeant vers x € C(t). Alors, pour tout z € H
lim sSup O-<apd0(tn)(xn)7 Z) < U(apdC(t) (ZL’), Z)

n

Autrement dit, OPdc ) est scalairement semi continue supérieurement.
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Démonstration. Fixons z € H, par extraction d’une sous-suite, on peut supposer que
o(Pdct,)(Tn), 2) converge, et par suite
limsup 0(%der,)(Tn), 2) = lim o (Pdeq,y (xn), 2),

n—0 n—0

comme C/(t,) est r-prox régulier, on trouve alors que

Pder,y(n) = Odeg,) (Tn)-

et donc OPde,,)(,,) est faiblement compact, d’ott, pour chaque n, il existe &, € Pde,,) ()

tel que
U(apdC(tn)(xn)a Z) = <£n7 Z>7

comme ||&,]| < 1 pour tout 7, on peut supposer par extraction d’une sous suite que (&)
converge faiblement vers { € H. Montrons maintenant que § € 0°d¢ ) ().

Fixons u € H. Comme z,, € C(t,), pour s > 0 assez petit, on a
d(x, — su,C(t,)) < s|lu|| <,
pour chaque n. Alors, pour s > 0 assez petit, on a d’aprés le Lemme 2.8 :
2 o112
(&, su) < -8 |u||* + d(zn, + su, C(t,)),
pour tout n. En faisant tendre n vers U'infini, et comme
d(z, + su,C(t,)) = d(z + su, C(t,)),

on obtient

(€ su) < 22l + dla + su, C0).

comme d(z,C(t)) = 0 alors

(€ u) < Timinf 2[d(z + su, C(1)) — d(z, C(#))]

s—0 8

< d(z;u, O()),
ce qui montre que § € J°doyyr = OPdcwx, par conséquent
lim o(Pde,)(2,), 2) = lim (&, 2)

n—oo n—o0

= (£, 2)
< o(Pdewe, 2),

ce qui achéve la démonstration. [ |
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Théoréme 2.10. Soient r une constante strictement positive, C' et C' des ensembles r-
prox réguliers de ’espace de Hilbert H, avec Haus(C,C") < r, et soit v €]0, 1[. Alors, pour
tout w,w’ € H tels que d(w,C) < vyr et d(w',C") < yr on a

2
IProje(w) — Proje(w)]| < (1 —9)~Ylw — /|| + 1 | ~—— (Haus(C, C"))V/2.

L=v
Démonstration. Fixons w,w’ € H tels que d(w,C) < vr et d(w',C") < yr et on pose

x := Proj,(w), y := Proj(w') et h := Haus(C,C"). Comme y € C’, on trouve donc que
d(y,C) < h.

Supposons que x # w et y # w’. Alors, grace a la Proposition 2.7, on obtient

w—
x € Projo (v +r———),
( Hw—ww

et

/

. W —Yy
eP / —_),
v € Prole ly b yp)

ce qui montre que, pour tout z € C on a

w— w—
T+ Y x—i—r——z—i—z—yH
lw — = lw — |
w—
> o+ r = =2l 2 -y
o —a]
w—
>d@+ri— C) = ||z =y
lw —z|
>r =z =yl
par conséquent
x+rﬁiﬁi—yHZT—ﬂ%@,
[lw — ]|
il s’ensuite donc que
r—h<r—d(yc) < :L‘—i-ru—y'.
lw —z|

Puisque r — h > 0, en quadrillant les deux membres de 'inégalité, on trouve que

2
w_
(r—h?<|lz+r———y
o=z
2

[o—z]

w—x w—x
:<“‘Q*HWw—mr“‘y*“wW—ﬂO
. 2 2”“’_3’7H2 w—-
==yl e T T Y e
=z =yl +r*+ (w—mz,0—1y),

lo — |
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d’ou
2 —2rh <r*—2rh+ W < ||z —y|? + ————(w — 2,2 — ) + 1%,
w—x

ce qui est équivalente a

2r

—2rh < |l —y[* + m(w -z, —y),

d’ou
lw = zl|(lz = ylI* + 2rh) > 2r{w — 2,y — @),
ce qui donne sans restriction x # w que
yr(llz = yl? +2rh) > 2r{w — 2,y — ),
d’une maniére analogue on trouve que
yr(lle =yl +2rh) > 2r{w' —y, 2 —y),
en additionnant les deux inégalités, on obtient
2yr([le — ylI* + 2rh) > 2r(’ —y —w + 2,2 — y),
d’ou
2y(||lz = ylI* +2rh) > (W' —w,z —y) + |z — y*,
alors
29rh + (W' —w,x —y) > (1 =)z -y,
d’aprés Chauchy-Schwartz, on trouve que
2rhy + lw — w'lllla = yll > (1 =)z -yl

et par suite

2rh 1
T el =l =yl = e -yl
cela implique que
2rhry 1
T 2 e =l = e =il =yl
2 1 2
> . . o . o
> (o=l - el =) = (Greyie=1)

alors

1 ,)2 2ryh ( 1 ,)2
rT—yY| — ————|lw—w < + w—w
(vl = g llo =) < 202 4 (-]

2vrh 1 2
s( LA ||w—w’r|),
11—y 2(1—-7)

(2.12)

(2.13)
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par conséquent,

1 , 2yrh 1 )
T=yYl|— s —lw—w| < 4 w— |,
I | 2(1—7)H | 1—~ 2(1—7)“ I
donc o
21y , / ;) /
|z -yl < -~ Haus(C, C") + (1 =) Yw =,
d’ou

5 1/2
[Proje(w) = Projer(w)| < (1 =77 lw—w'll + 4/ f@ (Haus<c, c')) .

Remarque 2.11. Ce résultat est valable lorsque C dépend du temps et de l’état r-prox

régulier satisfaisant la condition suivante

|d(xz,C(t,u)) — d(z,C(t,v))| < L||ju — v||, (2.14)

out €[0,T], x,u,v € H et L est une constante réelle positive. En effet, l’inégalité (2.14)

est équivalente a
Haus(C(t,u),C(t,v)) < L||u —v]|.

On applique donc le Théoréme 2.10 on obtient le résultat.

Corollaire 2.12. Soit C(t,u) un ensemble r-prozx régulier de l’espace de Hilbert H de
constante v > 0 qui satisfait (2.14) et soit v €]0,1], Alors, pour tous u,v € H avec
Liju —v| <r et pour tout x € H tel que d(z,C(t,u)) < yr et d(z,C'(t,v)) <yr on a

. : 2yrL
IProjctu) () — Proje . ()] < 1_7Hu—vwm-
Démonstration. On a d’aprés le Théoréme 2.10
/ -1 / 2y \\1/2
[Pe(w) = Por (W) < (1 =) lw =o' + G(HGUS(C,C)) ~

pour tout = € H tel que d(x,C(t,u)) < yr et d(z,C'(t,v)) < yr, on a

. . _ 29r
IPrOjcs @y — Projeganll < (1 =)z — =]l + m(Haw(C, c)?

2

< 8 (Haus(C,C"))"/?
1 -7~
2yr

< (Ll —wv[)"?,

L —x
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d’ou

[PT0jc .y () — Projcr.p) ()]

<

2
s Ll =l
-7



Chapitre 3

Résultats d’existence de solutions pour

le processus de Rafle perturbé

soient C' : [0, 7] x H = H une multi-application a valeurs non vides fermées et G :
[0,7] x H = H une autre multi-application & valeurs non vides convexes fermées et qui

satisfait les conditions suivantes

(H1) G est scalairement semi-continue supérieurement par rapport aux deux variables

et pour un certain réel a > 0 on a
d(0,G(t,u)) < a,

pour chaque t € [0, 7] et chaque u € H avec u € C(t,u),
(H2) 1l existe une constante r > 0 tel que, pour chaque ¢t € [0, 7] et u € H, les ensembles

C(t,u) sont r-prox-réguliers,

(Hs) 1l existe des constantes réelles L > 0, Ly €]0, 1] telles que pour tous t, s € [0, 7]

et pour tous z,y,u,v € H on a
|d($7 C<ta U’)) - d(y7 C(Sa ’U))‘ < ||ZL‘ - yH + L1|t - S| + LQH“ - UH,
(H4) Pour tout sous-ensemble borné A C H, 'ensemble C([0,7] x A) est relativement

compact, i.e., 'intersection de C([0,7] x A) avec tout boule fermée de H est relativement

compacte dans H.

27
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Théoréme 3.1. Soit H un espace de Hilbert. Supposons que les hypotheéses (Hi)—(Ha4)sont
satisfaites. Alors, pour ug € H avec ug € C(0,uy), il existe une application Lipschitzienne

continue u : [0,T] — H telle que

W(t) € =N uwy (u(t) + Gt ult)) pp tel[0,T],
(D) S u(t) e Ct,ut)) vt € [0, 7],
u(t) =ug + [ u(s)ds vt €[0,7T).

Autrement dit, u(.) est la solution Lipschitzienne de ['inclusion différentielle (D) avec

. L1 —|—204
la@) < =—F—

te|0,7].
<5 teT

Démonstration. Nous allons construire une suite d’applications absolument continues
(un(.))n dont la sous-suite converge ponctuellement vers une solution de (D) .

Considérons un entier p > 1 tel que

Z < T’(l — LQ)
p  4(a(l+3Ly) + Li(1+ Ly))’

pour chaque entier n > 1, on considére la partition de [0, 7] par les points ¢} = k%, k=

(3.1)

0,1,...,p". Pour chaque (¢, z) € [0,T] x H, notons par g(.,.) I’élément de norme minimale

de l'ensemble convexe fermé G(t,z) de H définit par :

g<t7 SL’) = PrOjG(t,z) (O)

On pose zf == ug € C(t§, up).
Etape 1:

Nous construisons xg, 27, ..., x;. dans H tel que pour chaque k = 0,1,...,p" — 1, les inclu-

sions suivantes sont satisfaites
x;cL—I—l S C(tz-i—la ‘/L‘Z-l—l)a (32)

(@541), (3-3)

n T n n n (&
Ty, + Eg(tkvwk) =1 € Nowp, an )
ainsi que l'inégalité
L1 + 20[ T

_— 4
1L, » (3.4)

[k — 2kl <
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Ly+2aT
Observons tout d’abord par (H;), que || g(t5, uo)|| < a. Alors pour tout v € B (uo, 2 11 +La —
— Ly p"

nous avons

)

T T T
d(uo + Eg(tg, Up), C(t’f,v)) = d(uo + Eg(tg,uo), C(t’f,v)) + d(uo + 2;g(tg, up), C(ty, v))

T
- d(uo + Eg(tg, up), C(tg,v))

T
< d(uo + Eg(tg,uo), C’(tg,v)> + Li|t — 5] 4+ La|jv — uo|

T T Li+2aT
< lug — up + —g(t7 Li— +2L -
< ||uo U0+pn9(07uo) + lp"+ 2 L,

T T Li+2aT
< || =g(ty Li— +2L -
_Hpng(mu()) M T e

T T Li+2aT
< —||g(tp Li— + 2L —
_ang(o;Uo)HJr 1pnﬂL S

T T L 20T
<ot Ly oL,

L 2 T
S OZ+L1+2L2 1+ @ —_—
1—L2 pn

< a(l + 3L2) + Ll(l + Lg) T

B 1— Ly p"

- 1
-7
2

Puisque C(t},v) est r-prox-régulier, d’aprés le Théoréme 2.7 nous donne, pour chaque

Li+2aT Ly +2
v € B uyp, QQ— , 'application ¢ : B(uo, 91 oo
1-— L2 pr 1-—

) donnée par

) T .
6n(0) = Projcyy (0 + gt o)) (35)

est bien définie. Prenons en compte le Corollaire 2.12, (H;), (H3) et (3.1), on voit que

Li+2aT
I’application ¢ est localement holderienne. De plus, pour tout v € B {uo, %—},

Li+2aT
Lo —] . En effet, pour chaque v, il découle, de la définition

1— Ly p»
de ¢; et par 'hypothése (H3), que

nous avons ¢y (v) € B |uy,
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Jo1(0) = ol = |

T T
¢1(U) — U + ﬁg<t87 UO) - ﬁg(tga uO)

< ‘

T n T n

o1(v) — ( ; W(to,uw) H + 12t

T T
_ d(uo - gl ). O v>) + e, )

T n n T n n
=d %) + ﬁg(tmuo)» C(tlav) + d Uo + Eg(tmuo)v C(t07v)

T T
- d(uo + gl o). O, v>) + g )l

T n n n n T n

S d|uo+ Eg(to,uo),(;’(to,v) + Lot — 5] + Laflo — uol| + EHQ(%“O)H

T T
S Jallgtts, wo)ll + Lnlty = to] + Laflo — woll + Zllg(ts, wo)|

L 2 T
< (204 L)+ L2
1—Ly Jp»
_L1+204T
1= Ly pV

, L1 + 2T
par conséquent, pour tout v € B |uy, — |, on a

1—Ly p»

Li+4+2aT Li+2aT
clt", B _ B e
(bl(U) S ( 15 |:UO, 1_ LQ pn:|> m |:u07 1_ L2 pn:|

L1+20éT
1—Ly p»

D’aprés 'hypothése (Hy), 'ensemble ¢ (B {uo, ]) est relativement compact,

. . . Ly +2aT
et par suite I'application ¢; est continue de I’ensemble convexe fermé B {uo, 11—L_]
— Ly p"
Li+2aT
dans lui méme et I'image de B {uo, %— par ¢; est relativement compact. On peut
—_ 9 pn
alors appliquer a 'application ¢, le théoréme du point fixe de Schauder on trouve qu’il
. ) Li+2aT )
existe un certains x7 € B |uo, 1L o tel que x] = ¢1(a7). Cela assure, en particu-
— Ly p"
lier, que
L1 + 2c0
e C(th, a?) et ||a? — 2| < =——— L
e Ol at) et o] —af| < 22

et par la relation (3.5)

up + %9(1587”0) — 21 € NEn o) (27)-
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On suppose maintenant que pour 0, 1, ..., k+1, avec k+1 < p"—1, les points xg, 27, ..., 27,
ont été construits de maniére a ce que les propriétés (3.2),(3.3) et (3.4) soient vérifient.

Par construction,

n n n
T € Ot Thi),

et donc selon (H,),

lg(t s 2l < @

L1—|—2aT

————-=-), nous avons
1— LQ pn /o

D’autre part, pour tout v € B(a},,2

d(xk+1 + EQ( k+1vxk+1>7 C( k+2> U)) = d(xk+1 + EQ( k+1a$k+1)a C( k+2> U))
n T n n n n
+d{ Ty, + EQ( o1 Trg), Cthi1, 7))
n T n n n n
—d| zp, + ﬁg< ki1 Tog1 ), Ot 1, Thy)

n T n n n n n n
< d(xk—',-l + ﬁg(tk—&-l?xk-&-l)? C(tk+1a$k+1)) + Lty o — thial

+ Loflv — 2|

T Ly +2aT
< ||z}, —a} —g(t} » Li—+2Ly————
S || Tkt xk+1+pn9( k1 Thp || T 1pn+ 1= Ly pr

T T Li+2aT
—_ n n L_ 2L -
p”g( Rt T ||+ lp"+ *1- 1L, pn
L1+206 T
(a—l— 1+ 21—L2>p”
_a(l+3Ly) + Li(1+Ly) T
B 1— Ly p’

et d’aprés (3.1) on trouve que

n T n n n
d(fﬁkﬂ + ﬁg(tk—&-l»xk—&-l)» Ctr o U)) < 57

d’aprés la Théoréme 2.7 et grace a la r-prox-régularité de C(t},,,v) on trouve que
L1 —|— 20& T

lapplication ¢yo(v) : B {xzﬂ, 2ﬁ_] — H donnée par

: n T n n
Gualt) = Profcg o (e + oot b)) (3.6)
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est bien définie, localement holderienne continue, et pour tout v € B[z}, 4,2 [11 +§204 T,
nous avons
i GRS
En effet,
|Prt2(v) — 24y || = ‘ Prr2(v) — Ty + Z%g( ft1s Th1) — 29( noat)

pTL

n T n n n n n
= d($k+1 + Eg(tk+1>$k+1)> C( k+2> U)) + ﬁ’lg( k—i—laxk-i-l)H

I

= d(xk+1 + EQ( i1 Trpr), Ot U)) + d<xk+1 + Eg( 1> Tha1): C( k+1733k+1)/

n T n n
Pry2(v) — <$k+1 + EQ( k1> Tht1 )

9( k+1795k+1)

- d(xk+1 + EQ( 1> Thy1)s O k+1a$k+1)) + E”g( et Tt ||
n T n n n n n n n
<d|zp,+ ];9( bt Thi1)s Ctpr, o) | + Lulth oy — tiq | + Lo|lv — oy, ||
T n n
+ EQ( 1 Trgn) ||

T n n n n n T n n
< EHQ( i Tep )|+ Laltig =t | + Loflv — 2 [ + E”Q( 1> That)

T T Li+2T
<2 Ly [
o

L—Ly p»
Ly +2a\ T
=2 L+ Lo— | —
< o+ L+ Lo - L, >
- L1 +2a T
Ly +2aT
Cela justifie I'inclusion (3.7), ensuite, par (H4), 'ensemble ¢y 12| B |2}, 11 —i—La ])
2 p"
est relativement compacte. Ainsi, 'application ¢g,o est continue de I’ensemble convexe
Li+2aT Li+2aT
fermé B |z, ——— ¥ ca dans lui méme et I'image de B |z}, Litral par ¢y est
1-— LQ p 1- L2 p

relativement compact. Nous pouvons ensuite appliquer & nouveau a ’application ¢ 5 le

L1+204 T:|

théoréme du point fixe de Schauder pour obtenir un élément z; , € B [zz T L2 p

tel que 7,5 = dpi2(2],,). En particulier

Tiyo € Clha, Thpa) €t [[2fs — afy | < 1_—112];
Par (3.6)
Th1 T ﬁg(t;ﬁﬂa Tie1) = Tiya € NEgn , an ) (Ts)-
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", est obtenue par induction de telle sorte

par conséquent, la construction de xg, 27, ..., ¥,

que les propriétés (3.2),(3.3) et (3.4) pour k =0,1,...,p" — 1 soient satisfaites.

Etape 2 : la construction de u,/(.).

Pour tout ¢ € [t},t} 4] avec k =0,1,...,p" — 1, on pose

u = T .
R
Alors, pour presque tous ¢ € [t},}!,,] on a
: Ty Ty
u’VL(t):_n b n+nk+1n
tk+1 — tk+1 —
1
= (e —r)
tZH —t

= (@} —af)
pn

= T — )

Par construction et d’aprés (3.2),(3.3)et(3.4) et les deux derniéres égalités on trouve

que :
Un(ti1) € Oty un(tisa)), (3.8)
et
—lin(t) € Né(tg+1,un(tg+l))(un( 1)) — 9t ua(ty)) pp € [t il (3.9)
avec
. P . n Li + 2a
[ (t)] = ?Hl‘k —apal < 1L, M. (3.10)
on pose
#n si teftr e,
5 (t) = k [tk tea
tgn_l 87/ t: T,
et
tn si te ],
O (t) = k41 [tk tisal
T st t="T.

Observons que pour chaque ¢ € [0,7], en choisissons k tels que t € [t}, ¢}, [sit < T et

k=p"—1sit="1T, nous avons
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T
[0n(t) = t] < [ty — 811 = —,

7

et

T
10n(8) =t < [t — 8] = —,

Y4

alors
On(t) —> t et 0,(t) — t lorsque n — 0.

En outre, pour chaque ¢ € [t7, 1}, [, les définitions de 6,(.) et 6,(.) et grace les relations

(3.8) et (3.9) on obtient

un(0n(t)) € C(On(t), un(On(1))), (3.11)

et

—~Un(t) € Néo, (1) un o) Un(On(t)) = g(6a(t), un(dn(t))), pp t€[0,T].  (3.12)

Etape3 : Convergence d’une sous suite de (u,(.)),vers une application absolu-
ment continue u(.)
Pour chaque k =0, 1,...,p" — 1, il résulte de (3.4) que

Ly +2aT
1—L2 pn’

%0 = woll < flagyy — @l + -+ 27 — 25l < (B +1)

donc

Ll—l—QOé
1— Lo

2% 1[I < Nluol| + T =5

Fixons t € [0, T] et considérons, pour tout sous ensemble infini N C N la suite (u,(t))nen-

11 découle de (3.11) que
Un(0n(t)) € C(O(1), un(0n(t))) N BB,

ce qui implique que

u, (0,(t)) € C([0,T]) x BB N 3B.

Par (H,4), la suite (u,(6,(t))) est relativement compacte, il existe donc un sous-ensemble
infini Nyg C N tel que (u,(6,(t)))nen, converge vers un vecteur I(t) € H. Posons h,,(t) :=
Un (0, (t)) — u,(t) pour tout n € Ny, (3.10), on obtient
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|7 ()] < ft Mlin(s)||ds < M(6,(t) —t) — 0 lorsque n — 0o.

Alors, uy,(t))nen, converge vers [(t), tel que

[ () = L) = [un(t) + un(0n(t)) — un(0a(t)) — 1)
< @1+ llun(6n(2)) = L) — 0.

De plus, d’apres (3.10) la suite (u,),en est équi-continue et relativement compacte dans
Cy(0,T), on peut alors extraire une sous suite qu’on la note aussi (u,), qui converge
uniformément vers u € [0.7]. On utilise une deuxiéme fois la relation (3.10), on peut
extraire une sous suite de (1, )neny qui converge faiblement o(Ll;, LSY) dans L, (0,T) vers
une application w € L} (0,T) avec ||w(t)]| < M p.p t € [0,T]. Fixons t € [0,T] et prenons
¢ € H, la convergence faible de (,) vers w dans L};(0,7T) nous donne

T

lim <wKKwUW—AC%MKwUW

n—oo

=4 hm/ €I[0t] Un dS—/ £:Z'—Ot

< lim fun ds-/ Ew(s

donc
nh_)rgo (& uo + fot Un(s)ds) = (€, ug + fgw s)ds
alors .
(Gut) = (€ ua+ [ w(s)as).
0
d’ou

(&l — o [ (o)) =0,
ce qui montre :
u(t) — up — /tw(s)ds c H* = {0}
Et par suite O
u(t) = ug + /tw(s)ds,
0

on conclut donc que

Cela signifie que, pour chaque t € [0, 7], u,(t) — up + fgw(s)ds lorsque n — oo dans H.

Puisque la suite (u,(t))men converge aussi fortement vers u(t) dans H, on trouve que

u(t) = up + /Otw(s)ds,
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alors I'application u(.) est absolument continue sur [0, 7| avec & = w. De plus, 'application
u(.) est Lipschitzienne de rapport M > 0.
Etape 4 : Nous montrons maintenant que u(.) est solution de (D).

Posons
2n(t) := g(6,(t), un(6,(t)))  pour tout t € [0,T],

et observons que z, est une application étagée. Puisque ||g(d, (), u,(5,(%)))|| < a pour
tout n € N et t € [0,T], on peut supposer par extraction d’une sous suite que la suite
(2n(.))n converge (L}, L) dans LL(0,T) vers une application z(.) € L} (0,T) avec
I2()]] < o p.p. t €[0,T7].
Pour tout ¢t € [0, 77, nous avons u(t) € Ct,u(t)). En effet, par (H3) et (3.10), on a

d(un(t), C(t,u(t))) < [lun(t) — un(0n(E)]] + Lt — On(t)] + Laflu(t) — un(6n(t))]]

< (M 4 Ly)|t = 0,(t)| + LaM |0, (1) — t| + Lo|ju(t) — un(t)]],

alors  d(u,(t), C(t,u(t))) — 0, lorsque n — oo,

et par suite

d(u<t)7 C(t7 u<t))) =0,

et grace a la fermeture des valeurs de C' on trouve que

u(t) € C(t,u(t)).

De plus, de I'inégalité
[in(t) = 2a(D)| < M+ =17 pp.
et a partir de I'inclusion (3.12), il on résulte, pour presque tout ¢ € [0, 7] que

—Un(t) + 20(t) € Neo, (t)un (80(1) (U (On (1)) NV VB € 100, (1,61 (0)) (1n (O (1)),

et
Zn(t) € G(0n(t), un(0,(t))), (3.13)

de plus (=, + 2, 2,)n converge faiblement dans L, ;(0,T) vers (—u + z, z), selon le
Lemme de Mazur, il existe

&n € co{—Ug+ 24 : ¢ > n} (3.14)

et
G € co{zy:q>n} (3.15)
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tels que (&, Cu)n converge fortement dans Lij, (0, T') vers (—u+z, z). Par extraction d'une
sous suite, on suppose que (&,(.), ¢.(.)), converge presque partout vers (—u(.)+z(.), z(.)),
il existe donc un ensemble négligeable de Lebesgue S C [0,7] tel que pour chaque t €
[0,7]\ S, d'une part (&,(t),(.(t)) — (—u(t) + 2(¢),2(t)) fortement dans H et d’autre
part, les inclusions (3.13),(3.14) et (3.15) sont satisfaites pour tout entier n ainsi que

les inclusions
—a(t) + 2(t) € [)of—ig(t) + 2(t) : ¢ > n},

et

2(t) € ﬂ@{zq(t) 1q>n}.

n

Il en résulte de (3.13),(3.14) et (3.15) que, pour tout n € N, pour tout ¢ € [0,7]\ 5,
et pour tout y € H on a

(Y, —tn(t) + 2n(t)) < 0 (Y, YA (0, (1)1 (6 (1)) (Un (On (1)), (3.16)

et
(Y, 2n(t)) < 0y, G(a(t), un(dn(t))))- (3.17)

De plus, pour chaque n € N et tout ¢t € [0,7]\ S, de (3.16) et 3.17, on obtient

(y, &.(1)) < suply, —i,(t) + 2,(t)) Yk >n

q=>n

et
(v, Gu(t)) < sup(y, z4(t)) Vk >n,

q>n

et prenons la limite lorsque & — oo on trouve que

(y, —u(t) + 2(t)) < sup {y, —ig(t) + z4(t))

q=n

< sup (Y, Y90, (1),ug (04(1))) (Ug (04(1))))

q>n

et

(y,2(t)) < sup(y, ,(t))

ce qui assure que

(y, —u(t) + 2(t)) < limsup o (y, YOdc(,)un@ont)) (Un (0 (1)),

n—-+o0o

et
(y,2(t)) < limsup o(y, G(0n(1), un(0n(1))))-

n—-+4o0o
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D’apreés (Hs) et le Lemme 2.9, on trouve que chaque y € H, la fonction réelle o (y, y0d¢(.(.))
est semi-continue supérieurement sur [0,7] x H x H. En outre, o(y,G(.,.)) est égale-

ment semi-continue sur [0, 7] x H par I'hypothése (H;). Il en résulte que, pour chaque

tel0,T]\Setye H

(y, —u(t) + 2(t)) < o(y, Y0dog ) (u(t))),

et
(y,2(1)) < oly, G(t, u(t))).
Alors
—u(t) + 2(t) € co(y0dc uw) (ult))),
et

2(t) € (Gt u(t)),

comme Jddc ) et G(t,y(t)) sont convexes fermés et grace a la Proposition 1.15

on trouve donc que
—a(t) + 2(t) € YOdc ) (ult)).
2(t) € G(t, u(t)),
par conséquent
u(t) € =Négupy +21) pp.,
2(t) € G(t,u(t)) p.op.
avec
[a(t) = z(B)]] <.

Ce qui achéve la preuve du Théoréme. |

Le théoréme suivant montre qu'il existe une solution sur R pour le probléme (D).

Théoréme 3.2. Soit H un espace de Hilbert et soit G : R, xH = H une multi-application
qui est scalairement semi-continue supérieurement par rapport aux deux variables. Suppo-
sons que les hypothése suivantes sont vérifient :

(G1) Il existe une fonction non négative 3(.) € L2 (R,) telle que

loc

d(0,G(t,u)) < B(1),
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pour tout t € Ry et u € H avec u € C(t,u),

(G2) Il existe une constante r > 0 telle que, pour chaque t € Ry et chaque u € H, les
ensembles C'(t,u) sont fermés non vides dans H et r-prox-réguliers,

(G3) Il existe deux constantes réelles Ly > 0, Ly €]0, 1] telles que pour tous t,s € R et

x,y,u,v € H, on a
\d(x,C(t,u)) - d(y,C(S,’U))’ < HZL' - y” + L1|t - S‘ + L2Hu - UHf

(G4)  Pour tout T > 0 réel et tout sous-ensemble borné A C H, lintersection de l’en-

semble C'([0,T] x A) avec une boule fermée de H est relativement compact dans H.

Alors, pour ug € H avec ug € C(0,ug), il existe une application u : Ry — H qui est

localement Lipschitzienne continue sur Ry et qui satisfait

W(t) € =Ny (u(t) + Gt ult)) teRy,
(Dr,) S ult) € C(t,u(t)) Vi e Ry,

u(t) = ug + fot U(s)dx vt € Ry

Démonstration. Posons T}, = k pour tout & € {0}UN. Il suffit d’appliquer le Théoréme
3.1 sur chaque intervalle [Ty, Tjy1].

D’aprés les hypothéses(Gy) — (G4), nous avons (H;) — (H4) sur intervalle [Tp, 71]. Comme
uy € C(Ty,up), Par le Théoréme 3.1, il existe une application Lipschitzienne continue

u® : [Ty, T1] — H telle que

u’(t) € _Né(t7u0(t))(u0(t)> +GU() pp. te [Ty T,
u’(t) € C(t,u(t)) vt € [Ty, Thl,

'LLO (T()) = Up.

Supposons que u’,...,u*"! ont construits de telle sorte que, pour I = 0,...,k — 1,u

[Ty, Ty+1] — H est Lipschitzienne continue, u!(T}) = u!~1(T}), u!(t) € C(t,u!(t)) pour tout
le [ﬂvﬂ—‘rl] et

L.

ul(t) € —Né i@ (1) + Gt d' () pp te [T, Tl

De maniére analogue a ce qui précéde, les hypothéses (G;) — (Gy) assure que les hypo-

théses (H1) — (H4) sont satisfaites sur Uintervalle [Ty, Ti41] et que nous avons u*~(T}) €
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C(Ty, u*1(T})). 1l découle du Théoréme 3.1 qu’il existe une application Lipschitzienne

continue u” : [Ty, Ty 1] — H tel que

uk(t) € _Né(t,uk(t))(uk(t)) +G(tut (1) ppt € [Ty, Teral,
uf(t) € C(t,u(1)), Vt € [Th, T, (3.18)

Soit u : R, — H l’application défini par
u(t) := uF(t) pour tout ¢ € [T, Tyy1], avec k € {0} UN.

On peut montrer facilement que u est localement Lipschitzienne continue sur R, Donc

par (3.18) on obtient

W(t) € =N (u(t) + Gt ut))  pp. € Ry,
u(t) € (¢, u(t)) Vi € R,
u(0) = u*(Tp) = up.

Cela prouve le théoréme. [ |



Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté deux résultats d’existence pour le processus de Rafle
du premier ordre avec une perturbation non bornée dans un espace de Hilbert ont été
étudiés avec soin.

Il est remarquable que ’ensemble des contraintes soit éventuellement non borné et toutes
les hypotheéses principales (la continuités lipschitzienne et la compacité de 'ensemble des
contraintes) sont plus faible que ceux utilisés dans les travaux antérieurs, ce qui permet

plus d’applications dans la pratique.
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