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Introduction

Beaucoup de travaux concernant les fonctions symétriques ont été déjà réalisés par

A.Lascoux [4], A.Abderrezzak [1],[2], ainsi il y’a des résultats utiles et intéressants dans

[3].En s’inspirant des travaux de ce dernier, il a proposé des théorèmes sont basés sur

les fonctions symétriques afin de déterminer les fonctions génératrices où il a prend un

alphabet P de cardinal égale à deux et que le paramètre k = {1, 2}.

Le but de ce travail est d’obtenir des nouvelles fonctions génératrices en utilisant

l’opérateur δ−kp1,p2
sur la série

∞∑
j=0

ajp
j
1z

j où l’alphabet P = {p1, p2} et k ∈ {1, 2, 3, 4}.Cela

nous permet de donner une autre approche pour les nombres de Fibonacci et les polynômes

de Tchebychev du première et deuxième espèce.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Le premier est consacré aux définitions

des séries formelles et les relations de récurrence. Nous rappelons aussi des résultats auxi-

liaires sur les fonctions génératrices et ses applications sur les suites définies par récurrence

linéaire que nous avons utilisé tout le long de ce travail, à savoir les suites des nombres

de Fibonacci et les polynômes de Tchebychev du première et deuxième espèce, nous in-

troduisons les fonctions symétriques élémentaires et complètes ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxième chapitre, nous donnons un théorème principale sur les fonctions

symétriques, puis on propose leurs applications à l’aide des polynômes orthogonaux. On

termine ce chapitre par une récupération des fonctions génératrices des nombres de Fibo-

nacci et les polynômes de Tchebychev du première et deuxième espèce.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et théorèmes de base concernent

les séries formelles, les fonctions génératrices et symétriques qui sont utilisés fréquemment

au long de ce travail.

1.1 Séries Formelles

Définition 1.1.1. Soit < A,+, ., 0, 1 > un anneau intègre (c’est à dire sans diviseurs de

0), les éléments de l’ensemble A[[X]] ≡

{
∞∑
j=0

ajx
j, aj ∈ A

}
s’appellent les séries formelles

à coefficients dans A. Pour j ∈ N, xj s’appelle le monôme de degré j et aj est son

coefficient.

1.1.1 Les opérations sur les séries formelles

Définition 1.1.2. Soient u(x) =
∞∑
j=0

ajx
j et v(x) =

∞∑
j=0

bjx
j deux séries formelles. On

peut définir les opérations comme suite

a) La somme

(u+ v)(x) =
∞∑
j=0

(aj + bj)x
j.

b) Le produit

(u.v)(x) =
∞∑
j=0

(
j∑

k=0

(akbj−k)

)
xj.

5



1.1. Séries Formelles 6

c) Multiplication par un scalaire

w(x) = λu(x) =
∞∑
j=0

λajx
j,

tel que λ un scalaire.

d) Dérivation

w(x) = u′(x) =
∞∑
j=0

(j + 1)aj+1x
j.

e) Intégration

w(x) =

∫
u(x) =

∞∑
j=0

aj
xj+1

j + 1
.

f) Division : v divise u si et seulement s’il existe une série formelle w telle que u = wv,

v 6= 0.

1.1.2 Séries inversibles

Définition 1.1.3. On dit que la série
∞∑
j=0

bjx
j est l’inverse de la série

∞∑
j=0

ajx
j si

(
∞∑
j=0

ajx
j

)(
∞∑
j=0

bjx
j

)
= 1.

Proposition 1.1.4. Une série formelle u(x) =
∞∑
j=0

ajx
j est inversible si et seulement si

a0 6= 0.

Démonstration. Soit v(x) =
∞∑
j=0

bjx
j est l’inverse de la série u(x) =

∞∑
j=0

ajx
j telle que

u(x)v(x) =

(
∞∑
j=0

ajx
j

)(
∞∑
j=0

bjx
j

)

=
∞∑
j=0

(
j∑

k=0

akbj−k

)
xj

= a0b0 +
∞∑
j=1

(
j∑

k=0

akbj−k

)
xj.

Mais comme

u(x)v(x) = 1,

alors

a0b0 +
∞∑
j=1

(
j∑

k=0

akbj−k

)
xj = 1,
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ce qui donne a0b0 = 1 et
∞∑
j=1

(
j∑

k=0

akbj−k

)
xj = 0, et par suit le coefficient a0 6= 0.

Réciproquement, supposons que a0 6= 0, alors le système triangulaire d’équations

a0b0 = 1

a1b0 + a0b1 = 0

...

a0b0 + an−1b1 + ...+ a0bn = 0

a une unique solution. �

Exemples 1.1.5.

1) La série
∞∑
j=0

xj est inversible car a0 = 1 6= 0.

2) La série
∞∑
j=0

(−1)jxj est inversible car a0 = 1 6= 0.

3) La série
∞∑
j=0

xj

j!
est inversible car a0 = 1 6= 0.

1.1.3 Substitution d’une série formelle dans une autre

Définition 1.1.6. Si u =
∑
j≥0

ajx
j ∈ A[[X]], si u 6= 0, on appelle ordre (ou valuation) de

u, noté ord(u), l’entier min{j ∈ N, aj 6= 0}. On convient que ord(0) = +∞.

Définition 1.1.7. Soit v(x) =
∞∑
j=0

bjx
j telle que ord(v) ≥ 1 et u(x) =

∞∑
j=0

ajx
j.On appelle

composée de u par v et on note u(v) (ou u ◦ v)
∞∑
i=0

aiv
i. On dit que u ◦ v est obtenue par

substitution de v a x dans u.

Proposition 1.1.8. Soit v une série sans terme constant. L’application u 7→ u ◦ v est un

homomorphisme de A[[x]] dans lui-même. En d’autres termes, on a

(u+ w) ◦ v = u ◦ v + w ◦ v,

(u · w) ◦ v = (u ◦ v) · (w ◦ v),

un ◦ v = (u ◦ v)n(n ≥ 1),

de plus

1 ◦ v = 1.
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1.2 Relation de récurrence

1.2.1 Relation de récurrence linéaire homogène

Définition 1.2.1. Une relation de récurrence est dite linéaire homogène d’ordre k à co-

efficient constant, si elle est de la forme

un + d1un−1 + d2un−2 + ...+ dkun−k = 0, (1.1)

où d1, d2, ..., dk ∈ R,dk 6= 0.

Remarque 1.2.2.

1) un = 0 est une solution de l’équation (1.1), elle s’appelle solution triviale.

2) un = xn est solution de l’équation (1.1) avec un 6= 0, vérifie

xn + d1x
n−1 + d2x

n−2 + ...+ dkx
n−k = 0,

si n = k, on trouve

xk + d1x
k−1 + d2x

k−2 + ...+ dk = 0.

Cette dernière équation est l’équation caractéristique de la relation de récurrence.

1.2.2 Polynôme caractéristique

Définition 1.2.3. Soit un+d1un−1+d2un−2+...+dkun−k = 0, le polynôme caractéristique

qui lui correspond est

P (x) = un + d1un−1 + d2un−2 + ...+ dkun−k.

Théorème 1.2.4. Soit d1, d2, ..., dk des nombre réels tels que dk est non nul. Supposons

que le polynôme caractéristique P (x) admet k racines distinctes x1, x2, ..., xk, alors un est

une solution générale de la relation de récurrence si et seulement si

un = c1x
n
1 + c2x

n
2 + ...+ ckx

n
k ,

avec c1, c2, ..., ck des constantes réelles.
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Exemple 1.2.5. Soit la récurrence de la suite de FibonacciF0 = F1 = 1,

Fn = Fn−1 + Fn−2 pour n ≥ 2.

Son équation caractéristique est

x2 − x− 1 = 0,

qui a pour racines simple avec ∆ = 5

x1 =
1 +
√

5

2
ou x2 =

1−
√

5

2
.

La solution générale est donnée par

Fn = c1x
n
1 + c2x

n
2 ,

avec F0 = c1 + c2 = 1

F1 = c1x1 + c2x2 = 1

on cherche c1 et c2 tels que c1 + c2 = 1

c1x1 + c2x2 = 1

ce qui donne

c1 =
1 +
√

5

2
√

5
, c2 =

−1 +
√

5

2
√

5
.

En fin, on écrit Fn comme suit

Fn =
1√
5

(1 +
√

5

2

)n+1

−

(
1−
√

5

2

)n+1
 .

Théorème 1.2.6. Soient d1, d2, ..., dk des nombres réels tels que dk est non nul. Suppo-

sons que le polynôme caractéristique P (x) admet r racines x1, x2, ..., xr de multiplicité

m1,m2, ...,mr telles que mi > 1, i = 1..r et
r∑

i=0

mi = k, alors un est une solution générale

de la relation de récurrence si et seulement si

un =
r∑

i=1

(ci1 + ci2n+ ...+ cimi
nmi−1)xni ,

avec cij des constantes réelles, ∀i, j tels que 1 ≤ i ≤ r et 0 ≤ j ≤ mr.
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Exemple 1.2.7. Soit la relation de récurrence

u0 = 1, u1 = 2, u2 = 0,

un − 7un−1 + 16un−2 − 12un−3 = 0.

Son équation caractéristique est

x3 − 7x2 + 16x− 12 = 0,

qui a pour racine simple x1 et racine double x2 telle que

x1 = 3, x2 = 2.

La solution générale est donnée par

un = c13
n + (c2 + c3n)2n,

avec 
u0 = c1 + c2 = 1

u1 = 3c1 + 2c2 + 2c3 = 2

u2 = 9c1 + 4c2 + 8c3 = 0

on cherche c1, c2 et c3 tels que 
c1 + c2 = 1

3c1 + 2c2 + 2c3 = 2

9c1 + 4c2 + 8c3 = 0

ce qui donne

c1 = −4, c2 = 5 et c3 = 2.

Alors, on peut écrire un sous las forme suivante

un = (−4)3n + (5 + 2n)2n.

1.2.3 Polynôme de Tchebychev de 1ère espèce

Définition 1.2.8. On définit la fonction Tn par

Tn(cosθ) = cos(nθ), θ ∈ [0, π], (1.2)

si x ∈ [−1, 1], alors on a

Tn(x) = cos(n(arccosx)).
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Proposition 1.2.9. Les polynômes de Tchebychev de 1ère espèce sont définies par la

relation de récurrence suivante
T0(x) = 1,

T1(x) = x,

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x), n ≥ 2.

Démonstration. Il suffit de prouver que

Tn(x) + Tn+2(x) = 2xTn+1(x).

Pour θ ∈ [0, π], n ∈ N, on a

cos(nθ) + cos((n+ 2)θ) = cos((n+ 1)θ)cos(θ) + sin((n+ 1)θ)sin(θ)

+ cos((n+ 1)θ)cos(θ)− sin((n+ 1)θ)sin(θ)

= 2cos((n+ 1)θ)cos(θ),

de (1.2)

∀θ ∈ [0, π] Tn(cos(θ)) + Tn+2(cos(θ)) = 2cos(θ)Tn+1(cos(θ)),

alors

∀x ∈ [−1, 1] Tn(x) + Tn+2(x) = 2xTn+1(x).

�

1.2.4 Polynôme de Tchebychev de 2ème espèce

Définition 1.2.10. On définit la fonction Un par

sinθUn(cosθ) = sin(nθ), θ ∈ [0, π], (1.3)

si x ∈ [−1, 1], alors on a

Un(x) =
sin(n(arccosx))√

(1− x2)
.

Proposition 1.2.11. Les polynômes de Tchebychev de 2éme espèce sont définies par la

relation de récurrence suivante
U0(x) = 1,

U1(x) = 2x,

Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x), n ≥ 2.
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Démonstration. Il suffit de prouver que

Un(x) + Un+2(x) = 2xUn+1(x).

Pour θ ∈ [0, π], n ∈ N, on a

sin(nθ) + sin((n+ 2)θ) = sin((n+ 1)θ)cos(θ)− cos((n+ 1)θ)sin(θ)

+ sin((n+ 1)θ)cos(θ) + cos((n+ 1)θ)sin(θ)

= 2sin((n+ 1)θ)cos(θ),

de (1.3)

∀θ ∈ [0, π] sin(θ)Un(cos(θ)) + sin(θ)Un+2(cos(θ)) = 2cos(θ)sin(θ)Un+1(cos(θ)),

alors

∀x ∈]− 1, 1[ Un(x) + Un+2(x) = 2xUn+1(x).

�

1.3 Fonctions Génératrices

1.3.1 Fonctions génératrice ordinaires

Définition 1.3.1. Soit (un)n≥0 une suite des nombres, on appelle fonction génératrice

ordinaire de la suite (un)n≥0 la fonction

g(x) =
∞∑
n=0

unx
n.

Proposition 1.3.2. Soit g(x) une fonction génératrice de la suite (an), et h(x) une

fonction génératrice de la suite (bn). Donc

1. g(x)h(x) fonction génératrice de la suite (anb0 + an−1b1 + ...+ a1bn−1 + a0bn).

2. c1g(x) + c2h(x) fonction génératrice de la suite (c1an + c2bn).

3. g(x)(1− x) fonction génératrice de la suite (an − an−1).

4. ng(x) fonction génératrice de la suite (nan).

5.
g(x)

(1− x)
fonction génératrice de la suite (a0 + a1 + ...+ an).
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1.3.2 Fonction génératrices associées a la suite Fibonacci

Soit la suite de Fibonacci est définie parF0 = F1 = 1,

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2.

1) La fonction génératrice de Fn

posons

g(x) =
∞∑
n=0

Fnx
n,

g(x) = F0 + F1x+
∞∑
n=2

(Fn−1 + Fn−2)x
n

= 1 + x+ x

(
∞∑
n=0

Fnx
n − F0

)
+ x2

∞∑
n=2

Fn−2x
n−2

= 1 + x
∞∑
n=0

Fnx
n + x2

∞∑
n=0

Fnx
n

= 1 + x+ xg(x) + x2g(x),

donc

g(x) =
1

1− x− x2
.

2) La fonction génératrice de (−1)nFn

posons

g(x) =
∞∑
n=0

(−1)nFnx
n,

g(x) = F0 − F1x
1 +

∞∑
n=2

(−1)nFnx
n

= 1− x+
∞∑
n=2

(−1)n(Fn−1 + Fn−2)x
n

= 1− x+
∞∑
n=2

(−1)nFn−1x
n +

∞∑
n=2

(−1)nFn−2x
n

= 1− x+
∞∑
n=1

(−1)n+1Fnx
n+1 +

∞∑
n=0

(−1)n+2Fnx
n+2

= 1− x− x
∞∑
n=1

(−1)nFnx
n + x2

∞∑
n=0

(−1)nFnx
n

= 1− x− x

(
∞∑
n=0

(−1)nFnx
n − 1

)
+ x2

∞∑
n=0

(−1)nFnx
n
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g(x) = 1− x+ x− x
∞∑
n=0

(−1)nFnx
n + x2

∞∑
n=0

(−1)nFnx
n

= 1− xg(x) + x2g(x),

donc

g(x) + xg(x)− x2g(x) = 1,

et par suit

(1 + x− x2)g(x) = 1,

alors

g(x) =
1

1 + x− x2
.

3) La fonction génératrice de (−1)nFn+1

posons

g(x) =
∞∑
n=0

(−1)nFn+1x
n,

g(x) =
∞∑
n=0

(−1)n(Fn + Fn−1)x
n

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n(Fn + Fn−1)x
n

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)nFnx
n +

∞∑
n=1

(−1)nFn−1x
n

= 1 +
∞∑
n=0

(−1)n+1Fn+1x
n+1 − x+

∞∑
n=2

(−1)nFn−1x
n

= 1 +
∞∑
n=0

(−1)n+1Fn+1x
n+1 − x+

∞∑
n=0

(−1)n+2Fn+1x
n+2

= 1− x
∞∑
n=0

(−1)nFn+1x
n − x+ x2

∞∑
n=0

(−1)nFn+1x
n

= 1− xg(x)− x+ x2g(x),

donc

g(x) + xg(x)− x2g(x) = 1− x,

et par suit

(1 + x− x2)g(x) = 1− x,

alors

g(x) =
1− x

1 + x− x2
.
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1.3.3 Fonction génératrices associées aux polynôme de Tcheby-

chev de 1ére espèce

Soit la relation récurrence de polynôme de Tchebychev de 1ére espèce est définie par
T0(x) = 1,

T1(x) = x,

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x), n ≥ 2.

1) La fonction génératrice de Tn
posons

g(z) =
∞∑
n=0

Tnz
n,

g(z) = T0 + T1z +
∞∑
n=2

(2xTn−1 + Tn−2)z
n

= 1 + xz + 2xz

(
∞∑
n=0

Tnz
n − T0

)
− z2

∞∑
n=2

Tn−2z
n−2

= 1 + xz + 2xzg(z)− 2xz − z2g(z)

= 1− xz + 2xzg(z)− z2g(z),

ce qui donne

g(z) =
1− xz

1− 2xz + z2
.

2) La fonction génératrice de (−1)nTn

Posons

g(z) =
∞∑
n=0

(−1)nTnz
n,

g(z) = T0 − T1z +
∞∑
n=2

(−1)nTnz
n

= 1− xz +
∞∑
n=2

(−1)n(2xTn−1 − Tn−2)zn

= 1− xz + 2x
∞∑
n=2

(−1)nTn−1z
n −

∞∑
n=2

(−1)nTn−2z
n

= 1− xz + 2x
∞∑
n=1

(−1)n+1Tnz
n+1 −

∞∑
n=0

(−1)n+2Tnz
n+2

= 1− xz − 2xz
∞∑
n=1

(−1)nTnz
n − z2

∞∑
n=0

(−1)nTnz
n
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g(z) = 1− xz − 2xz

(
∞∑
n=0

(−1)nTnz
n − T0

)
− z2

∞∑
n=0

(−1)nTnz
n

= 1− xz − 2xzg(z) + 2xz − z2g(z),

et par suite

g(z) + 2xzg(z) + z2g(z) = 1 + xz,

alors

g(z) =
1 + xz

1 + 2xz + z2
.

1.3.4 Fonction génératrices associées aux polynôme de Tcheby-

chev de 2éme espèce

Soit la relation de récurrence de polynôme de Tchebychev de 2éme espèce définie par
U0(x) = 1,

U1(x) = 2x,

Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x), n ≥ 2.

1) La fonction génératrice de Un

posons

g(z) =
∞∑
n=0

Unz
n,

g(z) = U0 + U1z +
∞∑
n=2

(2xUn−1 + Un−2) z
n

= 1 + 2xz + 2xz

(
∞∑
n=0

Unz
n − U0

)
− z2

∞∑
n=2

Un−2z
n−2

= 1 + 2xz + 2xzg(z)− 2xz − z2g(z)

= 1 + 2xzg(z)− z2g(z),

et par suite

g(z) =
1

1− 2xz + z2
.

2) La fonction génératrice de (−1)nUn

Posons

g(z) =
∞∑
n=2

(−1)nUnz
n,
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g(z) = U0 − U1z +
∞∑
n=2

(−1)n(2xUn−1 − Un−2)z
n

= 1− 2xz + 2x
∞∑
n=2

(−1)nUn−1z
n −

∞∑
n=2

(−1)nUn−2z
n

= 1− 2xz + 2x
∞∑
n=1

(−1)n+1Unz
n+1 −

∞∑
n=0

(−1)n+2Unz
n+2

= 1− 2xz − 2xz
∞∑
n=1

(−1)nUnz
n − z2

∞∑
n=0

(−1)nUnz
n

= 1− 2xz − 2xz

(
∞∑
n=0

(−1)nUnz
n − U0

)
− z2

∞∑
n=0

(−1)nUnz
n

= 1− 2xz − 2xz
∞∑
n=0

(−1)nUnz
n + 2xz − z2

∞∑
n=0

(−1)nUnz
n

= 1− 2xz − 2xzg(z) + 2xz − z2g(z),

et par suit

g(z) + 2xzg(z) + z2g(z) = 1,

alors

g(z) =
1

1 + 2xz + z2
.

1.4 Équation du second degré

Considérons l’équation du second degré x2 − a1x − a2 = 0, a1, a2 ∈ C, on a alors

(formules de Viète) a1 = δ1 = λ1 + λ2 et a2 = δ2 = −λ1λ2 (où λ1, λ2 sont les racines de

l’équation ci-dessus).

Posons

M =

a1 a2

1 0

 ,

cette matrice est appelée "matrice compagnon" du polynôme P (x) = x2 − a1x− a2.
Passons à la diagonalisation de la matrice M ; recherchons ses valeurs propres

PM(λ) =

∣∣∣∣∣∣a1 − λ a2

1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − a1λ− a2,

ce déterminant s’annule pour λ = λ1 ou λ = λ2 où λ1,λ2 sont les valeurs propres de la

matrice M qui sont donc les racines de l’équation x2 − a1x− a2 = 0.
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Cherchons les vecteurs propresa1 a2

1 0

x
y

 = λi

x
y

 , i = 1.2,

donc a1x+ a2x = λix

x = λiy

ces deux équation sont équivalents à x = λiy. Donc les vecteurs propres de M sont

v1 =

λ1
1

 et v2 =

λ2
1

 .

Remarque 1.4.1.

1) Mv1 = λ1v1 =

λ21
λ1

 et Mnv1 = λn1v1 =

λn+1
1

λn1

 .

2) Mv2 = λ2v2 =

λ22
λ2

 et Mnv2 = λn2v2 =

λn+1
2

λn2

 .

Nous supposerons, pour le moment λ1 6= λ2, et plus précisément |λ1| > |λ2|.
On a donc

M = PDP−1 telle que

P =

λ1 λ2

1 1

 , D =

λ1 0

0 λ2

 et p−1 =
1

λ1 − λ2

 1 −λ2
−1 λ1

 ,

alors

M =
1

λ1 − λ2

λ1 λ2

1 1

λ1 0

0 λ2




1 −λ2
−1 λ1

 ,

et

Mn =


λn+1
1 − λn+1

2

λ1 − λ2
−λ1λ2

λn1 − λn2
λ1 − λ2

λn1 − λn2
λ1 − λ2

−λ1λ2
λn−11 − λn−12

λ1 − λ2

 . (1.4)

Remarque 1.4.2. Dans le cas particulier de l’équation x2 = x+ 1, les racines λ1,λ2 sont

les nombres d’or φ1et φ2.
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1.5 Fonctions symétriques

Définition 1.5.1. Une fonction f(x1, x2, ..., xn)en variables est symétrique si pour tout

permutation de l’ensemble d’indices {1,2,...,n} l’égalité suivante est vérifiée

f(x1, x2, ..., xn) = f(xs(1) , xs(2) , ..., xs(n)
).

Autrement dit, une fonction de plusieurs variables est symétriques si ses valeurs ne change

pas quant on permute les variables.

Considérons une équation de degré n

(x− λ1)(x− λ2)(x− λ3)...(x− λn) = 0,

à n racines réelles ou complexes λ1, λ2, ..., λn ; si nous développons le membre de gauche,

nous obtenons

xn − e1xn−1 + e2x
n−2 − e3xn−3 + e4x

n−4 − e5xn−5 + ...+ (−1)nen = 0,

où e1, e2, ..., en sont des polynômes homogènes et symétriques en λ1, λ2, ..., λn . Pour être

plus rigoureux, on pourra les noter ei(λ1, λ2, ..., λn), ou e(n)i (si on veut seulement préciser

le nombre de racine), ou encore ei(f), fétant le polynôme

(X − λ1)(X − λ2)(X − λ3)...(X − λn).

Ces polynômes ei sont appelés fonctions symétriques élémentaires des racines.

1.5.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.5.2. On appelle k-ième fonction symétrique élémentaire la fonction définie

par

e
(n)
k = ek(λ1, λ2, ..., λn) =

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n , 0 ≤ k ≤ n, (1.5)

avec i1, i2, ..., in = {0, 1}.

Exemple 1.5.3. Pour une équation de degré 2 (n = 2 ; racines λ1 et λ2), on a

e
(2)
k = ek(λ1, λ2) =


e0 = 1

e1 = λ1 + λ2

e2 = λ1λ2.
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Exemple 1.5.4. Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines λ1 et λ2), on a

e
(3)
k = ek(λ1, λ2, λ3) =



e0 = 1

e1 = λ1 + λ2 + λ3

e2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

e3 = λ1λ2λ3.

Proposition 1.5.5. On a les formules suivantes

1) e(n+1)
k = λn+1e

(n)
k−1 + e

(n)
k .

2) e(n)k = λne
(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + ...+ λn−ie

(n−i−1)
k−1 + ...+ λke

(k−1)
k−1 .

Démonstration. 1) En utilisant la relation (1.5), on obtient

λn+1e
(n)
k−1 + e

(n)
k = λn+1

( ∑
i1+i2+...+in=k−1

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n

)
+

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n

=
∑

i1+i2+...+in=k−1

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

1
n+1 +

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

0
n+1

=
∑

i1+i2+...+in+1=k−1+1=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

1
n+1 +

∑
i1+i2+...+in+0=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

0
n+1

=
∑

i1+i2+...+in+1=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

in+1

n+1

= e
(n+1)
k .

2) De la 1ére égalité de la proposition, on écrit e(n)k comme suit

e
(n)
k = λne

(n−1)
k−1 + e

(n−1)
k

= λne
(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + e

(n−2)
k

= λne
(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + λn−2e

(n−3)
k−1 + e

(n−3)
k

= λne
(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + λn−2e

(n−3)
k−1 + ...+ λn−ie

(n−i−1)
k−1 + ...+ λke

(k−1)
k−1 .

�

Proposition 1.5.6. Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se définir

comme les coefficients du développement en série formelle

E(z) =
∞∑
k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + λiz),

avec ek(λ1, λ2, ..., λn) s’annule pour k > n.
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Démonstration. On a

e
(n)
k = ek(λ1, λ2, ..., λn) =

∑
i1+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n avec e

(n)
k = 0 si k > n.

On montrons par récurrence
∞∑
k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + λiz).

Pour n = 2, on a
2∏

i=1

(1 + λiz) = (1 + λ1z)(1 + λ2z)

= 1 + (λ1 + λ2)z + λ1λ2z
2

= e0 + e1z + e2z
2

=
2∑

k=0

ekz
k.

Supposons que la propriété est vraie pour n
n∑

k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + λiz).

Et montrons que la propriété est vraie pour n+ 1

n+1∑
k=0

ekz
k =

n+1∏
i=1

(1 + λiz),

en effet
n+1∏
i=1

(1 + λiz) =
n∏

i=1

(1 + λiz)(1 + λn+1z)

=
n∑

k=0

ekz
k(1 + λn+1z)

=
n∑

k=0

ekz
k + λn+1

n∑
k=0

ekz
k+1

=
n∑

k=0

ekz
k + λn+1

n+1∑
k=1

ek−1z
k

=
n∑

k=0

ekz
k + λn+1

n+1∑
k=0

ek−1z
k

=
∑
k≥0

e
(n)
k zk + λn+1

∑
k≥0

e
(n+1)
k−1 zk

=
∑
k≥0

(e
(n)
k + λn+1e

(n+1)
k−1 )zk

=
∑
k≥0

e
(n+1)
k zk
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n+1∏
i=1

(1 + λiz) =
n+1∑
k=0

ekz
k.

�

1.5.2 Fonctions symétriques complètes

Définition 1.5.7. On définit également les fonctions symétriques complètes des racines

de la façon suivante

h
(n)
k = hk(λ1, λ2, ..., λn) =

∑
i1+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n , (1.6)

avec i1, i2, ..., in ≥ 0.

Exemple 1.5.8. Pour une équation de degré 2 (n = 2 ; racines λ1 et λ2 ), on a

h
(2)
k = hk(λ1, λ2) =



h0 = 1

h1 = λ1 + λ2

h2 = λ21 + λ1λ2 + λ22

h3 = λ31 + λ21λ2 + λ1λ
2
2 + λ32

...

Exemple 1.5.9. Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines λ1, λ2 et λ3), on a

h
(3)
k = hk(λ1, λ2, λ3) =



h0 = 1

h1 = λ1 + λ2 + λ3

h2 = λ21 + λ22 + λ23 + λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

h3 = λ31 + λ32 + λ33 + λ21λ2 + λ21λ3 + λ22λ1 + λ22λ3 + λ23λ1 + λ23λ2 + λ1λ2λ3
...

Proposition 1.5.10. On a les formules suivantes

1) h(n+1)
k = λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k .

2) h(n+1)
k = λkn+1 + λk−1n+1h

(n)
1 + λk−2n+1h

(n)
2 + λk−3n+1h

(n)
3 + ...+ λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k .
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Démonstration. 1) En utilisant la relation (1.6), on obtient

λn+1h
(n+1)
k−1 + h

(n)
k = λn+1

∑
i1+...+in+1=k−1

λi11 ...λ
in
n λ

in+1

n+1 +
∑

i1+...+in+1=k

λi11 ...λ
in
n

=
∑

i1+...+in+in+1=k−1

λi11 ...λ
in
n λ

in+1

n+1λn+1 +
∑

i1+...+in=k

λi11 ...λ
in
n λ

0
n+1

=
∑

i1+...+in+in+1+1=k−1+1=k

λi11 ...λ
in
n λ

in+1+1
n+1 +

∑
i1+...+in+0=k

λi11 ...λ
in
n λ

0
n+1

=
∑

i1+...+in+(in+1+1)=k

λi11 ...λ
in
n λ

in+1+1
n+1 +

∑
i1+...+in+0=k

λi11 ...λ
in
n λ

0
n+1,

on a in+1 ≥ 0 donc in+1 + 1 ≥ 1, supposons i′n+1 = in+1 + 1∨ 0 alors i′n+1 ≥ 0 donc

λn+1h
(n+1)
k−1 + h

(n)
k =

∑
i1+...+in+i′n+1=k

λi11 ...λ
in
n λ

i′n+1

n+1

= h
(n+1)
k .

2) De la 1ére égalité de la proposition, on écrit h(n+1)
k comme suit

h
(n+1)
k = λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k

= λn+1(λn+1h
(n+1)
k−2 + h

(n)
k−1) + h

(n)
k

= λ2n+1h
(n+1)
k−2 + λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k

= λ3n+1h
(n+1)
k−3 λ2n+1h

(n+1)
k−2 + λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k

...

= λin+1h
(n+1)
k−1 + λi−1n+1h

(n)
k−(i−1) + ...+ λ2n+1h

(n)
k−2 + λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k , i < k

...

= λkn+1 + λk−1n+1h
(n)
1 + λk−2n+1h

(n)
2 + λk−3n+1h

(n)
3 + ...+ λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k .

�

Proposition 1.5.11. On peut également définir les k-ièmes fonctions complètes comme

les coefficients du développement en série formelle

H(z) =
∑
k≥0

hkz
k =

∏
i≥1

(1− λiz)−1.

Démonstration. On a

h
(n)
k = hk(λ1, λ2, ..., λn) =

∑
i1+i2+...+in

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n .
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Pour n = 2 on a ∑
k≥0

h
(2)
k zk = h

(2)
0 + h

(2)
1 z + h

(2)
2 z2 + ...

= 1 + (λ1 + λ2)z + (λ21 + λ1λ2 + λ22)z
2 + ...

= (1 + λ1z + λ21z
2 + ...)(1 + λ2z + λ22z

2 + ...)

=

(∑
k≥0

(λ1z)k

)(∑
k≥0

(λ2z)k

)

=
1

(1− λ1z)(1− λ2z)

=
1

2∏
i=1

(1− λiz)

.

Supposons que la propriété est vraie pour n∑
k≥0

h
(n)
k zk =

n∏
i=1

(1− λiz)−1.

Et montrons que la propriété est vraie pour n+ 1∑
k≥0

h
(n+1)
k zk =

n+1∏
i=1

(1− λiz)−1,

en effet

h
(n+1)
k = λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k ,

alors ∑
k≥0

h
(n+1)
k zk =

∑
k≥0

(λn+1h
(n+1)
k−1 + h

(n)
k )zk

= λn+1

∑
k≥0

h
(n+1)
k−1 zk +

∑
k≥0

h
(n)
k zk

= λn+1

∑
k≥1

h
(n+1)
k−1 zk +

∑
k≥0

h
(n)
k zk

= λn+1z
∑
k≥0

h
(n+1)
k−1 zk +

∑
k≥0

h
(n)
k zk

= λn+1z

n+1∏
i=1

(1− λiz)−1 +
n∏

i=1

(1− λiz)−1

=
λn+1z + (1− λn+1z)

n+1∏
i=1

(1− λiz)

=
1

n+1∏
i=1

(1− λiz)

.

�
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1.5.3 Quelques Propriétés

A partir de la matrice Mn donnée dans le paragraphe 1.4 par la relation (1.4) et

d’après la définition 1.5.7 on peut donner la définition suivante des fonctions symétriques.

Définition 1.5.12. Considérons l’alphabet P = {p1, p2}, et on définit la fonction symé-

trique Sn qui lui est associée par

Sn(P ) = Sn(p1 + p2) =
pn+1
1 − pn+1

2

p1 − p2
,

avec

S0(P ) = h0 = 1

S1(P ) = h1 = p1 + p2

S2(P ) = h2 = p21 + p1p2 + p22

S3(P ) = h3 = p31 + p1p
2
2 + p2p

2
1 + p32

S4(P ) = h4 = p41 + p31p2 + p21p
2
2 + p1p

3
2 + p42

...

Définition 1.5.13. Étant donnés deux ensembles indéterminés A et B (dits alphabets),

on note Sj(A−B) les coefficients de la série rationnelle∏
b∈B

(1− zb)∏
a∈A

(1− za)
=
∞∑
j=0

Sj(A−B)zj. (1.7)

Lemme 1.5.14. Soit A,B deux alphabets, A est de cardinal 1, on a

Sj+k(x−B) = xkSj(x−B),

pour k ∈ N .

Proposition 1.5.15. Si A = {x}, alors∏
b∈B

(1− bz)

(1− xz)
= 1 + ...+ zj−1Sj−1(x−B) + zj

Sj(x−B)

(1− xz)
.

Démonstration. De (1.7), on a∏
b∈B

(1− bz)

(1− xz)
=
∞∑
j=0

Sj(x−B)zj,
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et
∞∑
j=0

Sj(x−B)zj = 1 + ...+ Sj−1(x−B)zj−1 + Sj(x−B)zj + Sj+1(x−B)zj+1 + ...

= 1 + ...+ Sj−1(x−B)zj−1 + zj(Sj(x−B) + Sj+1(x−B)z + ...)

= 1 + ...+ Sj−1(x−B)zj−1 + zj(Sj(x−B) + xSj(x−B)z + ...)

= 1 + ...+ Sj−1(x−B)zj−1 + zjSj(x−B)(1 + xz + x2z2 + ...)

= 1 + ...+ Sj−1(x−B)zj−1 + zj
Sj(x−B)

(1− xz)
,

alors, ce qui donne∏
b∈B

(1− bz)

(1− xz)
= 1 + ...+ zj−1Sj−1(x−B) + zj

Sj(x−B)

(1− xz)
.

�

Remarque 1.5.16. La définition 1.5.13 implique la convention

Sj(A−B) = 0,

pour j < 0.

Remarque 1.5.17. En prenant A = ∅ dans (1.7) nous obtenons

∏
b∈B

(1− zb) =
∞∑
j=0

Sj(−B)zj.

Proposition 1.5.18. Considérons successivement le cas A = ∅ et B = ∅, on obtient la

factorisation
∞∑
j=0

Sj(A−B)zj =
∞∑
j=0

Sj(A)zj
∞∑
j=0

Sj(−B)zj. (1.8)

c’est-à-dire

Sn(A−B) =
n∑

k=0

Sn−k(A)Sk(−B).

Remarque 1.5.19. Si A = B d’après (1.7) et (1.8) s’écrit

1 =
∞∑
j=0

Sj(A)zj
∞∑
j=0

Sj(−A)zj,

alors ∞∑
j=0

Sj(A)zj =
1

∞∑
j=0

Sj(−A)zj
.
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Proposition 1.5.20. Soit A = x on a

Sn(x−B) = xnS0(−B) + xn−1S1(−B) + ...+ Sn(−B),

Sj(−B) sont les coefficients du polynôme Sn(x−B) pour 0 ≤ j ≤ n.

Démonstration. On a

Sn(x−B) =
n∑

k=0

Sn−k(x)Sk(−B)

=
n∑

k=0

xn−kSk(−B)

= xnS0(−B) + xn−1S1(−B) + ...+ Sn(−B).

�

Remarque 1.5.21. Ceux sont donc au signe prés les fonctions symétriques élémentaires

de l’alphabet B, qui sont nuls pour j ≥ n, c’est-à-dire Sj(−B) = 0 pour j ≥ n.

En particulier, lorsque B = {b, b, ..., b} (on note B = nb), on a Sn(x− nb) = (x− b)n.



Chapitre 2

Théorème principal et applications

Dans ce chapitre nous montrons comment l’action des opérateurs δ−kp1p2
sur la série

∞∑
j=0

ajp
j
1z

j ce qui nous permet d’obtenir une autre approche des nombres de Fibonacci, et

d’autre résultats sur les polynômes de Tchebychev de première et deuxième espèce

2.1 Définitions et Notations

Définition 2.1.1. Nous définissons l’opérateur δ−kp1p2
par

δ−kp1p2
g(p1) =

pk2g(p1)− pk1g(p2)

(p1p2)k(p1 − p2)
. (2.1)

Définition 2.1.2. Pour tout couple (xi, xi+1) nous pouvons associer la différence divisée

∂xixi+1
définie par

∂xixi+1
(g) =

g(x1, ..., xi, xi+1, ..., xn)− g(x1, ..., xi+1, xi, ..., xn)

xi − xi+1

.

Proposition 2.1.3. Soit P = {p1, p2}, on définit l’opérateur δ−kp1p2
par

δ−kp1p2
g(p1) =

−Sk−1(P )

(p1p2)k
g(p1) +

pk1
(p1p2)k

∂p1p2g(p1), ∀k ∈ N.

Démonstration. D’après la définition de δ−kp1p2
, on a

δ−kp1p2
g(p1) =

pk2g(p1)− pk1g(p2)

(p1p2)k(p1 − p2)

=
pk2g(p1)− pk1g(p1) + pk1g(p1)− pk1g(p2)

(p1p2)k(p1 − p2)

28
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δ−kp1p2
g(p1) =

−g(p1)

(p1p2)k
(pk1 − pk2)

(p1 − p2)
+

pk1
(p1p2)k

g(p1)− g(p2)

(p1 − p2)

=
−Sk−1(P )

(p1p2)k
g(p1) +

pk1
(p1p2)k

∂p1p2g(p1).

�

2.2 Théorème Principale

Théorème 2.2.1. Étant donné un alphabet P = {p1, p2} et deux séries
∞∑
j=0

ajz
j et

∞∑
j=0

bjz
j

tel que

(
∞∑
j=0

ajz
j

)(
∞∑
j=0

bjz
j

)
= 1, alors

∞∑
j=0

bjSk+j−1(P )zj(
∞∑
j=0

bjp
j
1z

j

)(
∞∑
j=0

bjp
j
2z

j

) =
k−1∑
j=0

ajp
j
1p

j
2Sk−j−1(P )zj−pk1pk2zk+1

∞∑
j=0

aj+k+1Sj(P )zj. (2.2)

Démonstration. L’action de l’opérateur δ−kp1p2
sur la série g(p1) =

(
∞∑
j=0

ajp
j
1z

j

)
donne

le premier membre de l’égalité (2.2), en effet

δ−kp1p2
g(p1) = δ−kp1p2

(
∞∑
j=0

ajp
j
1z

j

)

=
−Sk−1(P )

(p1p2)k

(
∞∑
j=0

ajp
j
1z

j

)
+

pk1
(p1p2)k

∂p1p2

(
∞∑
j=0

ajp
j
1z

j

)

=
−Sk−1(P )

(p1p2)k
1

∞∑
j=0

bjp
j
1z

j

+
pk1

(p1p2)k
∂p1p2

1
∞∑
j=0

bjp
j
1z

j

=
1

pk1p
k
2


−
∞∑
j=0

bjp
j
2Sk−1(P )zj +

pk1
p1−p2

∞∑
j=0

bj(p
j
2 − p

j
1)z

j(
∞∑
j=0

bjp
j
1z

j

)(
∞∑
j=0

bjp
j
2z

j

)


=
−1

pk1p
k
2


∞∑
j=0

bj

(
pj2

pk1−pk2
p1−p2 + pk1

pj1−p
j
2

p1−p2

)
zj(

∞∑
j=0

bjp
j
1z

j

)(
∞∑
j=0

bjp
j
2z

j

)
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δ−kp1p2
g(p1) =

−1

pk1p
k
2


∞∑
j=0

bj

(
pk+j
1 −pk+j

2

p1−p2

)
zj(

∞∑
j=0

bjp
j
1z

j

)(
∞∑
j=0

bjp
j
2z

j

)


=
−1

pk1p
k
2


∞∑
j=0

bjSk+j−1(P )zj(
∞∑
j=0

bjp
j
1z

j

)(
∞∑
j=0

bjp
j
2z

j

)
 .

En remplaçant la série g(p1) =

(
∞∑
j=0

ajp
j
1z

j

)
dans la formule (2.1),on obtient le second

membre de la formule (2.2)

δ−kp1p2
g(p1) = δ−kp1p2

(
∞∑
j=0

ajp
j
1z

j

)

=

pk2

(
∞∑
j=0

ajp
j
1z

j

)
− pk1

(
∞∑
j=0

ajp
j
2z

j

)
(p1p2)k(p1 − p2)

=
1

pk1p
k
2

(
∞∑
j=0

aj
pk2p

j
1 − pk1p

j
2

p1 − p2
zj

)

=
1

pk1p
k
2

(
k−1∑
j=0

aj
pk2p

j
1 − pk1p

j
2

p1 − p2
zj +

∞∑
j=k+1

aj
pk2p

j
1 − pk1p

j
2

p1 − p2
zj

)

=
−1

pk1p
k
2

(
k−1∑
j=0

ajp
j
1p

j
2Sk−j−1(P )zj − pk1pk2zk+1

∞∑
j=0

aj+k+1Sj(P )zj

)
,

d’où l’égalité (2.2)

∞∑
j=0

bjSk+j−1(P )zj(
∞∑
j=0

bjp
j
1z

j

)(
∞∑
j=0

bjp
j
2z

j

) =
k−1∑
j=0

ajp
j
1p

j
2Sk−j−1(P )zj − pk1pk2zk+1

∞∑
j=0

aj+k+1Sj(P )zj.

�
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2.3 Applications

2.3.1 Le cas
1

1− z
=
∞∑
j=0

zj

Corollaire 2.3.1. Étant donné un alphabet P = {p1, p2} et k un entier naturel, alors

Sk−1(P )− Sk(P )z

(1− p1z)(1− p2z)
=

k−1∑
j=0

pj1p
j
2Sk−j−1(P )zj − pk1pk2zk+1

∞∑
j=0

Sj(P )zj.

1) Si k = 1, le corollaire 2.3.1 s’écrit comme suit

S0(P )− S1(P )z

(1− p1z)(1− p2z)
= 1− p1p2z2

∞∑
j=0

Sj(P )zj,

mais comme S0(P ) = 1 et S1(P ) = p1 + p2, alors

1− (p1 + p2)z

(1− p1z)(1− p2z)
= 1− p1p2z2

∞∑
j=0

Sj(P )zj,

ce qui donne
∞∑
j=0

Sj(P )zj =
1

(1− p1z)(1− p2z)

=
1

1− (p1 + p2)z + p1p2z2
. (2.3)

a- En remplaçant p2 par (−p2) dans la formule (2.3), on trouve

∞∑
j=0

Sj(p1 + [−p2])zj =
1

1− (p1 − p2)z − p1p2z2
. (2.4)

On pose p1 − p2 = 1

p1p2 = 1

la formule (2.4) devient

∞∑
j=0

Sj(p1 + [−p2])zj =
1

1− z − z2

=
∞∑
j=0

Fjz
j,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Fj = Sj(p1 + [−p2])
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b- En remplaçant p1 par (2p1) et p2 par (−2p2) dans la formule (2.3), on trouve

∞∑
j=0

Sj(2p1 + [−2p2])z
j =

1

1− 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2
. (2.5)

On pose 4p1p2 = −1, la formule (2.5) devient

∞∑
j=0

Sj(2p1 + [−2p2])z
j =

1

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
∞∑
j=0

Uj(p1 − p2)zj (2.6)

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les polynôme de Tche-

bychev de deuxième espèce tel que

Uj(p1 − p2) = Sj(2p1 + [−2p2]).

De la formule (2.6) nous pouvons déduire

∞∑
j=0

[Sj(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj−1(2p1 + [−2p2])] z
j =

1− (p1 − p2)z
1− 2(p1 − p2)z + z2

=
∞∑
j=0

Tj(p1 − p2)zj (2.7)

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynôme de Tcheby-

chev de première espèce

Tj(p1 − p2) = Sj(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj−1(2p1 + [−2p2])

2) Si k = 2, le corollaire 2.3.1 s’écrit alors

S1(P )− S2(P )z

(1− p1z)(1− p2z)
= S1(P ) + p1p2S0(P )z − p21p22z3

∞∑
j=0

Sj(P )zj,

avec S0(P ) = 1, S1(P ) = p1 + p2 et S2(P ) = p21 + p1p2 + p22, alors

−p21p22z3
∞∑
j=0

Sj(P )zj =
S1(P )− S2(P )z

(1− p1z)(1− p2z)
− S1(P )− p1p2S0(P )z

=
S1(P )− S2(P )z − (S1(P ) + p1p2S0(P )z)(1− p1z)(1− p2z)

(1− p1z)(1− p2z)

=
(p1 + p2)− (p21 + p1p2 + p22)z − ((p1 + p2) + p1p2z)(1− p1z)(1− p2z)

(1− p1z)(1− p2z)
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−p21p22z3
∞∑
j=0

Sj(P )zj =
p1 + p2 − p21z − p1p2z − p22z − p1 − p2 − p1p2z + p21z + p1p2z

(1− p1z)(1− p2z)

+
p21p2z

2 + p1p2z + p22z + p1p
2
2z

2 − p21p2z2 − p1p22z2 − p21p22z3

(1− p1z)(1− p2z)

=
−p21p22z3

(1− p1z)(1− p2z)
,

et par suite
∞∑
j=0

Sj(P )zj =
−p31p32z4

(1− p1z)(1− p2z)(−p31p32z4)

=
1

(1− p1z)(1− p2z)
.

D’autre part, on a
∞∑
j=0

Sj(P )zj = S0(P ) +
∞∑
j=1

Sj(P )zj

= S0(P ) + z
∞∑
j=0

Sj+1(P )zj,

ce qui implique

z
∞∑
j=0

Sj+1(P )zj =
∞∑
j=0

Sj(P )zj − S0(P )

=
1

(1− p1z)(1− p2z)
− 1,

Alors
∞∑
j=0

Sj+1(P )zj =
1

(1− p1z)(1− p2z)z
− 1

z

=
1− (1− p1z)(1− p2z)

(1− p1z)(1− p2z)z

=
1− (1− p1z − p2z + p1p2z

2)

(1− p1z)(1− p2z)z

=
1− 1 + p1z + p2z − p1p2z2

(1− p1z)(1− p2z)z

=
p1z + p2z − p1p2z2

(1− p1z)(1− p2z)z

=
p1 + p2 − p1p2z

(1− p1z)(1− p2z)

=
p1 + p2 − p1p2z

1− (p1 + p2)z + p1p2z2
. (2.8)

a- En remplaçant p2 par (−p2) dans la formule (2.8), on trouve
∞∑
j=0

Sj+1(p1 + [−p2])zj =
p1 − p2 + p1p2z

1− (p1 − p2)z − p1p2z2
(2.9)
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On pose p1 − p2 = 1

p1p2 = 1

la formule (2.9) devient
∞∑
j=0

Sj+1(p1 + [−p2])zj =
1 + z

1− z − z2

= (1 + z)
∞∑
j=0

Fjz
j,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Sj+1(p1 + [−p2]) = (1 + z)Fj.

b- En remplaçant p1 par (2p1) et p2 par (−2p2) dans la formule (2.8), on trouve
∞∑
j=0

Sj+1(2p1 + [−2p2])z
j =

2(p1 − p2) + 4p1p2z

1− 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2
(2.10)

On pose 4p1p2 = −1, la formule(2.10) devient
∞∑
j=0

Sj+1(2p1 + [−2p2])z
j =

2(p1 − p2)− z
1− 2(p1 − p2)z + z2

= (2(p1 − p2)− z)
∞∑
j=0

Uj(p1 − p2)zj,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les polynôme de Tche-

bychev de dexième espèce tel que

Sj+1(2p1 + [−2p2]) = (2(p1 − p2)− z)Uj(p1 − p2).

De la formule(2.7) nous pouvons déduire
∞∑
j=0

Tj+1(p1 − p2)zj =
∞∑
j=0

[Sj+1(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj(2p1 + [−2p2])]z
j

=
∞∑
j=0

Sj+1(2p1 + [−2p2])z
j − (p1 − p2)

∞∑
j=0

Sj(2p1 + [−2p2])z
j

=
2(p1 − p2)− z

1− 2(p1 − p2)z + z2
− (p1 − p2)

1

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
p1 − p2 − z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
p1 − p2 − z

1− (p1 − p2)z
.

1− (p1 − p2)z
1− 2(p1 − p2)z + z2

=
(p1 − p2)− z
1− (p1 − p2)z

∞∑
j=0

Tj(p1 − p2)zj,
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ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynôme de chebychev

de première espèce tel que

Sj+1(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj(2p1 + [−2p2]) =
(p1 − p2)− z
1− (p1 − p2)z

Tj(p1 − p2).

3) Si k = 3, le corollaire 2.3.1 s’écrit alors

S2(P )− S3(P )z

(1− p1z)(1− p2z)
= S2(P ) + p1p2S1(P )z + p21p

2
2S0(P )z2 − p31p32z4

∞∑
j=0

Sj(P )zj,

avec S0(P ) = 1, S1(P ) = p1 + p2, S2(P ) = p21 + p1p2 + p22

et S3(P ) = p31 + p1p
2
2 + p21p2 + p32, alors

−p31p32z4
∞∑
j=0

Sj(P )zj =
S2(P )− S3(P )z

(1− p1z)(1− p2z)
− S2(P )− p1p2S1(P )z − p21p22S0(P )z2

=
S2(P )− S3(P )z − S2(P )(1− p1z − p2z + p1p2z

2)

(1− p1z)(1− p2z)

− p1p2S1(P )z(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

− p21p
2
2S0(P )z2(1− p1z − p2z + p1p2z

2)

(1− p1z)(1− p2z)

=
(p21 + p1p2 + p22)− (p31 + p1p

2
2 + p21p2 + p32)z

(1− p1z)(1− p2z)

− (p21 + p1p2 + p22)(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

− p1p2(p1 + p2)z(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

− p21p
2
2z

2(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

=
p21 + p1p2 + p22 − p31z − p1p22z − p21p2z − p32z − p21 − p1p2

(1− p1z)(1− p2z)

− p22 − p21p2z − p1p22z − p32z − p31z − p21p2z − p1p22z
(1− p1z)(1− p2z)

− p31p2z
2 + p21p

2
2z

2 + p1p
3
2z

2 + p21p2z + p1p
2
2z

(1− p1z)(1− p2z)

+
p31p2z

2 + p21p
2
2z

2 + p21p
2
2z

2 + p1p
3
2z

2 − p31p22z3

(1− p1z)(1− p2z)

− p21p
3
2z

3 + p21p
2
2z

2 − p31p22z3 − p21p32z3 + p31p
3
2z

4

(1− p1z)(1− p2z)

=
−p31p32z4

(1− p1z)(1− p2z)
,
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et par suite
∞∑
j=0

Sj(P )zj =
−p31p32z4

(1− p1z)(1− p2z)(−p31p32z4)

=
1

(1− p1z)(1− p2z)
.

D’autre part, on a
∞∑
j=0

Sj(P )zj = S0(P ) +
∞∑
j=1

Sj(P )zj

= S0(P ) + S1(P )z +
∞∑
j=0

Sj+2(P )zj+2

= S0(P ) + S1(P )z + z2
∞∑
j=0

Sj+2(P )zj,

ce qui implique

z2
∞∑
j=0

Sj+2(P )zj =
∞∑
j=0

Sj(P )zj − S0(P )− S1(P )z

=
1

(1− p1z)(1− p2z)
− 1− p1z − p2z,

alors
∞∑
j=0

Sj+2(P )zj =
1

(1− p1z)(1− p2z)z2
− 1 + p1z + p2z

z2

=
1− (1 + p1z + p2z)(1− p1z)(1− p2z)

(1− p1z)(1− p2z)z2

=
1− (1 + p1z + p2z)(1− p1z − p2z + p1p2z

2)

(1− p1z)(1− p2z)z2

=
1− 1− p1z − p2z + p1z + p21z

2 + p1p2z
2 + p2z

(1− p1z)(1− p2z)z2

+
p1p2z

2 + p22z
2 − p1p2z2 − p21p2z3 − p1p22z3

(1− p1z)(1− p2z)z2

=
p21z

2 + p22z
2 + p1p2z

2 − p21p2z3 − p1p22z3

(1− p1z)(1− p2z)z2

=
p21 + p22 + p1p2 − p21p2z − p1p22z

(1− p1z)(1− p2z)

=
p21 + p22 + p1p2 − p21p2z − p1p22z

1− (p1 + p2)z + p1p2z2
. (2.11)

a- En remplaçant p2 par (−p2) dans la formule (2.11), on trouve
∞∑
j=0

Sj+2(p1 + [−p2])zj =
p21 + p22 − p1p2 + p21p2z − p1p22z

1− (p1 − p2)z − p1p2z2

=
(p1 − p2)2 + p1p2 + p1p2(p1 − p2)z

1− (p1 − p2)z − p1p2z2
(2.12)
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On pose p1 − p2 = 1

p1p2 = 1

la formule(2.12) devient

∞∑
j=0

Sj+2(p1 + [−p2])zj =
1 + 1 + z

1− z − z2

=
2 + z

1− z − z2

= (2 + z)
∞∑
j=0

Fjz
j,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Sj+2(p1 + [−p2]) = (2 + z)Fj.

b- En remplaçant p1 par (2p1) et p2 par (−2p2) dans la formule(2.11), on trouve

∞∑
j=0

Sj+2(2p1 + [−2p2])z
j =

(2p1 − 2p2)
2 + 4p1p2 + 4p1p2(2p1 − 2p2)z

1− 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

=
4(p1 − p2)2 + 4p1p2 + 8p1p2(p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

=
4(p21 + p22 − 2p1p2) + 4p1p2 + 8p1p2(p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

=
4p21 + 4p22 − 8p1p2 + 4p1p2 + 8p1p2(p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2
(2.13)

On pose 4p1p2 = −1, la formule (2.13) devient

∞∑
j=0

Sj+2(2p1 + [−2p2])z
j =

4p21 + 4p22 + 2− 1− 2(p1 − p2)z
1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4p21 + 4p22 + 1− 2(p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

= (4p21 + 4p22 + 1− 2(p1 − p2)z)
∞∑
j=0

Uj(p1 − p2)zj,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les polynômes de Tche-

bychev de deuxième espèce tel que

Sj+2(2p1 + [−2p2]) = (4p21 + 4p22 + 1− 2(p1 − p2)z)Uj(p1 − p2).
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De la formule (2.7) nous pouvons déduire

∞∑
j=0

Tj+2(p1 + [−p2])zj =
∞∑
j=0

[Sj+2(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj+1(2p1 + [−2p2])]z
j

=
∞∑
j=0

Sj+2(2p1 + [−2p2])z
j − (p1 − p2)

∞∑
j=0

Sj+1(2p1 + [−2p2])z
j

=
4p21 + 4p22 + 1− 2(p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z + z2
− (p1 − p2)

2(p1 − p2)− z
1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4p21 + 4p22 + 1− 2(p1 − p2)z − 2(p1 − p2)2 + (p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4p21 + 4p22 + 1− (p1 − p2)z − 2p21 − 2p22 + 4p1p2

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 + 4p1p2 + 1− (p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 − 1 + 1− (p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 − (p1 − p2)z
1− 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 − (p1 − p2)z

1− (p1 − p2)z
.

1− (p1 − p2)z
1− 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 − (p1 − p2)z

1− (p1 − p2)z

∞∑
j=0

Tj(p1 − p2)zj,

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynômes de Tcheby-

chev de première espèce tel que

Sj+2(2p1+[−2p2])−(p1−p2)Sj+1(2p1+[−2p2]) =
2p21 + 2p22 − (p1 − p2)z

1− (p1 − p2)z
Tj(p1−p2).

4) Si k = 4, le corollaire 2.3.1 s’écrit alors

S3(P )− S4(P )z

(1− p1z)(1− p2z)
=

3∑
j=0

pj1p
j
2S3−j(P )zj − p41p42z5

∞∑
j=0

Sj(P )zj,

avec S0(P ) = 1, S1(P ) = p1 + p2, S2(P ) = p21 + p1p2 + p22,

S3(P ) = p31 + p1p
2
2 + p21p2 + p32 et S4(P ) = p41 + p31p2 + p21p

2
2 + p1p

3
2 + p42, alors

−p41p42z5
∞∑
j=0

Sj(P )zj =
S3(P )− S4(P )z

(1− p1z)(1− p2z)
−

3∑
j=0

pj1p
j
2S3−j(P )zj

=
p31 + p32 + p1p

2
2 + p21p2 − (p41 + p42 + p31p2 + p1p

3
2 + p21p

2
2)z

(1− p1z)(1− p2z)

− S3(P )− p1p2S2(P )z − p21p22S1(P )z2 − p31p32S0(P )z3
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−p41p42z5
∞∑
j=0

Sj(P )zj =
p31 + p32 + p1p

2
2 + p21p2 − p41z − p42z − p31p2z − p1p32z − p21p22z

(1− p1z)(1− p2z)

− (S3(P )− p1p2S2(P )z)(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

− (p21p
2
2S1(P )z2 + p31p

3
2S0(P )z3)(1− p1z − p2z + p1p2z

2)

(1− p1z)(1− p2z)

=
p31 + p32 + p1p

2
2 + p21p2 − p41z − p42z − p31p2z − p1p32z − p21p22z

(1− p1z)(1− p2z)

− (p31 + p32 + p1p
2
2 + p21p2)(1− p1z − p2z + p1p2z

2)

(1− p1z)(1− p2z)

+
(p1p2(p

2
1 + p1p2 + p22)z)(1− p1z − p2z + p1p2z

2)

(1− p1z)(1− p2z)

+
(p21p

2
2(p1 + p2)z

2 + p31p
3
2z

3)(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

=
p31 + p32 + p1p

2
2 + p21p2 − p41z − p42z − p31p2z − p1p32z − p21p22z

(1− p1z)(1− p2z)

− (p31 + p32 + p1p
2
2 + p21p2 + p31p2z)(1− p1z − p2z + p1p2z

2)

(1− p1z)(1− p2z)

+
(p21p

2
2z + p1p

3
2z + p31p

2
2z

2)(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

+
(p21p

3
2z

2 + p31p
3
2z

3)(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

=
p31 + p32 + p1p

2
2 + p21p2 − p41z − p42z − p31p2z − p1p32z − p21p22z

(1− p1z)(1− p2z)

− p31 + p32 + p1p
2
2 + p21p2 + p31p2z + p21p

2
2z + p1p

3
2z + p31p

2
2z

2

(1− p1z)(1− p2z)

− p21p
3
2z

2 + p31p
3
2z

3 − p41z − p1p32z − p21p22z − p31p2z − p41p2z2

(1− p1z)(1− p2z)

+
p31p

2
2z

2 + p21p
3
2z

2 + p41p
2
2z

3 + p31p
3
2z

3 + p41p
3
2z

4 + p31p2z

(1− p1z)(1− p2z)

+
p42z + p1p

3
2z + p21p

2
2z + p31p

2
2z

2 + p21p
3
2z

2 + p1p
4
2z

2 + p31p
3
2z

3

(1− p1z)(1− p2z)

+
p21p

4
2z

3 + p31p
4
2z

4 − p41p2z2 − p1p42z2 − p21p32z2 − p31p22z2

(1− p1z)(1− p2z)

− p41p
2
2z

3 + p31p
3
2z

3 + p21p
4
2z

3 + p41p
3
2z

4 + p31p
4
2z

4 + p41p
4
2z

5

(1− p1z)(1− p2z)

=
−p41p42z5

(1− p1z)(1− p2z)
,
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et par suite

∞∑
j=0

Sj(P )zj =
−p41p42z5

(1− p1z)(1− p2z)(−p41p42z5)

=
1

(1− p1z)(1− p2z)
.

D’autre part, on a

∞∑
j=0

Sj(P )zj = S0(P ) + S1(P )z + S2(P )z2 +
∞∑
j=0

Sj+3(P )zj+3

= 1 + (p1 + p2)z + (p21 + p1p2 + p22)z
2 + z3

∞∑
j=0

Sj+3(P )zj

= 1 + p1z + p2z + p21z
2 + p1p2z

2 + p22z
2 + z3

∞∑
j=0

Sj+3(P )zj,

ce qui implique

z3
∞∑
j=0

Sj+3(P )zj =
∞∑
j=0

Sj(P )zj − 1− p1z − p2z − p21z2 − p1p2z2 − p22z2

=
1

(1− p1z)(1− p2z)
− (1 + p1z + p2z)(1− p1z)(1− p2z)

(1− p1z)(1− p2z)

+
(p21z

2 + p1p2z
2 + p22z

2)(1− p1z)(1− p2z)

(1− p1z)(1− p2z)

=
1− (1 + p1z + p2z + p21z

2 + p1p2z
2 + p22z

2)(1− p1z − p2z + p1p2z
2)

(1− p1z)(1− p2z)

=
1− 1− p1z − p2z − p21z2 − p1p2z2 − p22z2 + p1z + p21z

2 + p1p2z
2

(1− p1z)(1− p2z)

+
p31z

3 + p21p2z
3 + p1p

2
2z

3 + p2z + p1p2z
2 + p22z

2 + p21p2z
3 + p1p

2
2z

3

(1− p1z)(1− p2z)

+
p32z

3 − p1p2z2 − p21p2z3 − p1p22z3 − p31p2z4 − p21p22z4 − p1p32z4

(1− p1z)(1− p2z)

=
p31z

3 + p32z
3 + p21p2z

3 + p1p
2
2z

3 − p31p2z4 − p21p22z4 − p1p32z4

(1− p1z)(1− p2z)
,

alors
∞∑
j=0

Sj+3(P )zj =
p31z

3 + p32z
3 + p21p2z

3 + p1p
2
2z

3 − p31p2z4 − p21p22z4 − p1p32z4

(1− p1z)(1− p2z)z3

=
p31 + p32 + p21p2 + p1p

2
2 − p31p2z − p21p22z − p1p32z

(1− p1z)(1− p2z)

=
p31 + p32 + p21p2 + p1p

2
2 − p31p2z − p21p22z − p1p32z

1− (p1 + p2)z + p1p2z2
. (2.14)
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a- En remplaçant p2 par (−p2) dans la formule (2.14), on trouve
∞∑
j=0

Sj+3(p1 + [−p2])zj =
p31 − p32 − p21p2 + p1p

2
2 + p31p2z − p21p22z + p1p

3
2z

1− (p1 − p2)z − p1p2z2

=
(p1 − p2)3 + 3p1p2(p1 − p2)− p1p2(p1 − p2) + p1p2(p

2
1 − p1p2 + p22)z

1− (p1 − p2)z − p1p2z2

=
(p1 − p2)3 + 3p1p2(p1 − p2)− p1p2(p1 − p2) + p1p2((p1 − p2)2 + p1p2)z

1− (p1 − p2)z − p1p2z2

(2.15)

On pose p1 − p2 = 1

p1p2 = 1

la formule (2.15) devient
∞∑
j=0

Sj+3(p1 + [−p2])zj =
1 + 3− 1 + 1(1 + 1)z

1− z − z2

=
3 + 2z

1− z − z2

= (3 + 2z)
∞∑
j=0

Fjz
j,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Sj+3(p1 + [−p2]) = (3 + 2z)Fj.

b- En remplaçant p1 par (2p1) et p2 par (−2p2) dans la formule (2.14), on trouve
∞∑
j=0

Sj+3(2p1+[−2p2])z
j =

8p31 − 8p32 − 8p21p2 + 8p1p
2
2 + 16p31p2z − 16p21p

2
2z + 16p1p

3
2z

1− 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

(2.16)

On pose 4p1p2 = −1, la formule (2.16) devient
∞∑
j=0

Sj+3(2p1 + [−2p2])z
j =

8p31 − 8p32 + 2p1 − 2p2 − 4p21z − z − 4p22z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
8(p31 − p32) + 2(p1 − p2)− (4p21 + 1 + 4p22)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

= (8(p31 − p32) + 2(p1 − p2)− (4p21 + 1 + 4p22)z)
∞∑
j=0

Uj(p1 − p2)zj,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les polynômes de Tche-

bychev de deuxième espèce tel que

Sj+3(2p1 + [−2p2]) = (8(p31 − p32) + 2(p1 − p2)− (4p21 + 1 + 4p22)z)Uj(p1 − p2).
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De la formule (2.7) nous pouvons déduire

∞∑
j=0

Tj+3(p1 − p2)zj =
∞∑
j=0

[Sj+3(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj+2(2p1 + [−2p2)]z
j

=
∞∑
j=0

Sj+3(2p1 + [−2p2])z
j − (p1 − p2)

∞∑
j=0

Sj+2(2p1 + [−2p2)z
j

=
8(p31 − p32) + 2(p1 − p2)− (4p21 + 1 + 4p22)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

− (p1 − p2)
4p21 + 4p22 + 1− 2(p1 − p2)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
8(p31 − p32) + 2(p1 − p2)− (4p21 + 1 + 4p22)z − 4p31

1− 2(p1 − p2)z + z2

+
4p21p2 − 4p1p

2
2 + 4p32 − p1 + p2 + 2(p1 − p2)2z
1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p31 − p32) + (p1 − p2) + 4p21p2 − 4p1p

2
2 − 2p21z − 2p22z − z − 4p1p2z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p31 − p32) + (p1 − p2)− p1 + p2 − 2p21z − 2p22z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p31 − p32)− 2(p21 + p22)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p1 − p2)3 + 12p1p2(p1 − p2)− 2(p21 + p22)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p1 − p2)3 − 3(p1 − p2)− 2(p21 + p22)z

1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p1 − p2)3 − 3(p1 − p2)− 2(p21 + p22)z

1− (p1 − p2)z
.

1− (p1 − p2)z
1− 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p1 − p2)3 − 3(p1 − p2)− 2(p21 + p22)z

1− (p1 − p2)z

∞∑
j=0

Tj(p1 − p2)zj,

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynômes de Tcheby-

chev de première espèce tel que

Sj+3(2p1−2p2)−(p1−p2)Sj+2(2p1−2p2) =
4(p1 − p2)3 − 3(p1 − p2)− 2(p21 + p22)z

1− (p1 − p2)z
Tj(p1−p2).

2.3.2 Le cas
1

1 + z
=
∞∑
j=0

(−1)jzj

Corollaire 2.3.2. Étant donné un alphabet P = {p1, p2} et k un entier naturel, alors

Sk−1(P ) + Sk(P )z

(1 + p1z)(1 + p2z)
=

k−1∑
j=0

(−1)jpj1p
j
2Sk−j−1(P )zj − pk1pk2zk+1

∞∑
j=0

(−1)j+k−1Sj(P )zj.
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1) Si k = 1, le corollaire 2.3.2 s’écrit alors

S0(P ) + S1(P )z

(1 + p1z)(1 + p2z)
= 1− p1p2z2

∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj,

mais comme S0(P ) = 1 et S1(P ) = p1 + p2, alors

1− (p1 + p2)z

(1 + p1z)(1 + p2z)
= 1− p1p2z2

∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj,

ce qui donne
∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj =
1

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
1

1 + (p1 + p2)z + p1p2z2
. (2.17)

a-En remplaçant p2 par (−p2) dans la formule (2.17), on trouve
∞∑
j=0

(−1)jSj(p1 + [−p2])zj =
1

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2
(2.18)

On pose p1 − p2 = 1

p1p2 = 1

la formule (2.18) devient
∞∑
j=0

(−1)jSj(p1 + [−p2])zj =
1

1 + z − z2

=
∞∑
j=0

(−1)jFj.

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Fj = Sj(p1 + [−p2]).

b- En remplaçant p1 par (2p1) et p2 par (−2p2) dans la formule (2.17), on trouve
∞∑
j=0

(−1)jSj(2p1 + [−2p2])z
j =

1

1 + 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2
. (2.19)

On pose 4p1p2 = −1, la formule (2.19) devient
∞∑
j=0

(−1)jSj(2p1 + [−2p2])z
j =

1

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
∞∑
j=0

(−1)jUj(p1 − p2) (2.20)
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la dernière formule représente une fonction génératrice pour les polynôme de Tche-

bychev de deuxième espèce tel que

Uj(p1 − p2) = Sj(2p1 + [−2p2]).

De la formule (2.20) nous pouvons déduire
∞∑
j=0

(−1)j[Sj(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj−1(2p1 + [−2p2])]z
j =

1 + (p1 − p2)z
1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
∞∑
j=0

(−1)jTj(p1 − p2)

(2.21)

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynôme de Tcheby-

chev de première espèce tel que

Tj(p1 − p2) = Sj(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj−1(2p1 + [−2p2]).

2) Si k = 2, le Corollaire 2.3.2 s’écrit alors

S1(P ) + S2(P )z

(1 + p1z)(1 + p2z)
= S1(P )− p1p2S0(P )z − p21p22z3

∞∑
j=0

(−1)j+1Sj(P )zj,

avec S0(P ) = 1, S1(P ) = p1 + p2 et S2(P ) = p21 + p1p2 + p22, alors

p21p
2
2z

3

∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj =
S1(P ) + S2(P )z

(1 + p1z)(1 + p2z)
− S1(P ) + p1p2S0(P )z

=
S1(P ) + S2(P )z − (S1(P )− p1p2S0(P )z)(1 + p1z)(1 + p2z)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
(p1 + p2) + (p21 + p1p2 + p22)z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− ((p1 + p2)− p1p2z)(1 + p1z)(1 + p2z)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p1 + p2 + p21z + p1p2z + p22z − p1 − p2 + p1p2z − p21z − p1p2z

(1 + p1z)(1 + p2z)

+
p21p2z

2 − p1p2z − p22z + p1p
2
2z

2 − p21p2z2 − p1p22z2 + p21p
2
2z

3

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p21p

2
2z

3

(1 + p1z)(1 + p2z)
,

et par suite
∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj =
p31p

3
2z

4

(1 + p1z)(1 + p2z)(p31p
3
2z

4)

=
1

(1 + p1z)(1 + p2z)
.
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D’autre part, on a
∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj = S0(P ) +
∞∑
j=1

(−1)jSj(P )zj

= S0(P )− z
∞∑
j=0

(−1)jSj+1(P )zj,

ce qui implique

−z
∞∑
j=0

(−1)jSj+1(P )zj =
∞∑
j=0

Sj(P )zj − S0(P )

=
1

(1 + p1z)(1 + p2z)
− 1,

alors
∞∑
j=0

(−1)jSj+1(P )zj =
1

(1 + p1z)(1 + p2z)(−z)
− 1

(−z)

=
1− (1 + p1z)(1 + p2z)

(1 + p1z)(1 + p2z)(−z)

=
1− (1 + p1z + p2z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)(−z)

=
1− 1− p1z − p2z − p1p2z2

(1 + p1z)(1 + p2z)(−z)

=
−p1z − p2z − p1p2z2

(1 + p1z)(1 + p2z)(−z)

=
p1 + p2 + p1p2z

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p1 + p2 + p1p2z

1 + (p1 + p2)z + p1p2z2
. (2.22)

a- En remplaçant p2 par (−p2) dans la formule (2.22),on trouve

∞∑
j=0

(−1)jSj+1(p1 + [−p2])zj =
p1 − p2 − p1p2z

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2
(2.23)

On pose p1 − p2 = 1

p1p2 = 1

la formule (2.23) devient

∞∑
j=0

(−1)jSj+1(p1 + [−p2])zj =
1− z

1 + z − z2

=
∞∑
j=0

(−1)jFj+1z
j,
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la dernière formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Sj+1(p1 + [−p2]) = Fj+1.

b- En remplaçant p1 par (2p1) et p2 par (−2p2) dans la formule (2.22), on trouve

∞∑
j=0

(−1)jSj+1(2p1 + [−2p2])z
j =

2(p1 − p2)− 4p1p2z

1 + 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2
(2.24)

On pose 4p1p2 = −1, la formule(2.24) devient

∞∑
j=0

(−1)jSj+1(2p1 + [−2p2])z
j =

2(p1 − p2) + z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

= (2(p1 − p2) + z)
∞∑
j=0

(−1)jUj+1(p1 − p2)zj,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les polynômes de Tche-

bychev de deuxième espèce tel que

Sj+1(2p1 + [−2p2]) = (2(p1 − p2) + z)Uj+1(p1 − p2).

De la formule (2.21) nous pouvons déduire

∞∑
j=0

(−1)jTj+1(p1 − p2)zj =
∞∑
j=0

(−1)j[Sj+1(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj(2p1 + [−2p2])]z
j

=
∞∑
j=0

(−1)jUj+1(p1 − p2)zj − (p1 − p2)
∞∑
j=0

(−1)jUj(2p1 + [−2p2])z
j

=
2(p1 − p2) + z

1 + 2(p1 − p2)z + z2
− (p1 − p2)

1

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
p1 − p2 + z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
(p1 − p2) + z

1 + (p1 − p2)z

∞∑
j=0

(−1)jTj(p1 − p2)zj,

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynôme de Tcheby-

chev de première espèce tel que

Sj+1(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj(2p1 + [−2p2]) =
(p1 − p2) + z

1 + (p1 − p2)z
Tj(p1 − p2).

3) Si k = 3, le corollaire 2.3.2 s’écrit alors

S2(P ) + S3(P )z

(1 + p1z)(1 + p2z)
= S2(P )−p1p2S1(P )z+p21p

2
2S0(P )z2−p31p32z4

∞∑
j=0

(−1)j+2Sj(P )zj,
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avec S0(P ) = 1, S1(P ) = p1 + p2, S2(P ) = p21 + p1p2 + p22

et S3(P ) = p31 + p1p
2
2 + p21p2 + p32, alors

−p31p32z4
∞∑
j=0

(−1)j+2Sj(P )zj =
S2(P ) + S3(P )z

(1 + p1z)(1 + p2z)
− S2(P ) + p1p2S1(P )z − p21p22S0(P )z2

=
S2(P ) + S3(P )z − S2(P )(1 + p1z + p2z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

+
p1p2S1(P )z(1 + p1z + p2z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p21p
2
2S0(P )z2(1 + p1z + p2z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
(p21 + p1p2 + p22) + (p31 + p1p

2
2 + p2p

2
1 + p32)z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− (p21 + p1p2 + p22)(1 + p1z + p2z + p1p2z
2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

+
p1p2(p1 + p2)z(1 + p1z + p2z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p21p
2
2z

2(1 + p1z + p2z + p1p2z
2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p21 + p1p2 + p22 + p31z + p1p

2
2z + p21p2z + p32z − p21

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p1p2 + p22 − p21p2z − p1p22z + p21p
2
2z

2 + p31z + p21p2z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p1p
2
2z − p31p2z2 − p21p22z2 + p31p

2
2z

3 + p21p2z + p1p
2
2z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p32z − p21p22z2 − p1p32z2 + p21p
3
2z

3 + p31p2z
2

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p21p
2
2z

2 + p1p
3
2z

2 − p31p22z3 − p21p32z3 + p31p
3
2z

4

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
−p31p32z4

(1 + p1z)(1 + p2z)
,

et par suite

∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj =
−p31p32z4

(1 + p1z)(1 + p2z)(−p31p32z4)

=
1

(1 + p1z)(1 + p2z)
.
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D’autre part, on a
∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj = S0(P ) +
∞∑
j=1

(−1)jSj(P )zj

= S0(P )− S1(P )z +
∞∑
j=0

(−1)jSj+2(P )zj+2

= S0(P )− S1(P )z + z2
∞∑
j=0

(−1)jSj+2(P )zj,

ce qui implique

z2
∞∑
j=0

(−1)jSj+2(P )zj =
∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj − S0(P )− S1(P )z

=
1

(1 + p1z)(1 + p2z)
− 1 + p1z + p2z,

d’où
∞∑
j=0

(−1)jSj+2(P )zj =
1

(1 + p1z)(1 + p2z)z2
− 1− p1z − p2z

z2

=
1− (1− p1z − p2z)(1 + p1z)(1 + p2z)

(1 + p1z)(1 + p2z)z2

=
1− (1− p1z − p2z)(1 + p1z + p2z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)z2

=
1− 1 + p1z + p2z − p1z + p21z

2 + p1p2z
2 − p2z

(1 + p1z)(1 + p2z)z2

+
p1p2z

2 + p22z
2 − p1p2z2 + p21p2z

3 + p1p
2
2z

3

(1 + p1z)(1 + p2z)z2

=
p21z

2 + p22z
2 + p1p2z

2 + p21p2z
3 + p1p

2
2z

3

(1 + p1z)(1 + p2z)z2

=
p21 + p22 + p1p2 + p21p2z + p1p

2
2z

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p21 + p22 + p1p2 + p21p2z + p1p

2
2z

1 + (p1 + p2)z + p1p2z2
. (2.25)

a- En remplaçant p2 par (−p2) dans la formule (2.25), on trouve

∞∑
j=0

(−1)jSj+2(p1 + [−p2])zj =
p21 + p22 − p1p2 − p21p2z + p1p

2
2z

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2

=
(p1 − p2)2 + p1p2 − p1p2(p1 − p2)z

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2
(2.26)

On pose p1 − p2 = 1

p1p2 = 1
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la formule (2.26) devient

∞∑
j=0

(−1)jSj+2(p1 + [−p2])zj =
1 + 1− z
1 + z − z2

=
2− z

1 + z − z2

= (2− z)
∞∑
j=0

(−1)jFjz
j,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Sj+2(p1 + [−p2]) = (2− z)Fj.

b- En remplaçant p1 par (2p1) et p2 par (−2p2) dans la formule (2.25), on trouve

∞∑
j=0

(−1)jSj+2(2p1 + [−2p2])z
j =

(2p1 − 2p2)
2 + 4p1p2 − 4p1p2(2p1 − 2p2)z

1 + 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

=
4(p1 − p2)2 + 4p1p2 − 8p1p2(p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

=
4(p21 + p22 − 2p1p2) + 4p1p2 − 8p1p2(p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

=
4p21 + 4p22 − 8p1p2 + 4p1p2 − 8p1p2(p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

(2.27)

On pose 4p1p2 = −1, la formule (2.27) devient

∞∑
j=0

(−1)jSj+2(2p1 + [−2p2])z
j =

4p21 + 4p22 + 2− 1 + 2(p1 − p2)z
1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4p21 + 4p22 + 1 + 2(p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

= (4p21 + 4p22 + 1 + 2(p1 − p2)z)
∞∑
j=0

(−1)jUj(p1 − p2)zj,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les polynôme de Tche-

bychev de deuxième espèce tel que

Sj+2(2p1 + [−2p2]) = (4p21 + 4p22 + 1 + 2(p1 − p2)z)Uj(p1 − p2).
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de la formule (2.21) nous pouvons déduire

∞∑
j=0

(−1)jTj+2(p1 + [−p2])zj =
∞∑
j=0

(−1)j[Sj+2(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj+1(2p1 + [−2p2])]z
j

=
∞∑
j=0

(−1)jSj+2(2p1 + [−2p2])z
j

− (p1 − p2)
∞∑
j=0

(−1)jSj+1(2p1 + [−2p2])z
j

=
4p21 + 4p22 + 1 + 2(p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2
− (p1 − p2)

2(p1 − p2) + z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4p21 + 4p22 + 1 + 2(p1 − p2)z − 2(p1 − p2)2 − (p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4p21 + 4p22 + 1 + (p1 − p2)z − 2p21 − 2p22 + 4p1p2

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 + 4p1p2 + 1 + (p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 − 1 + 1 + (p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 + (p1 − p2)z
1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 + (p1 − p2)z

1 + (p1 − p2)z
.

1 + (p1 − p2)z
1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
2p21 + 2p22 + (p1 − p2)z

1 + (p1 − p2)z

∞∑
j=0

(−1)jTj(p1 − p2)zj,

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynôme de Tcheby-

chev de première espèce tel que

Sj+2(2p1+[−2p2])−(p1−p2)Sj+1(2p1+[−2p2]) =
2p21 + 2p22 + (p1 − p2)z

1 + (p1 − p2)z
Tj(p1−p2).

4) Si k = 4, le corollaire 2.3.2 s’écrit alors

S3(P ) + S4(P )z

(1 + p1z)(1 + p2z)
=

3∑
j=0

(−1)jpj1p
j
2S3−j(P )zj − p41p42z5

∞∑
j=0

(−1)j+3Sj(P )zj,

avec S0(P ) = 1, S1(P ) = p1 + p2, S2(P ) = p21 + p1p2 + p22,
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S3(P ) = p31 + p1p
2
2 + p21p2 + p32 et S4(P ) = p41 + p31p2 + p21p

2
2 + p1p

3
2 + p42, alors

−p41p42z5
∞∑
j=0

(−1)j+3Sj(P )zj =
S3(P ) + S4(P )z

(1 + p1z)(1 + p2z)
−

3∑
j=0

(−1)jpj1p
j
2S3−j(P )zj

=
p31 + p1p

2
2 + p21p2 + p32 + (p41 + p31p2 + p21p

2
2 + p1p

3
2 + p42)z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− (S3(P )− p1p2S2(P )z + p21p
2
2S1(P )z2 − p31p32S0(P )z3)

=
p31 + p1p

2
2 + p21p2 + p32 + p41z + p31p2z + p21p

2
2z + p1p

3
2z + p42z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− (S3(P )− p1p2S2(P )z)(1 + (p1 + p2)z + p1p2z
2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

− (p21p
2
2S1(P )z2 − p31p32S0(P )z3)(1 + (p1 + p2)z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p31 + p1p

2
2 + p21p2 + p32 + p41z + p31p2z + p21p

2
2z + p1p

3
2z + p42z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− (p31 + p1p
2
2 + p21p2 + p32)(1 + (p1 + p2)z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p1p2(p
2
1 + p1p2 + p22)z(1 + (p1 + p2)z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

− (p21p
2
2(p1 + p2)z

2 − p31p32z3)(1 + (p1 + p2)z + p1p2z
2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p31 + p32 + p1p

2
2 + p21p2 − p41z − p42z − p31p2z − p1p32z − p21p22z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− (p31 + p32 + p1p
2
2 + p21p2 + p31p2z)(1 + (p1 + p2)z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

− (p21p
2
2z + p1p

3
2z − p31p22z2)(1 + (p1 + p2)z + p1p2z

2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

+
(p21p

3
2z

2 + p31p
3
2z

3)(1 + (p1 + p2)z + p1p2z
2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p31 + p1p

2
2 + p21p2 + p32 + p41z + p42z + p31p2z + p1p

3
2z + p21p

2
2z

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p31 + p1p
2
2 + p21p2 + p32 − p31p2z − p21p22z − p1p32z + p31p

2
2z

2

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p21p
3
2z

2 − p31p32z3 + p41z + p21p
2
2z + p31p2z + p1p

3
2z − p41p2z2

(1 + p1z)(1 + p2z)

+
p31p

2
2z

2 + p21p
3
2z

2 − p41p22z3 − p31p32z3 + p41p
3
2z

4 − p31p2z
(1 + p1z)(1 + p2z)

− p1p
3
2z + p21p

2
2z + p42z − p31p22z2 − p21p32z2 − p1p42z2 + p31p

3
2z

3

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p21p
4
2z

3 − p31p42z4 + p41p2z
2 + p21p

3
2z

2 + p31p
2
2z

2 + p1p
4
2z

2

(1 + p1z)(1 + p2z)

+
p41p

2
2z

3 + p31p
3
2z

3 + p21p
4
2z

3 − p41p32z4 − p31p42z4 + p41p
4
2z

5

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p41p

4
2z

5

(1 + p1z)(1 + p2z)
,
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et par suite

∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj =
p41p

4
2z

5

(1 + p1z)(1 + p2z)(p41p
4
2z

5)

=
1

(1 + p1z)(1 + p2z)
.

D’autre part, on a

∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj = S0(P )− S1(P )z + S2(P )z2 +
∞∑
j=0

(−1)jSj+3(P )zj+3

= 1− (p1 + p2)z + (p21 + p1p2 + p22)z
2 − z3

∞∑
j=0

(−1)jSj+3(P )zj

= 1− p1z − p2z + p21z
2 + p1p2z

2 + p22z
2 − z3

∞∑
j=0

(−1)jSj+3(P )zj.

ce qui implique

−z3
∞∑
j=0

(−1)jSj+3(P )zj =
∞∑
j=0

(−1)jSj(P )zj − 1 + p1z + p2z − p21z2 − p1p2z2 − p22z2

=
1

(1 + p1z)(1 + p2z)
− (1− p1z − p2z)(1 + p1z)(1 + p2z)

(1 + p1z)(1 + p2z)

+
(p21z

2 + p1p2z
2 + p22z

2)(1 + p1z)(1 + p2z)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
1− (1− p1z − p2z + p21z

2 + p1p2z
2 + p22z

2)(1 + p1z + p2z + p1p2z
2)

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
1− 1 + p1z + p2z − p21z2 − p1p2z2 − p22z2 − p1z + p21z

2 + p1p2z
2

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p31z
3 + p21p2z

3 + p1p
2
2z

3 + p2z − p1p2z2 − p22z2 + p21p2z
3 + p1p

2
2z

3

(1 + p1z)(1 + p2z)

− p32z
3 + p1p2z

2 − p21p2z3 + p1p
2
2z

3 + p31p2z
4 + p21p

2
2z

4 + p1p
3
2z

4

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
−p31z3 − p32z3 − p21p2z3 − p1p22z3 − p31p2z4 − p21p22z4 − p1p32z4

(1 + p1z)(1 + p2z)

par conséquent

∞∑
j=0

(−1)jSj+3(P )zj =
−p31z3 − p32z3 − p21p2z3 − p1p22z3 − p31p2z4 − p21p22z4 − p1p32z4

(1 + p1z)(1 + p2z)(−z3)

=
p31 + p32 + p21p2 + p1p

2
2 + p31p2z + p21p

2
2z + p1p

3
2z

(1 + p1z)(1 + p2z)

=
p31 + p32 + p21p2 + p1p

2
2 + p31p2z + p21p

2
2z + p1p

3
2z

1 + (p1 + p2)z + p1p2z2
. (2.28)
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a- En remplaçant p2 par −p2 dans la formule (2.28), on trouve

∞∑
j=0

(−1)jSj+3(p1 + [−p2])zj =
p31 − p32 − p21p2 + p1p

2
2 − p31p2z + p21p

2
2z − p1p32z

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2

=
(p1 − p2)(p21 + p1p2 + p22)− p1p2(p1 − p2)

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2

− (p31p2 − p21p22 + p1p
3
2)z

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2

=
(p1 − p2)(p21 + p1p2 + p22 − p1p2)− p1p2(p21 − p1p2 + p22)z

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2

=
(p1 − p2)(p21 + p22)− p1p2[(p1 − p2)2 + p1p2]z

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2

=
(p1 − p2)3 + 3p1p2(p1 − p2)− p1p2(p1 − p2)

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2

− p1p2((p1 − p2)2 + p1p2)z

1 + (p1 − p2)z − p1p2z2
(2.29)

On pose p1 − p2 = 1

p1p2 = 1

la formule (2.29) devient

∞∑
j=0

(−1)jSj+3(p1 + [−p2])zj =
1 + 3− 1− 1(1 + 1)z

1 + z − z2

=
3− 2z

1 + z − z2

= (3− 2z)
∞∑
j=0

(−1)jFjz
j,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Sj+3(p1 + [−p2]) = (3− 2z)Fj.

b- En remplaçant p1 par (2p1) et p2 par (−2p2) dans la formule (2.28), on trouve

∞∑
j=0

(−1)jSj+3(2p1+[−2p2])z
j =

8p31 − 8p32 − 8p21p2 + 8p1p
2
2 − 16p31p2z + 16p21p

2
2z − 16p1p

3
2z

1 + 2(p1 − p2)z − 4p1p2z2

(2.30)

On pose 4p1p2 = −1, la formule (2.30) devient

∞∑
j=0

(−1)jSj+3(2p1 + [−2p2])z
j =

8p31 − 8p32 + 2p1 − 2p2 + 4p21z + z + 4p22z

1 + 2(p1 − p2)z + z2
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∞∑
j=0

(−1)jSj+3(2p1 + [−2p2])z
j =

8(p31 − p32) + 2(p1 − p2) + (4p21 + 1 + 4p22)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

= (8(p31 − p32) + 2(p1 − p2))
∞∑
j=0

(−1)jUj(p1 − p2)zj

+ (4p21 + 1 + 4p22)z
∞∑
j=0

(−1)jUj(p1 − p2)zj,

la dernière formule représente une fonction génératrice pour les polynôme de Tche-

bychev de deuxième espèce tel que

Sj+3(2p1 + [−2p2]) = (8(p31 − p32) + 2(p1 − p2) + (4p21 + 1 + 4p22)z)Uj(p1 − p2).

de la formule(2.21) nous pouvons déduire
∞∑
j=0

(−1)jTj+3(p1 − p2)zj =
∞∑
j=0

(−1)j[Sj+3(2p1 + [−2p2])− (p1 − p2)Sj+2(2p1 + [−2p2])]z
j

=
∞∑
j=0

(−1)jSj+3(2p1 + [−2p2])z
j

− (p1 − p2)
∞∑
j=0

(−1)jSj+2(2p1 + [−2p2])z
j

=
8(p31 − p32) + 2(p1 − p2) + (4p21 + 1 + 4p22)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

− (p1 − p2)
4p21 + 4p22 + 1 + 2(p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
8(p31 − p32) + 2(p1 − p2) + (4p21 + 1 + 4p22)z − 4p31

1 + 2(p1 − p2)z + z2

+
4p21p2 − 4p1p

2
2 + 4p32 − p1 + p2 − 2(p1 − p2)2z
1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p31 − p32) + (p1 − p2) + 4p21p2 − 4p1p

2
2 + 2p21z + 2p22z + z + 4p1p2z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p31 − p32) + (p1 − p2)− (p1 − p2) + 2p21z + 2p22z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p31 − p32) + 2(p21 + p22)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p1 − p2)3 + 12p1p2(p1 − p2) + 2(p21 + p22)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p1 − p2)3 − 3(p1 − p2) + 2(p21 + p22)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p1 − p2)3 − 3(p1 − p2) + 2(p21 + p22)z

1 + (p1 − p2)z
1 + (p1 − p2)z

1 + 2(p1 − p2)z + z2

=
4(p1 − p2)3 − 3(p1 − p2) + 2(p21 + p22)z

1 + (p1 − p2)z

∞∑
j=0

(−1)jTj(p1 − p2)zj,
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ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynôme de Tcheby-

chev de première espèce tel que

Sj+3(2p1−2p2)−(p1−p2)Sj+2(2p1−2p2) =
4(p1 − p2)3 − 3(p1 − p2) + 2(p21 + p22)z

1 + (p1 − p2)z
Tj(p1−p2).



Conclusion

Le théorème principale pour les fonctions symétriques réussit toujours pour déterminer

des nouveaux fonctions génératrices mais conduit souvent à des calculs assez longs.

Les travaux futurs seront autour de l’extension des éléments de l’alphabet P et l’étude

des valeurs du paramètre k.
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