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Introduction

Beaucoup de travaux concernant les fonctions symétriques ont été déja réalisés par
A.Lascoux [4], A.Abderrezzak [1],[2], ainsi il y’a des résultats utiles et intéressants dans
[3].En s’inspirant des travaux de ce dernier, il a proposé des théorémes sont basés sur
les fonctions symétriques afin de déterminer les fonctions génératrices ou il a prend un

alphabet P de cardinal égale a deux et que le paramétre k = {1, 2}.

Le but de ce travail est d’obtenir des nouvelles fonctions génératrices en utilisant

Popérateur 6, sur la série Y a;p,2 ot alphabet P = {p1, po} et k € {1,2,3,4}.Cela
j=0

nous permet de donner une autre approche pour les nombres de Fibonacci et les polynémes

de Tchebychev du premiére et deuxiéme espéce.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Le premier est consacré aux définitions
des séries formelles et les relations de récurrence. Nous rappelons aussi des résultats auxi-
liaires sur les fonctions génératrices et ses applications sur les suites définies par récurrence
linéaire que nous avons utilisé tout le long de ce travail, a savoir les suites des nombres
de Fibonacci et les polynémes de Tchebychev du premiére et deuxiéme espéce, nous in-

troduisons les fonctions symétriques élémentaires et complétes ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons un théoréme principale sur les fonctions
symétriques, puis on propose leurs applications a ’aide des polyndémes orthogonaux. On
termine ce chapitre par une récupération des fonctions génératrices des nombres de Fibo-

nacci et les polynéomes de Tchebychev du premiére et deuxiéme espéce.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et théorémes de base concernent
les séries formelles, les fonctions génératrices et symétriques qui sont utilisés fréquemment

au long de ce travail.

1.1 Séries Formelles

Définition 1.1.1. Soit < A, +,.,0,1 > un anneau intégre (c’est a dire sans diviseurs de
0), les éléments de lensemble A[[X]] =< > a;a?,a; € A} s’appellent les séries formelles
j=0

a coefficients dans A. Pour j € N, 27 s’appelle le monéme de degré j et a; est son

coefficient.

1.1.1 Les opérations sur les séries formelles

Définition 1.1.2. Soient u(z) = Y aja’ et v(z) = > bja’ deux séries formelles. On
=0 7=0
peut définir les opérations comme suite

a) La somme
[e.@]

(u+v)(x) =Y (a; +b)2’.

J=0

b) Le produit
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¢) Multiplication par un scalaire
w(z) = u(x) = Z Aa;x?,
§=0

tel que \ un scalaire.
d) Dérivation
w(z) =u'(x) = Z(j + Daj27.
=0

e) Intégration

w(z) :/u(:v) :iajj+1.

Jj=0

f) Division : v divise u si et seulement s’il existe une série formelle w telle que u = wuv,

v # 0.

1.1.2 Séries inversibles

00 00 )
Définition 1.1.3. On dit que la série Y bjax’ est Uinverse de la série Y a;jx’ si
=0 =0

<§o ajmj) (g bﬂ“) = 1.

Proposition 1.1.4. Une série formelle u(x) = Y a;a? est inversible si et seulement si

j=0
ap 7é 0.

Démonstration. Soit v(z) = Y b7 est Uinverse de la série u(z) = > a;27 telle que
=0 =0
u(z)v(x) = (Z ajwj) (Z bjxj>
j=0 J=0
o J
== (Z a/kb]_k) JZJ
7=0 \k=0
00 J
= agbg + Z (Z akb]_k) xJ
j=1 \k=0
Mais comme
u(z)v(x) =1,

alors
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[es) J )
ce qui donne agbg = 1 et > (Z akbj_k> ) =0, et par suit le coefficient ag # 0.
j=1 \k=0

Réciproquement, supposons que ag # 0, alors le systéme triangulaire d’équations

’
&Qbo =1

Cleo + CLobl =0

\aobo + an_lbl + ...+ CLobn =0
a une unique solution. |

Exemples 1.1.5.

o
1) La série Y, x’ est inversible car ag =1 # 0.
=0

2) La série Y (—1)72? est inversible car ag = 1 # 0.

7=0
3) La série Y — est inversible car ag = 1 # 0.

=0 J*
1.1.3 Substitution d’une série formelle dans une autre

Définition 1.1.6. Siu =Y a;a’ € A[[X]], si u # 0, on appelle ordre (ou valuation) de
J=0
u, noté ord(u), Uentier min{j € N,a; # 0}. On convient que ord(0) = +o0.
Définition 1.1.7. Soit v(z) = > b;a? telle que ord(v) > 1 et u(x) = > a;x?.0n appelle
j=0 j=0
composée de u par v et on note u(v) (ouuowv) . aw'. On dit que uov est obtenue par
i=0

substitution de v a x dans wu.

Proposition 1.1.8. Soit v une série sans terme constant. L’application u +— uowv est un

homomorphisme de Al[z]] dans lui-méme. En d’autres termes, on a

(u+w)ov=uov+wou,
(u-w)ov=(uov)- (wouv),

u"ov = (uowv)"(n>1),

de plus
lov=1.
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1.2 Relation de récurrence

1.2.1 Relation de récurrence linéaire homogéne

Définition 1.2.1. Une relation de récurrence est dite linéaire homogéne d’ordre k a co-

efficient constant, si elle est de la forme
Uy, + dlun_l + dgun_g + ...+ dkun_k = O, (11)
ol dl, dz, ceey dk S R,dk 7& 0.

Remarque 1.2.2.

1) u, =0 est une solution de l’équation (1.1), elle s’appelle solution triviale.

2) u, = x™ est solution de ’équation (1.1) avec u,, # 0, vérifie
2" 4 dia" + dox™ P L dpa R = 0,
sin =k, on trouve
2+ didF b dot 2+ L+ d = 0.

Cette derniére équation est l’équation caractéristique de la relation de récurrence.

1.2.2 Polynoéme caractéristique

Définition 1.2.3. Soit u, +diu,_1+dotty,_o+...+dpu,_. = 0, le polyndéme caractéristique

qui lui correspond est
P("L‘) = Up + dlun—l + dQUn—Q + ...+ dkun—k-

Théoréme 1.2.4. Soit dy,ds, ..., d; des nombre réels tels que dy est non nul. Supposons
que le polynome caractéristique P(z) admet k racines distinctes xy, xa, ..., ), alors u, est

une solution générale de la relation de récurrence si et seulement si
Uy = X} + Coxy + ... + cpay,

avec ci, Ca, ..., Cr, des constantes réelles.
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Exemple 1.2.5. Soit la récurrence de la suite de Fibonacci
FO — F1 - 1,
F,=F, 1+ F,_o pour n2>2.

Son équation caractéristique est

> —x—1=0,

qui a pour racines simple avec A =5

La solution générale est donnée par
n n
F, = 2] + coxy,
avec
FU =C+C = 1
F1 = C1X1 + Cox9 = 1
on cherche ¢ et cy tels que
cl1+cy = 1
C1T1 + Caxy = 1
ce qui domne

_1+45 -1+V5

C1 =

) C2 = :
25 2 25

En fin, on écrit F,, comme suit

F_l 1+\/g n+1 1_\/3 n+1
"5 2 B 2

Théoréme 1.2.6. Soient dy,ds, ..., d, des nombres réels tels que dj est non nul. Suppo-

sons que le polynéome caractéristique P(x) admet r racines xq, s, ..., x, de multiplicité
T

mi, Ma, ...,m, telles que m; = 1,4 = 1..r et > m; =k, alors u,, est une solution générale
i=0
de la relation de récurrence si et seulement si

T

_ Mi—1\ .1
Uy = E (ci1 + con + ... + cip, 0™ 1),
i=1

avec c;j des constantes réelles, Vi, j tels que 1 <i <7 et 0<j <m,.
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Exemple 1.2.7. Soit la relation de récurrence

ug = 1,u1 = 2,u3 =0,
Uy — (Up—1 + 16U, — 12u,_3 = 0.
Son équation caractéristique est
2® —72% 4+ 162 — 12 =0,
qut a pour racine simple x1 et racine double x5 telle que
T =3, Ty=2.
La solution générale est donnée par
Uy, = 13" + (c2 + c3n)2",

avec

Ug=0C1+cp=1
Uy = 3¢, + 2¢9 + 2¢3 = 2
Uy = 9¢1 + 4cy + 8c3 =0
on cherche cq, co et c3 tels que
cr+ecp=1
3c1 + 2¢0 + 2¢3 = 2
9c1 +4cy + 8c3 =0

ce qui donne

c1=—4,c0=5 et c3=2.
Alors, on peut écrire u,, sous las forme suivante

Un = (—4)3" + (5 + 2n)2".

1.2.3 Polynéme de Tchebychev de 1%*¢ espéce

Définition 1.2.8. On définit la fonction T,, par
T,(cost) = cos(nb), 8 € [0, ],

six € [—1,1], alors on a

T, (z) = cos(n(arccosx)).
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Proposition 1.2.9. Les polynomes de Tchebychev de 1 espece sont définies par la

relation de récurrence suivante

Démonstration. Il suffit de prouver que
To(z) + Thio(z) = 22T, 11 (2).
Pour 6 € [0,7], n € N, on a
cos(nB) + cos((n + 2)8) = cos((n + 1)8)cos(0) + sin((n + 1)8)sin(6)

+ cos((n + 1)0)cos(0) — sin((n + 1)0)sin(0)
= 2cos((n + 1)0)cos(0),
de (1.2)
VO € [0,71] T,(cos(0)) + Thia(cos(0)) = 2cos(0)T,11(cos(6)),

alors

Vo e [-1,1] T.(z)+ Thio(x) = 22T, 41 ().

]
1.2.4 Polynoéme de Tchebychev de 2°™¢ espéce
Définition 1.2.10. On définit la fonction U, par
sinfU, (cosl) = sin(nd),d € [0, 7, (1.3)
six € [—1,1], alors on a '
Un(x) = sin(n(arccosx))
(1—2?)

Proposition 1.2.11. Les polynomes de Tchebychev de 2™ espece sont définies par la

relation de récurrence suivante
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Démonstration. Il suffit de prouver que
Un(x) + Upia(x) = 22U, 41 (x).
Pour 6 € [0,7], n € N, on a

sin(nf) + sin((n + 2)0) = sin((n + 1)0)cos(0) — cos((n + 1)0)sin(0)
+ sin((n + 1)0)cos(0) + cos((n + 1)0)sin(0)
= 2sin((n + 1)8)cos(0),

de (1.3)
VO € [0,7] sin(0)U,(cos(0)) + sin(0)Un12(cos(0)) = 2cos(0)sin(0)U,11(cos(8)),

alors

Ve €] — 1,1 Uy(z) + Upio(z) = 22U (2).

1.3 Fonctions Génératrices

1.3.1 Fonctions génératrice ordinaires

Définition 1.3.1. Soit (u,),>0 une suite des nombres, on appelle fonction génératrice

ordinaire de la suite (u,)n>o la fonction

g(x) = Zun:v”
n=0

Proposition 1.3.2. Soit g(z) une fonction génératrice de la suite (ay,), et h(x) une

fonction génératrice de la suite (b, ). Donc

~

g(x)h(z) fonction génératrice de la suite (a,by + an_1b1 + ... + a1b,_1 + agby, ).
c19(x) 4+ coh(x) fonction génératrice de la suite (cia, + c2by,).
g(x)(1 — x) fonction génératrice de la suite (a, — a,_1).

ng(x) fonction génératrice de la suite (na,,).

g9(z)
(1—2)

fonction génératrice de la suite (ag + ay + ... + ay).
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1.3.2 Fonction génératrices associées a la suite Fibonacci

Soit la suite de Fibonacci est définie par

F0:F1:1,
Fn:anl—i_anQa n > 2.

1) La fonction génératrice de F),

posons

g(x) =) Fua”,
n=0

g(x) = Fo+ Pz + Y (Foy + Fua)a”

n=2

=l4+z+=x <i F,z" — F()) + 22 i F, ox"?
n=2

n=0
=1 +xZan” +x22an”
n=0 n=0
=1+ +zg(x) + 22g(x),

donc

1

2) La fonction génératrice de (—1)"F,

posons

=1—z+ i(—l)”(Fn_l + F,_y)a"
n=2
=1—x+ i(—l)”Fnlx” + i(—l)”anw”
n=2 n=2
=1—x+ i(—l)"“m"“ + i(—l)”*Qan"”
n=1 n=0
—l-z—x i(—U”ann + z? i(—l)”m”
n=1 n=0
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g(:c)zl—x+x—xi(— "Fa" —|—$Z )" EFpa”
n=0

— 1 - 2g(z) + %g(a),

donc
g(x) + zg(x) — a?g(z) = 1,
et par suit
(1+z—a?)g(x) =1,
alors
1
9() 14z —2?
3) La fonction génératrice de (—1)"F, 44
posons
o) = S (-1 P
n=0
g(@) =Y (=1)"(Fu+ Fu)
n=0
=1+ (=1)"(Fa+ Foi)
n=1
SRR SIS St
n=1
n=0 n=2
=1+ Z( )" E, 2™ —x + Z( "2 E, ™t
n=0 n=0
=1- xZ(—l) Y Z(—l) Foiz
n=0 n=0
— 1 —ag(z) — v +a%g(x),
donc
g(x) +xg(x) — a?g(zr) =1 — =,
et par suit
(1+z—2%g(x)=1-uz,
alors
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1.3.3 Fonction génératrices associées aux polyndéme de Tcheby-

chev de 1°"° espéce

Soit la relation récurrence de polyndome de Tchebychev de 1¢™ espéce est définie par

1) La fonction génératrice de T,

posons

oo

n

= 5 T,2",
n=0

g(Z) = TO -+ le + Z(Q.Z'Tn,1 -+ Tn,Q)Zn
n=2

=1+ z2+ 222 iTnz - 0)—z ZT" 92" 2

n

=1+ 22+ 2029(2) — 212 — 2%g(2)
(2) —

“9(2),

=1—x2+42x29(2

ce qui donne

1—xzz
W)= o
2) La fonction génératrice de (—1)"T,,
Posons ~
9(z) = Y (=)',
n=0

_1—1‘Z+Z 2$Tn I_Tn Q)Zn
=1—xz+2zx Z(—l)”Tn,lz" - Z(—l)" n_22"
n=2 n=2
=1—2z+22 ) (1" T2 =) (=),
n=1 n=0
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g(z)=1—xz—2zz ( (—=1)"T,2" — TO) — 2 Z(—l)”Tnz”
=0

n n=0

=1 —x2— 2wz2g9(2) + 2wz — 2%g(2),

et par suite

g(2) +2229(2) + 2%g(2) = 1 + w2,

alors
1+ z2

9(2) = 1422z + 22

1.3.4 Fonction génératrices associées aux polyndéme de Tcheby-

chev de 2°™€ espéce

Soit la relation de récurrence de polynéme de Tchebychev de 2™ espéce définie par

1) La fonction génératrice de U,

posons

g(Z) = Z Un2",

n=0

9(z) =Uy+ Uz + Z (22U,—1 + Up_o) 2"

n=2

=1+ 2xz+2xz2 (Z U, z" — U0> — 22 Z U, 22"
n=2

n=0

=1+ 22z +2229(2) — 222 — 2°9(2)
= 1+ 2x2g9(2) — 2%g(2),

et par suite
1

9(2) = 1 —2zz4 2%
2) La fonction génératrice de (—1)"U,

Posons
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9(2) = U — Uiz + D _(=1)"(22Up—1 — Ups)2"
n=2

=1—2xz+2x i(—l)”Un_lz” - i(—l)"Un_gz”
n=2 n=2
=1—2xz+2x ioj(—l)"“Unz’”rl - ioj(—l)"JFQUnz"Jr2
n=1 n=0
=1-—2xz—2zz i(—l)"Unz" — 2? i(—l)”Unz”
n=1 n=0
=1-—2xz—2z2 (i(—l)”Unz” — U0> — 2 i(—l)"Unz"
n=0 n=0
=1—-2zz— 22z io:(—l)"Unz” + 222 — 2 i(—l)”Unz”
n=0 n=0

=1— 22z —2229(2) + 222 — 2%g(2),

et par suit
9(2) + 2229(2) + 2%g(2) = 1,
alors
1
9(2) = 1422z + 22

1.4 Equation du second degré

2 _—ax—ay =0, a,as € C, on a alors

Considérons 1’équation du second degré x
(formules de Viéte) a; = 61 = A1 + Ag et as = d = —A\ Ay (0 Ag, Ag sont les racines de
I'équation ci-dessus).

Posons
M = :
1 0

cette matrice est appelée "matrice compagnon" du polynéme P(z) = 2% — ayx — as.

Passons a la diagonalisation de la matrice M ; recherchons ses valeurs propres

D
Pu(\) = all ai — ) 4\ — as,

ce déterminant s’annule pour A = Ay ou A = Ay ol A;,\y sont les valeurs propres de la

2

matrice M qui sont donc les racines de ’équation x* — a1z — as = 0.
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Cherchons les vecteurs propres

a; Qs T T

1 0 Y Y

donc

1T + asx = \x
T =Ny

ces deux équation sont équivalents & x = \;y. Donc les vecteurs propres de M sont

A1 A2
v = et vy =
1 1

Remarque 1.4.1.

n+1
Ay

Ay

2) MUQ = )\21]2 = et Mn’UQ = )\;1}2 =

A2 AL
1) MUl = )\1?)1 = et Mn'Ul = )\?’Ul =

Nous supposerons, pour le moment \y # A\a, et plus précisément |\| > |Aa].
On a donc

M = PDP~! telle que

A AN O 1 1 =\
P = b , D= ! et pl= ? ,
1 1 0 N A=A\ -1 )
alors
A A) (A0 bk
1 1 2 1
M= 1 N |,
M-l 1 0 A '
et ) —
AL )7 —AlAQXf — Az
A — Ay M=
Mr=| AN -A AT AT (1.4)
)\1)\2
A1 — Ao A1 — Ao

Remarque 1.4.2. Dans le cas particulier de l’équation 2 = x+1, les racines \i,\y sont

les nombres d’or ¢iet ¢s.
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1.5 Fonctions symétriques

Définition 1.5.1. Une fonction f(x1, s, ..., x,)en variables est symétrique si pour tout

permutation de l’ensemble d’indices {1,2,...,n} l’égalité suivante est vérifiée

f(@1, @2, @0) = f(Ts0ys Tsgays 0 Ty )-

Autrement dit, une fonction de plusieurs variables est symétriques si ses valeurs ne change
pas quant on permute les variables.

Considérons une équation de degré n
(2 = M) (@ = X)(x = Ag)..( — An) =0,

a n racines réelles ou complexes Ay, Ag, ..., A ; st nous développons le membre de gauche,

nous obtenons
2" — et 4 epr™ 2 —egx™ P 4™t —esa" 0 + L+ (—1)"e, = 0,

ol €1, €3, ..., e, sont des polyndmes homogenes et symétriques en Ay, Ag, ..., N, . Pour étre
plus rigoureux, on pourra les noter e;(A1, Ao,y ..., \p), 0u egn) (si on veut seulement préciser

le nombre de racine), ou encore e;(f), fétant le polyndome
(X = A)(X = ) (X = ) (X — M)

Ces polynomes e; sont appelés fonctions symétriques élémentaires des racines.

1.5.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.5.2. On appelle k-iéme fonction symétrique élémentaire la fonction définie
par

o =i de o M) = 3 NAFLAL 0<k <, (15)

avec iy, g, ..., 1, = {0, 1}.
Exemple 1.5.3. Pour une équation de degré 2 (n = 2 ; racines \; et \y), on a

€y = 1
el(f) = ek()‘b )‘2> —5Ne = )\1 + )\2

€9 = )\1)\2.
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Exemple 1.5.4. Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines A\ et \2), on a
(

6021

€1 = )\1 + )\2 + /\3
61(3) = €k()\1, A2, )\3) =

€y — )\1)\2 + )\1/\3 + >\2)\3
€3 = )\1)\2)\3.

Proposition 1.5.5. On a les formules suivantes

1) e = ey + el
2) ™ = X\el" 1 F A1el Y L Al L e,
Démonstration. 1) En utilisant la relation (1.5), on obtient

Angiel™ 4 el = M ( > A?A?...Aj;) +Y AR

i1+io+...Fin=k—1 i1+i2+...+in=k

- ST NDZLIAIN L+ ) AR,

i1+ia+...Fin=k—1 i1+io+...Fin=Fk
_ i1 12 in\1 i1 \ 2 in )0
- S NS ANz Ain X0
i1+io+...tin+1=k—1+1=k i1+io+...+in,+0=k

_ 11y 12 in \ Int1
=Y XA
i1+t Fint1=k
(n+1)
€k

2) De la 1¢ égalité de la proposition, on écrit eén) comme suit

1) (n—1)

—)\ekl + ey

o /\n kn 11) + )\n—le n—2) + )\n 261(: 13) + 6](671—3)

-3) (n—i—1

= e+ N6l Ao L At T L Al

Proposition 1.5.6. Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se définir

comme les coefficients du développement en série formelle

E(z) = iekzk = ﬁ(l + \iz),
k=0 i=1

avec ex(A1, A, ..., A\p) $’annule pour k > n.
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Démonstration. On a

e,(C") = (AL A2 A) = S0 AIAZ NI avec efg") =0si k> n.
i1+...+in=k
On montrons par récurrence
Zekzk = H(l + \i2)
k=0 i=1

Pour n =2, on a
2

[T+ Ai2) = 1+ M2)(1+ As2)

=1
=1+ ()\1 + )\2)2 + )\1)\22’2

=eg+ ez + 6222

2
= E ekzk.
k=0

Supposons que la propriété est vraie pour n

Zekz —H 1+ \2).
=1

Et montrons que la propriété est vraie pour n + 1

n+1 n+1
Zekzk = H(l + \iz),
k=0 i=1
en effet
n+1 n

H(l + N\iz) = H(l +Xi2)(L+ Ag12)

i=1 =1

= Z e (14 A\py12)
k=0

n n

k k+1

= E erz” + Ana1 E epz”t
n+1

= E ex?” + Aps1 E er_12"

n+1

= Zekz + Aot Zek 12F

= Z (n)Zk + Ant1 Z ei(cntl)z

k>0 k>0
(n+1)
= § ( +/\n+1€k )2t
k>0

_ Z 6]E:n+1)2k

k>0
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n+1 n+1
H(l + A\iz) = Z er”.
i=1 k=0

1.5.2 Fonctions symétriques complétes

Définition 1.5.7. On définit également les fonctions symétriques complétes des racines

de la fagon suivante
WY = he(A, Aay s X)) = D ARARLA, (1.6)
i1+...tin=~k
AVEC 11,12, ..., by > 0.

Exemple 1.5.8. Pour une équation de degré 2 (n = 2 ; racines \; et Ay ), on a

(

ho = 1
hl - )\1 ‘|‘ )\2
hY = B Ae) = S iy = A2 4+ Ay + A2

hy = A3+ Mo + A A3+ A3

\

Exemple 1.5.9. Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines A, Ag et A3), on a

ho = 1
hl - )\1 + )\2 ‘l‘ )\3
e = hi(Ar, A2, A3) = § By = A2+ A2+ A2+ Ao + Ads + Ao

ha = A3+ A3+ A3+ Mg + A3 + A3+ A3h3 + A2+ A2 + Ao

\

Proposition 1.5.10. On a les formules suivantes
1) B = A, b5 4 R,

2) B = NE L N RS2 R xR, 4 R,
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Démonstration. 1) En utilisant la relation (1.6), on obtient

D D STE T YN VOO L W S N VO

’i1+~--+7f'n+1:k71 7:1+~~-+'L'n+1:k

_ i1 g Int1l i1 7 0

_ S AN A > ALY,
i1+---+in+in+1:k_1 7»I++'Ln:k

_ 71 7 in+1+1 i1 7 0

- 3 POV RS D VI UL
i1+ Fin+ing1+1=k—1+1=k i1+...+in+0=Fk

_ i1 A i+1+1 21 7 0

_ 3 AUV an R D VD VO L

on a ip41 > 0 donc 4,41 +1 > 1, supposons 4, ; = i,+1 + 1V 0 alors 7, ,; > 0 donc

(1) | p(n) _ Z i yin it
i1ttt =k

= h{"t,

)

2) De la 1¢ ¢galité de la proposition, on écrit hé"“ comme suit

D WY N

= At (A AU 4 Ry 4 g

n+1
= /\721+1h1(cn—21) + >‘n+1h/(cn—)1 + hl(cn)

= )‘2+1h§cn—§1))‘i+1hi(fn—§1) + )‘n+1h1(cn—)1 + hfcn)
=:A2+1thTJ4‘A213hg?u—1)+‘~'+‘Ai+1hg?2*‘An+1hg?1*‘hgwai<:k

R D o ) (R s RS Voos )/ D WY Y ONY AC

Proposition 1.5.11. On peut également définir les k-iémes fonctions completes comme

les coefficients du développement en série formelle

H(z)=> mz* =1 = Nz)™"

E>0 i>1
Démonstration. On a

B = b A, d) =Y AP
11+i2+...+in
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Pour n=2on a

Zh,(f)zkzhé2)+h z+h2) 24

k>0

=1+ +A)z+ AT+ Md+A3)22 + ...

= (14 Mz 4+ 222+ ) (14 Az + 222 + .

— (Z(Alz)k> (Z()\gZ)k)

B 1
N (1 — )\12)(1 — )\22’)
1

1;[21(1 — )\iz)‘

Supposons que la propriété est vraie pour n

th z —H (1—Mz)™?

k>0 i=1

Et montrons que la propriété est vraie pour n + 1

n+1
SThg VA =TI - ne) ™,
k>0 i=1
en effet
alors

Z h;gn-l-l)zk _ Z()\th (n+1) + h )

k>0 k>0
e SRR 3T A
k>0 k>0
e Y HED S
k>1 k>0
= Aos1z YAV 3 T R
k>0 k>0
n+1 n

= Aoz [ = x2) 7 + T = Niz) !

i—1 i—1
Ang12+ (1 — Apg12)
- n+1

=1

1

n+1

11— )\iz)‘

=1
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1.5.3 Quelques Propriétés

A partir de la matrice M"™ donnée dans le paragraphe 1.4 par la relation (1.4) et

d’aprés la définition 1.5.7 on peut donner la définition suivante des fonctions symétriques.

Définition 1.5.12. Considérons l’alphabet P = {p1,p2}, et on définit la fonction symé-

trique S, qui lui est associée par

S(P) = Sulps +p) = TP
P1— P2
avec

So(P) = hy = 1

S1(P) = hy = p1 +p2

Sa(P) = hy = pi + pip2 + P}

S3(P) = hs = pi + pip; + papi + P

Si(P) = hy = p} + pip2 + iP5 + P1p5 + D3

Définition 1.5.13. Etant donnés deux ensembles indéterminés A et B (dits alphabets),

on note S;(A — B) les coefficients de la série rationnelle

[T(1—2b)

% =2 Si(A-B). (1.7)

Lemme 1.5.14. Soit A, B deux alphabets, A est de cardinal 1, on a
Sj+r(x — B) = a*S;(x - B),
pour k € N.

Proposition 1.5.15. Si A = {z}, alors

[T(1—02)

beB

Sj(z — B)
(1—zz)

:1+...—|—Zj715j,1(.1'—8)+2j (1—x2) .

Démonstration. De (1.7), on a



1.5. Fonctions symétriques 26

et

ZSj(z —B)Y =1+ ..+ 8 1(v—B)2Z '+ S;(x — B)2/ + Sjy1(x — B)Z7 4 ..

7=0
=1+4..+ 8 1(x—B)2? ' +29(Sj(x — B) + S;11(x — B)z + ...)
=1+4..+ 8, 1(xr— B)Z '+ 27(Sj(x — B) + 2S;(x — B)z + ...)

=14 ..+ 8 1(r—B)Z ' +28(x — B)(1 + 2z + 2222 +..)

. S;(x — B)
:1++Sj_1($—B)Z] 1+Zj<Jl——xZ)’
alors, ce qui donne
[T(1—02)
bels 1 Si(z — B)
=1+ ..4+7 1(r—B S
1=z + .+ 25 )+ 2 -2

Remarque 1.5.16. La définition 1.5.13 implique la convention
S;(A-B) =0,
pour j < 0.

Remarque 1.5.17. En prenant A =0 dans (1.7) nous obtenons

Proposition 1.5.18. Considérons successivement le cas A = () et B = (), on obtient la

factorisation
Zsj(A— B)z = Zsjm)zﬂ‘Zsj(_B)zj. (1.8)

c’est-a-dire

1= S;(A)27) " S;(—A)2,
7=0 7=0

alors
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Proposition 1.5.20. Soit A=z on a
Sp(z — B) = 2"So(—B) + 2" 'S, (—=B) + ... + S,(—B),

S;j(—B) sont les coefficients du polynome S,(x — B) pour 0 < j < n.

Démonstration. On a

Sp(z = B) = S_(x)Sk(~B)

=> 2" Sy(—B)
=2"So(=B) + 2" 'S (—=B) + ... + S,,(—B).
]

Remarque 1.5.21. Ceux sont donc au signe prés les fonctions symétriques élémentaires
de Ualphabet B, qui sont nuls pour j > n, c’est-a-dire S;(—B) = 0 pour j > n.
En particulier, lorsque B = {b,b,...,b} (on note B =nb), on a S,(x —nb) = (z — b)".



Chapitre 2

Théoréme principal et applications

Dans ce chapitre nous montrons comment ’action des opérateurs 5[,_1’;2 sur la série

0o .
> ajpiz? ce qui nous permet d’obtenir une autre approche des nombres de Fibonacci, et
j=0

d’autre résultats sur les polynémes de Tchebychev de premiére et deuxiéme espéce

2.1 Définitions et Notations

Définition 2.1.1. Nous définissons l’opérateur 5;1’;2 par

~ P59(p1) — pig(p2)
B (p1p2)k(p1 —p2) ' (2'1)

Définition 2.1.2. Pour tout couple (x;,x;11) nous pouvons associer la différence divisée

9 (P1)

Opizs, définie par
_ g(xla ooy Ly Tijg 1, ~--7xn) - g(xlv ooy Lid 1y Ly oeny .Tn)
awixi+1 (g) - o .
T Tit1
Proposition 2.1.3. Soit P = {p1,p2}, on définit l'opérateur 5;1’;2 par
_ —Sk_l(P) pk
68 gp1) = ———9(p1) + ———0pp,g(p1), Vk € N.
p1p2g( 1) (p1p2)k g( 1) (p1p2)k p1p2g< 1)

Démonstration. D’apres la définition de 0,/ ’;2, on a

7k ~ P59(p1) — pig(p2)
5p1p29(p1) - (plpz)k(]h - pz)

_ p3g(py) — pig(py) + pig(p1) — pig(p)
(p1p2)k(p1 - pz)

28



2.2. Théoréme Principale 29

—g(p1) (P} — ph) N i g(p1) — g(p2)
(p1p2)* (p1 — p2) (plpz)k (p1 — p2)

O d(P1) =

2.2 Théoréme Principale
Théoréme 2.2.1. Etant donné un alphabet P = {py, ps} et deux séries Y a;jz’ et > b;2’

j=0 j=0
tel que | > ajz? | [ D2 bj27 | =1, alors
=0 =0

Z bjSk+j_1<P)Zj _
’ =Y a;ipipy Sk i1 (P27 —piphz*H! Z aj+r+1S;(P)z". (2.2)

(Z()bjpizj> (Z bmﬂ) 7=
j= 7=0

Démonstration. L’action de 'opérateur §-* sur la série g(p;) = (Z ajp{zj> donne

pip2 ;
Jj=0

le premier membre de I'égalité (2.2), en effet

0, 9(p1) = 6,5, (Z a;p} )

=0
_ =Sk J J
= T (pip)F Za]p]lz Op1po Za]plz

—Sp-1(P)
(p)F
—Sea(P) 1 1
(pkplzg’“) S -+(p1pplz)’“ap1p2 S
! 2_% bipi2? > bippzd

J=0

o

| T S (P) G 3 (e — p)
Jj= J=

= kok
pb1Ps &) . ) .
<Z bjﬁﬁ’) <Z bjpézj)
j:() j:(]

oo
J Py 2 krpl J
z
Z (p2p1 =2 T P1pimp, p2)

~ gk oo oo
(Z bjpjlzj) (Z bjpézj)
=0 =0
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k+J_ k+j .
b ()
5P1p2g(p1) p’fp’§ - ‘ - ‘
(Z bjpjlzj) (Z bjpézj)
j=0 j=0

> bjSkij-1(P)¥
—1 j=0

Tk | [ o
(Z bjpizj) (Z bjpézj)
7=0 7=0

En remplagant la série g(p;) = <Z a;p| 2 ) dans la formule (2.1),0n obtient le second
=0

membre de la formule (2.2)

O 0(P1) = O, (Z a;p1 2’ )

J=0

5 (Z ajp‘izj) —p} (Z ajpézj>
j=0 =0

(p1P2)k(p1 - pz)

1 Pyl — phpl
= 5k Z e

_P1p2 =0 P1 — D2

1 prl p1p2 p2p]1 plp%
= kK Z 2+ Z
7=0

j=k+1

k—1 0o
1 o . '
= kok Zajpipésk—j—l(P)Zj _plfpgzkﬂzaﬁkﬂsj(]j)z]) ,

Pz \ 5 =0
d’ou I'égalité (2.2)
;)bjswfl(P)Zj -l -
- = apipsSe—j1(P)Y — pips Y " ajin18;(P)2

(Z bjpjizj> (Z bjpjézj> = =
7=0 7=0
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2.3 Applications

1
2.3.1 Le cas
11—z

(0.9]
D
=0

Corollaire 2.3.1. Etant donné un alphabet P = {py,p;} et k un entier naturel, alors

k-1

Sp_1(P) — Si(P)z .
k 1( ) k( ) :Z 1p25k i 1( ) _plfpg kJrIZSj(P o
=0

- -p) 2

1) Si k =1, le corollaire 2.3.1 s’écrit comme suit

P) — S, (P -
SO Dyt 3 s,
=0

(1 —=p12)(1 — p22)

mais comme So(P) =1 et S1(P) = p1 + pa, alors

1—(p1+po)z 2 -
=1 z S (P)z2?
T pod—pr) — L 22 25l

ce qui donne

zS 1

(1 =p12)(1 = p22)
1

T 1- (p1 +p2)2 + prp2z? (23)
a- En remplacant ps par (—py) dans la formule (2.3), on trouve
i Sj(pr + [=p2))#’ . : (2.4)
=0 "1 (p—p2)z — et
On pose
pr—p2=1
pip2 =1

la formule (2.4) devient

1
1—2z— 22

00

_ E J

= F’jz7
Jj=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

Z Si(pr + [-pa)) 2! =

nacci tel que

Fj = S;(p1+ [—p2])
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b- En remplacant p; par (2p;) et py par (—2ps) dans la formule (2.3), on trouve

1
1 - 2(p1 —P2)Z - 4]?1]9222.

> 8@2p + [~2pa))2 = (2.5)
7=0

On pose 4p;p; = —1, la formule (2.5) devient

1
1—2(p1 — p2)z + 22

oo
ZSJ 2p1 + [—2po]) 2’ =
7=0

= Z Uj(pl - pz)zj (2.6)

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les polynéome de Tche-

bychev de deuxiéme espéce tel que

Uj(p1 — p2) = Sj(2p1 + [—2p2]).

De la formule (2.6) nous pouvons déduire

[e.o]

> 155(2p1 + [=2pa]) — (p1 — p2)Sj 1 (2p1 + [~2p2])] 7 =

Jj=0

1 —(p1 —po)z
1—2(p1 —p2)z + 22

= Typ —p)? (27)

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynéme de Tcheby-

chev de premiére espéce
Ti(p1 — p2) = S;(2p1 + [—2p2]) — (p1 — p2)Sj-1(2p1 + [—2p2])

2) Sik =2, le corollaire 2.3.1 s’écrit alors

S1(P) — Sy(P)z
(1 =p12)(1 = p22)

= S1(P) + p1p2So(P)z — pip32® Z S;(

avec  So(P) =1, S1(P) = p1 + p2 et So(P) = p? + p1ps + p3, alors

2,23 S — S1(P) = Sa(P)z
—pipaz Z S;( A=) —pe) S1(P) — p1p2So(P)z
_ S1(P) = 5(P)z — (S1(P) + pipaSoe(P)2) (1 — p12) (1 — pe2)
(1 =p12)(1 — p22)
_ (p1 +p2) — (pT 4+ p1p2 + P3)z — ((p1 + p2) + P1p22) (1 — p12)(1 — p22)
(1 =p12)(1 = p22)
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R Z $,(P)si = 11 + po — Pi2 — P1paZ — Pz — D1 — P2 — P1Pai + iz + pipaz
P2 (1= p12)(1 = p22)

Pip2z® + pipaz + D3z + pip3a® — pipez® — pip3z® — pipsz
(1 - pﬂ)(l - p2z)

3
+

—pips2?
(1 —=p12)(1 = p22)’

et par suite

Z S z] . —p?p§z4

(1 —p12)(1 — pa2)(—pip3z?)
1
T (L—pn) (A —pe2)

D’autre part, on a

iSJ(P)ZJ = So(P) +§:SJ(P 27

1
= So(P)+2)_ Si(P)?,
=0
ce qui implique
2 Sia(P)2 =) S;(P)2) — Sy(P)
j=0 §=0
— 1 -1
(1=pz)(1—pez)
Alors
1 1

1—(1=p12)(1 — p22)
(1 —=p12)(1 — paz)z
1= (1 —p1z — p2z + p1p22?)
B (1 =p12)(1 — pa2)2
L —1+piz+ paz — pipe?”®
(1= p12)(1 = p22)z

P12+ P2z — p1pa’’
(1 —=p12)(1 — paz)z

_ p1tp2—Dpip22

(1 =p2)(1 = pa2)

. D1+ D2 — p1p2Z

1= (p1+p2)z + pipez?

a- En remplacant ps par (—py) dans la formule (2.8), on trouve

= ; D1 — D2 + p1p2?
jzo J+1(p1 [ p2]> 1— (pl _ pQ)Z — p1p222 ( )
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On pose
pr—p2=1
pip2 =1

la formule (2.9) devient

> S+ [-pal)2’ =

j=0
=(1+2))_ F,
j=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que
Sjt1(p1+ [=p2]) = (1 + 2) F}.

b- En remplagant p; par (2p;) et py par (—2py) dans la formule (2.8), on trouve

- - 2(p1 — p2) + 4pi1paz
Sii1(2p1 + [—2pa])2? = 2.10
]ZO j+1(2p1 + [=2p2]) 1— 2(p1 — o)z — Ap1ps2? (2.10)

On pose 4p;p; = —1, la formule(2.10) devient

- ] 2(]71 —p2) -z
S (2 —2py])2 =
Z i11(2p1 + [—2p2])2 1= 2001 — o)z 1 22

j=0
= (2(p1 —p2) = 2) Y _ Uj(p1 — p2)
j=0
la derniére formule représente une fonction génératrice pour les polynéome de Tche-

bychev de dexiéme espéce tel que

Sj+1(2p1 + [—2pa]) = (2(p1 — p2) — 2)Uj(p1 — pa2).

De la formule(2.7) nous pouvons déduire

o0

ZTJ‘H(M — )2’ = Z[5j+1(2p1 + [—2pa]) — (p1 — p2)S;(2p1 + [—2p2])] 2

<
Il
o

Sic1(2p1 + [2p2)27 — (1 — p2) > _ S;(2p1 + [~2pa2)) 2

[
WE

=0 =0
_ 2Ap—pp) 2 (p1 — po) 1
1—2(py — p2)z + 22 1—2(p1 — p2)z + 22
Pr—p2 — %

- 1—2(py — p2)z + 22
_ b1 —pP2 — <% 1—(291—1?2)2
1—(p1—p2)z 1 —2(p1 —p2)z+ 22

(Pl - p2) -7 = ;
= 2 C N (py — pa) A,
1 — (pl . pz)Z ]2_; J(pl p2)
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ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polyndéme de chebychev

de premiére espece tel que

Si1(2p1 + [=2p2]) — (p1 — p2)S;(2p1 + [—2p2]) = %Tj(}?l — D2).

3) Si k = 3, le corollaire 2.3.1 s’écrit alors

So(P) — S4(P)z

= 2,2 2 3,34
=) (l—paz) So(P) + p1p2S1(P)z + pip3So(P)z" — pips2 ZS

avec  So(P) =1, S1(P) = p1 + p2, So(P) = p? + p1ps + p2
et S3(P) = p? + p1p3 + pipe + p3, alors

—pippz" ZS - 1SZ_( pzz)(fs_(iizz) — S5(P) — p1ip2Si(P)z — pip3So(P)2*
52(P> - 33(P)Z - 52(P)(1 — P12 — P2z +p1p22’2)
(1 - p12>(1 - P2Z)

_ pp2Si(P)z(1 = prz — paz + pipa?®)
(L= piz)(1 — p22)
P1p250(P)752( — P12 — Paz + p1p22?)
(1 - Plz)(l - p22)
_(pT+pwp2 + p3) — (P} + pip3 + Pip2 + P32
a (1 =p12)(1 = pa22)
(P e +P3) (L — priz — oz + pipez?)
(1 =p12)(1 = p22)
_ pipa(p1 + p2)2(l — prz — poz + pip2z’)
(1 - p12)(1 - p22)
_ Pips2*(1 — prz — paz + pip22?)
(1 = p12)(1 = p22)
_ PE e + D3 — Piz — pip3z — Dipez — Pz — pi — pipe
B (1 —]912)(1 —P2Z)
P — Pip2z — PipsZ — Pz — iz — Pipez — pips?
(I =pi2)(1 = pa2)
 Pipe?® +pips2® 4 pipsz® + pipez + pip3z
(1 =p12)(1 = p22)
Pip22® + pips2” + pips2® + pipyz” — pips?
(1 - plz)(l - p22)
_ pipsZ’ +pipse® — pips® — pipsz’ + pipset
(1 =p12)(1 = p22)
B —pipzt
B (1 —p1z)<1 —]922)7

+
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et par suite
(1 —p12)(1 = paz)(—pip3z?)
- 1
(I =p12)(1 = paz)
D’autre part, on a
ZS ) + ZS
= So(P) + S1(P Z+ZS]+2 P)zit2
= So(P) + S1(P)z+ 2 ZSJ”
ce qui implique
Z j+2(P)2? =Y S;(P)2’ — 8y(P) — Si(P)z
j= j=0
L 1
= — 1 —p1z — poz,
(1 _plz)(l —p22> ' ?
alors
= 1 1 +p12 —|—p22
D Sja(P)e = 5~ 5
= (1 —p12)(1 — paz)z z
1=+ piz+pe2)(1 —pi2)(1 — p2)
(1 =p12)(1 = p22)2?
_ 1 — (14 p1z +p22)(1 — p1z — paz + p1p22?)
(1 —p12)(1 — poz)2?
1 —=1—piz—pez+m=z + piz® + pipaz® + poz
(1 —p12)(1 — paz)2?
p1p2z® + P32 — pipez® — pipez® — pip32?
+ 2
(1 —p12)(1 — pez)z
_ piz? + p32? + pipez? — pipez® — pipia?
(1 —p12)(1 — paz)2?
_ P+ Py pape — pipez — pip3e
(1 =p12)(1 — p22)
_ DT+ D+ pip2 — Dipez — pip3e 2.11)
1 — (p1 +p2)z + p1p22?
a- En remplacant ps par (—py) dans la formule (2.11), on trouve
00 2 2 2 2
i, P+ D3 — p1p2 + pip2z — pP1P3R
> Syalpn + [-pal) e = P2 tp22 — D11
=0 - (pl - p?)z — P1p2z
_ (pL=p2)* + P12 + p1pa(p1 — p2)2 (2.12)

1 — (p1 — p2)z — p1p22?
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On pose
pr—p2=1
pip2 =1

la formule(2.12) devient

> 14142
. _ e e e
ZSJ+2(P1+[ p2])z 11— . _»
J=0
24z
1l —z— 22

=(2+2)) F?,
j=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que
Sjr2(p1+ [=p2]) = (2 + 2) F}.

b- En remplagant p; par (2p;1) et ps par (—2p,) dans la formule(2.11), on trouve

N (2p1— 2p2)% + Apips + Ap1pa(2p1 — 2pa)2
> Sia(2p1 + [~2pa))2 = (2ps 1]72) 5 Pip2 + 4p1ps( p12 2
§=0 — 2(p1 — p2)z — Ap1p22

_A(pr — p2)? 4 Ap1p2 + 8pipa(pr — p2)2
1 —2(p1 — p2)z — 4p1p22?
4(pt + P35 — 2p1p2) + 4p1p2 + 8p1pa(p1 — p2)z
1 —2(p1 — p2)z — dp1pa2?
 ApY + 4p3 — 8pipa + Ap1p2 + 8pipa(p1 — p2)2
- 1 —2(p1 — p2)z — 4p1p22?

(2.13)

On pose 4p;p; = —1, la formule (2.13) devient

_Api A3+ 21— 2(p —pa)2
1—2(p1 —p2)z + 22

> S (2p1 + [~2pa])7

j=0
_ Api+ApE+ 11— 2(py — pa)2
1—2(p1 — p2)z + 22

= (4p} +4p5 + 1= 2(p1 — p2)2) > Uj(p1 — p2)?’,
=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les polynémes de Tche-

bychev de deuxiéme espéce tel que

Si+2(2p1 + [2p2]) = (429% + 4p§ +1—2(p1 — p2)2)U;(p1 — p2).
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De la formule (2.7) nous pouvons déduire

> Tialp + [—p2) Z 1221 + [=2pa2]) — (p1 — p2)Sj41(2p1 + [—2pa])] ¥
J=0 J=0
= Z j2(2p1 + [~2pa]) 27 — p2) Y Si1(2p1 + [~2ps]) ¥
7=0

_ 4291 +4p3 +1—2(p1 — p2)2 2(p1 — p2) —
1—2(p1 — p2)z + 22 1 —2(p1 — p2)z + 22
CApT 4 4p3 +1—2(p1 — p2)z — 2(p1 — p2)° + (p1 — p2)2
- [P
_ APt +Api+ 1 — (p1— p2)z — 2p] — 2p5 + Apipe
1—2(p;1 — p2)z + 22
_ 2p3 + 2p5 + 4pipe + 1 — (p1 — p2)2
1—2(p1 —po)z + 22
2421+ 1 ( —po)2
1—2(p1 — p2)z + 22
_ 29+ 205 — (m —po)2
1 —2(p1 — p2)z + 22
_ 2pi +2p3 — (P —p2)z 1= (p1 —p2)2

- (pl - p2)

1—(p1 —p2)z '1—2(p1—p2)2+22
_ 201 +2p3 - p1 p2)? ZT
1—(p1—

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polyndémes de Tcheby-

chev de premiére espéce tel que

2p3 +2p3 — (p1 — p2)2

Sit2(2p1+[=2pa]) = (p1=p2) Sj1 2p1 +[=2p2]) = ——— 01— o) Tj(p1—p2)-
4) Si k = 4, le corollaire 2.3.1 s’écrit alors
53( ) ZZHP%S?) —pi‘p‘ézf’iS-(P P
(1 —p12)( 1 — P2%) X - is0 !

avec  So(P) =1, S1(P) = p1 + p2, So(P) :P% + p1p2 +p§,
S3(P) = p} + p1p2 + p2pa + pi et Sy(P) = pt + pipy + pip? + pip3 + pi, alors

—Pipaz 525 Z = SP) Zpl PS5

(1 —p12) 1—p22

_ P+ ps+ paps + pipe — (0 +p5 + pipe + pip3 + pip3)2
(1= p1z)(1 = p22)

— S3(P) — pip2Sa(P)z — pip3Si(P)2* — pipsSo(P)2*
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Py D3 A pups + pipe — iz — Pz — Pipez — pip3z — Pipsz
a (1T =p12)(1 = pa2)
(S3(P) — p1p2S2(P)2)(1 — p12 — paz + p1paz?)
(1 - p12)(1 - p22)
(PTp3S1(P)2* + pip3So(P)2°) (1 — prz — paz + pipa?®)
(1 =p12)(1 = p22)
P+ P34 pip3 + pipe — iz — iz — Pipez — pipsz — pip3z
B (1 —Plz)(l —P2Z)
(P} + P53 + p1p3 + pip2) (1 — prz — poz + p1p27?)
(1 =p12)(1 = pa2)
(p1p2(pT + p1p2 + p3)2) (1 — 1z — Paz + P1paz?)
(1 =p12)(1 = p22)
(Pip3(p1 + p2)2” + pips2®) (1 — p1z — paz + pipa2®)
(1 - Plz)(l - p22)
P+ D3 4 pip3 + pipe — iz — piz — Pipez — pipiz — pip3z
B (1 =p12)(1 = p22)
(p? + P53 + p1p3 + pipe + pip2z)(1 — pr1z — poz + pip2?)
(1 - Plz)(l - p2z)
(Pip3z + pipsz + pips2®) (1 — p1z — paz + pipe?®)
(1 =p12)(1 = p22)
(pip32> + pip32®) (1 — prz — poz + p1paz?)
(1 =p12)(1 = p22)
Py D3 A pups + pipe — iz — Dz — Pipez — pip3z — Pips2
N (1 —P12>(1 —P2Z)
P+ P3 - pap3 + pipe + pipez + pIp3z + pipdz + pipsz®
(1 = p12)(1 — p22)
 pip3Z® +pip32® — piz — pipdz — i3z — pipez — pipe??
(1 - Plz)(l - p22)
Pip32® 4 pips2® 4 pips2® 4 pipsz® + pipszt + pipaz

—pips2® Y S;(P)7
7=0

+

+

_|_

+

i (1= p12)(1 — ps2)

| Doz Fpapiz + piphe + piphe + e + pupy=® + pipye”
(1= p12)(1 = p22)

| Dipa” pipset = pipaz® — pipy® — piphe® — pipse?

(1= p12)(1 = paz)
 pips?® + pin3e® + pipse® 4 pipdet 4 pipazt + pips2®

(1 = p12)(1 — p22)

—pips2°
(1 =p12)(1 = p22)’
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et par suite

4,45

00 . —D1DP2%
S 5Py =
2 S = 00 - pe)(pin)

1
(1 =p12)(1 —paz)

Jj=0

D’autre part, on a

iSJ(P)Z] = S()(P) + Sl(P)Z + SQ(P)Z2 + iSj_:,_g(P)Zj—’—?’

=14 (p1+p2)z+ (0] + pap2 +13)2° +2° Y Sjya(P)2
=0

o)
=1+ p12 + pez + piz’ + pipa2® + p3z + 2° Z S;3(P)27,
§=0
ce qui implique

2 Z Sir3(P)2 = Z S;(P)2) — 1 —p1z — paz — pi2° — pipez” — p32°
=0 =0

_ 1 (0 +pz+pe2)(d = pr2)(1 = pa2)
(1 =p12)(1 = p22) (1 —=p12)(1 — p22)
(P2 + pip22® + p3z°) (1 — piz)(1 — pa2)
(1= piz)(1 = p22)

1— (14 p1z + poz + 222 + pipe2® + p222) (1 — p1z — poz + p1pez?)

+

(1 - p12)(1 - pZZ)
1 —1—p1z—poz — piz? — pipez® — p32° + prz + piz® + pipo2®
(1 =p12)(1 — p22)
Pi2® 4 pipez® 4+ pip3a® 4 poz + pipaz® + p32® + pipa2® + pip3s?
(1 - plz)(l - P2Z)
P32® — pipaz® — pipez® — pip32® — pipaz?t — pip32t — pipizt
(1 =p12)(1 = p22)
P2+ 32 4 pipe2® + pips2® — pipezt — pip3zt — pipszt
B (1 = p12)(1 = p22) ’

_|_

+

i S, 5(P)l = piz° + p32® + pipa?® + pip3a® — pipe2t — pipszt — pip3et
(1 =p12)(1 — p22)2
_ P+ P54 pipe + papd — pipez — pip3z — pipiz
(1 =p12)(1 = p22)
DY D3 A pipe + paps — pipez — pipsz — pipsz
- 1 — (p1 + p2)z + pip22? '

(2.14)
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a- En remplacant p, par (—p,) dans la formule (2.14), on trouve

o0 3_ .3 _ .2 2, .3 2.2 3

i Pi — Dy — PpiP2 + P1py + P1P2Z — P1PaZ + P1Pr2
E Sira(py+ [—pa)) e = F—2—1 2T P1lp T P2 12 172
=0 L= (p1 —p2)z — pip2z2

(p1 = p2)° + 3pipa(pr — p2) — pipa(pr — p2) + Pipa(PT — Pip2 +p3)2
1 — (p1 — p2)z — prpa??
(p1 — p2)® + 3p1p2(p1 — p2) — Prp2(p1 — p2) + Prp2((p1 — p2)® + P1p2)*
1 — (p1 — p2)z — p1p22?

(2.15)
On pose
pr—p2=1
pip2 =1

la formule (2.15) devient

1+3-14+1(1+1)z

Z Siva(p1 + [=p2))2” =

— . 2
= l1—2z—2
B 3+ 2z
1=z — 22
=(3+22) ) F,
=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que
Sj+s(p1+ [=p2]) = (3 +22) F}.

b- En remplacant p; par (2p;) et ps par (—2ps) dans la formule (2.14), on trouve

f: S s (2p1-+[—2pa]) 5 = 8p} — 8p3 — 8pips + 8pips + 16pipez — 16pip32 + 16p1pi2
=0 " 1 —=2(p1 — p2)z — Ap1p22°

(2.16)
On pose 4p1p; = —1, la formule (2.16) devient

0 . 8pi — 8p3 + 2p1 — 2py — Apiz — 2 — Ap3z
Sj+3(2p1 + [—2p2)) 7 =
Z i+3(2p1 + [—2p2]) 1 —2(p1 — p2)z + 22

7=0
_ 8(pi —p3) +2(p1 —p2) — (4p7 + 1+ 4pj)2
1—2(py — p2)z + 22

= (8(p} — p3) + 2(p1 — p2) — (4P + 1+ 4p3)2) > Ujl(pr — pa)?’,

j=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les polyndémes de Tche-

bychev de deuxiéme espéce tel que

Sia(2py + [=2pa]) = (8(p} — p3) + 2(p1 — p2) — (4p} + 1+ 4p2)2)U;(p1 — pa).



2.3. Applications 42

De la formule (2.7) nous pouvons déduire

oo

ZT7+3 P1— D2)? Z[Sj+3(2p1 + [=2p2]) — (p1 — P2)5j+2(2p1 + [—2p2)]2j

g 1

S St 2 — (=) S Sy 4 [20)

§=0 §=0
8P} —p3) +2(p1 — p2) — (4p] + 1 +4p3)2
1—2(p1 — p2)z + 22
ApT +4p; +1 —2(p1 — po)=
1—2(p1 —po)z + 22

_ 8(p} —p3) +2(p1r —p2) — (4pF + 14 4p3)z — 4p7

1- 2(p1 p2)z + 22

N Apips — 4p1p3 +4p3 — p1 +p2 +2(p1L — pa)*z
1—2(p1 — p2)z + 22
A(p? — p3) + (p1 — po) + 4pTps — dpips — 2072 — 2p32 — 2 — dpipaz
N 1 —2(p1 — p2)z+ 22
_ APt —p3) + (= p2) = p1+ P2 — 2piz — 2phz
1—2(p1 — p2)z + 22
_ A —p3) — 2001 +1p3)2
1—2(p1 —p2)z + 22
_ A(p1 — p2)® + 12p1p2(pr — p2) — 2(pT + p3)2
1—2(p1 — pa)z + 22
_ 4(pr—p2)* = 3(p1 — p2) — 2(p1 + P3)2
1 —2(p1 — p2)z + 22

_ A= p2)* = 3(p —p2) 201+ p3)2 11— (1 —p2)2

- (pl - pz)

1—(p1 —po2)= '1—2(P1—P2)Z+22
4(p1 — p2)® — 3(p1 — p2) — 2(p? + p3)=
= Ti(pr —p
1= (p1 —p2)z JZ; 1P

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polyndémes de Tcheby-

chev de premiére espéce tel que

4(p1 — p2)® — 3(p1 — p2) — 2(p? + p3)=
1 —(p1 —p2)z

Sj43(2p1—2p2)—(p1—p2)Sj+2(2p1—2p2) = T (p1—p2).

2.3.2 Le cas 7= Z( 1)727

Corollaire 2.3.2. Etant donné un alphabet P = {p1,p2} et k un entier naturel, alors

Sk-1(P) + Sk(P — i, 3 kok ok - itk '
Sy_i1(P)z? — + —1)y+kLg (P2,
(1+p12 1—1—p2z ]z:: p1p2 k—j 1( )Z P1Poz ;( ) ]( )Z
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1) Si k=1, le corollaire 2.3.2 s’écrit alors

So(P)+ Si(P)z B 2 0 Ve P\
(1+p12)(1+p22)_1 P1p2 ]ZO( 1)7S;(P),

mais comme So(P) =1 et S1(P) = p1 + pa, alors

1 — (p1+p2)z 2 -
=1- z —
T+ 7o)+ po) =" )

ce qui donne

- J J 1
2 VS P = e S )

7=0
1
= . 2.17
L+ (p1 +p2)z + p1p22® (2.17)
a-En remplagant p, par (—pz) dans la formule (2.17), on trouve
1S (py + [—po])2d = 2.18
N e =S
On pose
pr—p2=1
pipe =1
la formule (2.18) devient
S (1S + [pa) =
: / 1+ 2z — 22
7=0
=) (-1YF
=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-
nacci tel que

Fy = Si(p1+ [-p2]).

b- En remplacant p; par (2p;) et py par (—2p9) dans la formule (2.17), on trouve

0 ‘ 1

;( )95 (2p1 + [—2pa])2’ = 11200 — s — I

(2.19)

On pose 4p1py = —1, la formule (2.19) devient

b . 4 1

j20<_1y5j(2p1+[_2p2]>za BT

B I AR B

7=0
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la derniere formule représente une fonction génératrice pour les polynome de Tche-

bychev de deuxiéme espéce tel que
Uj(p1 — p2) = S;(2p1 + [—2pa]).

De la formule (2.20) nous pouvons déduire

o) . | 1 + o
;gqy@@m+Pmm—@»ﬂm@A@n+Pmﬂw:1+%£:£Q+ﬁ
= (1T~ p2)

(2.21)

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynéme de Tcheby-

chev de premiére espéce tel que
Tj(p1 — p2) = S;(2p1 + [=2p2]) — (p1 — p2)Sj-1(2p1 + [—2p2)).

2) Si k =2, le Corollaire 2.3.2 s’écrit alors

S1(P) + So(P)z
(1 +p12)(1 + p22)

= 51(P) — pip2So(P)z — pipsz Z 1)71S;(P),
avec  So(P) =1, S1(P) = p1 + p2 et So(P) = p} + pips + p3, alors

pipy? 32 7 = (fiif;)—(fiil; — S1(P) 4+ pip25o(P)z
~ S1(P) + S5(P)z — (S1(P) — p1p2So(P)z) (1 + p12)(1 + paz)
B (14 p12)(1 + p22)
(1 +p2) + (0 + P2+ p3)2
Bl (1+p12)(1 + p22)
_ ((p1+p2) = pip2z) (L + pr12) (1 + po2)
(1 +p12)(1 + p22)
D12+ Pz pipez + p3z — p1— D2 + Dib2z — DIz — Pipaz
B (14 p12)(1 + p22)
Pip2z® — pipaz — Paz + pip3z® — Pipez® — pips2” + pips”
(1 +p12)(1 + p22)

+

_ pin3?’
(I+p12)(1 4 p2z)’

et par suite

o0

> (-1)8,(P)e = Bp
s (1+ p12)(1 + p22)(pip32*)

1
T (U4 pa)(1+pe2)
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D’autre part, on a

g = So(P )+§(—1)jsj(P)zj
~S(P) - zjf;— S, 01(P):
ce qui implique
_Z]io< 1)78;41(P)2 _Zs (P)
1

(L +p2)(L+p22)
alors
> . - 1 1
(U p2) (A +pe2)(=2)  (—2)
- 1-— (1 +p12)(1 —l—p22)
a (1 —|—p12)(1 +p22)(—2>
1 — (14 p1z + paz + pi1paz?)
(1 +p12)(1 + p22)(—2)
1 —1—p1z—pez — pipa??
(L4 p12)(1 + p22)(—2)
_ Thiz — P2z — pip22?
(L pi2) (1 +paz)(—2)
_ P1+p2tpipez
(L4 pi2)(1+p22)
_ D1+ p2 + p1p22 ‘ (2.22)
L+ (p1 + p2)z + pip22?

a- En remplacant p, par (—p,) dans la formule (2.22),0n trouve

j P1 — P2 — P1P27
ygo Sit1(p1 + [=p2])2” = 1+ (51— p2)7 — pipa?? (2.23)
On pose
pr—p2=1
pip2 =1
la formule (2.23) devient
> (1 Sitor + (! = s
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la derniére formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que

Sir1(p1 + [=p2]) = Fjs1.

b- En remplagant p; par (2p;) et p par (—2ps) dans la formule (2.22), on trouve

[e.9]

: 2(p1 — p2) — 4p1p2z
E —1)S5;.1(2p; + [—2 2.24
jo( ) J+1( P1 [ pQ]) 1 + 2(p1 pQ)Z — 4p1p222 ( )

On pose 4p1py = —1, la formule(2.24) devient

- i 2(p1 —p2) + 2
(2p1 + [—2po]) 2’ =
; Sj+1(2p1 + [—2pa]) 1+ 2(p1 — pa)z + 22
= (2 Z ]Uj+1 p1— pQ)Zja
7=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les polyndémes de Tche-

bychev de deuxiéme espéce tel que

Sir1(2p1 + [—2p2]) = (2(p1 — p2) + 2)Uj1(p1 — p2).

De la formule (2.21) nous pouvons déduire

[e o]

Z Tj1(p1 — pz)zj = Z(—l)j[5j+1(2p1 + [—2p2]) — (p1 — p2)S;(2p1 + [—2P2])]Zj

7=0 0

[
Il

[
M
Mg

(—1YUjsa(pr — p2)2’ — (p1 — p2)

7=0 7=0
2 —p2) t2 1
12 — o)zt 2 —(pl—p2)1+2(p1_p2)z+z2
D1 — P2t 2

- 14 2(p1 — pa)z + 22

(p1—p2) +2 ; ;
= DL P TE NT YT (py — )2,
1 + (pl —pz)Z ]2_;( ) J(pl p?)

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynéme de Tcheby-

chev de premiére espéce tel que

Sit1(2p1 + [=2p2]) — (p1 — p2)S;(2p1 + [—2p2]) = %Tj@l — Da).

3) Si k = 3, le corollaire 2.3.2 s’écrit alors

So(P) + S3(P)z . . 00 ' |
= 5(P)— P - _1)+2g. (P
(1+p12)(1 + pe2) So(P)=p1p2S1(P)z+pip3Se(P )Z PiP52 JZO( ) 5]( )27,

(=1)7U;(2p1 + [-2p2])#
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avec  So(P) =1, S1(P) = p1 + p2, So(P) = pi + pip2 + 13
et S3(P) = p} + pip3 + pips + p3, alors

o0 , -~ Sy(P) + S5(P)z
3,34 —1)y+25. (P = 22
P1Poz : (=1) i(P)z (I +p12)(1 + pa2)

7=0
_ Sy(P) 4 S3(P)z — So(P)(1 + p1z + paz + p1p22?)
a (14 p12)(1 + p22)
p1p2S1(P)z(1 + p1z + paz + p1p22?)
(1 +p12)(1 + p22)
B Pip3So(P)2*(1 + p12z + paz + pipa2?)
(1 +p12)(1 + p22)
(p1 + prp2 + p3) + (P} + p1p3 + papi + p3)z
(14 p12)(1 + p22)
(p? 4 p1p2 + P2 (1 + prz + paz + pipa2?)
(L4 p12)(1 + p22)
pip2(p1 + p2)z(1 + prz + paz + pi1p22?)
(1 +p12)(1 + p22)
_ PInsRP(1 4 iz + paz + pipe??)
(14 p12)(1 + p22)
DY 4 pipe + D3+ iz + pupsz + pipez + piz — pi
N (14 p12)(1 + p22)
w2+ ph — pipez — pap3z + pips2® + piz + pipez
(14 p12)(1 + p22)
 pap3z — pipez® — pips® + pips2® + pipez + pip3z
(14 p12)(1 + p22)
_paz = pip3e — pips?® + pipss’ + pipe?
(14 p12)(1 + p22)
_ pIpsE + pap3e® — pip3e® — pipde® + pipszt
(L4 p12)(1 + p22)
—pips2*
(4 pi2) (14 p22)’

— S2(P) + p1p2S1(P)z — p%p%So(P)f

+

_|_

et par suite

S Capsp o
= (1 +p12)(1 + p22)(—pips2*)
1
(L+p12)(1+p22)




2.3. Applications 48

D’autre part, on a

D (—1)Y85(P)2) = So(P) + > (—1)/8;(P)~’
j=0 j=1
= So(P) = Si(P)z + Y (—1)8;42(P)2"+
=0
= So(P) = S1(P)z+2* Y (=1)Sj1a(P)~,
=0
ce qui implique
23 (1 Sa(P)F = Y (<17S(P) = So(P) = Si(P)z
=0 =0
! 1+ piz+
= — z Z,
(1+p12)(1 4 p22) pretbe
d’ou
> ) ) 1 1 —prz—poz
1\ Q. J — _
Z< 1)’ 8j42(P)z (1+p12)(1 + ppz)22? 22

=0
1 —(1—p1z —paz)(1+p12)(1 + pa2)
(L +p1z)(1 + p2z)2?
1— (1= p1z — paz)(1 + P12 + poz + p1pa2?)
(1 +piz)(1 + p22)2?
1 — 14 p1z+ poz — p1z + piz? + pipez® — poz
(1 +p12)(1 + p2z)z?
pip2z® + p32% — pipaz® + pipez® + pip32®
(L +piz)(1 + p2z)2?
piz® + p32® + pipez® 4 pipe2® + pip32®
(L4 p12)(1 + p2z)z?
. P} + D3 + D12 + Pipez + pip3z
B (1 +p12)(1 + p22)
I ps+pips + pipez + pip3e

+

2.25
L+ (p1 + p2)z + p1pa2? (2.25)
a- En remplacant ps par (—py) dans la formule (2.25), on trouve
oo 2 4 .2 2 2
; D1+ Py — pip2 — PiP2Z + Pp1Psz
]ZO< ) ]+2( 1 [ 2]) 1+ (pl _p2)Z _ p1p222
_ 2 _ _
_ (1= p2)” + a2 — prp2(p : P2)? (2.26)
L+ (p1 — p2)z — pipez
On pose

pr—p2=1

pipe =1
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la formule (2.26) devient

o0

. . 1+1—2
]Z:;(_I)Jsj—i-?(pl + [=pa))2’ = 17, 2
B 2—z
14z — 22
— 20— (1 F,
j=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que
Sjt2(pr + [=p2]) = (2 = 2)F;.

b- En remplacant p; par (2p;) et ps par (—2ps) dans la formule (2.25), on trouve

- ; - (2p1 — 2p2)? + Apipa — Ap1p2(2p1 — 2p2)z
—1)7Sj12(2p1 + [—2p2))2’ =
jz:;( ) Sjy2(2p1 + [—2pa)) 1+ 2(p1 — pa)z — dpipa2?

_Apy — p2)® + 4p1p2 — 8p1pa(p1 — p2)2

B 1+ 2(p1 — p2)z — 4p1pa2?

_A(pT + p3 — 2p1p2) + Ap1p2 — 8pip2(p1 — p2)z
B L+ 2(p1 — p2)z — 4p1p22?

B Ap} + 4p3 — 8p1pa + 4p1p2 — 8p1pa(p1 — p2)z
N 1+ 2(p1 — p2)z — 4p1p2z?

(2.27)

On pose 4p1p, = —1, la formule (2.27) devient

S (11221 + [ 2pal)of = TLE B2 LA~ pa)

g j+2 1 2 1+ 2<p1 —pQ)Z + 22

_Api A+ 14+ 2(p — po)2
14 2(p1 — p2)2 + 22
= (4p] +4p3 + 1+ 2(p1 — p2)2) D _(—1)Uj(p1 — p2)#,
7=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les polynéome de Tche-

bychev de deuxiéme espéce tel que

Sit2(2p1 + [—2p2]) = (4p7 + 4p5 + 1+ 2(p1 — p2)2)Uj(p1 — p2).



2.3. Applications 20

de la formule (2.21) nous pouvons déduire

Z(—l)jZ}+2(p1 + [—pa))?’ = Z(—l)j[5j+2(2pl + [—2p2]) — (p1 — P2)Sj5+1(2p1 + [—2p2])]7’

[
NE

(—1) Sj42(2p1 + [—2p2)) 7’

<.
Il
o

o0

Z 1)/Sj41(2p1 + [~2ps])

—0
_ 4p? + 4p? + 14+ 2(p1 —po)z 2(p1 —po) + 2

14 2(p1 — pa)z + 22 14 2(p1 — po)z + 22
_ Ap} +4p3 + 1+ 2(p1 — p2)z — 2(p1 — p2)® — (p1 — p2)2

14 2(p1 —p2)z + 22
_ APt +Aps + 1+ (p1— p2)z — 2p — 2p3 + dpips
14 2(p1 — pa)z + 22
_ 201 4205+ 4pipa + 1+ (p1 — o)z
14 2(p1 — p2)z + 22
42— 141+ (= po)2
14 2(p1 — p2)z + 22
_ 207+ 205 + (pL— p2)2
14 2(p1 — pa)z + 22

2 42054 (P —p2)z 1+ (p1—po)2

1+ (p1 — pa2)z 14 2(p1 — pa)z + 22

202 4+ 2p2 + (p1 — P2)? ~— , :
= —1)Ti(pr — p2)?,
1+(p1—p2)z JZO( ) J( 1 2)

- (pl - Pz)

ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynéme de Tcheby-

chev de premiére espéce tel que

2171 + 2]92 (p1 — p2)2

Siv2(2p1+[=2p2)) = (P1—p2) Sja (21 +[=2p]) = == o= o) T;(p1—p2).
4) Si k = 4, le corollaire 2.3.2 s’écrit alors
S3(P) + Su(P)z N~ pyini SENIVIEL < VERVITYp
= 1Y pip}Ss_i(P)z? — pipyz —1)738,(P)27,
(1+p12)(1+p22) ]2:;( ) 172+3 J( ) 1472 jzo( ) J( )

avec  So(P) =1, S1(P) = p1 + p2, S2(P) = p? + pips + p3,
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S3(P) = p} 4 p1p3 + pip2 + P et Su(P) = pi + pips + pips + p1ps + p3, alors

—Pipa? Z 17728;(P)! = SP) + 5u(P)z _Z( )p1p253 §(P)#

(L4 p2)(1+p2z) 4=

_ P pips + Pipe + p5 + (1 + pipa + PIPS + pipl + P3)2
(1 +p12)(1 + p22)

— (S5(P) — p1p2Sa(P)z + pips S1(P)2* — pip3So(P)2%)
P+ pups + pie 4 P+ Pz + Pipez + Pipsz + pipsz + paz
a (1 +p12)(1 + p22)

 (S3(P) = p1p2S2(P)2) (L + (p1 + p2)2 + p1p2z?)

(1 +p12)(1 + p22)
_ (Pip3S1(P)2* — pip3So(P)2*) (1 + (p1 + pa)z + pipa?®)
(1 +p12)(1 + p22)
P+ pups 4 pipe + 3 4 piz + pipaz + pipsz + piphz + iz
a (1 +p12)(1 + p22)
_ (pi +pip3 + pipe + p3) (1 + (p1 + po)2 + pipe2?)
(1+pi2)(1 + p22)
20T + pipe + p3)2(1 + (1 + p2)z + pipa2?)
(1 +p12)(1 + p22)
_ (iP3(p1 £ p2)2® — pip32”) (L + (p1 + p2)z + pip22®)
(1 +p12)(1 + p22)
_ PP+ p3 + Db + pipe — Pz — Pz — Pipaz — Pip3E — PiD3E
(1 +p12)(1 + p22)
(p} + 3+ pupd + pipe + pipaz) (1 + (p1 + p2)z + prp2z?)
(1T +p12)(1 + p22)
_ (PIp3z + pap3z — pip32®) (L + (p1 + p2)2 + pip2z?)
(1 +p1z)(1 + p22)
(Pip32”° + pip32®) (1 4 (pr + p2)2 + prpez?)
172 12
(1 +p12)(1 + p22)
_ DY+ pips + pipe + P+ piz + 3z + pipez + pipsz + pipsz
B (1 +p12)(1 + p22)
i+ pip3 + pipe + p3 — pipez — pipsz — pipdz + pip3e?
(L4 p12)(1 + p22)
 pip3Z® — pips2® + piz + pipsz + pipez + pipsz — pipe”
(1 +p12)(1 + p22)
pips2® + pipse® — pip3z’ — pipsz’ + pipszt — pipe2
(1 +p12)(1 + p22)
PPz + pip3e + paz — pipye® — pipsz® — pipaz® + pipiz
(1 +p12)(1 + p22)
 pins?® — pipszt + pipe?® 4 pipd2” + pips2® + pips?
(1+p12)(1+ p22)
Pipsz” + pips?” + pipy?® — pipa’ — pipy2” + pips2”
(1+p12)(1+ p22)

_|_

_|_

3

+

pipsz®

T (U4 pa)(1+p2)
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et par suite

Z(—l)ij(P)zj = pipy: 1,45
= (14 p12)(1 + p22)(pipsz®)

1
T U+ p2) (1 +p2)

D’autre part, on a

o0

D (—1)8;(P)27 = So(P) — Si(P)z + Sa(P)z +Z 1) Sjy3(P)27*?

=0

=1—(p1+p2)z+ (pl + p1p2 + pz -2 Z Sits(P P)z!
7=0
o0

=1—p1z — paz + pi2° + pipe2® + p32° 232 Siy3(P)27.
7=0
ce qui implique
-3 Z S;3(P)2 = Z(—l)ij(P)zj — 14 prz + poz — Pz — pipe2® — pa2?
=0
_ 1 ~ (L=prz—paz)(1 + p12)(1 + pa2)
(L4 p12)(1 + p22) (L4 p12)(1 + p22)

(222 + p1pez® + 222 (1 + p12) (1 + pa2)
(1 +p12)(1 + p22)
1 — (1= p1z — paz + piz® + pip2z® + p32%) (1 + prz + paz + pipa2?)
(1+p12)(1 + p22)
1 =1+ piz + poz — piz® — pipaz® — p32% — prz + piz? + pipe2?
(L4 p12)(1 + p22)
P2 pipes® + pips2® + paz — pipez® — p32® + pipez’ + pip3e
(1+p12)(1 + p22)
32 pipe?® — pipe?” + pip3e’ + pipezt + pipszt + pipset
(1 +p12)(1 + p22)
=iz — 32’ — pipez® — pips2® — pipazt — pipszt — pip3et
(1 +p12)(1 + p22)

+

par conséquent

i J(P)ad = P P82 ipn® = pue — pie” — st — pupge!
2 (14 piz) (11 poz)(—2%)

P+ 3+ pipe + pupd 4 pipez + pivsz + pipiz
a (1 +p12)(1 +p22)
p1 + P53 + pipa + pips + pipez + pipsz + p1p2z
14 (p1 + p2)z + p1p22?

(2.28)
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a- En remplacant p, par —p, dans la formule (2.28), on trouve

oo

D (=1YS;ia(p1 + [-pa])2 _ LT Py T AP PP — Pipet o Piphe — i
= ’ 1+ (p1 — p2)z — pip22?

_ (p1 = p2)(0% + p1p2 + P3) — P1p2(P1 — o)
L+ (p1 — p2)z — p1pa??
_(pip2 — pip3 + pip3)2
1+ (p1 — p2)z — p1pa2?
_ (P = p2) (P + prp2 + 15 — p1p2) — papa(pi — pip2 + P3)2

1+ (p1 — p2)z — p1p22?
(= p2)(pT + p3) — pip2[(P1 — p2)* + Prpo)z
B L+ (p1 — p2)z — p1p22?
~ (p1 = p2)® + 3pip2(p1 — p2) — Pip2(p1 — p2)
B 1+ (p1 — p2)z — p1p22?
~ pipa((pr — p2)? + papa)2
L+ (p1 — p2)z — p1pa2?

(2.29)

On pose
pr—p2=1
pip2 =1

la formule (2.29) devient

1+3—1-1(1+1)z

Mg

ij+3 p1+ [—p2))z I =

_ .2
]:0 1+2—2
B 33— 2z
14z — 22
—(3-22) Y (-1)'F,
=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les nombres de Fibo-

nacci tel que
Sjxs(pr + [=p2]) = 3 — 22) F}.

b- En remplacant p; par (2p;) et ps par (—2ps) dans la formule (2.28), on trouve

- ) ;i Spi — 8p3 — 8pips + 8pips — 16pipez + 16pTpsz — 16p1p3z
Z ) Sjr3(2p1+[—2p2]) 2’ = o >
j=0 +2(p1 — p2)z — Apip2z
(2.30)
On pose 4p;p; = —1, la formule (2.30) devient
- - 8p3 — 8p3 4+ 2p1 — 2py +4pPr 4 2+ Apiz
N (1Y Sjea(2pr + [~2pa])e! = LRI S T :

g 14 2(p1 — pa)z + 22
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S i i 8(pt = p3) +2(pr — p2) + (4pi + 1 +4p3)2
jZO(_l) Sj+3(2p1 + [=2pa]) 2’ = 14 2(p1 — p2)z + 22
= (8(p} — p3) +2(p1 — p2)) Z(—l)jUj(pl — p2)?’

+(4p%+1+4p222 1 Uj(pr — p2)7?,
7=0

la derniére formule représente une fonction génératrice pour les polynéme de Tche-

bychev de deuxiéme espéce tel que

Siva(2p1 + [=2pa]) = (8(p} — p3) + 2(p1 — p2) + (4p] + 1+ 4p3)2)U;(p1 — pa).

de la formule(2.21) nous pouvons déduire

o0

D (V) Tyis(pr — p2)2’ =

J=0

(=1)[Sj43(2p1 + [=2p2]) — (p1 — P2)Sj42(2p1 + [—2p2])]2?

M8

0

.
Il

(—1) Sj43(2p1 + [—2pa)) 7’

I
.Mg

7=0
(o]
(p1 — P2 Z Sir2(2p1 + [—2po]) 2’
7=0

8P —p3) +2(p1 — p2) + (4P + 1+ 4pd)z
B 1+ 2(p1 — p2)z + 22
Ap? + 4ps + 1+ 2(p1 — p2)2

1+2(py — p2)z + 22
_ 8(p —p3) +2(p1 — pa2) + (4pi + 1 +4p3)z — 4p}
B 1+ 2(p1 — p2)z + 22

N ApTps — Apip3 + 4p3 — p1 + P2 — 2(p1 — p2)°2
14 2(p1 — p2)z + 22

- (pl - p2)

4(p3 — p3) + (p1 — p2) + 4p3ps — Ap1p3 + 2032 + 2p3z + 2 + Apipez

142(p1 — po2)z + 22
4(p} — p3) + (p1 — p2) — (p1 — p2) + 2piz + 2p32
14 2(p1 — pa)z + 22
_ AP — p3) +2(p + p3)=
14 2(p1 — p2)z + 22
_ 4(p1 — p2)® + 12p1pa(p1 — p2) + 2(p3 + p3)=
14 2(p1 — pa)z + 22
_ A(pr—p2)® = 3(p1 — p2) + 2(p + p3)2
14 2(p1 — pa)z + 22
~ A(p1 — p2)® —3(p1 —p2) +2(p7 +p3)z 14 (p1—p2)z
1+ (p1 — p2)2 14 2(p1 —p2)z + 22
4(p1 — p2)® = 3(p1 — p2) + 2(p? + P2) 2 — ; '
= (=1)'T;(p1 — p2)7’,
1+ (p1 — pa2)z ]Z% !
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ce qui représente une nouvelle fonction génératrice pour les polynéme de Tcheby-

chev de premiére espéce tel que

4(p1 — p2)® — 3(p1 — p2) + 2(p? + p3)=
14 (p1 — p2)2

Sj+3(2pl—2292)—(Pl—]?2)5j+2(2p1—2p2) = Tj<p1 —p2)-



Conclusion

Le théoréme principale pour les fonctions symétriques réussit toujours pour déterminer

des nouveaux fonctions génératrices mais conduit souvent a des calculs assez longs.

Les travaux futurs seront autour de ’extension des éléments de 'alphabet P et I’étude

des valeurs du paramétre k.

26
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