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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) apparaissent naturellement dans la mo-

délisation de nombreux problèmes en physique, biologie, économie ou ailleurs.

Dans ce travail, on va étudier deux problèmes aux limites d’évolution décrit par des opé-

rateurs non linéaires, avec des conditions aux limites sur le bord, et une condition initial.

L’un des problèmes est un modèle mathématique gouverné par l’opérateur non linéaire

de la diffusion qui s’écrit sous la forme :

(P1)


∂u
∂t
−

n∑
i=1

∂
∂xi

(
|u|p−2 ∂u

∂xi

)
= f, pour x ∈ Ω, t > 0,

u = 0 sur Σ,

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω,

où : p est donné (p < 2), u, f représente le vecteur de déplacement et la densité des

forces extérieures respectivement.

u = 0 sur Γ est la condition au limite de Dirichlet et u(x, 0) = u0(x) est le déplacement

initial.

Des problèmes du type précédent interviennent dans de nombreuses applications : comme

la théorie de la chaleur, diffusion des gaz.

Le deuxième problème est un problème au limite d’évolution d’ordre 2 défini comme suit :

(P2)


∂2u
∂t2

+ Au+ |u|ρu = f dans Q = Ω×]0, T [,

u = 0 sur Σ = Γ×]0, T [,

u(x, 0) = u0(x), ∂u
∂t

(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ Ω,

où u, f représente le vecteur du déplacement, la densité des forces extérieures respec-

tivement et u0, u1 et ρ > 0 sont des données, u = 0 sur Γ est la condition au limite de

ii



Introduction iii

dirichlet, u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x) sont des conditions initial.

A est un opérateur défini par :



Au = −
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x, t)

∂u
∂xj

)
,

aij ∈ C1(Ω×]0, T [), aij = aji ∀i, j,
n∑

i,j=1

aij(x, t)ζiζj ≥ α(ζ2
1 + ζ2

2 + ...+ ζ2
n) α > 0, ζ ∈ R.

Le but essentiel est d’étudier l’existence, l’unicité de la solution de ces problèmes et

pour étudier en utilisant les techniques de Faedo-Galerkin ; cette méthode est basée sur

les étapes suivants :

1. On conclut des solutions approchées par réduction à la dimension finie par la

méthode de Faedo-Galerkin.

2. On établi une estimation a priori pour la solution approchée qui nous donne l’exis-

tence globale.

3. En fin, on passe à la limite grâce au lemme de compacité.

Ainsi qu’un résultat de compacité pour démontrer l’existence d’une solution faible

du problème considéré, et en passant à la limite pour trouver la solution global.Un

résultat nouveau est donné en démontrant l’unicité de la solution en basant sur

les hypothèses assez faibles que celle proposé par J. L. Lions [9] pour un problème

similaire.

Physiquement :

1) L’équation de la diffusion est une solution approchée de l’équation de transport de

neutrons, dont les coefficients sont calculés a partir de ceux de l’équation de transport.

Dans ce problème, on établit l’équation de la diffusion d’une substance dans un milieu

immobile occupant un volume borné de frontière Γ, si l’on connaît la densité f(x, t) de

source et si la diffusion se fait avec absorption (par exemple, les particules de la substance

entrent en réaction avec est la substance du milieu), la vitesse d’absorption u(x, t) étant

en chaque point x ∈ Ω proportionnelle à la densité de la substance en diffusion, après

quelques considération on obtient l’équation correspondants :

ρ(x)
∂u

∂t
=

n∑
i=1

∂

∂xi
(D(x)

∂u

∂xi
)− qu+ f(x, t), (1)

où ρ(x) est le degré de porosité du milieu, les qu sont les pêrtes dans le volume isolé dues

à l’absorption par le milieu ambiant et D(x) le coefficient de la diffusion.
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Si on suppose que ρ(x) = 1 et en négligeant d’absorption dans le milieu ambiant (1)

devienne :
∂u

∂t
=

n∑
i=1

∂

∂xi
(D(x)

∂u

∂xi
) + f(x, t).

Pour t ∈]0, T [ de R+, Σ =]0, T [×Γ et D(x) = |u|p−2 on obtient :

∂u

∂t
−

n∑
i=1

∂

∂xi
(|u|p−2 ∂u

∂xi
) = f(x, t), dans Q.

Il est bien clair que le processus de la diffusion se prête à une description univoque à

condition de connâtre la répartition de la densité avec u(x, 0) = u0(x) dans Ω. En plus,

on décrit le régime diffusionnelle au bord comme suit :

On suppose que la frontière est maintenue à une densité nulle sur la frontière.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

On donne dans le premier chapitre, quelques notions et résultats généraux d’analyse

fonctionnelle, en particulier :

— les différentes types de la topologies (la topologie faible et faible *).

— les espaces de Sobolev, nous rappelons la définition et quelques propriétés, et nous

allons terminer ce chapitre par quelques résultats d’injection topologique ainsi que

compacte entre ces espaces.

Dans le deuxième chapitre, nous proposons d’étudier en détail le problème de la diffu-

sion dans sa forme général et nous montrons l’existence et l’unicité de la solution dans le

cas d’évolution par la méthode de compacité.

Dans le troisième chapitre, de la même manière de second chapitre, nous proposons

d’étudier l’existence, l’unicité et la régularité de la solution d’un problème d’ordre 2 non

linéaire.



Notations

Ω ⊂ Rn un ouvert borné.

Γ la frontière de Ω.

Q =]0, T [×Ω un ouvert cylindrique, T > 0.

Σ =]0, T [×Γ la frontière latérale de Q.

f la densité des forces volumiques données.

η le vecteur unitaire normale sortant.

∂u
∂η

la dérivée normale.

∇u le gradient de u.

∆u le laplacien de u.

D(Ω) l’espace des fonctions C∞ à support compact dans Ω.

D′(Ω) l’espace des distributions sur Ω.

Lp(Ω) l’espace des fonctions de puissance p-ième intégrable sur Ω pour

la mesure de Lebesgue.

L∞(Ω) l’espace des fonctions (classes) essentiellement bornées.

W 1,p(Ω) l’espace des Sobolev d’ordre 1.

W 1,p
0 (Ω) l’adhérence de D(Ω) dans W 1,p(Ω).

v
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Si X un espace de Banach :

Lp(0, T ;X) = {f :]0, T [−→ X mesurable,
∫ T

0
‖f(t)‖pXdt <∞},

L∞(0, T ;X) = {f :]0, T [−→ Xmesurable, sup
t∈]0,T [

ess‖f(t)‖X <∞}.



Chapitre 1

Préliminaires

On rappellera ci-dessus les principaux résultats d’analyse fonctionnelle, dont nous

aurons besoin dans toute la suite.

1.1 Généralités et quelques notions de base

1.1.1 Topologie faible

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel normé, et E ′ son dual topologique. On appelle

topologie faible sur E et que l’on note σ(E,E ′), la topologie la moins fine rendant continues

toutes les formes linéaires f ∈ E ′.
On peut recenser les ouverts qui doivent appartenir à la topologie faible de la manière

suivante :

Si f ∈ E ′ et U ⊂ R un ouvert de R. f−1(U) est nécessairement un ouvert de σ(E,E ′).

Mais comme les intervalles ouverts forment une base de la topologie usuelle sur R, on voit

que ceci revient à dire pour tout intervalle I et tout f ∈ E ′, f−1(I) est dans σ(E,E ′).

On vient de montrer la proposition suivant :

Proposition 1.2. La topologie σ(E,E ′) est la moins fine contenant tous les ensembles

f−1(I) pour tout f ∈ E ′ et tout intervalle ouvert I de R.

Donnons une base de voisinages commode pour σ(E,E ′).

Corollaire 1.3. Les ouverts de la forme
k⋂
i=1

f−1
i (Ii), où k ∈ N, fi ∈ E ′ et Ii sont des

intervalles ouverts quelconques de R, forment une base de voisinage de σ(E,E ′).

1



1.1. Généralités et quelques notions de base 2

Les ouverts de la forme :

U = {
k⋂
i=1

f−1
i (]f(x0)− ε, f(x0) + ε[), k ∈ N, fi ∈ E ′, ε > 0},

forment une base de voisinage de x0 ∈ E.

Définition 1.4. Si xn −→ x dans σ(E,E ′), on notera xn ⇀ x et on dira que xn converge

faiblement vers x dans E.

Proposition 1.5. Soit E un espace de Banach et (xn)n∈N une suite d’éléments de E ;

alors

xn ⇀ x si et seulement si f(xn) −→ f(x),∀f ∈ E ′.

Preuve. La topologie σ(E,E ′) ayant été construite pour que les éléments de E ′ soient

continus, l’implication directe (⇒) est claire, puisque la continuité des f dans E ′ entraîne

leur continuité séquentielle. La réciproque découle de la forme des voisinages dans la

topologie faible. On doit montre que si f(xn) −→ f(x) pour tout f , alors pour tout U

voisinage de x, il existe σ(E,E ′) tel que :

pour n ≥ n0 implique que xn ∈ E. Or on a vu (corollaire 1.3) qu’on peut choisir des U

voisinage de x de la forme :

U =
k⋂
i=1

f−1
i (]f(x0)− ε, f(x0) + ε[).

On choisit n0 assez grand pour que n ≥ n0 ⇒ |fi(xn)− fi(x)| < ε, i = 1, ..., k.

Alors xn ∈ U . On a donc bien xn −→ x pour σ(E,E ′). �

1.1.2 Topologie faible*

Soit E un espace de Banach, E ′ son dual (muni de la norme dual ‖f‖E′ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|〈f, x〉|),

E ′′ son bidual topologique muni de la norme :

‖ξ‖E′′ = sup
f∈E′
‖f‖≤1

|ξ(f)|.

On a une injection canonique J : E −→ E ′′. En effet tout élément x ∈ E définit un

élément Jx ∈ E ′′ par :
Jx(f) = f(x).
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Jx est bien une forme linéaire continue sur E ′ puisque :

|Jx(f)| = |f(x)| ≤ ‖x‖E‖f‖E′ .

En effet ‖Jx‖E′′ = ‖x‖E car :

‖Jx‖E′′ = sup
f∈E′
‖f‖≤1

|Jx(f)| = sup
f∈E′
‖f‖≤1

|f(x)| = ‖x‖E.

On a donc J(E) ⊂ E ′′. Cela va nous permettre de définir une nouvelle topologie sur E ′.

Définition 1.6. La topologie faible* notée σ(E ′, E) est la topologie la moins fine rendant

continue les formes linéaires f 7−→ f(x), pour tout x ∈ E. On a la base de voisinages de

f0 ∈ E ′ pour la topologie faible*.

U = {f ∈ E ′, |〈f − f0, xi〉| < ε, i = 1, ..., n, xi ∈ E, n ∈ N}.

Proposition 1.7. Soit E un espace de Banach ; si (fn)n est une suite de E ′, alors fn
converge vers f pour la topologie faible* si et seulement si f(xn)→ f(x), pour tout x ∈ E.

Preuve. La même démarche que celle de la proposition (1.5). �

1.1.3 Espaces réflexifs, espaces séparables

Soit E un espace de Banach et J : E → E ′′ l’injection canonique de E dans E ′′, définie

par Jx(f) = f(x) pour tout x ∈ E, f ∈ E ′.

Définition 1.8. L’espace E est dit réflexif, ssi J(E) = E ′′.

Théorème 1.9. Soit E un espace de Banach réflexif ; alors toute suite bornée dans E

admet au moins une sous-suite faiblement convergente.

Preuve. Voir H.Brezis [5]. �

Définition 1.10. Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un

sous ensemble D dense et dénombrable.

Théorème 1.11. Soit E un espace de Banach séparable ; alors toute suite bornée (fn)n

dans E ′ admet au moins une sous-suite faiblement* convergente.

Preuve. Voir H.Brezis [5]. �
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1.2 Opérateurs compacts

Définition 1.12. Soit H un espace de Hilbert, un opérateur linéaire continu T de H

dans H est dit compact s’il transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement

compact .

Proposition 1.13. Un opérateur linéaire est compact si et seulement si il transforme

toute suite faiblement convergente en une suite admettant au moins une sous-suite forte-

ment convergente.

1.3 Espaces de Sobolev

Soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach, 1 ≤ p < ∞ et T > 0. On définit l’espace

Lp(0, T ;X) comme suit :

Lp(0, T ;X) = { f :]0, T [→ X, telle que f mesurable et

∫ T

0

‖f(t)‖pXdt <∞};

cet espace est munit de la norme :

‖f‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖f(t)‖pXdt
) 1

p

;

et pour p =∞,on pose :

‖f‖L∞(0,T ;X) = sup
t∈]0.T [

ess‖f‖X .

Propriétés

(i) Pour 1 ≤ p ≤ ∞ Lp(0, T ;X) est un espace de Banach et en particulier, L2(0, T ;X) est

un espace de Hilbert, lorsque X est un espace de Hilbert.

(ii) Pour 1 < p <∞ et si X réflexif, alors Lp(0, T ;X) est un espace réflexif.

(iii) Pour 1 ≤ p <∞ et si X est séparable, alors Lp(0, T ;X) et aussi séparable.

1.3.1 Espace de Sobolev d’ordre entier

Définition 1.14. Soit p un réel, 1 ≤ p ≤ ∞, Ω un ouvert de Rn et m un entier naturel.

On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on note Hm(Ω). L’ensemble :

Hm(Ω)={ u mesurable, tel que Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nn, |α| ≤ m },
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où : Dαu = ∂|α|u
∂α1x1...∂αnxn

, désigne la dérivée d’ordre α au sens des distributions avec

α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn, |α| = α1 + α2 + ...+ αn.

Quelques propriétés des espaces Hm(Ω)

(i) On munit l’espace Hm(Ω) du produit scalaire :

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(∂αu, ∂αv)L2(Ω), ∀u, v ∈ Hm(Ω).

la norme associé étant donné par

‖u‖Hm(Ω) = (
∑
|α|≤m

‖∂αu‖2
L2(Ω))

1
2 ,∀u ∈ Hm(Ω),

de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert.

(ii) Pour m = 0, on a H0(Ω) = L2(Ω) et pour tout m1 > m2, on a :

Hm1(Ω) ⊂ Hm2(Ω) avec injection continu.

(iii) Pour tout m ≥ 0, Hm(Ω) est un espace séparable.

(iv) pour tout m ≥ 0, nous désignons par Hm
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Hm(Ω) :

Hm
0 (Ω) = D(Ω) dans Hm(Ω),

et par H−m(Ω) le dual topologique de Hm
0 (Ω).

(v) Grâce aux applications traces, que nous allons voir après, les espaces Hm
0 (Ω) peuvent

être définit comme suit :

Hm
0 (Ω) = {u ∈ Hm(Ω) telle que : ∂ju

∂nj
= 0,∀j = 0, ...,m− 1},

où : ∂
∂n

est la dérivée normale de u suivant la normale extérieur à Γ = ∂Ω :

∂u

∂n
(x) =

n∑
i=0

∂u

∂xi
(x)ni,∀x ∈ Γ.

1.3.2 Espaces de Sobolev d’ordre non entier

Définition 1.15. Soit s un réel, 0 < s < 1 et Ω un ouvert de Rn, on désigne par Hs(Ω)

l’espace :

Hs(Ω) = {u ∈ L2(Ω), tel que

∫∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2α
dxdy <∞},
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munit de la norme :

‖u‖Hs(Ω) = (‖u‖2
L2(Ω) +

∫∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2α
dxdy)

1
2 .

Si s désigne un réel positif de partie entière [s]=m, l’espace Hm(Ω) peut être définit de la

manière suivante :

Hs(Ω) = {u ∈ Hm(Ω), ∀α ∈ Nn, |α| = m, Dαu ∈ Hs−m(Ω)},

lorsque Ω = Rn, nous pouvons définir l’espace de Sobolev Hs(Rn) au moyen de la trans-

formée de Fourier. En effet, si v ∈ L2(Ω), sa transformée de Fourier est donnée par :

v(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Ω

exp(−ixξ)v(x)dx, ξ ∈ Rn.

Et nous avons :

Hs(Ω) = {u ∈ L2(Rn), tel que (1 + |ξ|2)
s
2v(ξ) ∈ L2(Rn)},

munit de la norme :

‖v‖Hs(Ω) = ‖(1 + |ξ|2)
s
2v(ξ)‖L2(Ω),

qui est équivalente à la norme de Hs(Rn) ,(voir P.A.Raviart et J.M.Thomas [11] page

28-33)

Théorème 1.16. (Inégalité de Poincaré-Friedrich) On suppose que Ω est un ouvert

borné de Rn, alors il existe une constante positive C ne dépendant que de la géométrie de

Ω telle que toute fonction v de H1
0 (Ω) vérifie :

‖v‖L2(Ω) ≤ C

∫
Ω

n∑
j=1

(
∂v

∂xj
)2(x)dx

 1
2

.

Cette inégalité permet de démontrer facilement le résultat suivant :

Corollaire 1.17. La semi norme

|v|H1(Ω) =

∫
Ω

n∑
j=1

(
∂v

∂xj
)2(x)dx

 1
2

= ‖∇v‖L2(Ω).

est une norme sur l’espace H1
0 (Ω), équivalent à la norme ‖.‖H1(Ω).

Preuve. La démonstration de ce théorème est détaillée dans P.A.Raviant et J.M.Thomas

[11]. (théorème 1.2.5, page 18). �
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1.3.3 Formule de Green

Rappelons qu’un ouvert borné Ω de Rn et de frontière Γ est dit de classe Ck si Γ est

une variété de dimension n− 1 est de classe Ck, k ∈ N∗.

Théorème 1.18. Soit Ω un ouvert borné régulier de Rn (par exemple Ω de classe C1 avec

Γ bornée ) ; alors pour tout u,v ∈ H1(Ω), on a la formule de Green :∫
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫
Γ

u.v.ηidΓ,

où ηi = (ηi)1≤i≤n est la normale unité extérieure à Γ.

Preuve. On pourra consulter Raviart et Thomas [11].

Cette formule est une " intégration par partie généralisée " son importance est extrême

par la suite. �

Corollaire 1.19. Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1. pour toute fonction u de

H2(Ω) et toute fonction v de H1(Ω) , on a la formule de Green :

−
∫
Ω

∆u(x).v(x)dx =

∫
Ω

∇u(x).∇v(x)dx−
∫
Γ

∂u

∂η
.v(x)dΓ,

où
∂u

∂η
= ∇u.η

.

Preuve. Voir H.Brezis [5]. �

1.4 Application trace sur Hm(Ω)

Désignons par D(Ω) l’espace des restrictions des fonctions de D(Rn) à Ω. Nous pouvons

alors parler de la trace d’une fonction D(Ω) et nous définissons l’application :

γ : D(Ω)→ L2(Γ)

ϕ 7−→ γ(ϕ) = ϕ|Γ.

L’application γ est dite application trace. Il est bien connu qu’elle est linéaire est continue

au sens de la norme de H1(Ω), il est aussi connu que si Ω est régulier, alors D(Ω) est

dense dans H1(Ω).

Ceci nous permet d’énoncer le résultat suivant :
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Théorème 1.20. On suppose que Ω est un ouvert borné de frontière Γ assez régulière.

Alors l’application γ de :

D(Ω)→ L2(Γ),

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de :

Hs(Ω)→ L2(Γ)

u 7−→ γ(u).

Preuve. Voir Lions-Magenes [10]. �

Lemme 1.21. Soit Q un ouvert borné de Rn × R+, gµ et g des fonctions de Lq(Q),

1 < q <∞, telles que :

‖gµ‖Lq(Q) ≤ C, gµ → g p.p dans Q,

alors

gµ → g dans Lq(Q) faible.

Preuve. Voir le livre de J. L. Lions [9] (page 13). �

Théorème 1.22. Soit F un espace de Banach réflexif strictement convexe ainsi que son

dual, soit J l’application de dualité de F → F ′ relative à φ, pour f donné dans F ′, il

existe u unique dans F tel que :

J(u) = f.

Théorème 1.23. (théorème d’Egorove) est un théorème de la théorie de la mesure qui

dit que si une suite de fonctions converge simplement, alors elle converge uniformément

sur un gros ensemble.

Théorème 1.24. Soit (X,B,m) un espace mesuré fini, soit (fn)n∈N une suite de fonctions

mesurables, (fn) : X → C converge simplement vers une fonction f : X → C alors pour

tout ε > 0, il existe une partie A ⊂ B telle que mes(X/A) ≤ ε et telle que (fn)n∈N

converge uniformément vers f sur A.

Théorème 1.25. (Théorème de Rellich ) Soit Ω un ouvert borné régulière de classe

C1. Alors l’injection canonique de H1(Ω) dans L2(Ω), est compacte, et on dit que H1(Ω)

s’injecte de façon compacte dans L2(Ω).
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Théorème 1.26. (Théorème de représentation de Riesz) Soit 1 < p < ∞ et soit

ϕ ∈ (Lp)′. Alors il existe u ∈ Lp′ unique tel que :

〈ϕ, f〉 =

∫
ufdx ∀f ∈ Lp.

De plus on a :

‖u‖Lp′ = ‖ϕ‖(Lp)′ .

Lemme 1.27. Si f ∈ Lp(0, T ;X) et ∂f
∂t
∈ Lp(0, T ;X)(1 ≤ p ≤ ∞), alors f est après

modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0, T ), continue de

[0, T ] −→ X.



Chapitre 2

Problème d’évolution du première

ordre non linéaire

Dans ce chapitre on va étudier un problème aux limites non linéaire d’évolution

dégénérés. On démontre un théorème d’existence et d’unicité de la solution, en utilisant

la méthode de compacité de Faedo-Galerkin.

2.1 Notations et position du problème

Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière régulière Γ, Q désignera le cylindre latérale

Ω×]0, T [, T > 0 de frontière Σ = Γ×]0, T [.

Étant donnée f , on cherche une fonction u(x, t) solution du problème suivant :

(P1)


∂u

∂t
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
|u|p−2 ∂u

∂xi

)
= f, pour x ∈ Ω, t > 0, (2.1)

u = 0 sur Σ, (2.2)

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω. (2.3)

où u, f représente le vecteur du déplacement, la densité des forces extérieures respective-

ment et u0 et p sont des données (1 < p <∞).

10
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2.2 Résultats de compacité

2.2.1 Lemme de compacité

Soient B0, B et B1 trois espaces de Banach, tels que B0 ⊂ B ⊂ B1, avec injection

continus et avec Bi, i = 0, 1 réflexifs et en plus l’injection B0 −→ B est compacte. On

définit l’espace :

W = {v ∈ Lp0(0, T ;B0), tel que v′ = dv
dt
∈ Lp1(0, T ;B1)},

munit de la norme :

‖v‖W = ‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;B1),

où T est fini et 1 < pi <∞, i = 0, 1 est un espace de Banach réflexif.

On a le lemme suivant :

Lemme 2.1. W est un espace de Banach inclus dans Lp0(0, T ;B) et en plus l’injection

W −→ Lp0(0, T ;B) est compacte.

2.2.2 Un résultat supplémentaire de compacité :

Le résultat est une généralisation du lemme précédent. En remplace alors l’espace B0

par un ensemble S, munit d’une fonction v 7−→M(v) de S dans R+, avec :

1) S ⊂ B ⊂ B1 ;

2) M(v) ≥ 0 sur S ;

3) M(λv) = |λ|M(v).

On suppose que l’ensemble {v ∈ S,M(v) ≤ 1} est relativement compacte dans B, puis

on considère ensuite l’ensemble A définit comme suit :

A = {v localement sommable sur ]0, T [ à valeurs dans B1 telque
∫ T

0
M(v(t))p0dt ≤ c1},

et v′ appartient à un borné de Lp1(0, T ;B1).

Théorème 2.2. On suppose que les hypothèses ci-dessus ont lieu, alors l’ensemble A est

relativement compacte dans Lp0(0, T ;B) pour 1 < pi <∞, i = 0, 1.
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Proposition 2.3. Soit

S = {v tel que |v|
p−2

2 v ∈ H1
0 (Ω)}, (2.4)

et M(v) donnée par :

M(v) =

 n∑
i=1

∫
Ω

|v|p−2

(
∂v

∂xi

)2

dx

 1
p

. (2.5)

Alors pour B = Lp(Ω), l’ensemble {v tel que v ∈ S,M(v) ≤ 1} est relativement compacte

dans B.

Preuve. Notons d’abord qu’on a :

M(v) =

 n∑
i=1

∫
Ω

|v|p−2

(
∂v

∂xi

)2

dx

 1
p

=

 n∑
i=1

∫
Ω

(
|v|

p−2
2
∂v

∂xi

)2

dx

 1
p

=

(
4

p2

) 1
p

 n∑
i=1

∫
Ω

(
∂

∂xi
(|v|

p−2
2 v)

)2

dx

 1
p

.

Posons β(v) = |v| p−2
2 v.

Soit (vm)m∈N une suite bornée de S est telle que : M(vm) ≤ 1, alors β(vm) demeure dans

un borné de H1
0 (Ω), donc de Lq(Ω) pour 1

q
= 1

2
− 1

n
, si n > 2 (d’après le théorème de

Rellich), où bien pour q fini quelconque si n = 2. Donc :

∫
Ω

| |vm|
p−2

2 vm|qdx <∞,

d’où

∫
Ω

| |vm|
p−2+2

2 |qdx <∞,

il résulte que :

∫
Ω

|vm|
pq
2 dx <∞,

et donc vm demeure dans un borné de L
pq
2 (Ω), donc on peut extraire une sous suite (vµ)µ∈N

de (vm)m∈N telle que :

vµ −→ v dans L
pq
2 (Ω) faiblement . (2.6)
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et comme l’injection de H1
0 (Ω) −→ L2(Ω), est compacte, on obtient :

β(vµ) −→ χ dans L2(Ω) fort et p.p . (2.7)

L’application β : v 7−→ β(v) est monotone donc de (2.7) :

vµ −→ β−1(χ) p.p sur Ω.

Alors d’après le lemme (1.21)

vµ −→ β−1(χ) dans L
pq
2 (Ω) faible ,

et de (2.6) on en déduit que : β−1(χ) = v et que :

vµ −→ v dans L
pq
2 (Ω) faible et p.p ,

ce que entraîne que :

vµ −→ v dans Ls(Ω) fort,∀s < pq

2
.

En effet d’après le théorème d’Egorov pour tout ε > 0, il existe une partie A ⊂ Ω, avec

mes(Ω/A) ≤ ε tel que :

vµ −→ v dans CA
Ω uniformément , (2.8)

où CA
Ω est le complémentaire de A dans Ω, on a alors :∫

Ω

|vµ − v|sdx =

∫
A

|vµ − v|sdx+

∫
CAΩ

|vµ − v|sdx

≤
∫
CAΩ

|vµ − v|sdx+

∫
A

|vµ − v|
pq
2 dx

θ

ε1−θ,

où : θ = 2s
pq

on faisant tendre µ vers ∞ on obtient :

lim
µ→∞

∫
Ω

|vµ − v|sdx ≤ lim
µ→∞

∫
CAΩ

|vµ − v|sdx+ lim
µ→∞

∫
A

|vµ − v|
pq
2 dx

θ

ε1−θ,

telle que :

lim
µ→∞

∫
CAΩ

|vµ − v|sdx −→ 0,
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ce qui donne d’après (2.8),

lim
µ→∞

∫
Ω

|vµ − v|sdx ≤ lim
µ→∞

∫
A

|vµ − v|
pq
2 dx

θ

ε1−θ

≤ lim
µ→∞

∫
A

|vµ − v|sdx

θ

ε1−θ,

et enfin si l’on fait tendre ε vers 0, on obtient :

lim
µ→∞

∫
Ω

|vµ − v|sdx = 0,

et par conséquent :

vµ −→ v dans Ls(Ω) fort pour s < pq
2
,

donc en particulier pour s = p. �

Théorème 2.4. Soit Ω un ouvert borné de Rn, p et q deux réels, tels que : 1 < p < ∞
et 1

p
+ 1

q
= 1, alors l’application définie sur Lp(Ω) par : u 7−→ |u|p−2u, est à valeurs dans

Lq(Ω), de plus, elle est continue.

2.3 Existence et unicité

Théorème 2.5. Soit f donné dans Lq(Q) tel que 1
p

+ 1
q

= 1 et u0 donné dons L2(Ω),

alors il existe une fonction u et une seule, telle que :

u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.9)

|u|
(p−2)

2 u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.10)

u′ ∈ Lq(0, T ;w−1,p(Ω)), (2.11)

et u est solution du problème (P1).

Notation : Pour simplifier l’écriture, on posera :

u(x, t) = u; f(x, t) = f ;
∂u

∂t
= u′.
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Preuve.

1) L’existence :

La démonstration est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste à réalise les

trois étapes suivantes :

— Recherche de solutions approchées, (construction d’une suite de solutions du pro-

blème dans un sens fini).

— On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

— On passe à la limite, grâce à des propriétés de compacité (dans les termes non

linéaires), pour obtenir une solution globale du problème.

2.3.1 Solutions approchées

. - La formulation variationnelle :

On choisit r de façon que :

∂2ϕ

∂xi∂xj
∈ Lp(Ω) si ϕ ∈ Hr

0(Ω).

On prendra

r = (
p− 2

2
)
n

p
+ 2;

en effet, on a alors :
∂2ϕ

∂xi∂xj
∈ H

( p−2
2

)n
p

0 (Ω). (2.12)

L’espace V = Hr
0(Ω) est séparable, alors il existe une suite (w1, ..., wm) ayant les proprié-

tés suivantes : 
wj ∈ V, ∀j;

∀m, (w1, ..., wm) sont linéairement indépéndants ;

Vm = 〈{w1, w2, ..., wm}〉 est dense dans V,

on prend pour wj les fonctions propres :

(wj, v(t))Hr
0 (Ω) = λj(wj, v(t))L2(Ω),∀v ∈ Hr

0(Ω). (2.13)

Si l’on multiple l’équation (2.1) par (wj) ( produit scalaire) on obtient :∫
Ω

u′(t)wjdx−
∫

Ω

n∑
i=1

∂

∂xi

(
|u(t)|p−2∂u(t)

∂xi

)
wjdx =

∫
Ω

f(t)wjdx.
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Vu la formule de Green et les conditions aux limites (2.2), (2.3) on obtient :

(u′(t), wj)0,Ω + (
n∑
i=1

|u(t)|p−2∂u(t)

∂xi
,
∂wj
∂xi

)0,Ω = (f(t), wj)0,Ω, ∀wj ∈ H1
0 (Ω), j = 1, ..., n.

(2.14)

En particulier :

∀u0 ∈ V −→ ∃(u0m)m∈N, u0m =
n∑
j=1

αjmwj −→ u0 lorsque m −→∞.

On définit maintenant les solutions approchées um(t) des problèmes (Pm) par

(Pm)



um(t) ∈ Vm.

(u′m(t), wj)0,Ω +
n∑
i=1

∫
Ω

|um(t)|p−2∂um(t)

∂xi

∂wj
∂xi

dx = (f(t), wj)0,Ω, (2.15)

∀j = 1, ...,m

um(0) = u0m . (2.16)

On a um(t) ∈ Vm, alors ∃(gjm)1≤j≤m telles que :

um(t) =
m∑
j=1

gjm(t)wj.

Si l’on injecte l’expression de um(t) dans les (Pm) on obtient pour tout m un système

des problèmes en fonction des coefficients gim qui admettent des solutions d’après les

résultats généraux sur les équations différentielles ordinaires. Par conséquent on est assuré

l’existence des solutions approchées um(t) ∈ Vm.

2.3.2 Estimations a priori

- Estimation sur um :

On multiple l’équation (2.15) par gjm(t) on trouve :

(u′m(t), gjm(t)wj)0,Ω +
n∑
i=1

∫
Ω

|um(t)|p−2∂um(t)

∂xi

∂wj
∂xi

gjmdx = (f(t), gjm(t)wj)0,Ω,

en sommant sur j = 1, ...,m, on trouve :

(u′m(t),
m∑
j=1

gjm(t)wj)0,Ω+
n∑
i=1

∫
Ω

|um(t)|p−2∂um(t)

∂xi

∂

∂xi

m∑
j=1

gjm(t)wjdx = (f(t),
m∑
j=1

gjm(t)wj)0,Ω,

on a

um(t) =
m∑
j=1

gjm(t)wj,
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donc

(u′m(t), um(t))0,Ω +
n∑
i=1

∫
Ω

|um(t)|p−2

(
∂um(t)

∂xi

)2

dx = (f(t), um(t))0,Ω, (2.17)

on a d’une part :

(u′m(t), um(t))0,Ω =
1

2

d

dt

∫
Ω

|um(t)|2dx

=
1

2

d

dt
|um(t)|2L2(Ω). (2.18)

et d’autre part on a :
n∑
i=1

∫
Ω

|um(t)|p−2

(
∂um(t)

∂xi

)2

dx =
4

p2

n∑
i=1

∫
Ω

(
∂

∂xi
(|um(t)|

p−2
2 um(t)

)2

dx. (2.19)

On substituons (2.18) et (2.19) dans (2.17) et on intègre de 0 à t pour t ∈ [0, tm], on

trouve :

1

2

∫ t

0

d

dt
|um(x, σ)|2L2(Ω)dσ +

∫ t

0

4

p2

n∑
i=1

∫
Ω

(
∂

∂xi
(|um|

p−2
2 um)(x, σ)

)2

dxdσ

=

∫ t

0

(f(x, σ), um(x, σ))0,Ωdσ;

en utilisant l’inégalité de Young ab ≤ ap

p
+ bq

q
, tel que 1

p
+ 1

q
= 1, on obtient :

1

2
|um(t)|2L2(Ω) +

4

p2

∫ t

0

‖ |um(σ)|
p−2

2 um(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ −
∫ t

0

1

p
|um(σ)|pdσ

≤
∫ t

0

1

q
|f(x, σ)|qdσ +

1

2
|um(0)|L2(Ω);

on a supposé que f ∈ Lq(Ω), donc :∫ t

0

1

q
|f(x, σ)|qdσ <∞;

alors ∫ t

0

1

q
|f(x, σ)|qdσ +

1

2
|um(0)|L2(Ω) <∞;

ce qui montre que :

1

2
|um(x, t)|2L2(Ω) = ‖um‖L∞(0,T ;L2(Ω)) <∞,

alors il résulte que :

um demeure dans un borné de L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.20)

Et pour tm = T on trouve de même que :

4

p2
‖ |um(x, σ)|

p−2
2 um(x, σ)‖2

H1
0 (Ω) <∞,
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donc

|um|
p−2

2 um demeure dans un borné de L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (2.21)

-Estimation sur u′m :

L’application

a(., .) : Lp(Ω)→ R

v 7−→ a(u, v) =
n∑
i=1

∫
Ω

|u|p−2 ∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx; (2.22)

est une forme bilinéaire continue, alors d’après le théorème de représentation de Riesz, il

existe un élément noté g(u) de Lq(Ω) tel que :

a(u, v) = 〈g(u), v〉Lq(Ω),Lp(Ω) (2.23)

et de plus il vérifie :

‖g(u)‖H−r(Ω) ≤ c‖u‖p−1
Lp(Ω). (2.24)

Car : si on prend u, v ∈ Hr
0(Ω), la représentation de a(u, v) reste vraie puisque l’espace

Hr
0(Ω) ⊂ Lp(Ω), d’après la relation (r = (p−2

2
)n
p

+ 2) et le théorème de Sobolev fraction-

naire, donc g(u) ∈ H−r(Ω) puisque Lq(Ω) ⊂ H−r(Ω).

D’autre part on a :

∂

∂xi
(|u(t)|p−2u(t)) = (p− 2)|u(t)|p−3∂u(t)

∂xi
u(t) + |u(t)|p−2∂u(t)

∂xi

= (p− 2)|u(t)|p−2∂u(t)

∂xi
+ |u(t)|p−2∂u(t)

∂xi

= (p− 1)

(
|u(t)|p−2∂u(t)

∂xi

)
;

d’où

|u(t)|p−2∂u(t)

∂xi
=

1

p− 1

∂

∂xi
(|u(t)|p−2u(t));

et par conséquent :

a(u(t), v(t)) =
1

p− 1

n∑
i=1

∫
Ω

∂

∂xi
(|u(t)|p−2u(t))

∂v(t)

∂xi
dx;

pour u, v ∈ Hr
0(Ω) et l’intégration par partie on obtient :

a(u(t), v(t)) =
1

p− 1

n∑
i=1

∫
Ω

(|u(t)|p−2u(t))
∂2v(t)

∂x2
i

dx

=
1

p− 1

∫
Ω

(|u(t)|p−2u(t))
n∑
i=1

∂2v(t)

∂x2
i

dx

=
1

p− 1

∫
Ω

(|u(t)|p−2u(t))∆v(t)dx.
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Donc pour u, v ∈ Hr
0(Ω) on a :

|a(u(t), v(t))| ≤ 1

p− 1

∫
Ω

|u(t)|p−2|u(t)||∆v(t)|dx

≤ 1

p− 1

∫
Ω

||u(t)|p−1∆v(t)|dx, (2.25)

et d’après le théorème 2.4 l’application u 7−→ |u|p−2u à valeurs dans Lq(Ω) est continue,

on a pour u ∈ Hr
0(Ω) :

|u|p−2u ∈ Lq(Ω),

et d’après la relation (2.12) ∆v ∈ Lq(Ω), pour v ∈ H1
0 (Ω), alors par l’utilisation du

l’inégalité de Hölder (2.25) équivalent à :

|a(u(t), v(t))| ≤ 1

p− 1
‖u(t)p−2u(t)‖Lq(Ω)‖∆v‖Lp(Ω)

≤ 1

p− 1

∫
Ω

||u(t)|p−2u(t)|qdx

 1
q

‖∆v‖Lp(Ω)

≤ 1

p− 1

∫
Ω

|u(t)|pdx

 1
q

‖∆v‖Lp(Ω),

d’où

|a(u, v)| ≤ 1

p− 1
‖u‖

p
q

Lp(Ω)‖∆v‖Lp(Ω),

et puisque ∆ est un opérateur continu de Hr
0(Ω) dans Lp(Ω), il existe c > 0 tel que :

‖∆v‖Lp(Ω) ≤ c‖v‖Hr
0 (Ω),

donc

|a(u(t), v(t))| ≤ c‖u(t)‖p−1
Lp(Ω)‖v(t)‖Hr

0 (Ω),

ce qui donne :

|(g(u), v)| ≤ c‖u‖p−1
Lp(Ω)‖v‖Hr

0 (Ω). (2.26)

Vu la définition de la norme dans un espace dual

‖g(u)‖H−r(Ω) = sup
v∈Hr

0 (Ω)

‖v‖≤1

|(g(u), v)|,

donc or de (2,26), il résulte que :

sup
v∈Hr

0 (Ω)

‖v‖≤1

|(g(u), v)| ≤ c‖u‖p−1
Lp(Ω) sup

v∈Hr
0 (Ω)

‖v‖≤1

‖v‖Hr
0 (Ω);
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d’où (2,24).

De l’équation (2,15) on a :

(u′m(t)− g(um(t))− f(t), wj) = 0, ∀j = 1, ...,m, (2.27)

avec

‖g(u)‖H−r(Ω) ≤ c‖u‖p−1
Lp(Ω),

d’où

‖g(u)‖qH−r(Ω) ≤ c‖u‖q(p−1)
Lp(Ω) ,

on intègre de 0 à T on trouve :∫ T

0

‖g(u)‖qH−r(Ω)dt ≤
∫ T

0

c‖u‖q(p−1)
Lp(Ω) dt

≤ c

∫ T

0

‖u‖pLp(Ω)dt

≤ c

∫ T

0

‖u‖pHr
0 (Ω)dt, (2.28)

alors ∫ T

0

‖g(u)‖qH−r(Ω)dt ≤ c

∫ T

0

‖u‖pHr
0 (Ω)dt

d’autre part on a de (2.21) : ∫ T

0

‖ |um|
p−2

2 um‖2
Hr

0 (Ω)dt <∞,

ce qui implique que : ∫ T

0

‖um‖pHr
0 (Ω)dt <∞,

donc d’après (2.28) on en déduit que :∫ T

0

‖g(um)‖qH−r(Ω)dt <∞,

ce qui entraîne de dire que :

g(um) appartient dans un borné de Lq(0, T ;H−r(Ω)). (2.29)

Soit Pm la projection Orthogonale (dans L2(Ω) sur [w1, w2, ..., wm]), Pm est borné dans

L(Hr
0(Ω), Hr

0(Ω)) et dans L(H−r(Ω), H−r(Ω)) ; alors l’équation (2.27) s’écrit sous la forme :

u′m = Pm(g(um) + f)

et puisque g(um) ∈ Lq(0, T ;H−r(Ω)) et f ∈ Lq(Ω), on obtient : ‘

u′m demeure dans un borné de Lq(0, T ;H−r(Ω)) (2.30)
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2.3.3 Passage à la limite

Maintenant, on va appliquer la proposition (2.3) avec : S donné par (2.4) et M(v)

donné par (2.5) ; de sorte que (2.21) équivalent à

T∫
0

‖u
p−2

2
m um‖2

H1
0 (Ω)dt ≤ c,

par définition ca donne :

T∫
0


 n∑

i=1

∫
Ω

(
∂

∂xi
(|um(t)|

p−2
2 um(t))

)2

dx

 1
2


2

dt ≤ c,

d’où
T∫

0

n∑
i=1

∫
Ω

(
∂

∂xi
(|um(t)|

p−2
2 um(t))

)2

dxdt ≤ c, (2.31)

donc
T∫

0

4

p2

n∑
i=1

∫
Ω

(
∂

∂xi
(|um(t)|

p−2
2 um(t))

)2

dxdt ≤ c,

d’autre part, on a de (2.5) :

M(v) =

(
4

p2

) 1
p

 n∑
i=1

∫
Ω

(
∂

∂xi
(|um(t)|

p−2
2 um(t))

)2

dx

 1
p

,

alors de (2.31) il résulte que :
T∫

0

M(um(t))pdt ≤ c, (2.32)

on prend aussi B1 = H−r(Ω) et p1 = q et B = Lp(Ω), alors d’après la proposition (2.3) et

le théorème (2.4) l’ensemble

A={v localement sommable sur ]0, 1[ à valeurs dans H−r(Ω),
∫ T

0
M(v(t))pdt ≤ c et v′

appartient à un borné de Lq(0, T ;H−r(Ω))}

est relativement compacte dans Lp(0, T ;Lp(Ω)).

D’autre part on a : um est localement sommable sur ]0, T [ à valeurs dans L2(Ω) d’après

(2.20) dans H−r(Ω). On déduit alors avec (2.30) et (2.32) que um ∈ A, donc en peut ex-

traire une sous suite (uµ)µ∈N de (um)m∈N convergente fortement et p.p dans Lp(0, T ;Lp(Ω))

on trouve enfin :

uµ −→ u dans Lp(0, T ;Lp(Ω)) fort et p.p , (2.33)
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et d’après (2.20), (2.21) on a :

uµ −→ u dans L∞(0, T ;L2(Ω)) faiblement , (2.34)

et

β(uµ) = |uµ|p−2uµ −→ χ dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) faiblement . (2.35)

Finalement reste à montrer que dans un sens faible u résoud le problème (P1).

Si on applique le lemme (1.21) avec :

gµ = |uµ(t)|
p−2

2 uµ(t), g = |u(t)|
p−2

2 u(t), q = 2;

et on a

‖g‖L2(Q) ≤ c,

et de (2.33)

gµ −→ g dans Q p.p ,

donc on obtient :

gµ −→ g faiblement dans L2(Q) ;

et avec (2.35) on en déduit que :

χ = |u(t)|
p−2

2 u(t),

d’autre part de (2.35) et (2.30)

u′µ −→ u′ dans Lq(0, T ;H−r(Ω)) faiblement , (2.36)

et aussi de (2.35) on a :

u ∈ Lp(0, T, Lp(Ω)) ⊂ Lq(0, T ;H−r(Ω)),

donc d’après le lemme (1.27), u est continue sur [0, T ] et u(0) a un sens, alors on déduit

de (2.34) que :

uµ(0) −→ u(0) dans L2(Ω),

et de l’équation (2.16) on a :

uµ(0) −→ uµ0 −→ u0 dans L2(Ω),
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donc il résulte que :

u(0) = u0. (2.37)

Si on remplace m par µ dans (2, 11) et fait tendre µ vers l’infini on obtient :

(u′(t), wj)0,Ω −
n∑
i=1

∫
Ω

|u(t)|p−2∂u(t)

∂xi

∂wj
∂xi

dx = (f(t), wj)0,Ω, j = 1, ...,∞, (2.38)

on obtient alors d’après la propriété de densité de la base (wj)j que :

(u′m(t), v(t))0,Ω −
n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|um(t)|p−2∂um(t)

∂xi
), v(t))0,Ω = (f(t), v(t))0,Ω,∀v ∈ L2(Ω).

(2.39)

alors u vérifie (2.1) et (2.2) et aussi (2.9), (2.10). Reste à vérifier (2.7)

on a
∂

∂xi
(|u(t)|p−2u) = (p− 1)|u(t)|p−2∂u(t)

∂xi
(2.40)

où bien
∂

∂xi
(|u(t)|p−2u(t)) = (p− 1)(|u(t)|

p−2
2
∂u(t)

∂xi
)|u(t)|

p−2
2 ,

d’après (2, 10) on a :

|u(t)|
p−2

2 u(t) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

alors

∀t ∈]0, T [, |u(t)|
p−2

2 u(t) ∈ L2(Ω),

et
∂

∂xi
(|u(t)|

p−2
2 u(t)) ∈ L2(Ω), (2.41)

mais d’autre part :
∂

∂xi
(|u(t)|

p−2
2 u(t)) =

p

2
(|u(t)|

p−2
2
∂u(t)

∂xi
),

donc

∀t ∈]0, T [,
p

2
(|u(t)|

p−2
2
∂u(t)

∂xi
) ∈ L2(Ω), (2.42)

puisque

u(t) ∈ L2(Ω),∀t ∈]0, T [,

on a ∫
Ω

|u(t)|
p−2

2 dx

2

≤

∫
Ω

|u(x, t)|2dx


p−2

2

≤ ‖u(t)‖p−2
L2(Ω) <∞.
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alors

|u(t)|
p−2

2 ∈ L2(Ω), (2.43)

donc on en déduit de (2.40), (2.42) et (2.43) que :

1

p− 1

∂

∂xi
(|u(t)|p−2u(t)) ∈ L2(Q) ⊂ Lq(Q),

il résulte que :

u′(t) = f(t)− 1

p− 1
∆(|u(t)|p−2u(t)) ∈ Lq(0, T,W−1,q(Ω)),

d’où (2.11) est vérifie.

2) Unicité :

Soient u1, u2 deux solutions du problème (P1)

on pose :

w = u1 − u2,

donc

w′ − (u1 − u2)′ = 0,

et d’après l’équation (2.1) :

∂u1

∂t
−

n∑
i=1

∂

∂xi
(|u1|p−2∂u1

∂xi
) = f, (2.44)

∂u2

∂t
−

n∑
i=1

∂

∂xi
(|u2|p−2∂u2

∂xi
) = f, (2.45)

d’où
∂u1

∂t
− ∂u2

∂t
−

(
n∑
i=1

∂

∂xi
(|u1|p−2∂u1

∂xi
− |u2|p−2∂u2

∂xi
)

)
= 0,

donc

w′ − 1

p− 1
∆(|u1|p−2u1 − |u2|p−2u2) = 0,

alors

w′ −∆

(
1

p− 1
(|u1|p−2u1 − |u2|p−2u2)

)
= 0, (2.46)

en prenant le produit scalaire sur H−r(Ω) de l’équation précédent par : (−∆)−1w

(w′, (−∆)−1w)H−1(Ω) +
1

p− 1
(∆(|u1|p−2u1 − |u2|p−2u2), (∆)−1w)L2(Ω) = 0,

d’où

(w′, (−∆)−1w)H−1(Ω) +
1

p− 1
(|u1|p−2u1 − |u2|p−2u2), u1 − u2)L2(Ω) = 0,
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où

(f, g)H−1(Ω) = (f, (−∆)−1g)L2(Ω),

d’où

(w′, w)H−1(Ω) +
1

p− 1
(|u1|p−2u1 − |u2|p−2u2, u1 − u2)L2(Ω) = 0, (2.47)

et comme l’application u 7−→ |u|p−2u est monotone on trouve que :

(|u1|p−2u1 − |u2|p−2u2, u1 − u2)L2(Ω) ≥ 0,

donc l’équation (2.47) équivaut :

(w′, w)H−1(Ω) ≤ 0;

c’est-à-dire :
1

2

d

dt

∫
Ω

|w(x, t)|2dt ≤ 0,

donc

|w|2L2(Ω) = 0,

ce qui implique que :

w = 0⇔ u1 − u2 = 0,

alors

u1 = u2.

ce qui prouve que la solution est unique.



Chapitre 3

Problème d’évolution du deuxième

ordre non linéaire

3.1 Notations et position du problème

Soit Ω un ouvert borné de Rn et Γ sa frontière, on supposera qu’elle est assez régulière,

Q désignera le cylindre latérale Ω×]0, T [, T > 0 de frontière Σ = Γ×]0, T [.

On considère le problème (P2) suivant :

(P2)


∂2u

∂t2
+ Au+ |u|ρu = f dans Q = Ω×]0, T [, (3.1)

u = 0 sur Σ = Γ×]0, T [, (3.2)

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ Ω, (3.3)

où u, f représente le vecteur du déplacement, la densité des forces extérieures respective-

ment et u0, u1 et ρ > 0 sont des données. A est un opérateur défini par :

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂u

∂xj

)
, (3.4)

aij ∈ C1(Ω×]0, T [), aij = aji ∀i, j, (3.5)
n∑

i,j=1

aij(x, t)ζiζj ≥ α(ζ2
1 + ζ2

2 + ...+ ζ2
n) α > 0, ζ ∈ R. (3.6)

Le but de ce chapitre est de chercher une fonction u = u(x, t) ; x ∈ Ω, t ∈]0, T [ à

valeurs dans R solution du problème (P2) sous certains hypothèses (H). Pour résoudre ce

problème, on a besoin d’introduire quelques notions et quelques espaces fonctionnels.

26
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On définit l’espace V par :

V = H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω), (3.7)

où p = ρ+ 2. L’espace V muni de la norme ‖v‖H1
0 (Ω) + |v|Lp(Ω) est une espace de Hilbert.

Rappelons que

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)
,

où H1(Ω) est un espace de Sobolev d’ordre 1 muni de la norme induite.

D’après le théorème de plongement de Sobolev, on aH
1
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω);

1
q

= 1
2
− 1

n
si n ≥ 3,

(3.8)

de sorte que V = H1
0 (Ω) si ρ ≤ 4

n−2
.

Lemme 3.1 (lemme de Gronwall). Soient f ∈ L∞(0, T ), g ∈ L1(0, T ) et f(t) ≥ 0,

g(t) ≥ 0. Si f(t) ≤ c+
∫ T

0
f(s)g(s)ds; alors

f(t) ≤ c exp(

∫ T

0

g(s)ds).

Notation : pour simplifier l’écriture, on posera

u(x, t) = u;
∂u

∂t
= u′;

∂2u

∂t2
= u′′.

Pour étudier, le problème (P2), on aura besoin des hypothèses suivantes :

(H)


f ∈ L2(Q), (3.9)

u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω), p = ρ+ 2, (3.10)

u1 ∈ L2(Ω). (3.11)

3.2 Existence

Théorème 3.2. Sous les hypothèse (H), le problème (P2) admet une solution u vérifiant :

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω)), (3.12)

∂u

∂t
∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). (3.13)

Preuve. En Utilisant les techniques de Faedo-Galerkin ainsi qu’un résultat de compacité.
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3.2.1 Solutions approchées

- La formulation variationnelle :

En multipliant l’équation (3.1) par un élément v ∈ V et intégrant sur Ω :∫
Ω

u′′(t)v(t)dx−
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂u(t)

∂xj

)
v(t)dx+

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)v(t)dx =

∫
Ω

f(t)v(t)dx.

On utilise la formule de Green et les condition aux limites on trouve :∫
Ω

u′′(t)v(t)dx+
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂u(t)

∂xj

∂v(t)

∂xi
dx−

∫
Γ

aij(x, t)
∂u(t)

∂η
v(t)dσ +

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)v(t)dx

=

∫
Ω

f(t)v(t)dx, ∀v ∈ V ;

donc

(u′′(t), v(t))0,Ω +

(
n∑

i,j=1

aij(x, t)
∂u(t)

∂xj
,
∂v(t)

∂xi

)
0,Ω

+ (|u(t)|ρu(t), v(t))0,Ω

= (f(t), v(t))0,Ω, ∀v ∈ V. (3.14)

On pose :

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx,

l’application a : V × V −→ R est une forme bilinéaire continue et coercive.

En effet :

- La continuité :

Soient u, v ∈ V :

|a(u, v)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i,j=1

∫
Ω

|aij(x, t)|
∣∣∣∣ ∂u∂xj ∂v∂xi

∣∣∣∣ dx
≤

n∑
i,j=1

‖aij‖L∞(Ω)

∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ max
1≤ij≤n

‖aij‖L∞(Ω)

n∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ n max
1≤ij≤n

‖aij‖L∞(Ω)‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω)

≤ c‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω),
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grâce à l’inégalité de Cauchy Schwartz et l’inégalité de Hölder.

- La coercivité :

Soit u ∈ V :

a(u, u) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂u

∂xj

∂u

∂xi
dx,

On applique (3.6) avec ζ = ( ∂u
∂x1
, ..., ∂u

∂xi
) ∈ Rn, on trouve :

a(u, u) ≥ α1

∫
Ω

n∑
i,j=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2 dx = α1|∇u|2L2(Ω),

mais d’après l’inégalité de Poincaré

a(u, u) ≥ α1|∇u|2L2(Ω) ≥ α‖u‖2
L2(Ω). (3.15)

donc a(., .) est coercive.

-Les solutions approchées

L’espace V est séparable, donc il existe (w1, ..., wn) ayant les propriétés suivantes :
wi ∈ V ∀i,

∀m, (w1, ..., wn) sont linéairement intépendants ,

Vm = 〈{w1, ..., wn}〉 est dense dans V .

(3.16)

En particulier :

∀u0 ∈ V ⇔ ∃(u0m)m∈N∗ , u0m =
m∑
k=1

αkmwk −→ u0 lorsque m −→∞, (3.17)

∀u1 ∈ L2(Ω)⇔ ∃(u1m)m∈N∗ , u1m =
m∑
k=1

βkmwk −→ u1 lorsque m −→∞. (3.18)

On cherche alors um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wi solution approchées du problème (P2) suivant :

(Pm)


(u′′m(t), wk)0,Ω + a(um(t), wk) + (|um(t)|ρum(t), wk)0,Ω = (f(t), wk)0,Ω (3.19)

∀k = 1...,m,

um(0) = u0m, u
′
m(0) = u1m. (3.20)

Alors on obtient un système d’équations différentielles non linéaires du deuxième ordre.

On considère les fonctions : gm = (g1m(t), ..., gmm(t)), fm = ((f, w1), ..., (f, wm)),

Cm = ((|um(t)|ρum(t), wj))1≤j≤m et les matrices

Bm = ((wi, wj))1≤i,j≤m, Am = (a(wi, wj))1≤i,j≤m.
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On a um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wi, on remplace l’expression de um(t) dans (3.19) on trouve :

d2

dt2
(
m∑
i=1

gim(t)wi, wj)0,Ω + a

(
m∑
i=1

gim(t)wi, wj

)
+ (|um(t)|ρum(t), wj)0,Ω

= (f(t), wj)0,Ω, ∀j = 1, ...,m,

d’où

d2

dt2

m∑
i=1

gim(t)(wi, wj)0,Ω +
m∑
i=1

gim(t)a(wi, wj) + (|um(t)|ρum(t), wj)0,Ω

= (f(t), wj)0,Ω, ∀j = 1, ...,m,

donc

Bm
d2

dt2
[gm(t)] + Am(gm(t)) + Cm = fm,

Les vecteurs {w1, ..., wn} sont linéairement indépendants (i.e det(wi, wj) 6= 0), donc la

matrice Bm est inversible, alors gm est solution de

(P ′m)


d2

dt2
[gm(t)] +B−1

m Am(gm(t)) +B−1
m Cm = B−1

m (fm),

gm(0) = (αim)1≤i≤m = g0m, g
′
m(0) = (βim)1≤i≤m = g1m.

Le problème (P ′m) admet une solution locale dans l’intervalle [0, tm], tm dépend de m.

3.2.2 Estimation a priori

Dans cette étape on montre que tm = T pour m ∈ N∗.

On multiple l’équation (3.19) par g′km(t) on obtient :

(u′′m(t), g′km(t)wk)0,Ω+a(um(t), g′km(t)wk)+(|um(t)|ρum(t), g′km(t)wk) = (f(t), g′km(t)wk)0,Ω,

et on somme sur k on trouve :

(u′′m(t),
m∑
k=0

g′km(t)wk)0,Ω + a(um(t),
m∑
k=0

g′km(t)wk) + (|um(t)|ρum(t),
m∑
k=0

g′km(t)wk)0,Ω

= (f(t),
m∑
k=0

g′km(t)wk)0,Ω,∀k = 1, ...,m.

D’où

(u′′m(t), u′m(t))0,Ω + a(um(t), u′m(t)) + (|um(t)|ρum(t), u′m(t))0,Ω = (f(t), u′m(t))0,Ω, (3.21)
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on a

(u′′m(t), um(t)) =
1

2

d

dt

∫
Ω

|u′m(t)|2dx

=
1

2

d

dt
|u′m(t)|2L2(Ω), (3.22)

d’autre part on a :

d

dt
(a(um(t), um(t)) =

n∑
i,j=1

∫
Ω

d

dt

(
ai,j(x, t)

∂um(t)

∂xj

∂um(t)

∂xi

)
dx

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂um(t)

∂xi
dx+

n∑
i,j=1

∫
Ω

ai,j(x, t)
d

dt

(
∂um(t)

∂xj

∂um(t)

∂xi

)
dx

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂um(t)

∂xi
dx+

n∑
i,j=1

∫
Ω

ai,j(x, t)
d

dt

(
∂um(t)

∂xj

)
∂um(t)

∂xi
dx

+
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,j(x, t)
∂um
∂xj

d

dt

(
∂um(t)

∂xi

)
dx

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂um(t)

∂xi
dx+ 2

n∑
i,j=1

∫
Ω

ai,j(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂

∂xi

(
dum(t)

dt

)
dx

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂um(t)

∂xi
dx+ +2

n∑
i,j=1

∫
Ω

ai,j(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi
dx,

donc
d

dt
(a(um(t), um(t)) =

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂um
∂xj

∂um
∂xi

dx+ 2a(um(t), u′m(t)),

d’où

a(um(t), u′m(t)) =
1

2

d

dt
a(um(t), u′m(t))− 1

2

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂um
∂xj

∂um
∂xi

dx, (3.23)

et

(|um(t)|ρum(t), u′m(t)) =
1

p

d

dt
|um(t)|pLp(Ω), (3.24)

en effet

1

p

d

dt
|um(t)|pLp(Ω)dx =

1

p

d

dt

∫
Ω

|um(t)|pdx

=

∫
Ω

|um(t)|p−1u′m(t)dx

=

∫
Ω

|um(t)|ρ+1u′m(t)dx

=

∫
Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dx,
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donc on injecte (3.22), (3.23) et (3.24) dans (3.21) on trouve :

1

2

d

dt
|u′m(t)|2L2(Ω) +

1

2

d

dt
a(um(t), u′m(t))− 1

2

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂um(t)

∂xi
dx+

1

p

d

dt
|um(t)|pLp(Ω)

= (f(t), u′m(t))0,Ω,

d’où

d

dt
|u′m(t)|2L2(Ω) +

d

dt
a(um(t), u′m(t)) +

2

p

d

dt
|um(t)|pLp(Ω) = 2(f(t), u′m(t))0,Ω

+
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂um(t)

∂xi
dx,

par intégration de 0 à t :∫ t

0

d

dt
|u′m(σ)|2L2(Ω)dσ +

∫ t

0

d

dt
a(um(σ), u′m(σ))dσ +

2

p

∫ t

0

d

dt
|um(σ)|pLp(Ω)dσ

= 2

∫ t

0

∫
Ω

f(σ)u′m(σ)dxdσ +

∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, σ)
∂um(σ)

∂xj

∂um(σ)

∂xi
dxdσ,

et on utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient :

|u′m(t)|2L2(Ω) + a(um(t), um(t)) +
2

p
|um(t)|pLp(Ω) ≤

∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, σ)
∂um(σ)

∂xj

∂um(σ)

∂xi
dxdσ

+ 2

∫ t

0

|f(σ)|L2(Ω)|u′m(σ)|L2(Ω)dσ + |u′m(0)|2L2(Ω)

+ a(um(0), um(0)) +
2

p
|um(0)|pLp(Ω),

et d’après l’utilisation de l’inégalité :

|ab| ≤ a2

2
+
b2

2
,

on obtient :

|u′m(t)|2L2(Ω) + a(um(t), um(t)) +
2

p
|um(t)|pLp(Ω) ≤

∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, σ)
∂um(σ)

∂xj

∂um(σ)

∂xi
dxdσ

+

∫ t

0

|f(σ)|2L2(Ω)dσ +

∫ t

0

|u′m(σ)|2L2(Ω)dσ

+ |u′m(0)|2L2(Ω) + a(um(0), um(0)) +
2

p
|um(0)|pLp(Ω),

et d’après la coercivité de a(., .) on a :

a(um(σ), um(σ)) ≥ α‖um‖2
H1

0 (Ω);
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donc il résulte :

|u′m(t)|2L2(Ω) + α‖um‖2
H1

0 (Ω) +
2

p
|um(t)|pLp(Ω) ≤

∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, σ)
∂um(σ)

∂xj

∂um(σ)

∂xi
dxdσ

+

∫ t

0

|f(σ)|2L2(Ω)dσ +

∫ t

0

|u′m(σ)|2L2(Ω)dσ

+ |u′m(0)|2L2(Ω) + a(um(0), um(0)) +
2

p
|um(0)|pLp(Ω),

on utilisons l’hypothèse (3.5) sur ai,j, on obtient :∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

∣∣∣∣a′i,j(x, σ)
∂um(σ)

∂xj

∂um(σ)

∂xi

∣∣∣∣ dxdσ ≤ sup
(x,t)

|a′i,j(x, t)|
∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂um(σ)

∂xj

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂um(σ)

∂xi

∣∣∣∣ dxdσ
≤ c1

∫ t

0

‖um(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ; (3.25)

ce qui joint à (3.9), (3.10) et (3.11), on déduit l’existence d’une constante c2 indépendant

de m telle que :

|u′m(t)|2L2(Ω)+α‖um(t)‖2
H1

0 (Ω)+
2

p
|um(t)|pLp(Ω) ≤ c2+

∫ t

0

|u′m(σ)|2L2(Ω)dσ+2c1

∫ t

0

‖um(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ.

(3.26)

On déduit donc de (3.26) que :

min(1, α)
(
|u′m(t)|2L2(Ω) + ‖um(t)‖2

H1
0 (Ω)

)
≤ c2 + max(1, 2c1)

∫ t

0

(
|u′m(σ)|2L2(Ω) + ‖um(σ)‖2

H1
0 (Ω)

)
dσ,

on pose : β = min(1, α) et λ = max(1, 2c1) donc :

|u′m(t)|2L2(Ω) + ‖um(t)‖2
H1

0 (Ω) ≤ c+
λ

β

∫ t

0

(
|u′m(σ)|2L2(Ω) + ‖um(σ)‖2

H1
0 (Ω)

)
dσ

où : c = c2
β
.

En appliquant le lemme de Gronwall aux fonctions :

f(t) = |u′m(t)|2L2(Ω) + ‖um(t)‖2
H1

0 (Ω),

et

g(t) =
λ

β
,

on obtient :

|u′m(t)|2L2(Ω) + ‖um(t)‖2
H1

0 (Ω) ≤ c exp

(∫ t

0

λ

β
dσ

)
≤ c exp(

λ

β
T ) = cte. (3.27)
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on en déduit que tm = T .

Lorsque m tendre vers ∞ de (3.27) on déduit :um demeure dans un ensemble borné de L∞(0, T ;V ) et

u′m demeure dans un ensemble borné de L∞(0, T ;L2(Ω)).
(3.28)

3.2.3 Passage à la limite

On a

um demeure dans un borné de L∞(0, T, V ) ;

donc, on peut extraire une sous-suite convergente (uµ)µ∈N de (um)m∈N telle que :

uµ −→ u dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω)) faible * , (3.29)

u′m demeure dans un borné de L∞(0, T, L2(Ω)) ;

donc, on peut extraire une sous-suite convergente (u′µ)µ∈N de (u′m)m∈N telle que :

u′µ −→ u′ dans L∞(0, T ;L2(Ω)) faible * . (3.30)

Par ailleurs, il résulte, on particulier de (3.28) que :

um est bornée dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et

u′m est bornée dans L2(0, T ;L2(Ω)) = L2(Q).

Et d’après le théorème de Rellich-Kondrachoff on a :

l’injection de H1
0 (Q) −→ L2(Q) est compacte ,

donc il existe une sous-suite (uµ)µ∈N de H1
0 (Ω) qui converge dans L2(Q) c’est-à-dire :

uµ −→ u dans L2(Q) fort et p.p dans Q, (3.31)

comme

|uµ|ρuµ demeure dans un ensemble borné de L∞(0, T ;Lq(Ω)),

alors

|uµ|ρuµ −→ w dans L∞(0, T ;Lq(Ω)) faible *, (3.32)
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le point essentiel est de démontrer que :

w = |u|ρu. (3.33)

Pour cela on utilise le lemme (1.21).

Dans ce cas on prend :

gµ = |uµ|ρuµ, q =
ρ+ 1

ρ+ 2
,

d’après (3.31)

gµ = |uµ|ρuµ −→ |u|ρu = g dans L2(Q)fort,

et d’après (3.32) on a :

gµ −→ w dans L∞(0, T ;Lq(Ω)) faible ,

d’où :

w = g = |u|ρu

grâce au le lemme (1.21). Ainsi on peut passer à la limite dans l’équation (3.19) pour

m = µ.

Pour j ∈ N∗ fixé quelconque (µ > j) on a :

(u′′µ(t), wj)0,Ω + a(uµ(t), wj) + (|uµ(t)|ρuµ(t), wj)0,Ω = (f(t), wj)0,Ω,

de (3.32) et de la convergence faible on conclut que :

d2

dt2
(u(t), wj)0,Ω + a(u(t), wj) + (|u(t)|ρu(t), wj)0,Ω = (f(t), wj)0,Ω,

comme Vm est dense dans V , on obtient pour tout v ∈ V :

d2

dt2
(u(t), v(t))0,Ω + a(u(t), v(t)) + (|u(t)|ρu(t), v(t))0,Ω = (f(t), v(t))0,Ω,

alors u satisfait (3.1) (et aussi (3.12), (3.13)).

Reste à montrer que (3.3) a lieu c’est-à-dire : les deux expressions u(x, 0) = u0(x) et

u′(x, 0) = u1(x) ont un sens.

En effet :

De (3.12), (3.13) et du lemme (1.27), il résulte en particulier que u est continue de

[0, T ] −→ L2(Ω) de sorte que u(x, 0) = u0(x) a un sens, et pour vérifier que u′(x, 0) = u1(x)

a un sens, on doit utiliser l’équation (3.1) qui s’écrit sous la forme :

∂2u(t)

∂t2
= f(t) + Au(t)− |u(t)|ρu(t), (3.34)
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comme A ∈ L(H1
0 (Ω), H−1(Ω)) on a :

Au ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)),

et

|u(t)|ρu(t) ∈ L∞(0, T ;Lq(Ω)) avec
1

p
+

1

q
= 1,

de sorte que (3.34) entraîne :

∂2u(t)

∂t2
∈ L2(0, T ;L2(Ω)) + L∞(0, T ;H−1(Ω) + Lq(Ω)).

d’où, en particulier :
∂2u(t)

∂t2
∈ L∞(0, T ;H−1(Ω) + Lq(Ω)),

ce que joint à (3.13) montre grâce au lemme (3.2) que :

∂u(t)

∂t
est continue de [0, T ] −→ H−1(Ω) + Lq(Ω),

alors on conclut que u′(x, 0) = u1(x) a un sens

de (3.29) et (3.31) on a :

uµ(0) −→ u(0) dans L2(Ω) faible ,

or

uµ(0) = u0µ −→ u0 dans H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω),

donc : u(0) = u0 par la même technique on vérifie que u′(0) = u1. �

3.3 Unicité

Dans ce paragraphe, on démontrer l’unicité de la solution.

Théorème 3.3. Sous les hypothèses du théorème (3.2) avec :

ρ ≤ 2k

n− 2
, (ρ fini quelque si n = 2), k ∈ N∗. (3.35)

Alors la solution u obtenue au théorème (3.2) est unique.

Preuve. Soient u, v deux solutions au sens du théorème (3.2)

on pose :

w = u− v,
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u solution de (P2) implique que :

u′′(t) + Au(t) + |u(t)|ρu(t) = 0, (3.36)

v solution de (P2) implique que :

v′′(t) + Av(t) + |v(t)|ρv(t) = 0, (3.37)

par la soustraction de (3.36) et (3.37), on obtient :

w′′(t) + Aw(t) + |u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t) = 0,

d’où w vérifie : 

w′′(t) + Aw(t) + |u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t) = 0 (3.38)

w(0) = 0, w′(0) = 0, (3.39)

w ∈ L∞(0, T ;H1
0 ∩ Lp(Ω)) (3.40)

w′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) (3.41)

comme w′(t) n’appartient pas à H1
0 (Ω), on ne peut pas remplacer v par w′(t) dans (3.14),

pour ce la il faut introduire une fonction auxiliaire ψ tel que :

∀s ∈]0, T [, soit ψ :]0, T [ −→ R

t −→ ψ(t) =

−
∫ t

0
w(σ)dσ t ≤ s,

0 t > s.

On a

ψ′(t) =
d

dt

(
−
∫ t

0

w(σ)dσ

)
= w(t),∀t ≤ s,

et

ψ(t) = w1(t)− w1(s);

avec

w1(t) =

∫ t

0

w(σ)dσ.

En multipliant (3.38) par un élément ψ(t) on obtient :

w′′(t)ψ(t) + Aw(t)ψ(t) + (|u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t))ψ(t) = 0, (3.42)

et par l’intégration de l’équation (3.42) par partie sur [0, s] on obtient :

−
∫ s

0

w′(t)ψ′(t)dt+

∫ s

0

n∑
i,j=1

ai,j(x, t)
∂w(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dt+

∫ s

0

(|u(t)|ρu(t)−|v(t)|ρv(t))ψ(t)dt = 0,
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en intégrant sur Ω on trouve :

−
∫ s

0

∫
Ω

w′(t)ψ′(t)dxdt+

∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

ai,j(x, t)
∂w(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt

+

∫ s

0

∫
Ω

(|u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t))ψ(t)dxdt = 0,

d’où :

−
∫ s

0

(w′(t), ψ′(t))0,Ωdt+

∫ s

0

a(w(t), ψ(t))dt =

∫ s

0

(|v(t)|ρv(t)− |u(t)|ρu(t), ψ(t))0,Ωdt

(3.43)

d’après (3.23) on a :∫ s

0

a(ψ′(t), ψ(t))dt =
1

2

d

dt

∫ s

0

a(ψ(t), ψ(t))dt− 1

2

∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂ψ(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt

=
1

2
a(ψ(s), ψ(s))− 1

2
a(ψ(0), ψ(0))− 1

2

∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂ψ(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt

= −1

2
a(w1(s), w1(s))− 1

2

∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂ψ(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt (3.44)

puisque : ψ(0) = −w1(s) et ψ(s) = 0.

De plus on a : ∫ s

0

(w′(t), ψ′(t))0,Ωdt =

∫ s

0

(w′(t), w(t))0,Ωdt

=
1

2

∫ s

0

d

dt
|w(t)|2L2(Ω)dt

=
1

2
|w(s)|2L2(Ω) −

1

2
|w(0)|2L2(Ω)

=
1

2
|w(s)|2L2(Ω) (3.45)

donc on remplace (3.45) et (3.44) dans (3.43) on trouve :

−1

2
|w(s)|2L2(Ω) −

1

2
a(w1(s), w1(s))− 1

2

∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂ψ(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt

=

∫ s

0

(|v(t)|ρv(t)− |u(t)|ρu(t), ψ(t))0,Ωdt,

⇔ |w(s)|2L2(Ω) + a(w1(s), w1(s)) =−
∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂ψ(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt

+ 2

∫ s

0

(|u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t), ψ(t))0,Ωdt,
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d’après la coercivité de a(., .) on obtient :

|w(s)|2L2(Ω) + α|w1(s)|2 ≤ 2

∫ s

0

(|u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t), ψ(t))0,Ωdt

−
∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂ψ(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt (3.46)

de (3.25) on a ∣∣∣∣∣
∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂ψ(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt

∣∣∣∣∣ ≤ c1

∫ s

0

‖ψ(t)‖2
H1

0 (Ω)dt;

et comme ψ(t) = w1(t)− w1(s) ; on obtient :∣∣∣∣∣
∫ s

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′i,j(x, t)
∂ψ(t)

∂xj

∂ψ(t)

∂xi
dxdt

∣∣∣∣∣ ≤ c1

∫ s

0

‖w1(t)− w1(s)‖2
H1

0 (Ω)dt

≤ c1

∫ s

0

‖w1(t)‖2
H1

0 (Ω)dt+ c1

∫ s

0

‖w1(s)‖2
H1

0 (Ω)dt

≤ c1

∫ s

0

‖w1(t)‖2
H1

0 (Ω)dt+ c1T‖w1(s)‖2
H1

0 (Ω)dt

on suppose que |v| < |u| donc :∫ s

0

∣∣∣∣∫
Ω

(|u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t))ψ(t)dx

∣∣∣∣ dt
≤
∫ s

0

∫
Ω

||u(t)|ρ+1 − |v(t)|ρ+1||ψ(t)|dxdt

≤
∫ s

0

∫
Ω

||u(t)| − |v(t)||(|u(t)|ρ + |v(t)|ρ−1|v(t)|+ ...+ |v(t)|ρ)|ψ(t)|dxdt

≤ (ρ+ 1)

∫ s

0

∫
Ω

|u(t)|ρ|w(t)||ψ(t)|dxdt.

En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient :∫ s

0

∣∣∣∣∫
Ω

(|u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t))ψ(t)dx

∣∣∣∣ dt ≤ (ρ+ 1)

∫ t

0

∫
Ω

||u(t)|ρ|Ln(Ω)|w(t)|L2(Ω)|ψ(t)|Lq(Ω)dxdt.

≤ (ρ+ 1)

∫ t

0

||u(t)|ρ|Ln(Ω)|w(t)|L2(Ω)

× (|w1(t)|Lq(Ω) + |w1(s)|Lq(Ω))dt, (3.47)

où
1

q
+

1

n
+

1

2
= 1,

mais d’après (3.35) on a :

ρn ≤ kq

alors

||u|ρ|Ln(Ω) ≤ |u|ρLρn(Ω) ≤ |u|
ρ
Lkq(Ω)

,
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d’autre part on a (voir [12]) :

|u|ρ
Lkq(Ω)

= ||u|k|Lq(Ω),

on en déduit que :

|u|Lkq(Ω) ≤ ‖|u|k|‖H1
0 (Ω) ≤ ‖u‖kH1

0 (Ω),

d’où

||u|ρ|Ln(Ω) ≤ ‖u‖ρkH1
0 (Ω)

,

ce qui est majoré par une constante c3 car

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

donc (3.47) devient :∫ s

0

∣∣∣∣∫
Ω

(|u(t)|ρu(t)− |v(t)|ρv(t))ψ(t)dx

∣∣∣∣ dt ≤ c3

∫ s

0

|w(t)|L2(Ω)(‖w1(t)‖H1
0 (Ω) + ‖w1(s)‖H1

0 (Ω))dt

≤ α

4
‖w1(s)‖H1

0 (Ω) + c4

∫ s

0

(|w1(t)|2L2(Ω) + ‖w1(t)‖2
H1

0 (Ω))dt,

où Alors de (3.46), on conclut :

|w(s)|2L2(Ω) + α‖w1(s)‖2
H1

0 (Ω) ≤ (2c1T +
α

2
)‖w1(s)‖2

H1
0 (Ω) + 2c4

∫ s

0

|w(t)|2L2(Ω)dt

+ 2(c1 + c4)

∫ s

0

‖w1(t)‖2
H1

0 (Ω)dt

⇔ |w(s)|2L2(Ω) + α‖w1(s)‖2
H1

0 (Ω) − (2c1T +
α

2
)‖w1(s)‖2

H1
0 (Ω)

≤ c5

∫ s

0

(|w(t)|2L2(Ω) + ‖w1(t)‖2
H1

0 (Ω))dt,

pour un choix convenable pour la constante c en obtient :

β(|w(s)|2L2(Ω) + ‖w1(s)‖2
H1

0 (Ω)) ≤ c5

∫ s

0

(|w(t)|2L2(Ω) + ‖w1(t)‖2
H1

0 (Ω))dt, (3.48)

où

β = min(1,
α

2
− 2c1T ), c5 = 2(c1 + c4),

en utilisant le lemme de Gronwall sur (3.48) avec :

f(s) = |w(s)|2L2(Ω) + ‖w1(s)‖2
H1

0 (Ω),

et

g(s) =
c5

β
,

donc on obtient :

|w(s)|2L2(Ω) + ‖w1(s)‖2
H1

0 (Ω) ≤ 0 exp(

∫ s

0

c5

β
dt) = 0,

d’où

w = 0.

�
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3.4 Régularité de la solution

Théorème 3.4. On se place dans les condition du théorème (3.2) avec en outre

f,
∂f

∂t
∈ L2(Q), (3.49)

u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), (3.50)

u1 ∈ H1
0 (Ω), (3.51)

ρ ≤ 2k

n− 2
(ρ fini quelconque si n=2 ) k ∈ N∗. (3.52)

Il existe alors une solution du problème (P2) vérifiant :

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), (3.53)

u′ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.54)

u′′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). (3.55)

Preuve.

Existence : On utilisant les même étapes de la démonstration du théorème d’existence

(3.2) ; dans ce cas, on pose V = H1
0 (Ω)∩H2(Ω) qui est séparable, on construit de la même

façon une base {w1, ..., wn} dans l’espace V (3.16) ;

on cherche alors une solution approchées um donnée par (Pm), (3.17), (3.18) on suppose

que

u0m −→ u0 dans H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), (3.56)

u1m −→ u1 dans H1
0 (Ω). (3.57)

Étape i : Dérivons l’équation (3.19) en t, on trouve :

d

dt
(u′′m(t), wk)0,Ω +

d

dt
a(um(t), wk) +

d

dt
(|um(t)|ρum(t), wk)0,Ω =

d

dt
(f(t), wk)0,Ω,

d’où

(
d

dt
u′′m(t), wk)0,Ω +

d

dt

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂wk
∂xi

dx

)
+ (

d

dt
(|um(t)|ρum(t)), wk)0,Ω

= (
d

dt
f(t), wk)0,Ω,

donc

(u′′′m(t), wk)0,Ω +

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂wk
∂xi

dx

)
+

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂u′m(t)

∂xj

∂wk
∂xi

dx

)
+ (ρ+ 1)(|um(t)|ρu′m(t), wk)0,Ω = (f ′(t), wk)0,Ω,
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ce qui donne

(u′′′m(t), wk)0,Ω + a(u′m(t), wk) + (ρ+ 1)(|um(t)|ρu′m(t), wk)0,Ω

= (f ′(t), wk)0,Ω −

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂wk
∂xi

dx

)
, (3.58)

on multiple l’équation (3.58) par g′′m(t) et on somme sur k, on obtient :

(u′′′m(t), u′′m(t))0,Ω + a(u′m(t), u′′m(t)) + (ρ+ 1)(|um(t)|ρu′m(t), u′′m(t))0,Ω

= (f ′(t), u′′m(t))0,Ω −

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂u′′m(t)

∂xi
dx

)
,

⇔ 1

2

d

dt
|u′′m(t)|2L2(Ω) + a(u′m(t), u′′m(t)) + (ρ+ 1)(|um(t)|ρu′m(t), u′′m(t))0,Ω

= (f ′(t), u′′m(t))0,Ω −

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂u′′m(t)

∂xi
dx

)
, (3.59)

on a

d

dt
(a(u′m(t), u′m(t)) =

n∑
i,j=1

∫
Ω

d

dt

(
aij(x, t)

∂u′m(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi

)
dx,

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂u′m(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi
dx+

n∑
i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂u′′m(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi
dx

+
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂u′m(t)

∂xj

∂u′′m(t)

∂xi
dx

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂u′m(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi
dx+ 2a(u′m(t), u′′m(t)),

donc

a(u′m(t), u′′m(t)) =
1

2

d

dt
[a(u′m(t), u′m(t))]− 1

2

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂u′m(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi
dx. (3.60)

On remplace (3.60) dans (3.59), on trouve :

1

2

d

dt
|u′′m(t)|2L2(Ω) +

1

2

d

dt
[a(u′m(t), u′m(t))] + (ρ+ 1)(|um(t)|ρu′m(t), u′′m(t))0,Ω

= (f ′, u′′m(t))0,Ω +
1

2

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂u′m(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi
dx

−
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)
∂um(t)

∂xj

∂u′′m(t)

∂xi
dx;
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d’après la coercivité de a(., .) on a :

1

2

d

dt
|u′′m(t)|2L2(Ω) +

α

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

H1
0 (Ω) ≤ (f ′(t), u′′m(t))0,Ω (3.61)

− (ρ+ 1)(|um(t)|ρu′m(t), u′′m(t))0,Ω

−
n∑

i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, t)

(
∂um(t)

∂xj

∂u′′m(t)

∂xi
− 1

2

∂u′m(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi

)
dx.

D’après l’inégalité de Hölder on a :

|(|um(t)|ρu′m(t), u′′m(t))0,Ω| ≤ ||um(t)|ρ|Ln(Ω)|u′m(t)|Lq(Ω)|u′′m(t)|L2(Ω), (3.62)

avec 1
2

+ 1
q

+ 1
n

= 1.

Comme, d’après (3.52), ρn ≤ kq, on a :

||um(t)|ρ|Ln(Ω) ≤ ‖um(t)‖ρk
H1

0 (Ω)
≤ conctante, d’après (3.27),

de sorte que (3.62) donne

|(|um(t)|ρu′m(t), u′′m(t))0,Ω| ≤ C‖u′m(t)‖H1
0 (Ω)|u′′m(t)|L2(Ω), (3.63)

et (3.61) donne alors

1

2

d

dt
|u′′m(t)|2L2(Ω) +

α

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

H1
0 (Ω) ≤ |(f

′(t), u′′m(t))0,Ω|+ C‖u′m(t)‖H1
0 (Ω)|u′′m(t)|L2(Ω)

+
n∑

i,j=1

∫
Ω

|a′ij(x, t)|
∣∣∣∣∂um(t)

∂xj

∂u′′m(t)

∂xi

∣∣∣∣ dx
+

1

2

n∑
i,j=1

∫
Ω

|a′ij(x, t)|
∣∣∣∣∂u′m(t)

∂xj

∂u′m(t)

∂xi

∣∣∣∣ dx.
En intégrant de 0 et t, on obtient :

|u′′m(t)|2L2(Ω) + α‖u′m(t)‖2
H1

0 (Ω) ≤ |u
′′
m(0)|2L2(Ω) + α‖u′m(0)‖2

H1
0 (Ω)

+ 2

∫ t

0

|(f ′(σ), u′′m(σ))0,Ω|dσ + 2C

∫ t

0

‖u′m(σ)‖H1
0 (Ω)|u′′m(σ)|L2(Ω)dσ

+

∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

|a′ij(x, σ)|
∣∣∣∣∂u′m∂xj

∂u′m
∂xi
− 2

∂um
∂xj

∂u′′m
∂xi

∣∣∣∣ dxdσ,
(3.64)

par la même technique de majoration de (3.25) on trouve :∣∣∣∣∣
∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, σ)

(
∂u′m
∂xj

∂u′m
∂xi
− 2

∂um
∂xj

∂u′′m
∂xi

)
dxdσ

∣∣∣∣∣ ≤ C1

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ

+ 2C1

∫ t

0

‖um(σ)‖H1
0 (Ω)|u′′m(σ)|L2(Ω)dσ.
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Moyennant (3.27) et l’inégalité de Young (ab ≤ a2

2
+ b2

2
), on trouve :∣∣∣∣∣

∫ t

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

a′ij(x, σ)
∂u′m
∂xj

∂u′m
∂xi
− 2

∂um
∂xj

∂u′′m
∂xi

dσdx

∣∣∣∣∣ ≤ C1

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ

+ 2C1

∫ t

0

(
1

2
‖um(σ)‖2

H1
0 (Ω) +

1

2
|u′′m(σ)|2L2(Ω))dσ

≤ C1

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ + C1

∫ t

0

‖um(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ

+ C1

∫ t

0

|u′′m(σ)|2L2(Ω)dσ

≤ Cst+ C1

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ

+ C1

∫ t

0

|u′′m(σ)|2L2(Ω)dσ.

Alors (3.64) donne

|u′′m(t)|2L2(Ω) + α |u′m(t)‖2
H1

0 (Ω) ≤ |u
′′
m(0)|2L2(Ω) + α‖u′m(0)‖2

H1
0 (Ω)

+ 2

∫ t

0

|(f ′(σ), u′′m(σ))0,Ω|dσ

+ 2C

∫ t

0

‖u′m(σ)‖H1
0 (Ω)|u′′m(σ)|L2(Ω)dσ

+ Cst+ C1

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ + C1

∫ t

0

|u′′m(σ)|2L2(Ω)dσ,

d’après l’inégalité de Young on a :

|u′′m(t)|2L2(Ω) + α‖u′m(t)‖2
H1

0 (Ω) ≤ Cst+ |u′′m(0)|2L2(Ω) + α‖u′m(0)‖2
H1

0 (Ω) +

∫ t

0

|f ′(σ)|2L2(Ω)dσ

+ (1 + C1 + C) +

∫ t

0

|u′′m(σ)|2L2(Ω)dσ + (C + C1)

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
H1

0 (Ω)dσ,

et comme u′m(0) = u1m ∈ H1
0 (Ω), alors ‖u′m(0)‖2

H1
0 (Ω)
≤ C1.

On doit vérifier que :

|u′′m(0)|L2(Ω) ≤ C1. (3.65)

Posons t = 0 dans l’équation (3.19) on trouve :

(u′′m(0), wk)0,Ω + a(um(0), wk) + (|um(0)|ρum(0), wk)0,Ω = (f(0), wk)0,Ω, 1 ≤ k ≤ m,

mais comme :

a(um(0), wk) = (Aum(0), wk)0,Ω,

alors

(u′′m(0), wk)0,Ω = (f(0)− Aum(0)− |um(0)|ρum(0), wk)0,Ω, 1 ≤ k ≤ m,
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d’où

(u′′m(0), wk)0,Ω = (f(0)− Au0m − |u0m|ρu0m, wk)0,Ω, 1 ≤ k ≤ m, (3.66)

d’après (3.50) et le lemme (1.27), on déduit que f(0) ∈ L2(Ω), et comme l’opérateur A

est continu, d’après (3.56) on a :

Au0m ≤ constante.

Montrons que |u0m|ρu0m demeure dans un borné de L2(Ω). D’après l’inégalité de Cauchy

Schwartz et de (3.56), (3.52), on déduire que :∫
Ω

(|u0m|ρu0m)2dx ≤ ||u0m|2ρ|Ln(Ω)|u2
0m|L2(Ω)|mes(Ω)|Lq(Ω) ≤ |u0m|2ρL2ρn(Ω) ≤ Cst|u0m|2ρL2kq(Ω)

d’autre part on a :

|u0m|L2kq(Ω) = ||u0m|2k|Lq(Ω) ≤ ‖|u0m|2k‖H1
0 (Ω)

d’où ∫
Ω

(|u0m|ρu0m)2dx ≤ Cst‖u0m‖H1
0 (Ω))

4kρ ≤ constante.

En multipliant (3.66) par g′′km(0) et sommant en k :

(u′′m(0),
n∑
k=1

g′′km(0)wk)0,Ω = (f(0)− Aum(0)− |um(0)|ρum(0),
n∑
k=1

g′′km(0)wk)0,Ω,

⇔ (u′′m(0), u′′m(0))0,Ω = (f(0)− Aum(0)− |um(0)|ρum(0), u′′m(0))0,Ω,

alors

|u′′m(0)|2L2(Ω) ≤ C1,

d’où l’inégalité (3.65).

On a donc

|u′′m(t)|L2(Ω) + α‖u′m(t)‖2
H1

0 (Ω) ≤ C ′ + (1 + Cst+ C)

∫ t

0

|u′′m(σ)|L2(Ω)dσ

+ (C + Cst)

∫ t

0

‖u′m(σ)‖H1
0 (Ω))dσ,

min(1, α)(|u′′m(t)|L2(Ω) + ‖u′m(t)‖H1
0 (Ω))

2) ≤ C ′

+ max(1 + Cst+ C,C + Cst)

∫ t

0

(
|u′′m(σ)|L2(Ω) + ‖u′m(σ)‖H1

0 (Ω)

)
dσ,
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on pose

γ = min(1, α), β = max(1 + Cst+ C,C + Cst),

ce qui donne :

(|u′′(t)|2L2(Ω) + ‖u′(t)‖2
H1

0 (Ω)) ≤ c+
β

γ

∫ t

0

(|u′′(σ)|2L2(Ω) + ‖u′(σ)‖2
H1

0 (Ω))dσ (3.67)

où

c =
c′

γ
,

en appliquant le lemme de Gronwall sur (3.67) on trouve :

|u′′(t)|2L2(Ω) + ‖u′(t)‖2
H1

0 (Ω) ≤ c exp(

∫ T

0

β

γ
dσ)

= c exp
β

γ
T <∞.

donc on déduit que pour m −→∞ :u
′
m demeure dans un ensemble borné de et L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

u′′m demeure dans un ensemble borné de L∞(0, T ;L2(Ω)),
(3.68)

alors on peut extraire une sous suite (uµ)µ∈N comme dans la démonstration du théorème

(3.2) et donc on en déduit que :

u vérifié (3.54) et (3.55) reste à vérifie que :

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), (3.69)

étape ii : dans cet étape en vérifiant que :

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

de (3.1) on déduit que :

Au = u′′ + |u|ρu− f,

mais

f ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

d’après (3.49),

|u|ρu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

et d’après (3.52) et (3.8)

u′′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),
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grâce à (3.55), on déduit alors que :

Au ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

On a : la forme bilinéaire a(., .) est coercive d’après (3.15) alors A est un isomorphisme

de H1
0 (Ω) sur H−1(Ω), si G son inverse on a pour u ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω))

u(t) = G(Au) p.p . (3.70)

la frontière Γ de Ω est assez régulière donc d’après le théorème de régularité des solutions

des équations linéaires elliptiques on a :

G ∈ L(L2(Ω), H2(Ω)), (3.71)

alors (3.69) résulte de (3.70) et (3.71) et comme l’unicité est assurée d’après (3.52)

d’où la démonstration de ce théorème.



Conclusion

Dans notre travail nous avons utilisé les techniques de Faedo-Galerkin et les résultats

de compacité pour montrer l’existence, l’unicité de la solution du deux problèmes aux

limites non linéaire d’évolution, dans la première partie on a montrer l’existence et

l’unicité de la solution d’un problème aux limites non linéaire d’évolution d’ordre 1, qui

décrit par l’équation de la diffusion dans un espace choisit. Dans la deuxième partie

est par la même technique nous avons montré l’existence et l’unicité et la régularité de la

solution d’un problème aux limites non linéaire d’évolution d’ordre 2, avec des hypothèses

assez faible que celle proposé par J. L. Lions [9].
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