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Introduction Générale

La théorie de I'analyse non lisse a été introduite dans les années quarante pour I'étude
des systémes d’équations aux dérivées partielles non linéaire [3, 9|, récemment elle est de-
venue une des méthodes importantes pour I’étude des inégalités variationnelles d’évolution,

principalement celles gouvernées par le cone normal.

Moreau dans [12]| a étudié les problémes d’évolution, un type spéciale des inclusions
différentielles celles gouvernées par le cone normal. Cette inclusion différentielle est définie
comme suit :

—i(t) € New(u(t) ppt €[0,7]
w(0) = uo € C(0)

ot C(t) est un sous ensemble de 'espace de Hilbert H, C est l’ensemble des contraintes
et N¢ désigne le cone normal. Cette inclusion est appelée le processus de rafle (sweeping

process), elle provenant du phénomeéne de I’élastoplasticité [2, 11].

Le sujet principal de ce mémoire est I’étude de 'existence et 1'unicité de solutions pour
ce type de probleme d’évolution gouverné par le cone normal. Dans le premier chapitre, on
rappelle les notions essentielles et les résultats de base concernant 1’analyse convexe et non

convexe.

Dans le deuxiéme chapitre, nous intéressons au probléme du processus de rafle et nous

donnons les méthodes de résolution de ce probléeme.

Dans le dernier chapitre nous démontrons 'existence et l'unicité de la solution du pro-

bléme :
—u(t) € New(u(t)) pptel0,T]

u(t) € C(1),

en utilisant la méthode de régularisation de Moreau [10].



Chapitre 1

Définitions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base et quelques résultats fon-
damentaux concernant la convergence et la compacité qui seront utilisé dans les chapitres

ultérieures [1] [4] [7] [8].

1.1 Notations

H espace de Hilbert.

()4 produit de dualité.

|| z|| la norme de = dans un espace normé.

I:=1[0,T] intervalle compact de R pour certains réels T > 0.

p-p presque partout.

D(A) domaine de l'opérateur A.

projo(x) la projection de x € H sur C.

N(C,z) = Neo(x) le cone normal a C' au point x.

int(C') I'intérieure de ’ensemble C'.

LP(H,I), p>1 espace de Hilbert des fonctions de carré Lebesgue intégrable muni

de sa norme habituelle.
B(zo,1) boule ouvert centrée en zg de rayon r.

S(zo, 1) sphére centrée en xy de rayon r.



1.2. Préliminaires

Vf(x) gradient de f.

1.2 Préliminaires

1.2.1 Ensembles et fonctions convexes
Définition 1.1. Un sous ensemble C' de H est dit convexe siVzx,y € C, Va € (]0,1])
ar+ (1 —a)yeC.

Autrement dit, un sous ensemble convere joignant toujours le segment (x,y) reliant deuz

de ses points x et y.

Définition 1.2. Soit f: H —| — 00, +00]
e On appel domaine de f I’ensemble défini par
D(f):={x € H, f(x) < +o0}.
e On dit que f est convexe si et seulement si : Vr,y € D(f), Va €]0,1]
flaz + (1= a)y) < af(z) + (1 - a)f(y)
e On dit que f est strictement convexe si
flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y), telle que x # y.

Va,y € D(f), Va €]0,1].

1.2.2 Opérateur monotone et la régularisation de Yosida

Définition 1.3. Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné, on dit que A

est monotone si : Va1, xe € D(A)

<A3§'1 — A.TQ,iL’l — .CI?Q> > 0,



1.2. Préliminaires

ou plus précisément, Yy, € Axq,ys € Axy :

(Y1 — Yo, 11 — 2) > 0.

Définition 1.4. Un opérateur de H est dit mazximal monotone s’il est maximal dans [’en-
semble des opérateurs monotones, ou bien A est maximal monotone si :Vf € H,Ju € D(A)
tel que :

u+ Au = f.

Définition 1.5. Soit A un opérateur mazximal monotone, on pose pour tout A > 0,

Jn=(I+X1A4)7,

et
Ay = S1— )
)\_)\ Ay

tel que Jy est la résolvante de A et Ay est la régularisée de Yosida de A.

1.2.3 Fonction distance et la projection

Définition 1.6. Soit C' un sous ensemble fermé non vide de H, la fonction de distance que

lon note de(+) est donnée par :

de(x) == inf{||lz —yl|; y € C}.

YV x,y et z € H la distance d(-) vérifiant
o d(z,y) =0 <=z =y,
o d(z,y) =d(y,x),
o d(z,y) <d(z,z)+d(zv).
Définition 1.7. Soit C C H un sous ensemble non vide, la projection de x sur C' est définie

par

projo(x) :=={y € C;dc(z) = ||x — y|| Vx € H}.
Proposition 1.8. [4]

Soit C' un sous ensemble fermé non vide de H, alors les propositions suivant satisfait :

e 1 c(C<=do(xr)=0,VreH,
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La fonction distance est continument Lipschitzienne avec la constante de Lipschitz

égale a 1,

Ve,y € H :de(z +y) < dc(x)+ de(y),
o p=proje(z) <= {peCetVyeC, (y—px—p <0},

Side(x) <k, k>0 alorsVe € H : ||lx — projo(z)| = do(z),

o Yo,y € H :|jproje(x) — proje)|* < (z —y,projo(x) — proje(y)).

Définition 1.9. Soit f : H —] — 0o, +00] et soit x € C' alors l’ensemble défini par :

Of(x) ={C e H,(¢y—xz) < fly) — f(x),Vy € H}

est le sous-différentiel de f en .
o L’ensemble Of () est une partie convexe fermée.

e Soit Cl S af(xl) et CQ c 8f(x2) c-a-d :
<C1,I‘2 — l’1> S f(xg) — f(l’1>, \V/ZEQ € H. (].1)

et
<CQ7171 — :L'2> S f(Il) — f(ZL‘Q), \V/Il < H. (12)
en addition (1.1) et (1.2)
(Cryo — 1) + (G2, 21 —22) <0

= (1,71 — m2) — (G2, 71 — ) > 0

== (1 — (2,21 —@2) > 0.

Donc le sous-différentiel d’une fonction est monotone dans H.

Définition 1.10. Le gradient d’une fonction f(xy, s, x3,...,x,) qu’on note Vf est le vec-
teur des composantes Of [0x; (i =1,2,...,n), c-a-d les dérivées partielles de f par rapport

auzx coordonnées.

1.2.4 Cone normal
Définition 1.11. Un sous ensemble C est dit cone si Vx € C

Va > 0,ax € C.

7



1.2. Préliminaires

C-a-d :
Ya >0, aC C C.

De plus si C' est convexe on dit que C' est cone convexe.

Définition 1.12. La fonction indicatrice d’un ensemble convere C de H qu’on note par
Yo(-) est définie par :
0 st u € C,
Ye(u) =

+00  stnon.

Définition 1.13. Le cone normal a un sous ensemble convexe non vide fermé C C H en

un point x € C' est défini par :

(eH: {(,y—x)<0 siyeC,
Nc(l’) =
0 stnon.

Définition 1.14. Soit C' un sous ensemble non vide de H, le cone normal proximal a C' en

xr € H qu’on note NL(-) est définie comme 'ensemble :

ve H:3r >0, z€proje(x+rv) sized,
Ne(x) =
0 S1non.

Pour chaque x € C, on sait que N/, est un cone convexe (n'est pas nécessairement fermé)

contenant l’origine.

Proposition 1.15. Soit C' un sous ensemble fermé non vide de H
o SixzeC, alors OYc(x) = No(x),
e Six € int(C), alors No(x) = {0}.

Preuve.
a. OYo(x) C Ne(x) et
b. No(z) C 0¢e(x).

a. Soit ¢ € dYc(x) alors (C,y — x) < the(y) — delx) Vy € H,
en particulier y € C

e JYc(x) = No(z) <

<C,y—:€> < 1/’0(3/) 207

or ( € Ne(x).
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Soit ¢ € N¢(x) alors

(CGy—2) <0y e C= ((,y —x) <vYc(y) —veo(x) Vyel

De plus (C,y — ) < vely) —vo(r) Vy € H, car Yo(y) = +oo siy ¢ C.
i. {0} C No(z). et

Ne(z) = {0} =

{O} C Nc(.ilj)
Soit &’ € Ne(x) <= (2/,y —x) <0Vy € C, pour 2’ =0on a

0= {(z',y—x) <0,

donc {0} C N¢(z).
Soit x € int(C') <= Je > 0, B(x,¢) C C. Soit z € S(0, 1) alors ||z]|=1
On pose y = x + 0z tel que 0 < § < € on obtient :

ly =zl = lloz]] = d]lz]| = 6 <,

par conséquent y € B(z,e) C C, c-a-d y € C.

Soit &’ € N¢(x) donc

(' y—1z) <0= (2/,x+ 02z —2) <0
— §(2',2) <0

= (2, 2) <0. (1.3)
D’autre part, soit y = x — dz alors
ly —af| = [[=0z]| = dl[z]| =0 <,

par conséquent y € B(z,¢) C C c-a-d y € C.
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Donc

(dy—z) <0= (/2 —d2—1x) <0
= —0(z',2) <0
= (2/,2) > 0. (1.4)
De (1.3) et (1.4), on obtient
(',2) =0= sup (2/,2) =0
z€5(0,1)
— [’ =0

— 7' =0.

D’oti, Ne¢(x) C {0}, de i. et ii. on trouve que N¢(z) = {0}.

1.2.5 Enveloppe de Moreau

Définition 1.16. Soit f : H —] — 00, +0o0[ est soit A € Ry, lenveloppe de Moreau de f
de parameétre \ est
exf = fo (s ),
ol :
(g0 h)(z) = inf (g(y) + h(z —y)).
Propriétés 1.17. [4]
Soit f € IhW(H), v € H. Alors on a :

e e \(:) = %d%(), YA >0,

VA > 0,eyf est convexe,

(exf(z))aso est décroissant,

exf(x) — f(x) lorsque A — 0 et ey f(x) — ingf(y) lorsque A — +o0,
ye

exf est différentiable sur H avec le gradient \~'-Lipschitz.

Proposition 1.18. Soit f € I\(H) alors la régularisation de Yosida de Of pour tout A\ > 0

est le gradient Veyf associé a 'enveloppe de Moreau e, f.

10



1.2. Préliminaires

1.2.6 Ensemble p-prox-régulier

Définition 1.19. Soient E un espace de Banach, C' sous ensemble fermé de E, on dit que
Uensemble C' est p-proz-régulier si pour tout x € C' et v € N&\ {0} on a :

v

)N E =0

B(x+p

Si p = 400 alors % = 0, dans ce cas le p-prox-régularité est équivalent a la convexité de

C.

C' est uniformément prox-régulier de constant p si tout point a distance de C' inférieure

a p a une unique projection sur C'.

(Y
€ €) oy —oh < Ly — e

FIGURE 1.1 - Ensemble p -prox rigulier.

1.2.7 Etude de la convergence
Définition 1.20. Soit E un espace de Banach et E' son dual, soit f € E’, on désigne par
s E— R Uapplication définie par ¢f = (f,x) .

La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E rendant continues

toutes les applications (¢f)fep -
Notation 1.21. Si xz, — z dans o(E, E’) on notera x, — x et on dira que x,, converge

11



1.2. Préliminaires

faiblement vers x dans FE, et x,, — x veut dire que x, converge fortement vers x, c-a-d :

|zn — || — 0.

Proposition 1.22. [7]

Soit (x,,), une suite des points de E, et E' le dual de E alors
o 1, ~ v <= (f,x,) — (f,x) Vf e FE,
© I, — =1, I,
o six, — x alors ||z,| est bornée et ||z| < liminf|z,||,

o six, —x et f, — f fortement dans E', alors (f,,x,) — (f,x).

1.2.8 Définitions

Définition 1.23. Soit f: H — RU {+o0} on dit que f est lipschitzienne s’il existe | > 0
tel que

| f(z) = f(y) I< Uz —yl, Yo,y € H.
Définition 1.24. On dit que v : [ — H est absolument continue s’il existe une suite
w:I — Hetue L'I,H)
et
t
u(t) = u(0) +/ u(s)ds, Vtel.
0
Remarque 1.25.
e toute fonction absolument continue est continue,
e toute fonction lipschitzienne est absolument continue,
e toute fonction absolument continue est uniformément continue .
Définition 1.26. Une fonction lisse est une fonction qui a des dérivées de tous les ordres

partout dans son domaine. Ou si les dérivés de f de tous les ordres existent et sont continues,

alors f est dit infiniment différentiable, ou tout simplement lisse.

Lemme 1.27. (Lemme de Mazur) : Soit E un espace vectoriel sur R, et soit u,, une
suite qui converge faiblement vers u dans E lorsque n — oo. Alors il existe une fonction

M :N — N et une suite d’ensemble des nombres réels, {cn,, k =n,...,M(n)} telles que

M(n) M(n)
ap, >0 et > a, =1, telle que > oy, uy, converge fortement dans E vers u , c-a-d :
k=n k=n
M(n)
| Z ap, u — u|| — 0, lorsque n — .
k=n

12



1.2. Préliminaires

Théoréme 1.28. (convergence dominée de Lebesgue) : Soit (f,) une suite de
fonctions mesurables telle que f,(r) — f(x) p.p si : g € LP, Y(z,n), |fn(x)] < g(x).
Alors ;

felLPetf, — fen norme LP.

13



Chapitre 2

Introduction au processus de Moreau

2.1 Introduction

Le processus de rafle a été introduit par Jean Jacques-Moreau dans les années 1970, il
a examiné le probléme suivant :
pour a € C(0), un point u(t) doit se trouver dans un ensemble mobile convexe C(t) C H,
lorsque ce point touche la borne du cercle C(t), il se déplace dans le sens contraire de la
direction normale extérieure de la borne, car il est poussé par une force physique affin de

rester a U'intérieure de I'ensemble convexe C(t).

Alors u(t) est la position de ce point qui peut étre une solution du probléme lorsqu’il

touche la borne, ce phénomeéne est décrit par cette inclusion différentielle :
—u(t) € 0Y(u(t)) et u(0) = a, (2.1)

ot 'ensemble 09 (u(t)) est le sous différentiel de la fonction indicatrice ¥(-) au point w.

14



2.1. Introduction

N(C(t);up) = Ryv

ug € int C(0)

FIGURE 2.1 - Processus de rafle .

Soit ug € C'(0), le probléme (2.1) est équivalent au probléme suivant :

Trouver la solution u : I — H tel que :

—u(t) € Opoq) (u(t)) = New(u(t)) ppt €l
(SP) 4 u(t) € C(t) Viel,

Le processus de rafle couvre plusieurs problémes mécaniques, telle ; procédure de plani-
fication, mouvement de la foule, modéles élastoplastiques, circuits électriques non réguliers,
probléme d’évolution quasi statique avec les modeéles de frottement et de dommages mécro-
mécaniques pour les matériaux ferreux, etc.

On peut élargé ce probléme dans différents cas :

e Dépendant de I'état(1987/1998) : dans ce cas I’ensemble C(-) dépend non seulement

de t mais de I'état u(t) aussi, le probléme (SP) devient :

—u(t) € Newuwy) (u(t)) pptel,
u(0) = up € C(0,up).

e Non convexe(1988) : c’est le méme probléme (SP), avec C' non vide fermée et non

convexe.

e Un probléme perturbé (1984) : le processus de rafle perturbé est I'inclusion différen-

15



2.2. Méthodes de résolution

tielle suivante :

—i(t) € Neg(u(t) + Ft,u(t)) pptel

u(t) € C(t) pour tout t € I.

Telle que F : I x H — H est un multifonction & valeurs convexes fermés non vides.

e Deuxiéme ordre (au sens de Schatzman (1978), au sens de Castaing (1988)) :

—ii(t) € Nequy) (u(t)) p-ptel,
u(0) = ug, w(0) = vy € C(0,ugp).

e Dans 'espace de Banach (2010) : dans ce cas on étudie le probléme (SP) dans 'es-

pace de Banach.

Il existent d’autre cas qu’on peut étudie le probléme de rafle comme en Stochastique (1973),

et dans 'espace de Wasserstein(2016).

2.2 Méthodes de résolution

Dans cette section nous allons aborder la question d’existence de solutions pour le
probléme (SP), trois méthodes existent : I’algorithme de rattrapage de Moreau, la réduction

a une inclusion différentielle sans contraintes ainsi que la régularisation du cone normal.

2.2.1 Algorithme de rattrapage de Moreau

Dans cette méthode, pour chaque n > 1, on considére la discrétisation de 'intervalle

I =[0,7] comme suit :
?
0=tho<tp1 < - <tpna<thn=Tavect,;=-Tet0<i<n-—1,
n

c-a-d

Lni = [tnistnita[, 0<i<n-—1.

16



2.2. Méthodes de résolution

avec
n>1,

tnist —lni =+ 0<i<n—1

Nous définissons les approximations (,;)i—on,—1 comme suit

Un i+l = pTOjC(tn’i+1)(un,i)7
un,i € C(tn,z)a

Up,o = Uy € C(O)

Selon 'algorithme ci-dessus, les approximations (u, ;) sont tenues de rattrapes C(t,;), d’ou
I’appellation "algorithme de rattrapage".
On va définir la suite des solutions approchées u,, : [0,7] — H sur chaque sous intervalles

[tnistnit1], @ =0,...,n — 1, via une interpolation linéaire comme suit :

t—1tn;

n(t) = tn, +tn,z‘+1—tn,i

(Uni+1 — Up,i) pour tout t € [0,T], i =0,....,n— 1.

ensuite on va montrer que (u,) converge vers une fonction u : I — H qui est la solution

du probléme (SP)

- C(0) C(t3) (D)

Up U

ur

C(tl) C(tz) -----
TEMPS

0 1 ty 13 — ... T

FIGURE 2.2 - Interprétation géométrique de P’algorithme de rattrapage.
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2.3.Systéme régularisé

2.2.2 Reégularisation du céone normal

Pour résoudre l'inclusion différentielle (SP), on cherche une famille oi une équation

différentielle ordinaire
uj (t) = f(ta Uy (t))v

U, (0) = Ug.

(Ej)

Ensuite on va établir la convergence u;(-) — u(-), d’oit u(-) est la solution du probléme

(SP).

2.2.3 Reéduction a une inclusion différentielle sans contrainte

On suppose qu’il existe une fonction lipschitzienne ¢ : I — R, telle que :
A, C(1)) — dly, C(s))] < 1 — yll + 1C(t) — C(5)] pour tout z,y € H

et Vs, t € 1.
Alors l'idée est de transformer I'inclusion différentielle avec contrainte (SP) a un probléme

sans contrainte qui est équivalent comme suit :

—u(t) € C(t)0cdew(u(t)) pptel,
u(0) = wuo.

2.3 Systéme régularisé

Régularisation de Moreau Yosida : Soit A : H — H un opérateur maxi-
male monotone, nous considérons le probléme d’évolution suivant : trouver la solution

u : [0, +oo[— H telle que :

—u(t) € Au(t), u(0) = uo. (2.2)

Pour résoudre (2.2) on va suivre cette régularisation ou I’équation différentiel ordinaire
est comme suit

U)\(t) = —A)\U)\(t>, u/\(O) = Ugp.
Si on pose A¢(-) = Ney)(+), on a le processus de rafle.

18



2.3.Systéme régularisé

La question qui se pose : comment calculer ’approximation de Yosida de
447
Soit la fonction f: H — R U {+o0}, 'enveloppe de Moreau de f est la fonction
exf: H— RU{—00,4+00}, X\ > 0 défini par :

1
exf(@) == inf (f(y) + 55 lly — 2|*) pour tout w € H.
Pour f = 1) ot C(t) est un ensemble convexe fermé et non vide, A > 0 :

_ 1
= mf —||x —y||* Vo € H,

1
2>\d0(t ( )

Alors
(A)a(x) = 5 Vil (o).

Exemple 2.1. La régularisation de Moreau Yosida permet de transformer une fonction
conveze non nécessairement lisse (f) en une fonction convexe et lisse (g) en gardant le

meéme minimum.

).5
-4 o) -2 Sl 0 1

FIGURE 2.2 - Graphes de la fonction f et ’enveloppe de Moreau g.
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Chapitre 3

Régularisation du processus de Moreau

Ce chapitre est I'axe principal de ce mémoire, nous étudions l’existence et I'unicité de

la solution pour I'inclusion différentielle du premier ordre

—u(t) € New(u(t)) ppte[To,T],
u(t) € C(t) pour tout t € [Ty, T,

u(Ty) = a € C(Ty),

ot C' est un sous ensemble fermé de H, bouge dans un sens lipschitzienne et N (u(t))

désigne le cone normal a C' au point u(t).

Proposition 3.1. [14]

1. L’ensemble fermé C est p-proz-régqulier lorsqu’un point quelconque x de 'ouverture

p-€largissement de C
U,(C) :={u e H;dc(u) < p},
2. La fonction de distance au carré d%(-) est continument différentiable sur U,(C'),

3. Pour tout 0 < 6 < p la projection est ﬁ lipschitzienne sur Us(C) c-a-d : V', x €
Us(C) :

lprojo(x) — projo(a)|| < 5 L sl =2l (3.1)

De plus, si C' est p-prox-régulier, on a :

%Vd%(x) = — projc(z), (3.2)
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. Soit C' est un sous ensemble fermé, non vide et p-prox-régulier V¢ € Ne(x), on a

x € projo(x + ﬁ(), c-a-d : Va' € C

— P 2 P2
I (“ncnc)” < lle+ e — oI

c’est équivalent a :

(¢, 2 —x) < HQ—C)_OH||9(:'—$H2,V3:’ eC, (3.3)

et cela donne que ¢ € NE(x), donc NL(x) = Nco(x). Plus généralement, la p-proz-

régulier de l’ensemble fermé C, donne
Ne(x) = NE(z) ={¢ € H:3r > 0,2 € projo(z +1()}. (3.4)
Linégalité (3.3) implique également que :
(= ¢a' =) > 2’ — |, (3.5)

V¢ € No(x) et (" € Ne(a') ave [|C]| < pet [ < p,

. On dit que C(t) se déplace de maniére lipschitzien si ¥t € [Ty, T], 3y > 0 telle que
Vo e H :

| doqy(z) — de () | < v[t—s], (3.6)

Vt, S € [To, T]

Lemme 3.2. (Lemme de Gronwall) : Soit b,c,( : [ty,t1] — R trois fonctions inté-

grable de Lebesque, si la fonction ((-) est absolument continue sur [to, 1] et

C(t) < b(t) 4+ c(t)C(t) ppt € [to, 1],

alors Yt € [to, t1]

C(t) < C(to) exp ( /t: C(T)dT) + /t: b(s) exp ( / t C(T)dT) ds.

Maintenons nous donnons le théoréme principal de notre travail.

Théoréme 3.3. Soit C(t) un sous ensemble de H fermé, non vide, p-proz-régulier, et se
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3.1. Existence

déplace de facon lipschitzienne c-a-d :
| dowy(@) — deg(@) S v [t —s| Vt,s € [To,T],Yz € H.

On considere l’équation différentielle suivante :

(SP) —u(t) € No(u(t))  p.pt € [To, 1],
u(Ty) = a € C(Ty).

Soit 0 <6 < £ et A >0, Uéquation différentielle régularisée sur [To,T] x B(a, §) est donnée

par :

i(t) = =55 Vg (ua(t) ppt e [To, T,

U)\(To) = a.

(SPy)

ce systeme régularisé est bien défini et a une solution unique uy sur [Ty, To+ 0] et la famille
(ux)x converge uniformément sur [Ty, Ty + 0] lorsque X\ — 0 vers la solution du probleme

(SP).

Preuve du théoréme

3.1 Existence

La preuve de I'existence peut étre divisée en plusieurs étapes :
Etape 01. dog(ux(t)) < My, Vt € [Ty, T], YA > 0

Lemme 3.4. Soit z : [Ty, T| — H une fonction localement absolument continue et
g(t) == dew (2(t)) pour tout t € [Ty, TY.
On pose :

do(=(1)) < p,¥t € [T, T,

alors

g(t)g(t) < (2(t), z(t) — projew (2(t)) +vg(t), p.pt € [Ty, T).

Preuve. On pose
1
o(t,r) = id%(t)(x), Ve e HVtel[T,,T],
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3.1. Existence

d’aprés (3.6) g est absolument continue c-a-d :

| 9(t) — g(s) | =[ dow (2(t)) — des)(2(s)) |
< |lz(t) = z(s)|| +~v | t — s |,Vt, s € [Ty, T). (3.7)

On fixe t € int(J) =]to, t1[C [To, T telle que g et z sont dérivable en t, d’aprés (3.5) et (3.2)

la fonction ¢(t, -) est continue et différentiable autour de z(t) et :

Vet 2(t) = 2(t) = projew (2(1)).

Pour s €]0,t; —t[on a :

J(Dg(t) = g@)?gT@
_ i 98 —g(t) gt +s) +9(t)
s—0 S s—0 2
i O£ 9) —9(®)(g(t +5) + (1))
s—0 28
8 8 =)
s—0 2s :

Calculons o (g(t 4 s)* — g(t)?), telle que g(t) = dew)(2(t)), VE €lto, t[ et s €]0, ¢ —t:

o= (g4 )7 — 90 = ~ (3 (=(1 4 5)) = 5 (2(0)
= ~(plt + 5,20+ 5) — (0, 2(1)
= (plt+ 5,200+ ) — ol 20+ 9) + = (olt, 200 + 5)) — (0, 2(1)
= (B (2t ) = (=04 )+~ (il 2t + ) — (8, 2(1))
= - (deean(2(t 4 5)) = deqo(2(t + ) degersy (2t + ) + dero(=(t + )
1

+ g((p(t, z(t+8)) —p(t, 2(1))),

d’apres (3.7)

o=t 5 — (1)) < ollz(t 4+ 5) = 2t 5)l| 7 [ 5 = | (dogean(=( + ) + dogo (2(t +5)
F 2 (plt, 200+ ) — (1), 2(1))
< %(do(t+s>(2(t +5)) + dew (2(t + 5)))
(ol 2t + ) — plt, 20)). (3:8)
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3.1. Existence

Puisque z est dérivable a ¢, il existe £(s) — 0 quand s — 0 ou utiliser le développement au

limite de z au voisinage de s, on a :
z(t+s) = z(t) + sz(t) + se(s),
et cela donne :

Lolt, 2(t + 9)) — ot 2(8))) = ~(o(t 2(t) + s5(2) + s2(5)) — ol 2(£))

S S

et comme (¢, -) est différentiable alors

St 2+ ) = 6, 2(0))) = (e, 2(0) + 52(0) + 55(5)) = (8, 2(0)
= ~(plt, 20) + 52(0)) + sllels) IViplt, =) + 2(1)) — ol (1))
=~ (plt, 20) + 52(1)) — plt, =) + () Teplt, =(1) + 5(1)
= (ol (1) + 52(0) — (1, 2(0)
o(t, z(t) + sz(t) + se(s

+[le(s) [1im

é(gp(t 2(t) + s2(t)) — p(t, 2(1)))

[e(o)ll . doy(2(8) + s2(8) + s2(s)) = dy (2(8) + s2(2)
T 2 —0 35(3)
- %(gp(t 2(t) + s4(t)) — p(t, 2(1)))

EOI 1y o (2(t) + 2(¢) + se(s)) — do (2(t) + 52(1))
2 SHO SE( )
(2

(dow (2(t) + s2(t) + se(s)) + dog (2(t) + s2(1)))

= —(p(t, 2(t) + s2(1)) — (L, 2(t)))

N el . (o ((t) + s2(t)) + dow(se(s)) — dew (2(t) + 54(2)))
s—0 se(s)

(dew (2(1) + 52(t) + se(s)) + dow (2(1) + s2(1)))
= S (olt, 2(t) + 52(2)) — (2, 2(2)))

H (s )Hsi%(dc(t)(z(t) + 52(t) + s2(s)) + dow (2(t) + s2(t)))

(p(t, 2(t) + 52(t)) = (L, 2(1)))

(dew (2(t) + 52(t) + se(s)) + dew (2(t) + 52(1))).
(3.9)
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3.1. Existence

Nous remplagons (3.9) dans (3.8) on obtient

2000+ 8 — g(0) < (et (2 + 5)) + deio (20 4+ 5)) + (L 20) +5200)) — (0, (1))
AW ) a0) +5200) + 52(9) + o a00) + 2(0))
= 2 ot (2t + 5)) + dogo (=t + 5)) + ({1 2(0) + 5200)) — (. 2(1))
+1(s),
telle que
(5) = =M e () + 55(0) + 52(5)) + oo (=02) + s2(0)).

Passant a la limite lorsque s — 0, on obtient :

§(0)g(t) < SHm(dqra (2(t +5)) + dog) (2(t + 5))

(¢, 2(t) + s2(t) — o(t, 2(t))
sz(t)

_ %2d0(t)(z(t)) + (2(t), Ve(t, 2(t)))

=79(t) + (2(1), Ve(t, 2(1)))-

+ Z(i)il_l)l(l)

+ lim(s)

D’aprés (3.2)
g(B)g(t) <vg(t) + (2(1), 2(t) — projew (2(1))).

Lemme 3.5. On fize un nombre réel positif satisfaisant § < £ et soit g\(t) = do (ua(t)), Vt €
[To, T\[C [To, To + 0], A > 0 alors g est absolument continue sur [Ty, Ty[ et

. 1
aa(t) < v — ng(t) p.p.t € [To, 1],

en plus V't € [Ty, Th[:

Preuve. Soit t €|Tp, T)[ telle que gx(t) et 4y (t) existe et satisfait (SPy) puisque uy(t) €
B(a,£).

' 3
On pose z(t) = uy(t) dans le lemme (3.4) on obtient :

IAB)gr(t) < vga(t) + (un(t), ua(t) — projog) (ua(t))),
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3.1. Existence

in(£) = — 5Vl (1r (1)) = — (un() — projoqo (1)),

alors

A(t)ga(t) < vgalt) — %(ux(t) — projoqy(ua(t)), ux(t) — projoa (ua(t)))

<102(8) — 3 lr(t) — projers (I
et comme gx(t) = dew)(2(t)) = ||ua(t) — projew (2(t))|| alors

DDA (1) < 70a(0) — 1 02(1)°

() <v— %gx(t) st ga(t) > 0.

Si gx(t) = 0 : pour tout s soit petit on a

é(gx(t +38)—a\(t) = %dca)(ux(t +35),

et puisque ¢, () existe, on obtient que :

) 1
a(t) = hingdg(t)(u,\(t +5s)) >0,

s—0

et
) !
9(t) = lm —do (ua(t +5)) < 0.

s—0

Donc g,(t) = 0, alors pour tout t € [Ty, Th[ : g(t) < v — %gA(t).

En utilisant le Lemme de Gronwall (lemme 3.2) telle que b(-) = v et ¢(-) = —
obtient Vt € [Ty, T3]

t 1 t t 1
ga(t) < gx(Tp) exp (/ ——dT) +/ 7 €Xp (/ ——dT) ds
To A To s A
- T t —
t—1p +/  exp <_t s) ds,
Ty A

< gA(To) exp (-T)

1
/\OIl
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3.1. Existence

et puisque

92 (To) = dey) (ua(To))
= dC(To)(a)
—0,

car ug, € C(Tp), on a

a(t) < V/T: exp (—t S S) ds
—vow (=5 ) [ el
() () )
e 55

< M.

Etape 02. uy est v - Lipschitz continue avec ||y (t)|| <7, p.pt € [To, T

Lemme 3.6. La dérivée de la solution uy(-) du probléeme (SPy) est borné, c-a-d :

uy : [To, T) — H est y-lipschitzienne continue telle que :
[ax(®)] <.

Preuve. Comme u, est solution de (SP,) on a :

ux(t) = —%(w(t) — projoq (ua(t))),

c-a-d
lax(®)]] = illux(t) = projom(u)ll;
et comme
ga(t) = dew(un(t) = [lur(t) — projoe (ua(®))],
alors

Jia )] = 5on(0),
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3.1. Existence

d’apreés le lemme 3.5, on trouve :

(M) =1

> =

lax(® <

Etape 03. (u))xs0 est une suite de Cauchy dans C([Tp, T, H)
Lemme 3.7. Soit u : [Ty, T] — H telle que u € C*([Ty, T), H) alors :

d

Preuve. VA, u > 0,t € [Ty, T7;

d 2 _ 1 1 2 2
Sl () — w1 = T ([lua(t + k) = wu(t + A7 = [lua(t) = wu(t)]%)

S uat) — () 1P= 2 () — i t), ur(8) — wa(£)), YA g1 > 0.

(3.10)

= lim o ((r(t 4+ ) — (1 B), a4 B) = w4 ) — fa(6) — ()]

— T (ur (£ 4 ) = w, (¢ + ) — (un(t) = w,(8)) + (wr(t) — w, (1)),

h—0h

ur(t B =, (t 4 1) = (ua() = 1w, (0)) + (r(t) = (D)) — llun() = w, ()]

= lim o ((ur(t 4+ 1) — (64 B) — (1r (1) — (1),

a4 B) = 4 B) = (un(t) — (1))

(1) = (B — (a(8) — u,(0) 0 (0) — (1)
Fun(t) = (1), a0+ ) — w4 B) — (un(0) = (1)
Fun(t) = wa8), ua(0) = 0, (0)) — ln(8) — (D))

= lim o ((ur(t 4+ 1) — (64 B) — (1 (1) — (1),

a4 B) = £+ B) = (un(t) — (1))

F2{unlt+B) — ut+ B — (un(8) — w0, (1), s 6) — 0, (1)

+ [lua(t) — (O = flua(t) — wu(B)])

(A h) —u(t 4 h) = (ua(t) — u,(t))
= Jim( h ’

un(t +h) = uu(t + h) = (urt) — wu(t)))

N 2}13%@(75 +h) —w(t +:) — (uA(t) = uy(t))

= (n(t) =t (t), 0) + 2(ia(t) = u(t), ua(t) — upu(t))

= 2{x () = wu(t), ua(t) — wu(t))
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3.1. Existence

Lemme 3.8. VA, u < % on a :

t

mxw—mﬁMQSmA+m%/”mmwgu—@w>

To

vt € [To, To + 0].
Preuve. Soit projew : U,(C(t)) — H, V6 < p, de 'inégalité (3.1)

I projc (un(t)) = projec (un() 1< L5 |l ualt) = ) |

Yuy,u, € U,(C(t)).
Vo € B(a,§),t € [Ty, Ty + 0] on a d’aprés (3.6) :

| dewy(x) — degy (@) Ky [t =Ty |+ |z —al,

= dow () <y [t=To |+ | 2 —al +dowm)(a).
Soit ¢ € [To, Ty + 6] et 0 <0 < £

Y t=Ty|<y|To+0—-Ty|=v0 < L =2
3y 3

De plus dery)(a) = 0 car a € C(Tp) et ||z —al| < £ alors degy(z) < 2 < p,
c-a- d Vuy,u, € B(a, %) et 6 = 32p:

I projou (ua(t)) = projow (uu(t)) 1< 3 || ua() —wu(t) | - (3.11)

Et comme —£4,(t) € N (projoe (uilt))), ¥ projo (wi(t)) € C(t), i = A, p,
et d’apres (3.10)
p. p
H _ul(t) ||§ —=p = A?Na
g Y

alors

I

| projoq (ua(t))—proje (uu(t))

(=t (t)—=(=uu(t)), projo (us(t)) —projow (uu(t))) > —%
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3.1. Existence

D’apreés (3.11)
(=A(t) = (= (t)), projo (ua(t)) = proje (ua(t))) > —9% Fua(®) —uu(t) [* . (3.12)

Et on a1 V3dg,, (ua(t)) = ua(t) — projog (ua(t)) et —ux(t) = Vagdg,y (ua(t)), alors
—AUn(t) = ur(t) — projow (ua(t)) = projow (ua(t)) = ur(t) + A (t). Donc :

(= (t) = (=t (1)), projou (ua(t)) = projew (uu(t))) = (=tn(t) + i (?),
un(t) + A (t) = (upu(t) + py(t)))
(= (), Aua(t)) + (@u(t), —pi (1))

+ (=), —p(t) + un(t) — w,(t))
+ (U (8), MiA(t) + ua(t) — w(t))

= =A@ P —p ]l (t) |2

+ A+ p){an(t), i, (1))

+ (U (t) — wn(t), ur(t) — uu(t)).
(3.13)

On remplagons (3.12) dans (3.13) on obtient :

() 17 = | () 11 O ) (@ (8), u(6)) + (ia(t) — ia(£), ua(E) — (1))
> —9% | un(t) — wa(t) |12,

qui est équivalent a :

(ix(t) = (), ux(t) = wu(t)) < 9% Fun(®) = () [I* =2 ax(@) I1* =g |l . (t) |

£ (O p) < d(t) it) >,
d’aprés le lemme (3.7) :

%dt Fua(®) = uu(t) |* < 9% Fua(t) = wu(®) 1 =X [ ix(t) 1% = || () |1

+ O\ ) (i (8), 1, (8)
< (A ) (i (8), i (1)) + 9% | un(t) — w,(t) [,
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3.1. Existence

de (3.10)

& 10 = 00 17 200 032 + 182 [ an(®) = a0 |7

En utiliser le lemme de Gronwall (lemme 3.2) avec b(t) = 2(\ + p)y? et c(t) = 182 on

trouve :

I r(8) = () IP<I en(To) = (o) || exp (fy, 182d7) + [, 200+ )7 exp (f7 18247 ) ds,

ux(Ty) — u,(To) = a—a =0, alors

2 > [ exp(182(t - 5))ds
luslt) = wa(0) IP< 20+ )7? | exp1s2 (e = 5))ds.

To

Etape 04. u(t) € C(t), Vt € [Ty, T]
Le lemme ci-dessus fournit un critére de Cauchy pour la famille u,(+) sur [To, Ty + 6] lorsque

A — 0, par conséquence uy(+) converge uniformément vers une application continue u(-) €
C([To, To + 0], H) lorsque A — 0.
D’autre part, de lemme 3.5 dogy(ua(t)) < Ay et on a:

do (u(t)) = limde () (ua(?))

)
< fih

= 0.
Alors dey(u(t)) = 0 c’est a dire :
u(t) € C(t) pour tout t € [Ty, Ty + 0].

Etape 05. Passer a la limite

Lemme 3.9. La famille (uA)0<>\<§ converge uniformément sur [Ty, To+ 6] vers une solution

absolument continue u de l’inclusion différentiel :

u(t) € —Neg (u(t)),

u(Ty) = a.

(SP)

sur intervalle [Ty, Ty + 0] et u([Ty, To + 0]) C B(a, §).
En plus, ||u(t)|| < v, pour p.p t € [To, Ty + 0], alors u(-) est lipschitzien avec ~y est la

constante de Lipschitz.
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3.1. Existence

Preuve. On a d’aprés (3.10), ||ax(t)]| < = donc la suite (1)) est borné, alors on peut
extraire une sous suite wy, (+) qui converge faiblement vers un application

h(-) € L*([Ty, To + 0], H), quand N\, — 0 (car L*([Ty,Tp + 0], H) est de Hilbert ) c-a-d
3h : [Ty, To + 0] — H tel que :

h e L*([Ty, Ty + 0], H),

et
iy, — h faiblement dans L*([Ty, Ty + 6], H).

Et on a : ||h(t)| <~ puisque 'ensemble : {v € L*([Ty, Ty + 6], H) : ||v(t)|| < v} est convexe
fermé dans L*([Ty, Ty + 0], H), donc pour tout t € [Ty, Ty + 0] :

t t
/ Uy, (s)ds — [ h(s)ds faiblement dans H.

To To

Comme uy, est continue et uy, € L*([Ty, Ty + 0], H) alors :

t

uy, (1) = uy, (To) +/ Uy, (s)ds

To

t

= uy, (t) —uy, (To) = / Uy, (s)ds,

To

ona :Vye H

(uy, (t) — uy, ( / Uy, (s)ds, y)
T

0

To+6
/ (tx, (5), yliz,q)ds.

To

En passant a la limite :

To+0
lim (uy, (t) —ux, (To),y) = lim (U, (5), yLimy.q)ds
An—0 n—0 Ty
To+6

= (u(t) — u(To), y) = / (B(s), Y1z, g}l

To+6
= U —UTO :/ l[Tot]h

To
= U —u To :/ h

To
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3.1. Existence

Comme (uy,, (t)), converge fortement dans H vers u(.) alors :
uy, (To) = u(Tp) = a,

c-a-d

uy, (1) =a+ /t Uy, (s)ds,

To

et

u(t) =a+ /t h(s)ds, (3.14)

To

par conséquence u(.) est absolument continu avec u(t) = h(t) c-a- d

u(t) =a+ /t u(s)ds p.p t,

To

donc

iy, () — u(.) faiblement dans L*([Ty, Ty + 0], H). (3.15)

Et par(3.10) et (3.14) pour p.p t € [T, Tp + 0] on obtient que :

t t
u(t) =a —i—/ u(s)ds = |Ju(t) —al = [ a(s)ds||
To To
t
< [ llu(s)llds
To
t
< / vds
To
=(t —Tp)
p
< 3’

alors u([To, Ty +0]) C B(a, £).

On applique le lemme de Mazur (lemme 1.27), a travers (3.15) Vn € N, il existe r(n) > n et
r(n) (n)

des nombres réels Si,, > 0 avec > Sk, =1 telle que > Sy, (—1n,(-)) converge fortement
k=n k=n

vers (.) dans L*([Ty, Ty + 6], H).

On suppose que, pour un nombre négligeable N C [Ty, Tp + 6], les dérivées u(t) et uy, (1)
existent Vt € [T, To + 0]\ N et que
7(n)
Sk (=1, (1) — u(t), Yt € [Ty, To + 0]\ N. (3.16)

k=n

On peut aussi supposer que ||ty || < v est valable pour tout ¢ € [Ty, To + 0]\N et VA,,
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3.1. Existence

n e N.
Vt € [To,Tp + 0]\ N nous avons l'estimation de l'inégalité de Schwartz et la proposition
(3.10) :

r(n)

r(n) r(n)
> Skl =t (), u(t) = projow (un, ) < Y Seallion, (¢l Z Sknllu(t) = projoe (ux, (1))
k=n k=n

r(n) r(n)
<Y St > Sallu(t) — projoe(us, ()
k=n k=n

r

— Y Seallult) — projo (us, I (3.17)

k=n

O

De plus, de la continuité du projo(.) sur B(a, §) et comme u(t) € C(t) on a

lim projew (ux, (t)) —u(t) = projee( im wuy, (t)) — u(t)
n—oo n—oo

= projow (u(t)) — u(t)

donc par (3.17) :
r(n)
Z Sk (=1, (1), u(t) — projew (ur(t))) — 0 lorsque n — oc. (3.18)

On a pour tout 2/ € H

r(n)

Z Sk (=t (1), 2" — projoe (un,(t))) = Z Sk (=1, (1)), 2" — u(t))
+ (Z Sk (—tr, (1)), u(t) — proje (ux, (1))
k=n

r(n)
= O Skn(—tr (1)), 2" — uft)).

On déduit de (3.16) et (3.18) :

r(n) r(n)
Tim > S (it (8),2° = projes (s, (1)) = Tim (3 Sun(—iia, (8).2' = u(®)
k=n k=n

= (u(t),z’ —u(t)),vz' € H. (3.19)
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3.2. Unicité

D’autre part, notant de (3.4) et (3.10)

—ux(t) € projew (ur(t)),
de (3.3) V' € C(t) :

r(n)

r(n)
. U)\ .
Z Skl =t (), 2" — projoq) (ur, (1)) < LN Z ka2’ — projog (ux, (1)) [1?

k=n

r(n)
Q_VP Z Sknllz" = projog (ur, ()%,

k=n

IA

et comme projoq(uy, (t)) — u(t) sin — +o00 et de (3.19) :

<—Mmf—uw><%ﬂf—M®WNf60@,

ce qui implique :
—u(t) € Nigy(u(t)) = Nog(u(t)).

L’inclusion étant vraie pour tous t € [Ty, Ty + 6] \ V. [

3.2  Unicité
Soit w; : [Ty, T] — H, i = 1,2 deux solution de 'inclusion différentielle (SP), c-a-d :

—1;(t) € New(ui(t))  ppt €[To,T],
u;(t) € C(t) pour tout t € [Ty, T,

UZ(T()) = U'To € C(To)

Alors d’apres la propriété de p-hypomonotonicité (proposition (3.1)) du cone normal de

C(t) -

(—uy(t), ug —up) < w\h@(t) —u (1) |)?, Vua(t) € C(2), (3.20)

et

IIUz( )

(g (t), 1 — gy < V2O ) o), V() € C(0)
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3.3. Exemple

<> (Us(t),us —uq) <

Par I’addition de (3.20) et (3.21) on obtient :

Il ON WOy ) 4 )P, Vua(t) € O0), i = 1,2,

(Ua(t) — up(t), ua(t) — us(t)) < 2

On pose : ‘ ‘
[ (2) || + [ (2) ]
2p

at) =

9

on obtient :
(Ug(t) — Uy (t), ue(t) —ur(t)) < aft)||u(t) + up ()2, Vu;(t) € C(t), 1 =1,2.

Du lemme 3.7 on trouve :

1d

9 dt||u2( ) — Ul(t)Hz < at)||ua(t) — Ul(t)HQ.

D’aprés le Lemme de Gronwall (lemme 3.2),

Jua () — s () [1* < [Jua(To) — ua (To)||* exp (/ 204(7)657) =0,

To

car uy(1p) = ua(Th) = ur,.

Alors

lua(t) = wr ()" = 0 = ua(t) — ur (t) =0

= us(t) = uy(t).

Donc la solution de I'inclusion (SP) est unique.

3.3 Exemple

Soit le probléme



3.3. Exemple

tel que
0,2] sit<1,
(t) =
1,2] sit>1.
On a le systéme régularisé
|
uy(t) = _ﬁVdC(t) (u(t))
1 .
= = (ualt) = projoe (ua(1)))

= u,(t)est constant.

Pour t=0, u)(0) = constant = 0 alors uy(t) = 0.

Sit>1:
(1) = —§<uk<t> — projem (ux(t)),

On multiplie (3.22) par ex

eim\(t) = —%(U/\(t) — projew (ua(t)))
= —?UA(t) + ?pch(t)(w(t))y

posons v(t) = exuy(t) Véquation (3.23) s’écrit comme

o(t) = Sin(t) + ur(t)

ex
= TPTOJC(w(UA(t))?

on intégre par rapport a s :

t tex
/ D(S)ds = Tp”f’OjC(s) (uA(S))dS,
1 1
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3.3. Exemple

alors

o(t) — (1) = % /1 eXprojos) (ua(s))ds

= v(t) =v(l) + %/1 exprojo s (ua(s))ds.

On multiplie (3.24) par e~ * on obtient

> =

¢
/ eie_iprojc(s) (ux(s))ds,
1

t
U)\(t) = €TU)\(1) + —/ eATpTOjC(S)(UA(S))dS,
1

t
ux(t) = —/ e projoes (ua(s))ds.
1

Sit>1:projow(ux(t)) =1 alors

Donc
0 st 0<t<1,

l—e 5 sil<t<?

En passant a la limite :

0 si0<t<l,
u(t) = lm uy(t) =
A0 1 sil<t<?.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons traité le processus de rafle (balayage) qui a été introduit par

J.J.Moreau par la méthode de la régularisation du cone normal.

Le fameux lien entre régularisée de Yosida et enveloppe de Moreau conduit & examiner

la famille d’équation différentielle ordinaire

_in(t) = %wgm (ux(t)) et u(0) = up.
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Résumé

Dans ce travail , on a étudie ’existence et I'unicité de solution du processus de rafle

—u(t) € Ne(ult)),p-pt € [To, T,
u(To) =a c O(To)

ou C(t) est une ensemble p-prox-régulier fermé dans H et N¢ () désigne le cone normal, en

utilisant la méthode de régularisation de Moreau.

Abstrat
I this work ,we studied the existence and the uniqueness of solution for the sweeping
process
—u(t) € New(u(t)),ppt € [To, T1,
uw(Ty) = a € C(Ty).
where the set C(t) is p— prox-regular and closed in H, and N is the normal cone, we

used the Moreau Yosida regularization.



