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Introduction

Le présent travail porte sur I’étude de 'un des outils mathématiques les plus importants dans
la résolution des problémes "bien posées" dans la théorie des équations d’évolution et la théorie
des processus stochastiques, a savoir les semi-groupes d’opérateurs linéaires et ses applications
a la théories des équations aux dérivées partielles.

Un semi-groupe linéaire sur un espace de Banach X est une famille d’opérateurs linéaire bornés
T : [0, +oo[— B(X) veérifiant

Tt+s)=T(t)T(s), Vt,s =0,

et T(0) = I. Cette nomination est d’origine algébrique, en effet, en algébre abstraite, un semi
groupe est un ensemble muni d’une loi de composition interne associative, ce qui est bien le cas
avec la famille {T'(¢t),t > 0} muni de composition .

La théorie des semi-groupes trouve sa source dans une question posée par Augustin Louis
Cauchy (1789-1857), en 1821. la question était la suivante :

"Déterminer toutes les fonctions complexes continues non nulles vérifiant :

ft+s)=f(t)f(s), Vt,s = 0.

Le fait que ces fonctions sont de la forme f(t) = exp(at) qui est un résultat prouvé aprés par
Nieles Henrik Abel (1802-1829), est le fait que f est complétement déterminée par le nombre
a = f'(0) motive 'association d’un opérateur linéaire A : D(A) — X au semi-groupe (7'(¢))
défini par :

Az = lim LT _dTOz) o pay

t—0+ t dt =0

appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (7'(t)):o.

Ce qui a donné la naissance effective de la théorie des semi-groupes dans la premiére moitié
de ce siécle avec Jacques Hadamard (1865-1963). Ainsi la théorie a trouvé sa place en 1948
avec le fameux théoréme da a Einar Hille (1894-1980) et Kosaku Yosida (1909-1990) qui ont
caractérisé les générateurs infinitésimaux des semi-groupes fortement continues.

Dans les années (1970-1980) et grace aux efforts de plusieurs écoles, la théorie a atteint un
certain degré de perfection. Aujourd’hui les semi-groupes sont présents dans la majorité des
disciplines mathématique on trouve plusieurs applications de cette théorie non seulement au
domaines classiques comme la théorie des EDP ou la théorie des processus stochastiques mais
elles deviennent un outil trés puissant dans la résolution des équation intégro-différentielles et
des équations différentielles fonctionnelles issues de la mécanique quantique et aussi dans la
théorie du controle en dimension infinie. Plusieurs phénoménes dans la nature peuvent étre
reformulé et modélisés sous forme d’une équation différentielle (ordinaire ou aux dérivées par-

tielles, inclus les conditions au bord). On peut écrire ces équations sous forme du probléme
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abstrait homogéne de Cauchy suivant :

u'(t) = Au(t),t >0

u(0) = .

(PHC) { (1)

u(t + h) — u(t)

. . _h . . v
D’abord, il faut donner un sens a u'(t lim La fonction u prend ses valeurs
h—0

t+h)—u(t 122
w, X est considéré comme un espace

vectoriel, et pour que cette limite reste dans X, X est considéré comme un espace de Banach.

dans un ensemble X. pour donner un sens a

Dans le cas ot A est borné , la solution du probléme (PHC') est donnée par I'exponentielle
u(t) = ez . Dans la majorité des cas, 'opérateur linéaire A est un opérateur différentiel non
borné, mais il est souvent fermé a domaine dense.

C’est pour cela qu’on utilise quelques critéres de la théorie des semi-groupes comme le théoréme
de Hille-Yosida , pour voir si A génére un semi-groupe fortement continu (7'(¢));>o ou non .

Dans le cas affirmatif on sait résoudre (PHC') et la solution est donnée par :
u(t) =T(t)z, Vt >0, Vo € D(A).

Ce mémoire est composé de trois chapitres précédés d’une introduction détaillée.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques résultats préliminaires : définitions, lemmes
et théorémes que nous utiliserons dans toute la suite du mémoire.

En suite, le deuxiéme chapitre présente une introduction a la théorie des semi-groupes linéaires
et deux classes importantes des semi-groupes, & s’avoir les semi-groupes différentiables et les
semi-groupes analytiques.

Enfin, le troisiéme chapitre c’est le résultat principal de ce mémoire, nous allons étudier le
probléme homogeéne, ainsi que nous donnons un exemple d’application illustrative a I’équation

aux dérivées partielles c’est I’équation de la chaleur.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux rappel de quelques définitions et résultats qui seront utilisés

dans la suite.

1.1 Théoréme de Hahn-Banach et ses conséquences

Définition 1.1.1. Soit X un espace vectoriel sur R. X est dit espace vectoriel normé s’il est
muni d’une fonction ||.|| : X — Ry qui vérifie les axziomes suivantes :

(1) [|z|| = 0 et ||z]| =0 si et seulement si x =0;

(ii) ||laz|| =| a | ||z], Yz € X,a € R;

(iii) lz +yll < =l + [lyll, Vo, y € X.

Définition 1.1.2. L’espace vectoriel normé (X, ||.||) est dit complet si toute suite de Cauchy
dans X est convergente.

Définition 1.1.3. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Définition 1.1.4. Soit p: E — R une application :
(i) p est dite sous-additive si p(x +y) < p(z) + p(y), Vz,y € E.
(i1) p est dite positivement homogéne si p(Ax) = Ap(z),VYA > 0,Vz € E.

(111) p est dite sous-norme si elle est sous-additive et positivement homogéne.

Théoréme 1.1.1 (Hahn-Banach, forme analytique). Soit p : E — R une sous-norme et soit g
une forme linéaire définie sur un sous-espace vectoriel F' de E telle que g(z) < p(z), Vo € F.

Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i.e;
g(z) = f(x), Vo € F,

et telle que
f(z) <p(x), Vz € E.
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Indiquons maintenant quelques applications simples du théoréeme (1.1.1) lorsque E est un
espace vectoriel normé de norme ||.||.
Notation : On désigne par E' le dual (topologique) de E i.e. l'espace des formes linéaires

continues sur E ; E' est muni de la norme duale

[flle = sup [f(x)] = sup f(z).
el zeE

ll=lI<1 llzl<1

Lorsque f € E' et x € E on notera généralement < f,x > au lieu de f(x).

Corollaire 1.1.5. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et soit g : F +— R une forme linéaire

continue. Alors il existe f € E' qui prolonge g et telle que

11z = llglle-

Corollaire 1.1.6.
Pour tout xo € E il existe fo € E' tel que :

1 foll = llzoll et < fo, zo >= [lzoll*.

Lemme 1.1.1. §i (H,<,>) est un espace de Hilbert alors pour tout v € H,

F(x)={a€H :<azx>=|z||* = |al*}.
Dans ce cas on a F(x) = {x}.
Démonstration Par définition de F(x) on a = € F(z).

Réciproquement, soit a € F(x). Alors ||a —z||* = ||a||* —2Re < a,z > +]||z||* = 0. Donc a = z,

ce qui donne le résultat. X

Lemme 1.1.2. Soit E un espace vectoriel normé et soit F un sous-espace vectoriel de E tel
que F # E. Alors il existe f € E', f #0 tell que < f,x >=0, Vo € F.

1.2 Opérateurs linéaires

Soit X un espace de Banach.

1.2.1 Domaine, graphe et fermeture

Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire sur X est une application linéaire A définie sur un

sous-espace vectoriel D(A) C X a valeur dans X. D(A) est appelé le domaine de ['opérateur

A.
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Notation : On note un tel opérateur par(A, D(A)).

Définition 1.2.2. On dit qu’un opérateur (A, D(A)) est borné si D(A) = X et A: X — X
est continue.
Définition 1.2.3.

(i) Le graphe d’un opérateur linéaire (A, D(A)) est le sous-espace de X x X donné par

G(A) ={(z,Az) ;2 € D(A)} C X x X.

(ii) On dit que (A, D(A)) est fermé si son graphe G(A) est un fermé de X x X.
(iii) On dit que (B, D(B)) est une extension de (A, D(A)) si G(A) C G(B), c-a-d
D(A) C D(B) et Az = Bx pour tout x € D(A).

La caractérisation des fermés par les suites donne la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Un opérateur (A, D(A)) est fermé, si seulement si pour toute suite (x,)n>0

d’éléments de D(A) telle que x,, — v € X et Ax,, — y € X, on a alors v € D(A) et Ax = y.

n—oo n—oo
Lemme 1.2.1. Soit X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur linéaire.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est fermé.
2. D(A) muni de la norme graphe, notée |.|q définie par |z|q = |(x, Az)|q = ||z|| + [|Az]|,

est un espace de Banach qu’on note [D(A)].

Démonstration
Le lemme découle du fait que Papplication[D(A)] 3 = — (x, Az) € (G(A),| . |g) est un
homéomorphisme, ot G(A) est le graphe de A. X

Lemme 1.2.2. Soit X un espace de Banach. Soient A : D(A) C X — X un opérateur linéaire
fermé et B € B(X) un opérateur linéaire borné sur X. Alors AB : D(AB) C X — X est un

opérateur fermé.

Lemme 1.2.3. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire fermé. Alors A est borné si et seulement
si D(A) = X.
Lemme 1.2.4. Soit B: D(B) C X — X un opérateur fermé. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. B est continu,i.e., il existe M > 0 telle que | Bx ||< M || x ||, Vo € D(B).

2. D(B) est fermé dans X.

Définition 1.2.4. On dit qu’un opérateur linéaire (A, D(A)) est fermable s’il posséde une

extension fermé.
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Proposition 1.2.2. Tout opérateur fermable (A, D(A)) admet une plus petite extension fermée

notée A et appelée la fermeture de A. De plus on a

G(A) = G(A).

Définition 1.2.5 (Adjoint). L’adjoint d’un opérateur (A, D(A)), & domaine D(A) C X dense,

est lunique opérateur A* ayant pour domaine
DAY ={feX :FJpe X' Ve e X < Az, f >=<uxz,0 >}
St la condition précédente est réalisée, on définit : A*f = .

Théoréme 1.2.1. (Théoréme du graphe fermé) Soient X et Y deuz espace de Banach.
Soit T un opérateur linéaire de X dans Y. On suppose que le graphe de T, G(T') est fermé dans
X xY. Alors T est continu.

1.2.2 Ensemble résolvant, spectre et résolvante

Définition 1.2.6. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire.

1. On appelle ensemble résolvant de A, qu’on note p(A), l’ensemble :
p(A) ={\ € C, A\ — A:D(A) — X est bejectif et (\[ — A)~': X — D(A) est borne }.

S1 A est fermé alors d’apres le théoréme du graphe fermé on a :

p(A) ={A e C,\[ — A:D(A) — Xest bijectif}.

2. On appelle spectre de A, l'ensemble o(A) = C/p(A).
8. Pour \ € p(A), Uopérateur linéaire borné R(\, A) = (A — A)™! est appelé la résolvante de
A au point \.

Proposition 1.2.3. (Equation de la résolvante) Si A:D(A) C X — X esl un opérateur

linéaire, alors pour touts A\, € p(A), on a
Démonstration On sait que (A — A)(A] — A)~' = I. De la définition de la résolvante on a :

(AT = A)(R(A, AR, A) = R(p, A)

AR(\, A) — AR\, A)|R(p, A) = R(u, A).

8
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De méme maniére

[MRQL’ A) - AR(M? A)]R(/\7 A) = R()‘> A)

On faisant la déférence des deux égalités et compte tenu du fait que R(\, A) et R(u, A) com-

mutent, on obtient :
R(MA)—R(u,A) = (u—ANRNA)R(p, A). K
Lemme 1.2.5. 51 A: D(A) — X est un opérateur linéaire injectif et fermé alors :
A7t Im(A) — D(A)
est fermé.

Lemme 1.2.6. Si A : D(A) — X est un opérateur linéaire tel que p(A) # 0, alors A est

fermé.

Démonstration Soit A € p(A). On a (Al — A)™! est borné sur X et donc fermé. Par suite

A — A est fermé, ce qui entraine que A est fermé. X

Lemme 1.2.7. Soit X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur linéaire a
domaine D(A) dense dans X tel que p(A) # 0. Alors D(A?) est dense dans X .

Démonstration Soit A € p(A). Montrons que D(A?) est dense dans ImR(\, A) = D(A). Soit
y € X. Comme D(A) dense dans X il existe (z,) C D(A) telle que y = lim z,.
Posons o

Yn = R\, A)z,,, ¥n € N,

Pour tout n € N on a (y,) € D(A) et Ay, = AR\, A)x,, = AR(\, A)z,, — x, € D(A).

Donc

(ya) C D(A%) et R(X, A)y = lim y,.

Par suite D(A?) est dense dans D(A) . Comme D(A) dense dans X, alors D(A?) est dense dans
X. KX

Lemme 1.2.8. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire. Alors :
1. L’ensemble p(A) est un ouvert de C, de plus pour tout u € p(A) et tout A € C tell que

lw— Al < —H R A on ait A € p(A) et
+0oo

R\ A) = (1= N"R(u, A"+ (1.1)
n=0

9
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2. L’application A\ — (R, A) est localement analytique et pour tout n € N, on a :

%R(A,A) = (—1)"nlR(A, A", (12)

Démonstration

1. Si p(A) = 0, alors p(A) est ouvert. Si p(A) # 0, alors A est fermé. Soient alors u € p(A) et

A € C telle que
1

[P\ [
= A TR )

Alors :

M—-—A=pl —A+ A=)l
== (A= p)R(n, A)J(nI — A).

Comme |y — A| < Vopérateur [I — (A — p)R(u, A)] est inversible d’inverse

1
I R(u, A) |17

+oo 1
Yo (p—=AN)"R(p, A)™. 1l en résulte alors que A — A est bijectif. Donc B <u, m) C p(A),
n=0 )
‘ot p(A) est un ouvert de C.

1

De plus, pour tout A € C telle que |p — | < ———
| R, A) ||

,on a

RNA)=pl — A+ (A—wp)I
= (pl — A)7MI = (p— MR, A)) ™

= R(, A)> (1= A\)"R(, A)"
=) (= AR, A" K

1.3 Quelques théorémes d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.3.1. [Banach-Steinhaus| Soient X etY deuz espaces de Banach. Soit (T%);e;
une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires continus de X dans Y.

On suppose que :

sup||Tiz|| < oo, Vz € X.
el

Alors

sup||T;|| < oc.
iel

10
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Théoréme 1.3.2. (Prolongement) Soient X un espace de Banach et F' un sous-espace vec-
toriel de X. Pour toute application linéaire u : F' +— X telle que u est continu sur F, il existe

une unique application linéaire @ : F +— X continue qui prolonge u & F, de plus on a
=l wll -

Proposition 1.3.1. Soit X un espace de Banach et u € B(X) un opérateur linéaire continu ,

avec B(X) est l'algébre de Banach des opérateurs linéaires continus sur X. Si || u [|[< 1 alors
+oo

I — u est inversible dans B(X) d’inverse Y u".
n=0

1.4 Transformation de Fourier

Définition 1.4.1. Considérons la transformation de Fourier

1 —i0T
(Fu)(o) = Eﬂze u(x)dx, o € R,

et [inverse de la transformation de Fourier

(F'u)(z) = /ei‘”u(a)da, oeR

R

9~
3

La transformation de Fourier a un certain nombre de propriétés remarquables. D’un d’eux est

le suivant :

(Fu®) (o) = (io)*(Fu)(c), k € N.

11



Chapitre 2
Les Semi-groupes linéaires

Dans ce chapitre on donne les définitions des semi-groupes uniformément continus et leurs

propriétés élémentaires, puis le théoréme de Hille-Yosida et quelques classes des semi-groupes.

2.1 Semi-groupes uniformément continus

Définition 2.1.1. Soit X est un espace de Banach. Une famille a un parameétre (T(t))i>o
d’opérateurs linéaires bornés de X dans X est dite un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés

sur X si:
1. T(0) =1 (ou I est Uopérateur identité de X ).
2. T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s > 0.

Définition 2.1.2. Un semi-groupe (T'(t));>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit unifor-

mément continy sur X si :
Lim ||T(t) = I|| =0. 2.1

Définition 2.1.3. L’opérateur linéaire A défini par :

T(H)z —
D(A) ={z € X, lim )z =2 existe dansX},
t—0+t
et
T — T
Ap = fim LWEzw A0z by, (2.2)
t—0t t dt =0

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>o et D(A)
est appelé le domaine de A.

12
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Lemme 2.1.1. Soit f : [a,b] — X une fonction continue, alors :

a+t
tim [ f(s)ds = f(a). (2.3)
Démonstration Pour tout t # 0 on a
1 a+t 1 a+t
5 [ s s@| < ; [~ rianas

<= sup |I7(s) — fla)| x 1
tse[a7a+t]

= sup ||f(s) — fla)]|-
s€la,a+t]

La continuité de f nous permet de conclure. X
Théoréme 2.1.1. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimale d’un semi-groupe

uniformément continu sur X si et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur X.

Démonstration

<) Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Posons pour tout ¢t > 0,

o n An
T(t) =t =3

n!

n=0

Cette série, ainsi définie, converge en norme et définit un opérateur linéaire borné T'(t) pour

tout ¢t > 0.

Il est clair que T'(0) = I, et par un calcul simple, on a pour tous ¢,s > 0,

T(t+4 s) = 94 = e = T ()T (5).

Par ailleurs, pour tout £ > 0 on a

2 A
ro-1|=| 5|
n=0 ’
=t An
o Z n!
n=1
— . A"
Sz_;t n!
=l 1 59
t—>0+’

13
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d’ou lim || T(t)—1||=0
t—07t
D’autre part, pour tout £ > 0 on a

tA

A==
t

ed — T —tA
t
1 IX pman

|
tn2 n!

1 ZthAH”

1
o R | P

—0t

e

T(t)—1
Donc lim L =A.
t—07F
Ainsi (T'(t))¢>0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés sur X
de générateur infinitésimal A .
—) Réciproquement, soit (7(t)):>o un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs li-

néaires bornés sur X, de générateur infinitésimal A. L’application
T:RT — B(X)
t— T(t)

t

est continue, donc [ T(s)ds € B(X), V¢ > 0.
0

D’aprés lemme (2.1.1) on a

lim 1/T(s)ds =1T(0) = 1.

t—0t ¢

p

f s)ds—1

Po

Il existe alors p > 0 tel que

1 P
<1, ce qui implique que — [ T(s)ds est inversible,
p

0
et donc [ T'(s)ds est aussi inversible.

0
Pour tout A > 0 on a

(F42)( o) -3 Jew -

0
pth p

! /T ds—/T(s)ds)

pth

il [ o,
(e [

DIH

14
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Donc
T(h) —1I 7 L7 f -
— = (E / T(s)ds — E/T(s)ds) (/T(s)ds) :
p 0 0
‘ . T(h) -1 ’ -
Compte tenu du lemme (2.1.1), on obtient hhm+T =(T(p)—D)| [T(s)ds) .
—0 0

Ainsi, le générateur infinitésimal du semi-groupe (7'(t)):>0 est I'opérateur linéaire borné
b 1
A= (T(p) — [)(/T(s)ds> . X
0

Remarque : De la définition (2.1.1) , on voit bien qu'un semi-groupe (7'(t));>o admet un
unique générateur infinitésimal. Si (7'(t)):;>o est uniformément continu alors son générateur
infinitésimal est un opérateur linéaire borné. D’autre part, tout opérateur linéaire borné est
le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu. Ce semi-groupe est t-il

unique ? La réponse affirmative est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.2. Soient (T(t))i>0 et (S(t))i>0 deur semi-groupes uniformément continus.

97 :
T) —1 -1
lim ®) =A= lim S() : (2.4)
t—0t t t—0+t t
alors
T(t) =S(t),vt >0
Démonstration

Montrons que pour tout a > 0, T'(t) = S(t) pour tout t € [0, a].

Soit a > 0 fixé. Comme (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 sont des semi-groupes uniformément continu,

alors les applications t —|| T'(¢) || et t —|| S(¢) || sont continues. Il existe alors une constante
Co > 0 telle que || T'(t) ||| S(¢) ||I< Cu,Vt, s € ]0,a]

Pour tout h > 0, on a

P ()|

Soit € > 0. I'égalité (2.4) implique qu’il existe 6 > 0 tel que pour 0 < h < 4, on ait

T(h)—]_A < € S(h)—]_A < €
2aC,
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Ce qui entraine alors que pour 0 < h < ¢, on a

P [t B

t
Soient ¢ € [0,a] et n € N* tells que — < §. De la définition (2.1.1) et de I'inégalité précédente
n

il vient que :

I7(t) = S =

IN
~
£)
|
=
3|~
~—
N
T~
=N
SHES
v
U}

IN
S
/\\ /: N

S

|

o~

|

;_n
SR

)
< r(in-r-02) ls(et Hll ( ) s )H

Comme £ > 0 est arbitraire, alors T'(t) = S(¢), Vt € [0,a]. Mais puisque a > 0 est aussi
arbitraire, il s’ensuite que T'(t) = S(t), V¢t > 0.X

Corollaire 2.1.4. Soit (T(t))i>0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaire
bornés. Alors :

1) Il existe une constante w > 0 telle que
IT@I < e, ¥t > 0.

2) 1l existe un opérateur linéaire borné A tel que T(t) = €4, Vt > 0
3) L’opérateur A de lassertion 2) est le générateur infinitésimal du semi-groupe T'(t);>.
4) L’application t — T'(t) est différentiable et on a

dT(t)

= = AT(t) = T() A (2.5)

Démonstration toutes les assertions ci-dessus découlent de 1’assertion 2). Pour montrer 2)
notons que puisque (7(t)):>o est un semi-groupe uniformément continu son générateur infinité-
simal A est un opérateur linéaire borné et est aussi le générateur infinitésimal du semi-groupe

uniformément continu(e’);>q, et par le théoréme (2.1.2) on obtient

T(t) = e vt > 0.1

16
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2.2 (Cy-semi-groupes linéaires

Définition 2.2.1. Un semi-groupe (T'(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit forte-

ment continu Si :
lim || T(t)z —z || =0,Vz € X. (2.6)
t—0t

Un semi-groupe fortement continu sur X et aussi appelé Cy-semi-groupes sur X .

Exemple(B(R)-semi-groupe de translation)
On considére 'espace de Banach X = Cy(R) des fonctions bornées uniformément continues de

muni de la norme

[ f lle= sup [ f(z)],

z€[0,00]

Soit T'(t);>0 la famille d’opérateurs définis sur X par
(T@&)f)(z)=f(t+x),Vt > 0,Vf € X,Vx € [0,00].

o (T'(t))i=0 est un Cy-semi-groupe sur X appelé Cp-semi-groupe de translation a droite. Son

générateur infinitésimal est donné par :
D(A)={f € X : flexiste et f' € X},

et
Af = f', Vf e D(A).

Théoréme 2.2.1. Soit (T'(t))=0 un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaire bornés. Alors :
1. Il existe 7 >0 et M > 1 tel que | T'(¢) ||< M, Vt € [0,7] ;
2. 1l existe w € R et M > 1 tel que || T(t) ||[< Me™, Vt > 0.

Démonstration
1. Supposons que pour tout 7 > 0 et M > 1, il existe t € [0, 7] tel que || T'(¢) ||> M, donc

1 1
pour tout 7 = — et M = n € N¥ il existe ¢, € {0,—] tel que || T'(¢,) ||> n. D’ou,
n n

la suite (|| T'(t,) ||)nen+ est non bornée, alors d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus,
il existe 2o € X tel que (||T(t,)xo||)n>0 s0it non bornée, ce qui contredit le fait que

lim+T(t)x = z,Vr € X.Ainsi, | T(t)]| < M,Vt € [0, ].
t—0

2. On montre ¢’il existe M > 1 et w € R tel que || T(t) ||< Me“*, pour tout ¢t > 0.

* Pour t < 7 I’énoncé vérifié d’aprés (1) avec w =0 € R.

17
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* Pour t > 7, soit n € N* et § € [0, 7] tels que t = n7 + . On a

T(t)

T(nt +0)
= T'(n7)T(0)
T(r+7+7+..71)T(9)
[T()]"T(5),

alors

@) [ = {7 ()" T () |
< T() "l ()
<M"M
— MennM
< MernM
= Me",

In(M
tel que w = M Dong, il existe M > 1 et w € R tel que
T

| T(t) ||< Me™, vt >0. K
Corollaire 2.2.2. Soit (T'(t))i=0 un Co-semi-groupe sur X. Alors pour tout x € X, la fonction

t — T(t)x est continue de RT dans X

Démonstration Soit z € X et soient ¢, h > 0 la continuité de t — T'(t)x découle des inégalités

| T(t+h)z—T)z || =|| TE(T(h)z — =) |
<[ T@) M T(h)x -z |
< Me || T(h)z = || — 0.

et pourt > h>0o0n a
| T(t—h)x=T()z || =[| T(t = h)(x—T(h)z) |
<HT( me—TWWH

Me*"M ||z = T(h)x |
Me® ||z —T(h)z || — 0. K
h—0+

N

N

Théoréme 2.2.2. Soit (T'(t))i=0 un Co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A.
Alors :

18
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1. On a

t+h
1
lim 7 / T(s)xds =T(t)z,Vt > 0,Vz € X.

h—07+
t

2. Pour toutt > 0 et tout v € X ,

t

/T(s)xds € D(A).

0
et on a

t

A( / T(s)xds) = T(t)z — x.

0

3. Pour toutt > 0 et tout x € D(A),T(t)x € D(A), et on a

Démonstration

1. On a

_ H% 7hT(s)x —T(s)ads|| < % 7hHT(t)x ~T(s)a

(2.7)

(2.8)

(2.9)

ds.

On sait que application ¢t — T'(t)x est continue sur RT, d’ott pour tout € > 0 on a

|T(t) —T(s)|| <€ pour|s—t|<n.
t+h

H% / T(s)zds — T(t)z

<e,

ce qui achéve la démonstration.
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2. Pour tout x € D(A), on a

3. Pour tout x € D(A), on a

(5

Ce qui implique aussi que

dt

T(t)r = hllné+T(h + t)z —T(t)z
- i 10 (1)
- i, (5 o

=T(t)Ax = AT (t)x.

TOT _ Ar(tye = T(1) Az, ®

Remarque : En intégrant la formule (2.9) entre 0 et ¢, on obtient pour tout z € D(A) :

t

T(t)r —z = /T(S)Axds = /AT(s)xds. (2.10)

0

Corollaire 2.2.3. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T(t))i=0 sur X,

alors :

1. Le domaine D(A) est dense dans X, c’est-a-dire D(A) = X.

2. A est un opérateur linéaire fermé.

Démonstration

1. Soit x € X. Pour tout n € N*, posons

D’aprés Passertion 2) du théoréme (2.2.2) on

du méme théoréme on a,

lim z,

n—>-+00

:IHl [

/ s)xds.
0
on

a x, € D(A), Vn € N* et par l'assertion 1)

. 1

= lim +
n—-—4oo =
n

T(s)xds = x.

o\
3=

20
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Ainsi, D(A) = X.
3. D’abord A est un opérateur linéaire. Soit (,,),>0 une suite d’éléments de D(A) telle que

r, — xet Ax, — y. Montrons que z € D(A) et que Az = y.

n—-+oo n—>-—+o0o

Puisque pour tout n € N, x,, € D(A), alors d’aprés la formule (2.10) on a

t
T(t)x, — x, = /T(S)Axnds, VneN, Vt > 0. (2.11)

0

Soit t > 0. Alors pour tout s € [0, t] et pour tout n € N on a

1T (s)Azn = T(s)yll = [IT(s)(Azn — )|
< A7) Az = wll
< Me"'|| Az, — |

Donc (T(s)Axy)ns0 converge quand n — oo vers T'(s)y uniformément en s sur [0, t].
Il vient alors de I’égalité (2.11) et du théoréme d’interversion de la limite et I'intégrale
que : T()x —x = jT(s)yds.

Donc ’

t
T(t)x — 1
0

t t—0t

Ainsiz € D(A) et Az =y. K

Théoréme 2.2.3. Soient (T(t))=0 et (S(t))i=0 deux Cy-semi-groupe sur X, de générateurs
infinitésimauz, respectivement A et B. Si A = B, alors T(t) = S(t), Vt > 0.

Démonstration

Soit t > 0 et soit x € D(A) = D(B).

Il vient de l'assertion 3) du théoréme (2.2.2) que la fonction [0,t] > s — U(s)x := T(t —
s)S(s)x € D(A) est différentiable et que :

dU(s)
ds

= —AT(t —s)S(s)x + T(t — s)BS(s)x

= —T(t —s)AS(s)x + T(t — s)AS(s)z, (A= B)
= 0.

Ce qui entraine alors que pour tout z € D(A), la fonctions s — U(s)x := T'(t — $)S(s)x est
constante, et en particulier ses valeurs aux points s = 0 et s =t coicident.

D’ou T'(t)x = S(t)z, VYt >0, Vx € D(A).

Comme D(A) = X et T'(t), S(t) sont des opérateurs bornés sur X, pour tout ¢t > 0, alors
T(t)=S(t), Vt > 0.
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On définit par récurrence 'opérateur A™ pour tout n € N* par
D(A") = {z € D(A" ) : A" 'z € D(A)}

et
Ay = AA”’lx,Vx € D(A”). X

Théoréme 2.2.4. Soit (T'(t))=0 un Co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A.
Alors :
1. D(A") = X, Vn € N*.
+oo
2. | D(A") = X.
n=0
Démonstration
1. Compte tenu du corollaire(2.2.3), le résultat est vrai pour n = 1.
Posons

D ={p e C®R),¢ support compacte inclus dans [0, co[}.

Pour tout ¢ € D et tout x € X, on pose

Considérons I'ensemble Y = { z,, ¢ € D et x € X} qui est un s-e-v de X.
Pour tout x € X, pe Det h>0on a:

-t 1 7 AT+ s)rds — /oo ()T (s)ads
_ %fgp(s ~ BT (s)eds — 7¢<S)T( Jods
%Z(w(sh)w(s s)ads - %/w shods
7 7 o(s — ) — () T(s)ads + / (6(s — ) — (s)T(s)ads
- 7 (s — h) — @(s))T(s)ads, (carsupp(p) C [0,00[)

1
Comme E(go(s — h) — ¢(s))T(s)x converge uniformément vers —¢'(s)7T(s)x sur [0, 0o] quand

h — 07, alors en faisant tendre h — 0" dans la derniére formule, il vient que z, € D(A) et
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que
o

Av, = = [ G )T (s)ads.

0

Il en résulte que Y C D(A), et par récurrence on montre que Y C D(A™) pour tout n € N* et

que :

Az, = (—=1)" / o™ (s)T(s)xds, Va, €Y.
0

Maintenant, montrons que Y est dense dans X.
Supposons par Pabsurde que Y # X, alors d’aprés lemme(1.1.2), il existe f € X', f # 0 telle
que < z,, f >=0, Vz, € Y.

Donc - -
/(p(s) <T(s)x, f>ds= </<,0(S)T(s)xds,f> =0 VpeD, VrelX.
0 0

Par conséquent, pour tout z € X on a < T'(s)z, f >=0, Vs € [0, +-00].
En particulier pour s = 0 on obtient < x, f >= 0,Vx € X, ce qui contredit le fait que f # 0.

Comme Y € D(A") pour tout n € N* et Y = X, il en résulte que D(A)" = X, Vn € N*, X

2.3 Théoréme de Hille-Yosida

Dans ce paragraphe, nous présentons I'un des résultats les plus importants concernant les C-
semi-groupe. Il s’agit du théoréme de Hille-Yosida qui permet de caractérisation les opérateur
qui sont générateur de Cy-semi- groupes. Nous allons commencer tout d’abord par introduire

quelques notions et résultats intermédiaires.

Lemme 2.3.1. Soit (T'(t))i=0 un Co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A et soit
V' un opérateur linéaire borné sur X i.e., V € B(X), alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. TtV =VT(t), Vt > 0.

2. VD(A) CD(A) et AVx =V Az, Yz € D(A).

Démonstration
1) = 2). Soit V € B(X) tel que T'(t)V = VT(t), Vt > 0.
Soit z € D(A), alors on a

. Tt)WVz—-Vz . VT(t)x —Vz
lim —— = lim
t—s0t t t—s0+ t
= lim V(TG)QS a:) =V Azx.
t—s0+ t
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Donc Vz € D(A) et AVe =V Az.

2) = 1). Soit V € B(X) tel que VD(A) C D(A) et AV =V Az, Vo € D(A).

Pour touts ¢t > 0 et € D(A) définissons la fonction s 5 [0,t] — W(s) = T(t — s)VT(s)z €
D(A). Alors

dW (s)
ds

=—AT(t —s)VT(s)x+T(t —s)VAT(s)x
=Tt —s)AVT(s)x +T(t — s)VAT(s)x
=-T({t—s)VAT(s)x +T(t — s)VAT(s)x = 0.

Donc W est constante, et par conséquent W (0) = W (t).
Douw T(t)Ve =VT(t)x, Yo € D(A).

Comme D(A)=X et T'(t)V et VT'(t) sont continues alors
T(H)V = VT(t),¥t > 0. K

Théoréme 2.3.1. Soit (T'(t))=0 un Co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A, et
soient w = 0 et M > 1 tels que || T'(t) [|[< Me“ ', ¥t > 0. Si A € C telle que Re\ > w, alors :
1. L’application

Ry: X — X

o0

r+— Ryx = /e_’\ST(s)a:ds,

0

définit un opérateur linéaire borné sur X et on a

M

Ryl 5~
|7 Rel —w

2.2 € p(A) et RO\, A)x = Rz, Vre X.

Démonstration
1. Soit A € C telle que ReX > w. Ry est un opérateur linéaire. De plus, pour tout s > 0 et tout

r € X,ona

e T(s)a || < e ™ || T(s) ||| « |
< e—ReAsMews || T ||

Me(—Re)\—w)s || T H
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Ce qui entraine alors que :

| Ryx| < e T (s)x||ds

gMHLE”/e(_Re)\_w)SdS

el
= ———||z].
ReX —w
Il s’ensuit alors que Ry est un opérateur linéaire borné sur X et que || Ry ||< oo
er —w

2.

o0 o0

/eAST (h+ s)xds — /e AST Jzds

0
)\oo
1
—As
= T(s)xd —
/ Jxds — .
h

oA
= T(/e’“T(s)xds -

0

o) h
-1 Ah
= / _AST xds—%/ _’\ST Yzds
0 0

— AR\x — .
h—s0+

Donc Ryx € D(A) et que ARy = ARyz —z,Vz € X, c-a-d (A — A)Ryz = z, Vo € X. Comme
R, commute avec T'(t), il vient du lemme (2.3.1) que R, commute avec A sur D(A).
D’ou

T(h)R)\ZE - R)\J] .

bl'ﬂ
D‘IH

8

e MT(s)ads

e’)‘sT xds) —

SRS

O\b o\

/e AST Yzds
0

R\ — A)x =z, Yz € D(A),
et RO\A) =R, K
Corollaire 2.3.1. Soit (T'(t)); > 0 est un co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A,

)
tell que || T(t) ||[< Me*t, Vt > 0. Alors pour tout X € C tel que
(4

et sotent w = 0 et M >
€ ) on a

1
Re) > w et pour tout x € D

AR\, A)z = R(X, A)Ax.
Démonstration
Il résulte du lemme 2.3.1 et du fait que R(A\,A) = R,. KX

Définition 2.3.2. Soit (T'(t)); = 0 un Cy-semi-groupe sur X .
1. (T'(t))t=0 est dit uniformément borné sur X s’il existe M > 1 telle que || T'(t) [|[< M, Vt >0
2. (T(t))i=0 est dit un Cy-semi-groupe de contraction si || T'(t) ||[< 1, Vt > 0.
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Lemme 2.3.2. Soit A un opérateur linéaire sur X vérifiant :
1) D(A) = X et A est un opérateur fermé.
2) 10, 4+o00[C p(A) et pour tout A >0 on a |R(N, A)|| <

Alors :

1
3

lim AR\, A)z =2z, VreX.

A—r+o0
Démonstration Soitx € D(A). Alors pour tout A > 0 :

| AR, A) = o) || =) AR\, A |
=|| RO\ A)Az |
<Il RO, A) [ Az |
_ A

= A A—>r+00

0.

Donc lim AR\ A)z =z, Va € D(A).

A—r+o0

Comme D(A) = X et (AR(A, A))aso est uniformément bornée car || AR(A, A) ||< 1, alors :

lim AR\, Az =z, Vee X X

A—+o00

Définition 2.3.3. Pour A > 0, on appelle approzimation de Yosida de l'opérateur linéaire A,
lopérateur
Ay = MR\ A) = N2R(\, A) — AL

Lemme 2.3.3. Soit A un opérateur linéaire satisfaisant les conditions 1) et 2) du lemme (2.3.2)
Alors :
lim Ayx = Az,Vx € D(A).

A—>+o00

Démonstration Soit © € D(A). D’aprés le lemme 2.3.3, on a lim AR(\, A)Az = Ax, et du

A—r 400
corollaire 2.3.1 on déduit que

lim Ayz = lim AR\ A)Azr = Az. K

A—>+o0 A—r+o0

Lemme 2.3.4. Soit A un opérateur linéaire satisfaisant les conditions 1) et 2) du lemme (2.3.2).
Alors Ay est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu de contractions

(et™N)s0 Vo € X, \, 1 > 0 nous avons :
| e — Mg <t Ay — Az ||
Démonstration Puisque Ay = A2R(\, A) — A\ et R(\, A) est borné alors A, est un opérateur

linéaire borné sur X, donc d’aprés le théoréme 2.1.1, A, est le générateur infinitésimal du semi-

groupe uniformément continu (e*4*),5¢.
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De plus pour tout ¢ > 0 on a
HetAA H _ ”et)\QR()\,A)eft)\I”

et ||6t>\2R()\,A) ||

_ 2
o~ IROA))|

V/ANRV/AN

N

1
e e =1, car|R(\, A)| < T

Il en résulte que (e!");~( est un semi-groupe uniformément continu de contractions sur X.
Il est facile de voir a partir de la définition que pour tout A, u > 0, Ay, A, " et !4 commutent

entre eux. Il en résulte alors que pour tout z € X :

etAAl, o 6tA“{£

1
_ H/di(etsAAet(l—s)AH)de
S
0

1
<]
0
1

< /t||et5A*et(1_s)A”(A,\x — A,z)||ds
0
<t Ay — Az, car||et8A*|| <1 et ||et(1_s)A“|| < 1. X

di<€tsA)\ et(lfs)AH)x ds
S

Théoréme 2.3.2 (Hille-Yosida). Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupe de contractions (T'(t)); = 0 sur X si et seulement si

1) m = X et A est un opérateur fermé.

2) 10, +oo[C p(A) et pour tout A >0 on a ||R(N, A)|| < 5.

Démonstration (condition nécessaire) La condition nécessaire résulte du corollaire (2.2.2) et
du théoréme (2.3.1) pour w = 0. Pour montrer que les conditions 1) et 2) du théoréme (2.3.2)
sont suffisantes pour que A soit le générateur d’'un Cy-semi-groupe de contractions T'(t)o on

utilise les lemmes précédentes.

(Condition suffisante) Soit « € D(A). Pour tous A\, u > 0, on a

etz — etrz|| < t||Ayr — Az
< A — Ax|| + || Az — Azl
Il vient du lemme 2.3.3 que pour tout x € D(A), e x converge quand A\ — +oo0, et la

convergence est uniforme sur les intervalles bornés. Posons alors

T(t)x = lim e, Vo € D(A).

A—r+o0
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Comme D(A) est dense dans X et (e/4*),5 est uniformément borné, alors :

T(t)r = lim ez, Vo e X.

A—r+00

Et la limite est uniforme sur les intervalles bornés.

De la formule (2.3.1) on voit que
TO)=1,T({t+s)=Tt)T(s), Vt,s =0, et [|T(t)|| <1, Vt > 0.

De plus t — T'(t)x est continue pour toutx € X comme limite uniforme d’une famille de
fonctions continues. Ainsi (7'(t))>0 est un Cy-semi-groupe de contractions sur X.

Pour conclure, il reste & montrer que A est le générateur infinitésimal de (7°(t))¢=o-

Soit B le générateur infinitésimal de (7'(t)):o.

Soit x € D(A), en utilisant la formule (2.3.1) et le théoréme 2.2.2 et compte tenu de la conver-

gence uniforme de e Ayz vers T(t) Az sur les intervalles bornés, on obtient :

T(t)x — 1
TWz =z 1 g (g — )
t t A—+o0
t
1 d
— = (8 AN
[ e
0
t
1 : sA
= - lim e’ Ayxds
t A—+oc0
0

t

1
= 2//\ lim e*" A xds
—+00
0

t
= %/T(S)Axds e Azx.

0
Donc z € D(B) et Bx = Az, ce qui entraine que D(A) C D(B) et Ax = Bx,Vx € D(A).
Comme B est le générateur infinitésimal de (7(¢)):>0 qui est de contractions, alors d’aprés la
condition 2) du théoréme 2.3.2 on a 1 € p(B). D’autre part, puisque A vérifie la condition 2)
du théoréme 2.3.2 alors 1 € p(A). Mais puisque D(A) C D(B) et Ax = Bz, Vx € D(A), on
a (I —B)D(B) = (I — AYD(A) = X, ce qui entraine alors que D(B) = (I — B)"'X = D(A).
Dou A=B. K

Comme conséquence du théoréme 2.3.2 de Hille-Yosida, on obtient :

Corollaire 2.3.4. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction (T (t))t=o-
Alors :
T(t)r = lim e, Vo€ X,

A—r+o0
Corollaire 2.3.5. Soit w > 0. Un opérateur A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-

groupe (T'(t))i=0 vérifiant || T(t) ||< e, Vt >0, si et seulement si :
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1. D(A) = X et A un opérateur fermé.
1
2. lw, +00[C p(A) et pour tout A > w on a || R\ A) ||< o

Démonstration
—) Découle du corollaire 2.2.2 et du théoréme 2.3.1.
<) Le théoréme 2.3.2 de Hille-Yosida appliqué a l'opérateur B = A — wl pour A —w > 0

implique qu’il génére un Cy-semi-groupe de contractions (S(t))s>o. Le Cy-semi-groupe défini par
T(t) = e“'S(t),Vt > 0,
donne le résultat.X¥

Théoréme 2.3.3. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T(t))io sur X
vérifiant :
|T(t)]| < Me®" )Vt >0, avec w >0, M > 1

Alors :
1. D(A) = X et A un opérateur fermé.
2. Pour tout X € C tel que ReA > w on a X € p(A) et
M
RN A ——,VneN.
IROLA € o Wn €
Démonstration

1) Déja vu dans le corollaire 2.2.2.

2) D’aprés le théoréme 2.3.1, comme ReA > w, alors A € p(A) et pour tout x € X, on a

r M
A A)z e MT(s)xds, et |[RINA)|| < 5———
ROV A)e = Bz = [ e T (o)ads, et RO A)| < 73—
0
Il est facile de voir que
d ro
d_)\R(/\ A)x = se” " T(s)xds, Vo € X,

0

et par récurrence on obtient pour tout x € X et tout n € N, que :

d I
KRO\ Ax = (— /SHGAST )ads.
0
dn
Par ailleurs, par le lemme 1.2.8, on a KR()\ A) = (=1)"nIR(\, A)"+L.
Il en résulte alors que :
1 o0
R\, A"y = ] /s e MT(s)xds, Vo € X,

0
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D’ou -
1
R\, A"z = W/snle’\sT(s)xds,Vx € X,Vn e N*
n—1)!
0

Il vient alors que pour tout x € X et tout n € N*, on a

n 1 i n— —AS
IR\, A) x| = WH/S Le™ T (s)xds
0

< 1 ?n—l
S (n—1)! §

e MT(s)x||ds

[a—
0\80

< (=1 s" e TR M eS| 2 || ds
n—1)!
< m”x“ (Intgration par parties (n — 1) fois).
Dioit B, AP < —2L e NR
U <———, VneN
’ (ReX — w)™

2.4 Théoréme de Hille-Yosida dans le cas général

Dans ce paragraphe on va démontrer le théoréme de Hille-Yosida dans le cas général d'un

Cy-semi-groupe sur X. Tout d’abord on va commencer par démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.4.1. SoitA : D(A) € X — X un opérateur linéaire tel que ]0,00[C p(A) et
vérifiant :

[IA"R(N, A)"|| < M, ¥n €N, VA > 0.

Alors il existe une norme ||.||1 sur X équivalente & la norme d’origine ||.|| vérifiant :
Lzl < lzfly < M|z, Vo € X.
2. |AR(\, A)zxlly < ||z|1, Vo € X.

Démonstration Soit > 0. Posons :
lll = supll” Bp, A", ve € X, (2.12)
Ii est facile de voir que ||.||, définit une norme sur X vérifiant :
]l < lll,e < M|, Vo € X, (2.13)
et

R, Al < 1, (2.14)
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Montrons alors que :

AR, A)||, <1, pour 0 < A < (2.15)
Soit x € X. Posons y = R(\, A)x. Il vient alors de I’équation de la résolvante que :

=R\, A)z = R(p, A)(z + (1 — N)y).
Et par l'inégalité triangulaire et 'inégalité (2.14) on obtient :

1yl = 1R, Az + (1 — N R(p, Ayl
< [R(ps Azl + (= N[ R, Ayl

1 = A
< =zl + —ly
u” I . Y1l

Ce qui entraine [Jyl|,(1 — “;) 1 HxHM, et par suite ||y, < ||z, Vo € X.
D’ou [[AR(A, A)||, < 1, pour 0 < )\
Des inégalités (2.13) et (2.15), on voit facilement que :

IN"R(A, A)"z|| < [[A"R(A, A) x|, < |||, pour0 < A < (2.16)
Dot ||z||x < ||z]/, pour 0 < A < p. Posons alors
Jolls = il € X.
En faisant tendre 4 — 400 dans I'inégalité (2.13) on obtient :
]l < lzfly < Mjz]], Ve € X,
En prenant n = 1 dans l'inégalité (2.16), il vient que :
AR, Azl < [l Ve € X

En faisant tendre 1 — +o00 on obtient [|[AR(X, A)||; < ||z]1 Vo € X. D’ou|[AR(A, A)z|; < 1.K

Théoréme 2.4.1. (Théoréme de Hille-Yosida, cas général)

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T(t))i=0 sur X
vérifiant |T(t)|| < Me“t, t >0, avec w >0, M > 1, si et seulement si :

1. m = X et A est un opérateur fermé.

2. Pour tout X € C tel que ReX > w, on a A € p(A) et

M

—,Vn e N.
(ReX —w)"’ ne

1R A)* ]| <
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Démonstration
—) Découle du théoréme 2.3.3.
<) Supposons que A vérifie les assertions 1) et 2) du théoréme 2.3.4, alors sans perte de

généralité et quitte a considérer le Cy-semi-groupe S(t) = e “'T'(t), V¢t > 0, on peut supposer

que w = 0.
L’assertion 2) implique dans ce cas que ||[A\"R(\, A™)|] < M,¥n € N,VA > 0. Soit || . ||; la
norme équivalente a || . ||, définie dans le lemme (2.3.5) et vérifiant :

lz|| < |lzl|i < M|jz||,Vz € X, et |[AR(N, A)|l; < 1,YA > 0. (2.17)

11 vient alors du théoréme (2.3.2) de Hile-Yosida pour les Cy-semi-groupes de contractions que
A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T'());=0 de || . |1 contractions sur X, et

en utilisant l'inégalité (2.17), on obtient pour tout ¢ > 0 et tout z € X,

1T (@)z]] < T @)L
@)1l

|zl

MJ]].

INCININ N

Drou||T'(t)|| < M,vt > 0.K

2.5 Quelques classes spéciales de cy-semi groupes

2.5.1 C(y-semi groupe différentiables

Définition 2.5.1.
On dit que Uapplication t — T'(t)x est différentiables si :

lim T(t)x —T(s)x

t—0 t— s

existe

Ot

Définition 2.5.2.
On dit qu’un semi-groupe fortement continu {T'(t)}1>o est différentiables si 'application

0,02 t+——T(t) z € E, est différentiable.
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2.5.2 (y-semi groupe analytique

Définition 2.5.3.

Désignons par A l'ensemble
{Ze€C:ReZ >0et ¢y <argZ < ¢y tel que ¢ <0 < ¢po}.

On appelle Semi-groupe analytique une famille {T(Z)}zea C L(X) vérifiant les propriétés
suivantes

1. T(0) = I,

2. T(Z1+ Zy) =T(Z))T(Zs), V74,75 € A;

3.%1%T(Z)x =x, Ve e B, VZ eA;

4. L’application Z € A — T(Z) € L(X) est analytique dans ’ensemble A.
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Chapitre 3

Application sur ’équation de la chaleur

3.1 Probléme homogéne a valeur initiale

On s’intéresse a ’étude du probléme homogeéne abstrait de la forme :

u(t) = Au(t),t =0
u(0) = .
ou t est la variable temps, v est une fonction a valeurs dans l'espace de Banach X. avec

A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire et x € X est la valeur initiale.

Définition 3.1.1.

1. Le probleme a valeur initiale

() = Au(t),t >0

3.1
u(0) = =, (3.1)

(PHC) {

est dit le probleme homogéne abstrait de Cauchy associé & (A, D(A)) et de valeur initiale
r e X.
2. Une fonction u : RY — X est dite solution (classique) du probléme (PHC'), si u est conti-
nue pour t > 0, contindment différentiable et u(t) € D(A) pour t > 0, et u vérifie (PHC).

Notons que puisque u(t) € D(A) pour t > 0 et u est continue en t = 0, ne peut pas avoi

Théoréme 3.1.1. Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe (T(t))i=o Sur
X. Alors pour tout x € D(A), la fonction u : t — u(t) := T (t)x est 'unique solution classique

du probleme (PHC') & valeur initiale x.

Démonstration Soit x € D(A), alors il vient de l'assertion 3) du théoréme (2.2.2) que

u(t) = T'(t)z est une solution Classique du probléme (PHC)).
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Soit v une autre solution classique de (PHC'). Soit ¢t > 0. Alors pour tout s € [0,¢] on a :

d(T(t — s)v(s))

U ot 5)Aus) + T~ ) )

= — T(t — s)Av(s) + T(t — s)As(s)
=0.

Ce qui entraine alors que pour tout € D(A), la fonction s — T'(t — s)v(s) est constante, et
en particulier ses valeurs aux points s =t et s = 0 coincident.
D’ou

v(t) =T(t)z,Vt > 0.K

Théoréme 3.1.2. Soit A un opérateur linéaire & domaine D(A) dense dans X tel que p(A) # (.
Alors le probléme & valeur initiale (PHC) admet une solution unique, qui est contindment
différentiable sur [0, 400, pour toute donnée initiale x € D(A) si et seulement si, A est le

générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe (T'(t))eo-

Démonstration Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (7'(t)):>0, alors par
le théoréme (3.1.1) il s’ensuit que pour tout x € D(A), la fonction u : t — u(t) := T(t)z est
'unique solution du probléme (PHC'). De plus u est continiment différentiable sur [0, 4+o00].
Réciproquement, supposons que (PHC') admet une solution unique qui est continiment dif-
férentiable sur [0, 4+o00[ pour tout x € D(A), notée u(t,z). Montrons que A est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe.

Pour = € D(A), on définit la norme graphe |z|q = ||z|| + ||Az]|.

Puisque p(A) # 0, alors A est fermé et par suite D(A) muni de la norme graphe |.|¢ est un
espace de Banach qu’on note [D(A)].

Soit Xy, = C([0, %], [D(A)]) l'espace de Banach des fonctions continues de [0,to] dans [D(A)]
muni de la norme supérieure.

Considérons Papplication S : [D(A)] — X, définie par Sz = u(t,x) pour tout 0 < ¢ < t.
Par linéarité du probléme (PHC') et I'unicité de la solution, il est clair que S est un opérateur

linéaire défini sur [D(A)]. De plus Uopérateur S est fermé, en effet, si x,, — = dans [D(A)] et
t

Sa, — v dans X, alors puisque A est fermé et u(t,z,) = x, + [ Au(r, x,)dr, et en faisant
0

t
tendre n — oo, il s’ensuit que v(t) = x + [ Av(T)dr.
0
Ce qui entraine que v(t) = u(t,x) et par suite S est fermé.

Il vient du théoréme du graphe fermé que S est borné et

sup |u(t,z) |c<Clzx|e. (3.2)

0<t<to
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Maintenant, on définit 'application T'(t) : [D(A)] — [D(A)] par T'(t)x = u(t, ).

Par unicité de la solution du probléme (PHC) il vient que (T(t));>o vérifie la propriété des
semi-groupes.

D’aprés (3.2) on a pour 0 < ¢ < tg, (T'(t))i=0 est uniformément borné.

Cela implique que T'(t) est prolongeable par
T(t)x =T(t — nty)T (to)"x, pour nty < t < (n+ 1)to,
en un semi-groupe sur [D(A)] vérifiant :
IT(t)z|a < Me¥|x|q.

Montrons que :
T(t)Ay = AT (t)y,Vy € D(A?). (3.3)

Posous :
t

v(t) =y + /u(s,Ay)ds, (3.4)

0
on a

¢
V(t) = wu(t,Ay) = Ay + fdisu(s,Ay)ds
0

- A(y + Oftu(s,Ay)ds) — Au(t),

puisque v(0) = y, d’aprés 'unicité de la solution du (PHC), v(t) = u(t,y) ce qui entraine que
Au(t,y) = v'(t) = u(t, Ay). D’ou 'égalité (3.3).

Maintenant, puisque D(A) est dense dansX et p(A) # () alors D(A?) est aussi dense dans X.
Soit Ag € p(A), Ao # 0 fixé et soit y € D(A?). Si x = (A — A)y, alors par (3.3),

(3.5)

T(t)x = (Aol — A)T(t)y,

et donc
Tz = (Al —A)T )y

< ColT(t)yle < Cre*yla,
<

Col|z||, ce qui entraine que ||T'(¢)z| < Coe“t||x]|.

(3.6)

D'autre part on a [yl = ] + | Ay
11 s’ensuit alors que (7'(t))=0 est prolongeable par continuité sur X tout entier, et donc (T'(¢));>o-
devient un Cy-semi-groupe sur X.

Il reste & montrer que A est le générateur infinitésimal de (7'(¢)):>0 Soit B le générateur infini-
tésimal de (T'(t))¢=0 et x € D(A).

par définition on a T'(t)x = u(t, x) et donc %T(t)w = AT (t)x pour t > 0.
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dTCg)“” — Az, ot D(A) € D(B) et Az = Bx,Va € D(A).

=0
Soient A € C tel que Re) > w et y € D(A?). Par I'égalité (3.3) et comme Az = Bx,Va € D(A),

il vient que :

Ce qui implique

e MAT(t)y = e MT(t) Ay = eMT(t) By. (3.7)

En Intégration (3.7) entre 0 et 400 on obtient :
AR(\, B)y = R(\, B)By. (3.8)

D’autre parte on a pour tout y € D(A?),

BR(\, By = R(\, B)By,

et donc
AR(X\, B)y = BR(\, B)y.

Puisque a famille (BR(), B))so est uniformément bornée, A est fermé et D(A?) est dense dans

X, il en résulte que

AR(XN, B)y = BR(\, B)y pour tout y € X.

Ce qui implique que ImR(\, B) = D(B) C D(A), et que Az = Bx,Vx € D(B), D’oi A= B.K

3.2 Exemple(L’équation de la Chaleur)

Considérons I'équation de la chaleur qui décrit les phénoménes de diffusion :
0 1) 82“( t), z € R,t >0
—(x = —(x x
(EC)q ot Ox2" 7 ’
u(z,0) = f(z), v €R,

ot f est une fonction continue bornée de R dans R.

On va utiliser la transformée de Fourier partielle par rapport a x pour trouver une solution
(formelle) de (EC).

Rappelons que pour tout u € L'(R) U L*(R) la transformée de Fourier partielle par rapport a

x de u est la fonction notée G définie par :
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u(&,t) = \/%/Re”gu(x,t)dx,ﬁ € R.
u

(5
(5 o U6 - ~€ite.

(%)= (2)en

En appliquant la transformée de Fourier a (EC) on trouve :

Q

)(5, ) = icale. 1

QJQJ

Za(E,t) = —€au(6,t),t>0, R
a€,0) = (&), ¢eRr.

(3.9) est une équation différentielle ordinaire, ou & joue le role d’'un paramétre, et dont la

(3.9)

solution est donnée par :
aEt) = e f(6),t > 0,6 eR.
Pour trouver u on applique la transformée de Fourier inverse en utilisant le fait que
.2
e = \Fe o pour t>0et queud=1u u * v. Par suite on trouve que u(.,t) = ﬁefﬁ x f.
D’ou :

—(w y)

u(z,t) f(y)dy, ¥t > 0,Vx € R. (3.10)

\/H

Puisque f est continue bornée et en utilisant le théoréme de dérivation sous le signe intégral,
on montre que u est bien une solution de (EC).

Notons que la condition initiale de (EC') est vérifice par u donnée par (3.10) dans le sens
suivant :

hm+u(x t) = f(x) d’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, et on note encore
t—0

u(z,0) = f(z).

Le résultat se reproduit dans le langage des semi-groupes de la facon suivante : pour toute
fonction f est continue bornée et tout ¢t > 0 on pose : T'(t) f = u(.,t), ot u est "'unique solution
classique de (EC') donnée par(3.10).

On définit ainsi le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur ’espace des fonctions continues
et bornés appelé le semi—groupe de Gauss-Weierstrass par :

(T@)f)(x) =

*(I y)

\/4— (y)dy,Vt >0,V € R, et T(0) = 1.
it

Le semi-groupe de Gauss-Weierstrass n’est pas un Cy-semi-groupe.
Il s’avére que T'(t) f e f dans l'espace des foncions continues bornées si et seulement si f
t—0

une fonction bornée uniformément continue de R dans R.
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