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Introduction générale

La théorie des inégalités variationnelles est aujourd’hui bien connue. Son champ d’ap-
plication s’est considérablement développé dans de nombreux domaines comme 1’économie
mathématique, les sciences de l'ingénieurs, I'industrie, physique , etc... plus récemment,
elle est devenue une des méthodes importantes pour I’étude des problemes variationnels
non convexe (Voir par exemple[l, 12, 13]).

L’inégalité variationnelle sous la forme

Trouver z* € C et y* € F(x*);
(V)

(y*,x — x*) > 0, pour tout z € C,

ou C est un sous ensemble de ’espace de Hilbert H et F': H = H est une multifonction,
a été étudié dans le cas ou C' est convexe par plusieurs auteurs (voir [13, 14]).

Dans [3], les auteurs ont obtenu un résultat d’existence pour (IV) quand I’ensemble C'
est non convexe.

On va surmonter les diffécultés de la non convexité de I’ensemble de contrainte C' par
I'utilisation de quelques techniques d’analyse non lisse.

Cette classe d’ensembles est appelée la classe des ensembles uniformément prox réguliers
ou r-prox réguliers.

Le concept de prox-régularité uniforme a été introduit par H. Federer dans [11] en
dimension finie sous le nom d’ensemble ”positively reached”. Puis les ensembles prox-

réguliers dans un espace de Hilbert ont été considérés par A. Canino dans [8] sous le nom
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d’ensembles "p-convexes”, et aussi par F. H. Clarke, R. J. Stern et P.R. Wolenski dans
[9] en tant qu’ensembles ”proximally smooth”. La notion de prox-régularité locale ainsi
que la dénomination de prox-régularité pour les ensembles dans un espace de Hilbert ont
été introduites par R.A. Poliquin, R.T. Rockafellar and L. Thibault dans [15].

Ce mémoire est consacré a une étude d’existence de solutions pour une nouvelle classe
de probemes variationnels dans le cas ou I’ensemble des contraintes C' est non convexe via
une technique de discrétisation développée dans [4].

Pour pouvoir exploiter les outils et les techniques de I’analyse non lisse, les auteurs de
[4], ont suivi I'idée qui consiste a reformuler 'inégalité variationnelle (IV) et la réécrire en

terme du cone normal, le probleme variationnel (PV) suivant

Trouver z* € C
(PV)
F(z*) N —Ng(z*) # 0,
ol Ne(x) dénotes le cone normal, au sens d’analyse convexe, a C' au point z.
Dans le cas ou 'ensemble de contrainte C' est r-prox régulier, les auteurs de [4] ont

proposé un algorithme de projection qui converge vers la solution d’inégalité variationnelle

non convexe suivante

Trouver z* € C et y* € F(x*);

(IVN)
Iyl

2r

(y*,x — x*) + | z —2* ||*> 0, pour tout x € C.

ou
Trouver z* € C;
(PVN)
F(z*) N =NE(z*) # 0,
ot Nl (z) dénotes le cone normal proximal & C' en x et sous la monotonie forte de la
multifonction F'.

Les auteurs de [4] ont modifié le probleme (PVN) pour englober plus de cas particulier.

Ils ont supposé que l'ensemble de contrainte C' est une multifonction définie de H dans
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H. Le probleme (PVN) devient

Trouver z* € C(x*) tel que
(PQVN)

F(x*) N =N{ oy (2%) # 0.
Ce probleme est appelé Probléme Quasi- Variationnel non convere (PQVN).

Le mémoire est organisé comme suit. Dans le chapitre 1, on rappelle les principaux
concepts et résultats préliminaires que nous avons utilisé tout au long de ce travail ainsi
que quelques propriétés des ensembles uniformément prox réguliers ou r-prox réguliers.
Ensuite on énonce le chapitre 2, on donne dans la deuxieme section quelques résultats
auxiliaires utilisés dans la suite. L’objective de la section 3, est ’étude de 'existence de
solutions pour I'inégalité variationnelle (IVN) dans [4].

Dans le chapitre 3, nous rappelons quelques résultats fondamentaux concernant le
cone normal proximal dont nous aurons besoin dans la suite. Nous allons montrer que les
résultats obtenus dans le chapitre 2 peut éetre étendu au cas ou I’ensemble de contrainte
C' est une multifonction définie de H dans H.

Les auteurs de [4] ont proposé différents algorithmes pour résoudre une nouvelle classe
de problemes variationnels non convexes plus précisément dans le cas uniformément prox

réguliers.



Chapitre 1

Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous résumons les notations et les concepts de base du cone et de
prox-régularité uniforme liés a I’étude d’inégalié variationnelle, ainsi que les résultats que

nous avons utilisé dans ce mémoire.

1.1 Notations

Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-, -}, et de la norme associée

On note par

B ou B(0, 1) la boule unité fermée de H.

co(A) 'enveloppe convexe de A.

de(+) la fonction distance au sous ensemble C.

dg la distance de Hausdorfl.

4(+, C) la fonction indicatrice de C'.

5*(+, C) la fonction support de C.
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s.c.l semi-continue inférieurement.

Of le sous différentiel de f.

- N¢(x) dénotes le cone normal, au sens d’analyse convexe, a C' au point .

NE(z) le cone normal proximal a C' en .

1.2 Ensembles convexes

Définition 1.1 Une partie C de H est convexe si
Ve,y e CVYA€[0,1]: Az + (1 — Ny e C.

Définition 1.2 L’enveloppe convexe d’un sous ensemble C' C H est le plus petit convexe

qui contient C'. Elle est noté co(C).

Définition 1.3 L’enveloppe convexe fermé de C C H qu’on note ¢o(C') est le plus petit
convexe fermé de H contenant C'. Donc c’est lintersection de tous les sous ensembles

convezes fermés de H contenant C'.

1.3 Fonctions convexes

Définition 1.4 Soient H un espace de Hilbert et une fonction f: H — RU{+oc0}. On
appelle domaine effectif de f l’ensemble défini par

domf ={x € H: f(r) < +oo}.
Définition 1.5 La fonction f est dite propre si domf # 0, et f(x) # —o0, Vo € H

Définition 1.6 On dit qu’une fonction f : H — R U {400} est convexe si pour tous

z,y € domf et pour toutt € [0,1] on a

fltz+ (1 —t)y) <if(x) + (1 —=6)f(y).

Définition 1.7 Soit C' un sous ensemble non vide de H. La fonction indicatrice de C,
définie par
0 sizelC

5(%(]):{ +oo six ¢ C.
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Définition 1.8 La fonction polaire de d(-, A) appelée aussi fonction support de A, est la
fonction §*(-, A), définie sur H par

5°(€, A) = sup (€,2), V€ € H.

€A

1.4 Projection sur un convexe fermé

Théoreme 1.1 [2] Soit x un élément d’un espace de Hilbert H et C' un sous-ensemble

convexe fermé non vide de H. Il existe un unique point y € C tel que
=l|ly — x| = inf ||z — x| .
do(@) = lly — 2 = inf |12 — 2]

Ce point y est appelé la projection de x sur C' et noté Projo(x).

1l est caractérisé par l'inégalité variationnelle suivante

(y—x,y—2) <0 Vzel.

Preuve.

1. Existence de la projection :
On pose

d=inf ||z — z|| = d® = inf ||z — z|*.
zeC zeC

Par la définition de la borne inférieur on a
Ve>0, 3z2e€C: |z—z|° <d®+e,
1
en prend € = — donc
n
* 2 2 1
VneN* 3z, €C: |z, —z||" <d +—.
n

Maintenant nous allons montrer que la suite (z,) est une suite de Cauchy. Par
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Pidentité du Parallélogramme : [ly — z||* + ||y + 2||* = 2 (J]=[|* + [|y|*) -

Soit p>0: 120 = 2|I> = 120 — = + 2 — 2|7

2 2 2
= 2|lz0 = 2" + 2|2 — 2" = [z + 2, — 22

2
Zn + 2p

:2Hzn—x|]2—|—2\|zp—x\|2—4 —x

< (2d2 + 2) + (2d2 + 2) — 4d?
n p

2 2
<—+- —0.
nop

On déduit que (z,,)nen+ est de Cauchy. Puisque H est complet, (z,)nen converge et

on note sa limite y € C' (car C est fermé), par continuité de la norme on a alors
lim |z — 2] = [ly — =[],
n—-m—ao

donc

ly ==l < d,

et par la définition de d on a ||y — z|| > d, on aura
ly — | = d.

2. Unicité de la projection :
Supposons que y; et y, deux projections de x sur C, la caractérisation de la projec-
tion donne

(x—y,z2—y) <0 ,Vz€C,
(x —y2, 2 —yo) <0 ,VzeC.

Par ’addition on trouve

—(x =y, 01 — y2) + (T —y2, 00 — y2) <0,
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ce qui donne

<yl — Y2, 91 — ?/2) S Oa

par conséquent

Hyl - y2H2 <0,

ce qui donne y; = yo d’ou I'unicité de la projection.

1.5 Sous différentiel et cone normal

Donnons dans ce qui suit quelques définitions (Voir [9, 10, 15, 17]).
Soit f : H — R U {400} une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i), et soit x un
point de H ou f est finie.

- Le sous différentiel de f au sens d’analyse convexe au point x est défini par
Of(x) ={§ e H: ({,h—x) < f(h) — f(z),Vh € H}.
- Le sous différentiel de Clarke de f au point = est défini par
O°f(x)={¢e€ H: (&h) < fl(a;h),Vh € H},
ot f1(z;h) est la dérivée directionelle généralisé de Clarke donnée par

f'(x; k) := limsup inf f(&+th) — f(£)

, )
itz h—h t
t]0

ott & —7 x veut dire & — x et f(£) — f(x).
- Le sous différentiel proximal 9% f(x) est 'ensemble de tous les points ¢ € H pour

lesquels il existe p > 0,3 > 0 tels que

(&, —x) < f(d) — f(z) + B || — 2| V% € z + pB.
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Remarquons que nous avons toujours
0" f(a) € O f ().

Par convention on pose

0" f(z) = 0 f () = @,

quand f(z) est infinie.
Notons aussi que 9 f(x) est un convexe fermé par contre 9F f(z) est un convexe pas

nécessairement fermé.

Si de plus f est convexe, alors tous les sous différentiels coincident, i.e.,

0" f(x) = 0 f(x) = Of ().

- N4(y), le cone normal & A au point y ( il s’agit du cone des normales sortantes),

définie par

§eNaly) e yedet (§y)=0"(§A) S yeAet £ €diy,A),

et nous avons

y = Proja(xz) & v —y € Na(y).

Précisons la relation utile par la suite entre le sous-différentiel et le cone normal du
meéme nom.
- Soit & € S. On appelle cone normal de Clarke (resp. cone normal proximal) a S au

point x le sous ensemble N§ () (resp.NZ(x)) défini par

NS (2) = 096(x, S) (resp. N (x) = 0"6(x, S)).

10
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Notons que le cone normal proximal est aussi donné par
NE(z):={¢€ H /3a>0,z¢c Projs(z + af)},

ou

Projs(u) :={y € S/ds(u) := [lu—yl|}.

Remarque 1.1 Soit x € S. Si S est convexe alors

N§ (z) = Ns(y) = N§ (2).

Dans [10], les auteurs ont prouvé une caractérisation du cone normal proximal N¥

vérifiée globalement pour tout 2’ € S. Nous la citons dans la proposition suivante :
Proposition 1.1 Soit S un sous ensemble non vide fermé de H, pour tout x € S alors

NE(z)={¢€HJo>0: {2 —a)<ol| 2 —x|?® pourtout 2’ €S}

La relation entre le cone normal proximal et le sous différentiel proximal de la fonction

distance est donnée par la proposition suivante due a [6].
Proposition 1.2 Soit S un sous ensemble non vide fermé de H et x € S. Alors
oFdg (x) = NE (2) N B.
Définition 1.9 On appelle cone normal limitant a S en x [’ensemble
N&(z) = {¢ € H,3(z,) € C",3(&) € (NE (@) w0 — 7,6 = €}.
Remarque 1.2 Six € int S, alors NE(z) = Ni(z) = {0}.
Définition 1.10 On appelle cone normale de Clarke a S au point x [’ensemble noté
N (x) = e[ N§ ()]

Définition 1.11 On appelle cone normal d’un ensemble convere S de H au point x € S,

I’ensemble définie par
Ng (z):={¢ € H;{{,2' —x) <0,Va’ € S}.

c-a-d un vecteur £ est un vecteur normal de S a x si & ne fait pas un angle aigu avec

chaque segment de ligne en S a partir de x.

11
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Ne(x)

Ne(x) N

\&

Fi1Gc. 1.1 — Exemples de Cones normaux.

Remarque 1.3

i)On a clairement

NE(z) c Ni(x) et NI(x)c NY(x).

i1) Notons aussi que NS (x) est un convexe fermé par contre NE (z) est un convexe pas
nécessairement fermé.

1i1) Si S est convexe alors
Ng () = Ns(z) = N§ ().

Théoreme 1.2 Soit E un espace vectoriel normé, C' C E un sous ensemble conveze tel
que int(C) # 0. Alors si x € int(C'), alors No(z) = {0} .

Preuve.
Soit v € No(x) = v =07
x€int(C) =36 >0, x4+ iB(xy,r) CC,

(v,x+d0e—x) <0 ,Veé€& B(xg,r),
(v,0e) <0 Ve € B(xo,r),

(v,e) <0 ,Ve € B(xg,r).

Soit r > 0 suffisamment petit telle que rv € B(xg, r)

(v,rv) <0 =7 HvH2 <0,

= ||v]| =0 = v =0.

12
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Exemple 1.1
- x3 € intC = N¢(z3) = {0}.
- 124 ¢ C = Ng(xy4) =0.
- Soit H=R?; C = [0,1] x [0, 1], si on prend x € int(C), alors No(x) = {Op:}.

N(;(ﬂh) e T4 e C= NC,’(S{M) =0

Ne(zs) =0 Ne(z2)

Fi1G. 1.2 — Cone normal aux différents points d’'un convexe

1.6 Multifonction et propriétés

Définition 1.12 Soient A, B deuz sous ensembles d’un espace métrique (X,d), l’écart
entre A et B est défini par
(A, B) = supd(a, B),

acA

avec

e(B,A) = infd(A,b),

beB

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par
du(A, B) = max{e(A, B),e(B,A)}.
Remarque 1.4

diy(A,B) <a < AC B+ B,(0) et BC A+ B,(0).

13
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Définition 1.13 Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multifonction ( ou multi-
application) F' définie sur X a valeurs dansY est une fonction qui a chaque élément x € X

associe un sous ensemble F(x) deY, on note F : X =Y ou F: X — P(Y), (P(Y) est
I’ensemble des parties de Y ).

Le domaine, le graphe et I'image de la multifonction F': X = Y sont donnés par
D(F) := Dom(F) ={z € X/F(x) # @},
gph(F) = {(z,y) € X x Y/ x € D(F),y € F(x)},

Im(F) = xelL)J(F)F(x).

Définition 1.14 Soient X,Y deux espaces métriques et F : X =Y. On dit que F est

continue si pour tout r € X nous avons

limdy(F(2), F(#)) = 0.

dy est la distance de Hausdorff.

Définition 1.15 On dit que F' : X =2 Y est lipschitzienne de rapport X > 0, si pour tous

r, T € X nous avons

du(F(x), F(£)) < My (2, £).
dx la distance métrique de X.
Apres avoir donné la définition et les propriétés d’'une multifonction, nous remarquons
que, pour une fonction ¢ : H — R U {+0o0} propre, convexe et s.c.i, la correspondance :
Jp: H=H

w— 9o (u)

est une multifonction qui vérifie la définition 1.13. Par suite nous obtenons que le domaine
de Oy est donné par :
D(0¢) = {u € H/dp(u) # 0}.

D’autre part, I'image de Jp est défini par :
m(dp) = | J dp(u).

ueH

De plus, nous avons D(0p) C dom(yp).

14
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1.7 Propriétés des ensembles uniformément prox-réguliers

Introduction

Dans cette section, on présente une propriété d’ensemble plus faible que la convexité,
autrement dit, ensemble uniformément prox-régulier ou r-prox réguliers.

De tels ensembles sont aussi dits positivement atteints, p-convexes, O(2)-convexes et
proximalement lisses dans [11], [18], [8] ,[16], et [9] respectivement.

La notion de prox-régularité locale ainsi que la dénomination de prox-régularité pour
les ensembles dans un espace de Hilbert ont été introduites par R.A. Poliquin, R.T.
Rockafellar and L. Thibault dans [15], les auteurs ont montré que le cone normal d'un
ensemble et la distance associée a cet ensemble ont une étroite connexion avec la prox-
régularité de cet ensemble.

Dans ce travail nous sommes intéressés par la nouvelle classe d’ensembles non convexes
appelée la classe des ensembles uniformément prox-réguliers . L'une des importantes pro-
priétés de cette classe est la coincidence de tous les cones normaux contenus dans le cone
normal de Clarke, c-a-d, NE(-) = N&(-) = -+ = N&(+). D’out la coincidence de tous les

problémes associés aux ensembles uniformément prox-réguliers.

15
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Définition 1.16 Un ensemble C est dit uniformément prox-régqulier, r €]0,+o0] si la
projection métrique Projc(-) sur C est unique et continue sur le tube U,(C) défini par
U (C)=A{x € H :dc(z) <r}. SidimH < +o0 alors C est dit uniformément prox-régulier
si Projo(-) est unique sur U,(C).

Fic. 1.3 — Ensemble uniformément prox-régulier

Fi1G. 1.4 — Ensemble non uniformément prox-régulier

Une premiere caractérisation en terme de cone normal (voir [15]) est que pour tout

vecteur non nul £ € No(z), on a
_ r
x € Projo(x + mf)

En utilisant ceci et le fait que pour z' € C,

|z — (z+ ﬁé)HQ < ||z +

r

12
ers I

on a d’'une maniere équivalente la caractérisation suivante ( voir [9, 15]) :

16
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Proposition 1.3 Soit r €]0,+00], un sous ensemble C' est r-proz régulier si et seulement

si, pour tout ' € C et tout £ € NE(2')\{0} ,

B« +rygpr) NO=0

autrement dit, si et seulement si, pour tout ¥’ € C' et tout £ € NE ('),

5 /> 1 /|12 /
—— -2 )< —|z—2|°,  pourtoutz’ €C.
<||§|| 2r

Dans le cas particulier ou » = 400, on trouve que la r-prox-régularité de 1’ensemble

C avec r = +o0o correspond a sa convexité.

Proposition 1.4 [7] Si C est r-proz-régulier, alors pour tout y € H, tel que dc(y) <,

la projection de y sur C' est bien définie, au sens ou l’ensemble Projc(y) est un singleton.

Propriété 1.1 L’union de deux ensembles r-proz-réguliers est r-proz-réqulier .

Preuve.

Soient S et Sy deux ensembles r-prox-réguliers, soit S = 57 U S,.

Montrons que S est r-prox-régulier.

Soit zg € S = S1US,, d’apres la caractérisation de I’ensemble r-prox-régulier propositionl.3

pour tout zy € S;,Vz' € N¥(2),2' # 0 on a

4 1
(ropv-=)<glv-alwescs (1)

pour tout zy € S, V2’ € NF(2),2' # 0 on a

z 1
(ropv-=) < lv-oPwescs (12)

D’apres (1.1) et (1.2) on obtient

z 1
<—,y—zo> < o |y — 20 ||, Vy € Sy ouy € Ss.

=" 1]

Par consequent

Z 1
<—H 7 H>y—zo> < o Il v — 20 12, Vy € S;USy =S

17
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D’ou S est r-prox-régulier.
O
Quelques propriétés importantes de ces ensembles sont résumées dans la proposition sui-

vante (voir [4, 7, 8, 9, 15]).

Proposition 1.5 Soient r €]0,+o0] et C' un sous-ensemble non vide fermé uniformément

prox réqulier de H. Alors on a

a) Pour tout x € H avec do(x) < r, on a Projo(x) # 0, c-a-d, la projection Projc(x)
existe et elle est unique.

b) L’application Projc est bien définie sur U,.(C) et, pour tout réel positif r' < r, Uap-
plication Projc est lipschitzienne sur U, avec —— comme constante de Lipschitz,

i.e., pour tous x,x’ € U.(C)

I Projo(x) — Projo(x) ||<

el EE B

c) Le cone normal proximal est fermé sur C.
Remarque 1.5 Comme une conséquence directe, pour les ensembles uniformément prox

réquliers, le cone normal proximal a C coincide avec tous les cones normaux contenus

dans le cone normal de Clarke en tout point x € C, c’est-a-dire,
NE(z) = N&(z), pour tout x € C.
Dans la suite, on note Nc(z) = NE(z) = NS (), pour tout x € C.

Exemples 1.1 /3, 7]

1. Tout les ensembles convexe sont des ensembles r-prox régulier avec r = +00, dans
ce cas tout les cones normaux coincident avec N&™ ().
2. L’union de deuz intervalles disjoints |a,b] et [c,d] avec ¢ > b n'est pas convexe mais

c=b

elle est r-prox réguliere avec r = %

3. L’ensemble
{(z,y) e R* :max{|z — 1, |y — 2|} <1} U{(z,y) e R®: [z — 4| + [y — 2| < 1}

est non convexe mais r- prozx réqulier avec 0 < r < %
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Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

4. L’union finie des intervalles disjoints est toujours r-prox réqulier.

5. L’union de deux ensembles convexes disjoints n’est pas convexe mais elle est r-prox

réguliere avec v égale a la moitié de la distance entre les deur ensembles.

Enoncons a présent une caractérisation trés utile des ensembles uniformément prox-

réguliers obtenue dans [7].

Proposition 1.6 Soient r €]0,400] et C un sous-ensemble non vide fermé r-prox-régulier

de H. Alors pour tout x € C et 0 # & € NE(x) on a

2
<ﬁx - I> <l | +de(a);

pour tout ' € H, avec de(x') < r.

Preuve.

D’apres la proposition 1.3 de la prox-régularité on a

§ / > 2 /
—— ' —z)< - |2 —a|,Veel.
<H§H r

Fixons © € H tel que d’apres la proposition 1.5 a) : do(z) < r, puisque C' est r-prox
régulier.

Soit y I'unique point de C' tel que :

de(z) =]l 2" —y |
pour tout ' € H
fz—yl=llz-2"+2"—y|
<le—a |+ 2" =y
=[x — 2" || +dc(2)
<le—a'|| +|z—2"|

=2||z—2"].
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Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

Or

le—yl<2)z—a"]

et donc par la caractérisation de I’ensemble r-prox régulier, on obtient

Lx/_x>_<fo_> <L _x>
<n5w e V) \Ter?

_ /& _> <L /_>

<u£wy v)\rert Y

1 §
<—lly—= 2+<—,x’—y>
o 1= I\
1 Vel
< Lyyoapalely gy
<l
<Lojr—a -yl

(12" = [*) + de(x)

| 2" — 2 ||* +de(z).

2r
1
2r
1
2r
2
-
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Chapitre 2

Existence de solutions pour une
inégalité variationnelle avec

contrainte non convexe

2.1 Introduction

Les outils de I’analyse non lisse (non différentiable) interviennent dans de nombreuses
applications de ’analyse variationnelle, notamment I’étude des inégalités variationnelles.

D’autres concepts de cone normal pour des ensembles non convexes ont été introduits
et étudiés par plusieurs auteurs, nous citons entre autres le cone normal de Clarke, le
cone normal de Fréchet et le cone normal de Mordukhovich, ect. Dans ce chapitre, les
auteurs de [4] ont utilisé le cone normal proximal car d’une part la classe d’ensembles
avec laquelle nous allons travailler a été caractérisée en terme du cone normal proximal et
aussi parce que tous les cone normaux contenus dans le cone normal de Clarke coincide,
c-a-d, NE(-) = NE(:) = -+ = NE(-). Cette classe d’ensembles non convexes appelée la
classe des ensembles uniformément prox-réguliers .

Dans [4], les auteurs ont considéré et montré la convergence d'un algorithme vers une

solution de (IVN) sous certaines conditions et hypotheses sur 'ensemble de contrainte
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Chapitre 2 FExistence de solutions pour une inégalité variationnelle non conveze

C et F, et avec la non convexité de C. Toutes les démonstrations faites dans [4] sont
fortement basées sur les propriétés de la projection sur les ensembles convexes et quelques

techniques d’analyse non lisse. D’ou la généralisation directe du probleme (IVN)

Trouver z* € C et y* € F(a*);

(IVN)
Iyl

(y*,x —x*) + | z —z* ||*> 0, pour tout = € C.

et en particulier les propriétés des cones normaux, pour proposer et analyser des algo-

rithmes pour (PVN)

Trouver z* € C
(PVN)
F(z*) N —=NE(z*) # 0,

ott NZ(x) dénotes le cone normal proximal & C' en z et sous la monotonie forte de F.

2.2 Résultats auxiliaires

On donne dans cette section quelques Propositions qui nous seront utiles dans la suite.
(Voir [4]).

Proposition 2.1 Supposons que C' est un sous-ensemble convexe fermé non vide de H,

et F': H= H, est une multifonction alors (IV) est équivalent au probléme variationnel

(PV), c-a-d,

Trouver x* € C' et y* € F(z*) tels que ; Trouver x* € C' tel que ;
(IV) { yre B dels ques - pyy { 1

(y*,x —a*) >0, pour tout x € C, F(z*) N —=N¢g(x*) #£ 0,

22
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Preuve. Le résultat découle directement de la définition du cone convexe au sens d’analyse

convexe. En effet

Ng™(z) ={y € H,(y,2" —x) <0,Vz" € C}.
={y € F(z"),(y,2" —z) <0,Va" € C}
={ye F(z"),— (y, " —z) > 0,Vz* € C}

={y e F(z"),(y,x —2*) > 0,Vz* € C}

Comme C est convexe on a

Ng™(x) = No()

ce qui donne y € Ne¢(z) et donc
" € C: F(2") N =N (z*) # 0.

OJ
Dans la proposition suivante nous écrivons le probleme (PV) associé au cone normal
proximal, que 1'on note (PVN) sous forme d’inégalité variationnelle.

Proposition 2.2 Soit C un sous-ensemble r-prox régulier non vide de H, alors (PVN)

est équivalent a l'inégalité variationnelle (IVN), c-a-d,

Trouver z* € C et y* € F(a*) tels que ;

(IVN) al

2r

(y*, o —x*) + | z —z* ||*> 0, pour tout z € C.

)

Trowver z* € C tel que ;

(PVN) {
P(a) 1 -NE @) £ 0,
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Chapitre 2 FExistence de solutions pour une inégalité variationnelle non conveze

Preuve. (=) soit 2* € C une solution de (IVN), c-a-d, il existe y* € F(z*) telle que
oo T e
(o —a)+ o= lz—a" P2 0,Vr e C,
r

-si y* = 0 on vérifie aisément que le vecteur nul appartient toujours au cone normal.

-si y* # 0, alors, pour tout x € C, on a

ok 1
<—€,x—x*>§—”x—x* ||2
| v | 2r

*

-y

Iy |l

D’apres le Lemme 1.1
€ Ng(z),
et donc
—y* € Ne(z¥).
(«<=) Supposons que F(x*) N —Ng(z*) # 0
alors il existe y* € F(z*) N —=Ng(z*) < y* € F(z*) et y* € —N¢(z¥)
Comme y* € —N¢(z*) et, donc par la caractérisation de la prox régularité Propositionl.3,

on obtient

o 1
<—y,x—x*> <—|z—2*|*VzeC
r

Iy |
-1 1
= e -2 <o le—at |
Iy |l 2r
’ - 2r
=y ")+ | ‘;’T ” |z —a2* ||*>0,Vz € C
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2.3 Résultats principaux

Le but principal de cette section et de donner une démonstration pour l'existence de
solutions d’inégalité variationnelle (IVN) avec contrainte non convexe, autrement dit, sous
une condition de prox-régularité sur I’ensemble C' dans un espace de Hilbert H, donné
dans [4].

La preuve consiste sur la proposition des différents algorithmes de projection pour résoudre
une nouvelle classe de problemes variationnels non convexe (PVN).

Dans toute la suite de cette section, nous supposons que C' est un sous-ensemble r’-prox

,,,/

r/—r"

régulier, avec r’ > 0 et r €]0,7’[. Nous notons ¢ :=

F' est fortement monotone

Nous proposons 'algorithme suivant pour résoudre le probleme (PVN).
Algorithme 1. On définit par induction
~2%eC, e F(zY), et p>0
— Pour n >0, 2" = 2™ — py", et 2" € Projo(z"), y" Tt € F(a™th).
Pour analyser et étudier la convergence de cet algorithme, nous aurons besoin des hy-
potheses suivantes :
Hypothéses (A;)
(Hy) F : H = H est fortement monotone dans C' pour un certain a > 0, c-a-d, il existe

a > 0 tel que; pour tous z, 2’ € C nous avons
(y—y z—a)zalz—a |?Vy € Fla),y € F').

(H2) F': H = H est a valeurs non vides compactes et lipschitzienne au sens de Hausdorff

s’il existe une constante 5 > 0, tel que

dy(F(z), F(z')) < B ||z —4"|; pour tous z,2" € C.
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Chapitre 2 FExistence de solutions pour une inégalité variationnelle non conveze

(H3) Les constantes « et 3 vérifient 'inégalité suivante

al > B/ — 1.

Théoréme 2.1 Supposons que toutes les hypothéses (Ay) sont satisfaites et que le pa-
rametre p vérifie l'inégalité

Q i Q@

=5 €< p<mnq - +E¢

FaEy
s 5 [y || +1)°

ol

V(aQ)? = 4¢3 - 1)
¢p? ‘

Alors les suites {2}, {x" }n et {y™}n engendrées par Ualgorithme 1 sont fortement conver-

€ =

gentes vers des éléments z*, x* et y* dans H respectivement, avec x* une solution de (PVN)

Preuve.
La démonstration se fait en trois étapes.

Etape 1. Construction des suites approximantes

D’apres la proposition 1.4, pour tout x € H avec de¢(x) < r, la projection Projo(x)
existe et elle est unique, et donc 'algorithme est bien défini.

Maintenant, pour n > 0, nous avons par I’Algorithme 1

|2 =2 | =] (2" = py") = (" = py" ) ||

n—1

=|z" =" —py" —y" | .

C’est clair par construction que les suite {z"}, € C. Nous utilisons la monotonie fort

et le caractere Lipschitz au sens de Hausdorff de F' sur (', nous avons
<yn _ yn—ljxn o xn—1> Z a || " — xn—l HQ’ (21)

de plus

ly" = y" " I< du (F(a™), F(2"))
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Alors (Hz) donne

1y =y < dy(F(a"), F(a" ") <8 2" — 2" |, (2.2)
11 résulte

|27 =2 P =] 2" =" = p(y" =y |1
= (2" =" = p(y" =y ), 2" =" = p(y" =y )
N Y R Y
+ @y =y Yyt =yt

:H " — xnfl H2 _2p <yn . ynfljxn - xn71> 4 102 || yn - ynfl ||2 )
Alors, en vertu de (2.1) et (2.2)

H Zn+1 — ||2 :H " — :En_l ||2 —2P <yn _ yn—l’xn _ :L‘n_1> +p2 “ yn _ yn—l ||2
<lla" =2 P =2pa || a" =" P 4020 | 2" —

< (1 — 2pa + p262) | 2™ — 2" 1| .

Ainsi on obtient

2"t =2 =] 2" = 2"t = p(y" — ") |l

<V1-2pa+ 2@ | 2" -2 .

Par conséquent, on conclut que

2" =2 | < V1= 2pa+p23 || 2" — 2"t

Etape 2. Convergence des suites

Selon le choix de p < =, il est clair que la suite {z"}p, CCr:={x e H :do(x) <r}.
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Le comportement lipschitzien de la Projection sur C) et la Proposition 1.5 donnent

| = o™ | =] Proje(="*") = Proje(=") |

<Cllemt =2

<CV1—2pa+p232 || 2™ — 2"t |

Soit € = (/1 — 2pa + p232.
En vertu de (H3) la constante £ est toujours strictement inférieure a 1.
Pafortement vers un élément x* dans H.
Par construction des suites {z"},,{y"}, et {z"}, et en utilisant la propriéte de Lip-
schitz au sens de Hausdorff de F' on obtient la convergence de ces suites vers des éléments

T*,y* et 2" respectivement, avec
z* e Cy" € F(z").

r conséquent, la suite {2"},, est alors de Cauchy donc, elle converge Il suit de I’algorithme
1, de la convergence des suites {z"},, {y"}. et {z"},, et de la continuité de F, que la

suite {z"},, est convergente vers un élément z* € H vérifiant

2 =x"— py.

Etape 3. Existence de solutions

Maintenant, on doit montrer que x* est une solution de

Trouver z* € C;
(PVN)

F(z*) N =NE(z*) # 0,

Par construction, pour tout n > 0, nous avons

" € Projo(:"*) = Projo(a” — py"),
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et donc par la caractérisation du cone normal proximal, on obtient, pour tout n > 0

" € Projo(2"tY) = Projc(a™ — py™)
— :L‘n+1 c PTOjc(l’n+1 + (xn . pyn o xn—&-l))
— " — pyn o xn—&-l c Ng(l’n+1)

= (2" — 2™ — py" € NG («"H).
Selon la Proposition 1.5 ¢), la fermeture du cone normal proximal assure que
py" € —Ne(x).
Comme y* € F(z*), on conclut que
—Ne(z") N F(x*) # 0, avec z* € C,

ce qui assure que z* est une solution de (PVN).

I’ n’est pas n’ecessairement fortement monotone

Dans cette section, nous allons montrer que les résultats obtenus dans le Théoreme2.1
peuvent étre étendus au cas ou F' = Fy+ F, avec I} est lipschitzienne au sens de Hausdorff,
fortement monotone sur C, et F, est seulement lipschitzienne au sens de Hausdorff dans
H, mais n’est pas nécessairement monotone.

Nous proposons 'algorithme suivant pour résoudre le probleme (PVN) associé a
la multifonction F' = F} + F5 :

Algorithme 2.

Etape 1. Fixer p > 0 et 2° € C tels que
yo € Fl(l'(]), ’LUO S FQ(LL'O).

Etape 2. Pour n >0,
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Calculer : 2" = 2" — p (y" + w™).
Choisir : 2"t € Projo(2"), y"*t € Fi(2"h), w" € Fy(a™th).

Hypothéses (A,)
Nous aurons besoin des hypotheses suivantes sur F} et F, pour étudier la convergence de
cet algorithme :
(H1) Fy est a—fortement monotone sur C.
(Hs) F1 et Fy sont lipschitziennes au sens de Hausdorff avec des constantes 8 > 0 et n > 0
respectivement.

(H3) Les constantes «, (,n, et [ vérifie I'inégalité suivante

a¢ >n+ /(8% —n?)(C - 1).

Théoréme 2.2 Supposons que toutes les hypothéses (Ay) sont satisfaites et que le pa-

rametre p vérifie l'inégalité

Ca—1n Ca—n 1 r }

(=) °°P° mm{cwf— ) O Ty w41

o

Vi —n)?— (32— (2 -1)
C(B32 —n?) '

Alors les suites {2" }n, {"}n et {y"}n engendrées par lalgorithme 2 sont fortement conver-

E =

gentes vers des éléments z*, x* et y* dans H respectivement, avec x* une solution de (PVN)

associce a F' = Fy + F.

Preuve.

On suit la démonstration du théoreme 2.1 avec des petites modifications.

"= =] 2 = p(y” —w)] = [ = ey ]

=| 2" — 2" = p(y" —y" ) — plw™ —w™ ) ||

<[ 2" =" = p(y" =y ) [ o W ="
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D’autre part la forte monotonie de F}, et la propriété de Lipschitz au sens de Hausdorff
de Fi, donnent

"=yt —a" ) zalla" - P

de plus
[y —y" IS H(Fi(2"), Fa(a"7h) < B [l a™ = a7 ],
De la méme maniere dans la preuve du théoreme 2.1, on obtient

n—1

| 2" — 2" = py" =y ) P = (2" — —py" =y ), 2" — 2" = p(y"t =y )

:H " — xnfl H2 _2p <yn o ynfl’xn o xn71> +p2 || yn - ynfl H2’

ainsi

[ 2" —a" " = py" =y ) P <[ 2™ = 2" P =2pa || 2" — 2" P 40707 | 2" — 2" P
< (1=2pa+p*B) || 2" —a™ " |,

or

n—1

[a" — 2" = p(y" —y" ) P < V1—=2pa+p2B || 2" — 2" 7.

D’autre part, la propriété de Lipschitz au sens de Hausdorff de F5, donne

[w" —w™ < H(Ey(a"), Fa(a" 1) < || 2" — 2" |,

or

R L s

Finalement on obtient

| 2 =2 1< (V= 2pa+ 252+ py) || 2" =2

Par hypothese on a

p< :
|y +wm || +1
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d’ott de(2"*1) < r, ce qui assure, que la suite {z""'} reste dans 'ensemble C,.
Par conséquent, la Proposition 1.5 et I'uniforme prox-régularité de ’ensemble C' assurent
la™ —a™ || =[| Projo("*") — Proje(z") |

<t =

SC(\/1—2pa+p252+pn) [ 2" ="

D’apreés 'hypothese (Hs3) dans (As), la constante & = ((\/1 — 2pa + p232 + pn) est tou-
jours strictement inférieure a 1.

Par conséquent, la suite {z"},, est alors de Cauchy, donc elle converge fortement vers un
élément x* € H

La construction des suites {"},, {y"}, et {w"},, avec la propriété de Lipschitz au sens
de Hausdorff de F} et F, assurent la convergence de ces suites vers des éléments x*, y* et

w* respectivement, avec
z* e Cy" € Fi(x"),w” € Fy(z™).

Il suit donc de I'algorithme 2, de la convergence des suites {z"},,, {y"}, et {w"}, et de la

continuité de Fy et Fy, que la suite {z"},, est aussi convergente vers ’élément
&= — ply” ).

Maintenant, on doit montrer que z* est une solution de (PVN) associée a la multifonction

F + F5. Par construction, on a

"t € Projo(z"*) = Projo(a™ — p(y" +w™)), Vn >0,
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et donc par la caractérisation du cone normal proximal, on obtient, pour tout n > 0

z" € Projo(2"™) = Projo(a" — p(y" +w"))
= 2" € Projo (2" + (2" — p(y" + w") — 2™))
— " — p(yn +wn) . xn+1 c NCP(anrl)

— (xn . mn+1) . p(yn +wn) c Ng<xn+1).

Selon la Proposition 1.5 c), la fermeture du cone normal proximal, on peut passer a la

limite dans la derniere relation, et on obtient
ply" +w*) € —=Ne(a7),
et puisque z* € C, y* € Fi(z*) et w* € Fy(x*), on conclut que
—Ne(z*) N (Fi(z*) + Fa(x%)) # 0, avec 2 € C.

D’ou, z* est une solution de (PVN) associée a la multifonction F' = Fy + Fy.

O

Remarque 2.1 Le résultat du Théoréme 2.2 généralise le type d’inégalité variationnelle
introduite, étudiée et analysée par Noor [14] du cas conveze au cas non convexe et plus

précisément aux cas uniformément prox-réqulier.
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Chapitre 3

Problemes Quasi-Variationnels

Introduction

Dans cette section nous allons modifier le probleme (PVN). Nous allons supposer que

I'ensemble C' est une multifonction définie de H dans H. Le probleme (PVN) devient

Trouver z* € C(z*) tel que
(PQVN)

F(a%) 1 =Nl (") # 0.

Ce probleme est appelé Probléme Quasi- Variationnel non convere (PQVN).

3.1 Résultats auxiliaires

Nous rappelons la définition d’une multifonction lipschitzienne

Définition 3.1 une multifonction C' : H = H est dite lipschitzienne s’il existe une

constante k > 0 satisfaisant
|dey (y) — doen (W) <y =y || +k ||z —2" |,
pour tous x,y,x’',y € H.

Remarque 3.1 On dit aussi que C' est lipschitzienne avec une constante k. 1l est facile
de vérifier que cette notion de Lipschitz est plus faible que la notion de Lipschitz au sens

de Hausdorff donnée au chapitre 2.
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Cette proposition est utilisée pour montrer une propriété de fermeture du sous différentiel
de la fonction distance associé a une multifonction a valeurs non vide fermées uniformément
prox-régulieres. Cette propriété de fermeture a été prouvée dans [5].

Proposition 3.1 Soit C : H = H une multifonction Lipschitzienne telle que C(z) soit
uniformément prox-régulier pour tout x € H. Pour toutes suites z™,y™, u™ dans H telles

que y* € C(a™), u" € Ng(mn)(y”), avec " — x*,y" — y* et " — u*, on a :

Preuve

Soient 2" — x*, y" — y* avec u" — u*, et y" € C(a"), u" € Nen)(y™).

Si u* =0, alors (3.1) est vérifiée. Supposons maintenant que u* # 0 (donc u™ # 0, pour n
suffisamment grand). Observons que y* € C'(z*) parce que C': H = H est Lipschitzienne.

la convergence de y" vers y* nous donne pour n suffisamment grand ,

T
" eyt + =B.
Y y+2

Par conséquent l'uniform prox-régularité des ensemble C'(z") et la proposition 1.6 nous

donnent

Cette inégalité est vraie pour tout n suffisamment grand et pour tout z € y* + 0B avec

u” 2
<“7,z — y"> < . |z —y™ |2 +dony(2). V2 € H, avec dony(2) <.

0<5<%. En effet, pour tout z € y* + 6B ona
* s n 2
do@n () <l z=y" [+ 1y —y" <o+ <r

Par conséquence, la continuité de la fonction distance de((-) par rapport aux deux va-
riable (pare ce que C' est Lipschitzienne) et la précédente inégalité donnent apres passage

a la limite, quand n — oo

u* 2 . .
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D’ou
u* n 2 . 19 . X
T ? Y S;HZ—y 1%, Vz € (y* + 0B) N C(z*).

Ceci assure, d’apres la définition du cone normal proximal que ,ﬁ € Ng(x*)(y*) ce qui

donne u* € N&x*)(y*). O
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3.2 Résultats principaux

Dans toute la suite de cette section, nous supposons que C' a valeurs r’-prox réguliers,

avec ' > 0 et r €]0,r'[. Nous notons ( := T,TLT.

F est fortement monotone

Nous proposons 'algorithme suivant pour résoudre le probleme (PQVN).

Algorithme 3.
Etape 1. Fixer p > 0 et 2° € C(a") tels que :  y° € F(29).

Etape 2. Pour n >0,

Calculer : 2" = 2™ — py™.
Choisir : 2" € Projen)(2"*), y"*t € F(a™t!).

Pour analyser et étudier la convergence de cet algorithme, nous aurons besoin des
hypotheses suivantes
Hypothéses (A3)
(H1) Soit F': H = H a valeurs non vides compactes et fortement monotone avec une
constante o > 0.
(H2) F est lipschitzienne au sens de Hausdorff avec une constante § > 0 et C est

k—lipschitzienne avec 0 < k < 1.
(Hs3) La projection vérifie 'inégalité suivante

| Projo@)(2) — Projeq(2) |[< k| xz—y|, Vr,y,z€ H, avec0 <k <1
(H4) Soit A vérifiant

r(1—k)

A< TR
O<A<=7351

(Hs) Les constantes a, 3, ( et k vérifient I'inégalité suivante

al > By — (1— k)2

37



Chapitre 3 Probléemes Quasi- Variationnels

Théoréme 3.1 Supposons que toutes les hypothéses (As) sont satisfaites et que le pa-
rametre p vérifie l'inégalité
a - o< mi { @ A }
— —e<p<ming ——+e€—-—— >,
3 2 a1

V(@)? — 32[¢? — (1 — k)?]
¢3? '

Alors les suites {2}y, {2"}n et {y"}, engendrées par lalgorithme 3 sont fortement

o

E =

convergentes vers des éléments z*, x* et y* dans H respectivement, avec x* une

solution de (PQVN)
Nous commencons tout d’abord par prouver le lemme suivant qui est un point clé de la
preuve du Théoreme 3.1.

Lemme 3.1 Sous les mémes hypothéses du Théoréme 3.1, les suites {x"},, {2"}n, en-

gendrées par l'algorithme 3 vérifient pour tout n > 0

2" et 2" e Cu(2") = {y € H : dogmy(y) <1}, Vn > 1.

Preuve.
Maintenant, de I’algorithme 4 on a

e Pour n =0,
do@oy(2') = dogoy(” — py’) < deeoy(2°) +p || y° < A
e Pour n = 1, d’apres les hypotheses (H2), (H3) et (H4) dans (As), on obtient

do@n(2°) = deen (@' — py')
< do(xl)($1) - dC(xO)(l'l) +ollyt |

<kl ot — 2|
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et

doen(z') <doeony(2') + k|| ' — 2 |
— dc(ZO)(xO — pyo) + k|| b — 2 I

<A tk|lat =2 .

D’autre part, on a

[ ot —a® | =[ 2" = 2" + 2" =2 ||
<ot =2t 4+ 2t =
= de@o (2')+ || 28 =2 |

= doen (2 = p®) +p [l 4° |

< 2,

ce qui assure que dc(la)(zl) et dc(x1)(zz) sont inférieurs a r. Donc la propriété est vérifiée

pour n = 1.
e Pour n > 2,

do@n)(z") < do@ny (@) +p || " IS K[| 2™ =271 ||+,
et

dc(mn)<2n) < dc(xn—l)(2n> +k H A Q?nil H

<Ela" =" [ +A+ k]l 2" —a" ]
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D’autre part,

la™ —a™ | =] 2" = 2" + 2" —a" |
<lha™ =zl 4 2" =2
< de@En-1)(2") + A
< dogen-1)(x" 1) = dogen-2) (") + 2A

<k =2 22,

puisque || z! — 2% ||[< 2) on obtient

_ 20(1 — k™)
n __ .n—1 < s )
R
Par conséquent, des simples calculs donnent
2N (1 — k™
do(xn)(z”“) < M Y
1—k
- n+1
< )\1 + k =2k
- 1-k
A1+ 3k) -
1—k ’

et

doy (") < k| 2" =22 | +A+ k|| 2" — 2" |

< (KP4 k) || 2™t — 2" || 420k + A

2A(1 — Kt
g(k%k)%kumwm
)\(1+3k)<r
—_— 1—kf b

ce qui assure que 2"t et 2" € C.(z"),Vn > 0.

Revenons maintenant a la preuve du Théoreme 3.1.
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Preuve du Théoréme 3.1.

De T'algorithme 3 on obtient

2" = 2" < /1= 2pa+ p232 || 2" =" .

D’apres le lemme 3.1 on a 2" et 2" € C,(z"). Par conséquent la Proposition 1.5 et

I'hypotheses (H3) dans (Aj3) assurent

[ 2™t —a™ || =|| Projogn (") — Projon-1)(") |
=[| Projogm) (2"™) — Projo(n-1)(2") + Projon(2") — Projoen(2") ||
<l Projen (2" ) = Proje (2") || + | Projon(") — Projogs-1)(") |

e B Ear |

<CVI=2pa+ 2R+ K] |~ .

D’apres hypothese (Hy) et (Hs) dans (Ay), la constante & = (/1 — 2pa + p232 + k est
toujours strictement inférieure a 1. D’ou, la convergence forte des suites {z"},, {y"}, et
{2"},, vers des éléments z*, y* et z* respectivement, avec z* € C(z*),y* € F(z*).

I suit de l'algorithme 3, de la convergence des suites {z"},,{y"}, et {2"},, et de la
continuité de F, que la suite {2"},, est convergente vers un élément z* € H

vérifiant z* = x* — py*.

Maintenant, on doit montrer que x* est une solution de (PQVN).

Par construction, on a Vn > 0,
2"t € Projon (z") = Projoes (2" — py™).
Donc, d’apres la définition du cone normal proximal, on obtient, pour tout n > 0

(@ — &™) — py" € Ny (2" ).
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Selon la Proposition 3.1, la propriété de fermeture du cone normal proximal, nous permet

de passer a la limite dans la derniere relation, et on obtient
Py € =N ().
Finalement, comme y* € F(z*), on conclut que
— Ny (x*) N F(a*) # 0, avec z* € C(a*),

ce qui assure que z* est une solution de (PQVN).

I n’est pas n’ecessairement fortement monotone

Dans cette section, nous allons montrer que les résultats obtenus dans le Théoreme3.1
peuvent étre étendus au cas ou ' = I+ Fy avec F} est lipschitzienne au sens de Hausdorff,
fortement monotone sur C, et F; est seulement lipschitzienne au sens de Hausdorff dans
H, mais n’est pas nécessairement monotone.

Nous proposons l'algorithme suivant pour résoudre le probleme (PQVN) associé a
la multifonction F' = F; + F5 :
Algorithme

4.
Etape 1. Fixer p > 0 et 2° € C tels que y° € Fy(2°), w® € Fy(2?).
Etape 2. Pour n >0,
Calculer : 2" = 2™ — p (y" +w").
Choisir : 2" € Projon)(2"*), y"t € Fi(z"t), w™t! € Fy(a™t).

Nous aurons besoin des hypotheses suivantes sur Fj et Fy pour étudier la convergence

de cet algorithme :
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Hypothéses (A4)

(H1) Supposons que les hypotheses sur la multifonction C' dans (A3) soient satisfaites.
(Ho) Fy est a—fortement monotone sur C'.

(H3) Fy et Fy a valeurs non vides compactes et sont lipschitziennes au sens de Hausdorff
avec des constantes § > 0 et n > 0 respectivement.

(H4) Les constantes a, 3,(,n, et k vérifient I'inégalité suivante

aC > (1= k) ++/ (82 = n?)[C2 — (1 — k)?].

Théoréme 3.2 Supposons que toutes les hypothéses (Ay) sont satisfaites et que le pa-

rametre p vérifie l'inégalité

a¢—(1—k)n .{aC—(l—k)n 1—k r }
(@@ T TE e T Ty e [+
ot
__ Vo= = k)P = (82— [ = (1= k)]

(8% —n?)
alors les suites {2}, {2" }n et {y"}, engendrées par l'algorithme 4 sont fortement conver-
gentes vers des éléments z*,x* et y* dans H respectivement, avec x* une solution

de (PQVN) associée a F = Fy + F.

Preuve.
En adaptant la preuve du Théoreme 3.2 d’une fagon similaire a celle de la preuve du

théoreme 2.2 avec des petites modifications. 0
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Conclusion

Dans ce travail nous proposons différents algorithmes pour résoudre une nouvelle classe
de problemes variationels non convexes.
Malgré ’absence de la convexité, on a constaté que les algorithmes de projections res-

tent valables pour résoudre les inégalités variationnelles avec contrainte r-prox régulieres.
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