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Introduction

L’adaptation de maillage est maintenant utilisée dans la plupart des discrétisations par

éléments finis, puisqu’elle permet de retrouver la même précision à moindre coût grâce

au choix d’une triangulation appropriée. la construction de cette triangulation repose le

plus souvent sur des estimations a posteriori, plus exactement sur leur forme locale : les

indicateurs d’erreur. Un premier calcul sur un maillage grossier permet en effet d’associer

à chaque élément de la triangulation un "indicateur" que l’on peut calculer exactement

à partir des données et de la première solution discrète. Le raffinement s’effectue alors

localement en fonction de la taille de ces indicateurs. Différents types d’indicateurs ont

été proposés et étudiés. On s’intéresse ici plus particulièrement aux indicateurs dits "par

résidu" initiées par Babus̆ka et Rheinboldt (voir [2], [3]), et détaillées par Verfürth. En

particulier, ces indicateurs sont optimaux pour un grand nombre d’équations, au sens

précisé dans [9].

Le but de ce mémoire est d’indiquer les principales idées pour étendre aux équations

paraboliques la construction et l’analyse numérique d’indicateurs d’erreur spatiale par

résidu. Pour cela, nous traitons le cas modèle de l’équation de la chaleur avec conditions

aux limites de Dirichlet homogènes, discrétisée par éléments finis en espace et schéma

d’Euler implicite en temps. Ce travail est inspiré des deux articles [27] et [4].

Il y a deux types d’estimer l’erreur due à la discrétisation en temps et en espace,

estimation a priori ou estimation a posteriori :

Estimation a priori : Cette estimation permet de connaître l’ordre de convergence de la

méthode, mais ne donne qu’un indice global de l’erreur.

Estimation a posteriori : C’est une estimation calculée à l’aide de la solution numérique

obtenue par la méthode, elle permet d’obtenir des informations globales sur l’erreur mais

aussi locales (sur les éléments du maillage).

1



Introduction

En estimation a posteriori, le but n’est pas de trouver une estimation de l’erreur entre la

solution exacte et la solution approchée mais de déterminer une estimation d’une mesure

de l’erreur. Elle est à la base des éléments finis adaptatifs pour un grand nombre de

problèmes. Jusqu’à présent, peu d’estimation d’erreur a posteriori ont été calculé pour

des problèmes paraboliques dans plus d’un espace.

Ce mémoire est structuré de la façon suivante :

Dans le premier chapitre, nous rassemblons les notions et les résultats que nous utili-

sons fréquemment tout au long de ce manuscrit. Nous donnons des brèves définitions

de quelques espaces fonctionnels, notamment, les espaces de Sobolev. Ensuite, on rap-

pelle le Lemme de Lax-Milgram et le théorème de Cauchy-Lipschitz. Puis, nous donnons

des brèves descriptions de la méthode des éléments finis. Dans la dernière section de ce

chapitre, nous présentons les propriétés de l’analyse a posteriori résiduel, notamment,

la fiabilité et l’efficacité. Puis, nous regroupons les outils de l’analyse, c’est à dire, les

fonctions bulles et les inégalités inverses locales qu’on utilise pour montrer l’efficacité de

l’analyse.

Au deuxième chapitre, nous commençons par la présentation de l’équation de la chaleur.

Nous nous intéressons à l’écriture de la formulation variationnelle et nous montrons que le

problème variationnel est bien posé. Dans la deuxième partie, nous proposons une semi-

discrétisation en temps, par un schéma d’Euler implicite d’ordre un, c’est une méthode

numérique pour résoudre par approximation des équations différentielles du premier ordre

avec une condition initiale. Puis nous prouvons l’existence et l’unicité de la solution du

problème semi-discret obtenu et nous établissons des estimations de stabilité de la solution.

On finit ce chapitre par étudier le problème discrétisé en espace par la méthode des

éléments finis, nous prouvons que le problème discret est bien posé et que la solution

discrète est stable.

Dans le dernier chapitre, nous soignons l’analyse d’erreur a priori et a posteriori de

l’équation de la chaleur. D’abord, on commence par montrer des estimations d’erreur a

priori entre la solution exacte et la solution semi-discrète puis entre la solution semi-

discrète et la solution discrète. On en déduit par une relation triangulaire l’erreur entre la

solution exacte et discrète qui est optimale en temps et en espace. La section II comporte

l’analyse d’erreur a posteriori. Nous écrivons les équations du résidu pour l’erreur dues à

la discrétisation en temps puis en espace. Nous décrivons les indicateurs d’erreur et nous

prouvons leurs propriétés optimales.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base utilisées tout au long du mémoire. En

particulier les définitions et les propriétés fondamentales des espaces de Sobolev classiques

et les outils de la méthode des éléments finis. Nous présentons aussi quelques concepts

utilisés.

1.1 Espaces Fonctionnels

Les notations utilisées dans ce mémoire pour les espaces de Sobolev sont classiques.

Les démonstrations des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de

références suivants : Adams [1], Dautray et Lions [16], Grisvard [17] et Lions et Magenes

[20].

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de l’espace dans lequel

on se place. Le symbole ∂ suivi d’un nom d’ouvert, désigne sa frontière. La définition

suivante est nécessaire pour caractériser la géométrie des ouverts que l’on considère.

Définition 1.1.1. En dimension d ≥ 2, un ouvert borné Ω de Rd est dit lipschitzien ou

à frontière lipschitzienne si pour tout point x de ∂Ω, il existe un système de coordonnées

orthogonales (y1, ..., yd), un hypercube Ux =
d∏
i=1

]− ai, ai[ et une application lipschitzienne

Φx de
d−1∏
i=1

]− ai, ai[ dans ]− ad
2
, ad

2
[ tels que :

Ω ∩ Ux = {(y1, ..., yd) ∈ Ux; yd > Φx(y1, ..., yd−1)},

∂Ω ∩ Ux = {(y1, ..., yd) ∈ Ux; yd = Φx(y1, ..., yd−1)}.

3



1.1. Espaces Fonctionnels

Cette propriété signifie que la frontière coïncide localement avec le graphe d’une fonction

lipschitzienne. Elle sera satisfaite par tous les ouverts considérés dans ce mémoire. Tout

ouvert borné convexe de Rd est également à frontière lipschitzienne (voir Grisvard [17,

Corollaire 1.2.2.3]).

Dans la suite, on note Ω un ouvert borné lipschitzien de Rd. On note x le point géné-

rique de Ω, et (x1, ..., xd) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Lebesgue

dans Rd, que l’on écrit soit dx soit dx1, ..., dxd.

On rappelle que D(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support

compact dans Ω, et que D(Ω) désigne l’espaces des restrictions à Ω des fonctions indéfini-

ment différentiables à support compact dans Rd. Le dual D′(Ω) de D(Ω) est l’espace des

distributions sur Ω. On introduit également C0(Ω) l’espaces des fonctions continues sur

Ω. On note maintenant L2(Ω) l’espace des fonctions v mesurables telles que∫
Ω

v2(x) dx < +∞.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

On note ‖ · ‖L2(Ω) la norme

‖v‖L2(Ω) =
(∫

Ω

v2(x) dx
) 1

2
.

On sait que l’espace L2(Ω) contient les deux espaces D(Ω) et D(Ω) comme sous-espaces

denses, et que l’espace L2(Ω) est contenu dans l’espace D′(Ω). Le produit de dualité entre

les espaces D(Ω) et D′(Ω) étant alors une extension du produit scalaire dans L2(Ω). La

théorie des distributions (voir Schwartz [23]) permet de définir, pour les fonctions de

L2(Ω), des dérivées d’ordre quelconque à valeurs dans D′(Ω).

Définition 1.1.2. Pour tout entier m ≥ 0, on définit l’espace de Sobolev Hm(Ω) de la

façon suivante :

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂αv ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ m},

muni de la norme

‖v‖Hm(Ω) =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

(∂αv)2(x) dx
) 1

2
. (1.1)

Définition 1.1.3. Soit m un entier positif. On note Hm
0 (Ω) l’adhérence de l’espace D(Ω)

dans l’espace Hm(Ω).
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1.1. Espaces Fonctionnels

L’espace Hm
0 (Ω) est donc un sous-espace fermé de Hm(Ω). On rappelle maintenant un

résultat de base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-Friedrichs (voir Adams [1,

Thm 6.28]).

Lemme 1.1.1. (Inégalité de Poincaré-Friedrichs) Il existe une constante positive c

ne dépendant que de la géométrie de Ω telle que toute fonction v de H1
0 (Ω) vérifie

‖v‖0,Ω ≤ c

(∫
Ω

d∑
j=1

(
∂v

∂xj
)2(x) dx

) 1
2

. (1.2)

Cette inégalité permet de démontrer facilement le résultat suivant :

Corollaire 1.1.2. La semi norme

|v|H1(Ω) =
(∫

Ω

d∑
j=1

( ∂v
∂xj

)2
(x) dx

) 1
2 (1.3)

est une norme sur l’espace H1
0 (Ω), équivalente à la norme ‖ · ‖H1(Ω).

Notation 1.1.3. Soit E un espace de Banach séparable de norme ‖ · ‖E. On notera

L2(Ω, E) l’espace des fonctions définies de Ω dans E telles que la fonction : v 7→ ‖v‖E
appartienne à L2(Ω). Pour tout entier m ≤ 0, on désigne par Hm(Ω, E) l’espace des

fonctions de L2(Ω, E) dont toutes les dérivées partielles d’ordre ≤ m sont dans L2(Ω, E),

on définit Hm
0 (Ω, E) comme l’adhérence dans Hm(Ω, E) des fonctions indéfiniment diffé-

rentiables de Ω dans E à support compact dans Ω, et H−m(Ω, E) comme son dual. Les

espaces Hm(Ω, E) sont munis de la norme

‖v‖Hm(Ω,E) =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

‖(∂αv)(x)‖2
Edx

) 1
2
.

et de la semi norme

|v|Hm(Ω,E) =
(∫

Ω

∑
|α|=m

‖(∂αv)(x)‖2
Edx

) 1
2
.

Corollaire 1.1.4. (Formule de Green) Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1.

Pour toute fonction u de H2(Ω) et toute fonction v de H1(Ω), on a la formule de Green :

−
∫

Ω

∆u(x)v(x) dx =

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x) dσ. (1.4)

Lemme 1.1.5. Soit v ∈ L2(Ω). Pour 1 ≤ i ≤ d, on peut définir une forme linéaire

continue
∂v

∂xi
dans H−1(Ω) par la formule

<
∂v

∂xi
, φ >= −

∫
Ω

v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (1.5)

5



1.2. Rappels sur le Lemme de Lax-Milgram

1.2 Rappels sur le Lemme de Lax-Milgram

On écrit tout de suite l’énoncé de ce Lemme, dû à Lax-Milgram [19] qui est à la base

de l’étude des équations aux dérivées partielles.

Lemme 1.2.1. Soit V un espace de Hilbert réel de norme ‖ · ‖V . On considère une forme

bilinéaire a(·, ·) continue sur V × V i.e.

∃M > 0, ∀u, v ∈ V, |a(u, v)| ≤M ‖u‖V ‖v‖V ,

et on suppose qu’elle est elliptique sur V , c’est-à-dire qu’il existe une constante α > 0

telle que

∀v ∈ V, a(v, v) ≥ α ‖v‖2
V .

On considère ainsi, une forme linéaire continue L(·) sur V . Alors, le problème :Trouver u dans V tel que :

∀v ∈ V, a(u, v) = L(v),

admet une solution unique u dans V . De plus cette solution vérifie

‖u‖V ≤
‖L‖V ′
α

.

1.3 Rappels sur le théorème de Cauchy-Lipschitz

On réfère à [22, Thm 21.1], pour la démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz.

Théorème 1.3.1. Supposons que [t1, t2] est un intervalle compact d’intérieur non vide et

que f est une application continue de [t1, t2]×Rn dans Rn qui vérifie la propriété suivante,

il existe une constante L telle que

∀t ∈ [t1, t2],∀v, w ∈ Rn, |f(t, v)− f(t, w)| ≤ L|v − w|.

Ici |.| désigne une norme quelconque sur Rn. Alors quel que soient t0 dans [t1, t2] et u0

dans Rn, il existe une unique fonction u continûment différentiable de [t1, t2] dans Rn et

qui vérifie ∂tu(t) = f(t, u(t)),

u(t0) = u0.
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1.4. Méthode des éléments finis

1.4 Méthode des éléments finis

Dans cette section, on présente les notions de base et les principaux outils de la méthode

des éléments finis. On réfère à [7] pour plus de détail.

Définition 1.4.1. Une triangulation de Ω est un ensemble fini Th de sous-ensembles K

de Ω vérifiant les propriétés suivantes

(i) On a

Ω =
⋃
K∈Th

K,

(ii) chaque élément K de Th est un polygone ou un polyèdre connexe fermé de Rd

d’intérieur non vide à frontière lipschitzienne,

(iii) l’intersection de deux éléments distincts de Th est soit vide soit un sommet, un côté

ou une face entière de ces deux éléments.

Dans la plupart des cas, les triangulations sont composées de triangles ou de quadri-

latères convexes en dimension d = 2, de tétraèdres ou de parallélépipèdes rectangles en

dimension d = 3.

Soit hK le diamètre de K. Il est d’usage que l’indice h de Th représente le maximum

des hK , K ∈ Th.

Définition 1.4.2. (Triangulation conforme) On suppose que le bord ∂Ω est polygonal

(si N = 2) ou polyédral (si N = 3). On dit qu’une triangulation Th sur ∂Ω est admissible

ou conforme, si l’intersection entre deux éléments est soit vide, soit un sommet, soit un

côté entier ou une face entière.

Définition 1.4.3. Une famille de triangulations (Th)h est dite régulière s’il existe une

constante positive c telle que, pour tout h

(i) en dimension d = 1, pour tous éléments K et K ′ de Th ayant une extrimité commune,

le rapport hK
hK′

est inférieur à c,

(ii) en dimension d ≥ 2, pour tout élément K de Th, le rapport hK
ρK

est inférieur à c, où

ρK désigne le diamètre de la plus grande sphère contenue dans K.

Définition 1.4.4. On appelle coordonnées barycentriques λj, 1 ≤ j ≤ d + 1, d’un point

x = (xi)1≤i≤d de Rd par rapport aux d + 1 sommets aj non contenus dans un même

7



1.5. Outils de l’analyse d’erreur a posteriori

hyperplan, la solution (unique) du système linéaire suivant
d+1∑
j=1

aijλj = xi, 1 ≤ i ≤ d,

d+1∑
j=1

λj = 1,

où les aij sont les coordonnées du point aj.

Notation 1.4.1. Pour tout entier k ≥ 0, on définit Pk(Rd) comme l’espace des polynômes

sur Rd à valeurs dans R de degré total ≤ k et Pk(K) défini par l’espace des restrictions à

K des fonctions de l’ensemble Pk(Rd).

On introduit quelques notations supplémentaires.

Notation 1.4.2. À une triangulation Th, on associe l’ensemble Eh des côtés d = 2 ou

faces d = 3 des éléments de Th. On désigne par E0
h l’ensemble des éléments de Eh qui ne

sont pas contenus dans ∂Ω. Dans ce qui suit, he désigne le diamètre de n’importe quel

élément e de Eh.

Notation 1.4.3. Pour une triangulation Th et tout élément K de Th, on note EK l’en-

semble des côtés d = 2 ou faces d = 3 de K et E0
K l’ensemble des éléments de EK qui ne

sont pas contenus dans ∂Ω.

On réfère à [7, Lemme 2.7, chap XI] pour la démonstration du lemme suivant.

Lemme 1.4.4. Pour tout élément K de Th et tout élément e de EK, il existe un opérateur

RK,e de l’espace P0
k+d−1(e) de polynômes de Pk+d−1(e) s’annulant sur ∂e dans Pk+d−1(K)

tel que, pour tout élément ϕ de P0
k+d−1(e),

(i)

RK,eϕ(x) =

ϕ(x) dans e,

0 sur ∂K \ e,

(ii) on ait l’estimation

|RK,eϕ|H1(K) + h−1
K ‖RK,eϕ‖L2(K) ≤ c h

− 1
2

e ‖ϕ‖L2(e). (1.6)

1.5 Outils de l’analyse d’erreur a posteriori

Dans cette partie, on réfère à [7] pour les détails et les démonstrations des propriétés.

Supposons que l’on ait à résoudre numériquement le problème suivant : trouver u dans un

8



1.5. Outils de l’analyse d’erreur a posteriori

espace de Banach X tel que A(u) = f . Si h désigne le paramètre de discrétisation on va

donc chercher une solution uh de l’équation A(uh) = f dans un sous-espace de dimension

finie Xh de X.

Les estimations d’erreur a priori fournissent des bornes sur la différence entre la solution

exacte u de X et la solution approchée uh dans la norme (ou semi-norme) ‖ · ‖X sous la

forme,

‖u− uh‖X ≤ c hm−1‖u‖Hm(Ω), ∀m ∈ N∗. (1.7)

Ces estimations sont utilisées afin de justifier théoriquement la convergence de la méthode

numérique employée. De plus, la constante générique c qui apparaît dans l’estimation

(1.7) est soit inconnue, soit difficile à estimer. La difficulté la plus importante est que la

norme ‖ ·‖Hm n’est pas calculable, simplement parce que la solution exacte u est inconnue

explicitement.

Pour pouvoir développer une méthode adaptative, on va avoir recours à des estimations

d’erreur a posteriori.

Définition 1.5.1. On appelle estimation d’erreur a posteriori, une estimation de la forme,

‖u− uh‖X ≤ c η(h, uh, f), (1.8)

où c est une constante réelle positive indépendante du paramètre h caractérisant la pré-

cision du maillage. La quantité η(h, uh, f) est appelée estimateur d’erreur a posteriori, et

ne dépend que de la solution approchée uh du maillage Th et de la donnée f (le second

membre de l’équation).

On attribue à un estimateur d’erreur a posteriori, certaines propriétés qui attestent de

sa qualité. Ainsi, il doit satisfaire les trois propriétés suivantes :

• Propriété de fiabilité. Une première propriété que doit vérifier un estimateur d’erreur

a posteriori est de satisfaire l’estimation

‖u− uh‖X ≤ c1 η(h, uh, f) +H1, (1.9)

où H1 est une quantité ne dépendant que du second membre et des conditions de bord

du problème.

L’estimation (1.9) s’interprète comme une propriété de fiabilité puisqu’elle garantit que

l’erreur ‖u− uh‖X est effectivement contrôlée par l’estimateur d’erreur a posteriori.
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1.5. Outils de l’analyse d’erreur a posteriori

• Adaptation de maillage. Un estimateur d’erreur a posteriori doit donner des infor-

mations sur la distribution locale de l’erreur. Il doit pouvoir être localisé, par exemple sur

chaque élément du maillage sous la forme,

η(h, uh, f) =

( ∑
K∈Th

η2
K(h, uh, f)

) 1
2

. (1.10)

Alors on dit que les quantités {ηK(h, uh, f)}K∈Th sont des indicateurs d’erreur locaux.

• Propriété d’efficacité. Pour qu’une procédure de raffinement adaptatif de maillage

soit efficace, il faut que les indicateurs d’erreur locaux obéissent à l’estimation,

ηK(h, uh, f) ≤ c2‖u− uh‖∆K
+H2,K(h, f), (1.11)

où ∆K désigne l’espace des restrictions des fonctions de X à un voisinage fixé de K

et H2,K(h, f) ne fait intervenir que h et les valeurs du second membre f sur ce même

voisinage.

Définition 1.5.2. Une estimation de l’erreur a posteriori par une quantité η(h, uh, f)

dépendant du paramètre de discrétisation h, de la solution discrète uh et des données f

est dite optimale si elle satisfait la propriété de fiabilité (1.9) et la propriété d’efficacité

(1.11).

Pour minorer localement l’erreur par les indicateurs d’erreur locaux, nous aurons besoin

des fonctions bulles satisfaisant certaines propriétés.

Définition 1.5.3. Soit λj, 1 ≤ j ≤ d + 1, les coordonnées barycentriques associées à K.

1. La fonction bulle ψK est un élément de Pd+1(K), définie sur une maille K par :

ψK = (d+ 1)d+1

d+1∏
j=1

λj.

2. Pour tout élément e de Eh, on désigne par ψe la fonction bulle sur e égale au produit

des d coordonnées barycentriques associées aux sommets de e

ψe = dd
d∏
j=1

λj.

Lemme 1.5.1. Les fonctions bulles vérifient les propriétés suivantes :

ψK = 0 sur ∂K,

ψe = 0 sur ∂We = ∂(K ∪K ′),

‖ψK‖L∞(K) = ‖ψe‖L∞(We) = 1,

0 ≤ ψK ≤ 1,

0 ≤ ψe ≤ 1.

10



1.5. Outils de l’analyse d’erreur a posteriori

Nous donnons à présent certaines inégalités inverses, lesquelles sont systématiquement

utilisées pour établir la minoration locale de l’erreur, c’est-à-dire une estimation locale

du type (1.11). L’idée principale consiste à majorer successivement chacun des termes

intervenant dans la définition de l’indicateur local ηK(h, uh, f).

Proposition 1.5.2. Soit (Th)h>0 une famille régulière de triangulations sur Ω et conforme

dans le sens de la Définition 1.4.2. Alors pour tous vK ∈ Pk(K) et ve ∈ Pk(e), avec e ∈ EK,
on a les inégalités suivantes :

c ‖vK‖L2(K) ≤ ‖ψ
1
2
KvK‖L2(K) ≤ c′ ‖vK‖L2(K), (1.12)

c ‖ve‖L2(e) ≤ ‖ψ
1
2
e ve‖L2(e) ≤ c′ ‖ve‖L2(e). (1.13)

Proposition 1.5.3. Pour tout entier m positif ou nul, il existe une constante c ne dé-

pendant que de k telle que l’on ait pour tout d-simplexe K

∀v ∈ Pk(K), |v|Hm(K) ≤ c ρ
−m− d

2
K h

d
2
K‖v‖L2(K). (1.14)

Corollaire 1.5.4. On suppose la triangulation Th régulière dans le sens de la Définition

1.4.3. Pour tout entier m positif ou nul, il existe une constante c ne dépendant que de k

telle que l’on ait pour tout d-simplexe K

∀v ∈ Pk(K), |v|Hm(K) ≤ c h−mK ‖v‖L2(K). (1.15)

On désire finalement construire un opérateur de régularisation, appelé aussi opérateur de

projection locale tel qu’introduit par P. Clément [14]. Dans ce but, on note ai, 1 ≤ i ≤ N0
h

les nœuds qui appartiennent à Ω.

Définition 1.5.4. On définit l’opérateur Π̃0
h par

Π̃0
hv =

N0
h∑

i=0

(πiv)(ai)ϕi,

à valeurs dans X0
h, où πi est un opérateur de régularisation dans un voisinage de ai

construit par projection locale (opérateur de projection orthogonale de L2(Ki) sur Pk(Ki)).

Notation 1.5.5. Pour tout triangle K de Th,
• on note ∆K l’union des éléments de Th partageant au moins un sommet avec K.

• l’ensemble ∆e désigne l’union des éléments de Th dont l’intersection avec e est non vide.
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1.5. Outils de l’analyse d’erreur a posteriori

Théorème 1.5.6. Pour tout entier m, 1 ≤ m ≤ k + 1, il existe une constante c positive

ne dépendant que de m telle que, pour tout élément K de Th et pour toute fonction v de

Hm(∆K) s’annulant sur ∆K ∩ ∂Ω, on ait

‖v − Π̃0
hv‖L2(K) ≤ c hmK |v|Hm(∆K),

et

|v − Π̃0
hv|H1(K) ≤ c hm−1

K |v|Hm(∆K).

Corollaire 1.5.7. Pour tout entier m, 1 ≤ m ≤ k + 1, il existe une constante c positive

ne dépendant que de m telle que, pour tout élément K de Th et tout côté (d = 2) ou face

(d = 3) e de K non contenu dans ∂Ω, et pour toute fonction v de Hm(∆e) s’annulant

∆e ∩ ∂Ω, on ait

‖v − Π̃0
hv‖L2(e) ≤ c h

m− 1
2

e |v|Hm(∆e).
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Chapitre 2

Équation de la chaleur et sa

discrétisation

2.1 Problème continue

Soit Ω un ouvert lipschitzien borné de Rd, d = 2 ou 3, et T un réel positif fixé.

On considère l’équation de la chaleur muni à la condition aux limites de Dirichlet
∂tu−∆u = f dans Ω×]0, T [,

u(·, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [,

u(·, 0) = u0 dans Ω.

(2.1)

On présente les propriétés de stabilité de ce problème, ce qui permet de déterminer les

normes dans lesquelles on va travailler. Puis on étudie une semi-discrétisation en temps par

un schéma d’Euler implicite et la discrétisation totale obtenue par l’utilisation d’éléments

finis en espace.

2.1.1 Formulation variationnelle

On considère f dans L2(0, T ;L2(Ω)) et u0 une donnée initiale de H1
0 (Ω). Multiplions la

première équation du problème (2.1) par une fonction test v ∈ H1
0 (Ω) qui ne dépend pas

du temps t et intégrons sur Ω, on obtient∫
Ω

∂tu(x, t)v(x) dx−
∫

Ω

∆u(x, t)v(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)v(x) dx.
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2.1. Problème continue

En appliquant la formule de Green à la deuxième intégrale du membre de gauche, on

trouve∫
Ω

∂tu(x, t)v(x) dx +

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇v(x) dx +

∫
∂Ω

∂nu(x, t)v(x) dσ =

∫
Ω

f(x, t)v(x) dx.

D’où ∫
Ω

∂tu(x, t)v(x) dx +

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇v(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)v(x) dx. (2.2)

On obtient ainsi la formulation variationnelle suivante :

Trouver u fonction de L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C0(0, T ;L2(Ω)) telle que(∂tu, v) + a(u, v) = (f, v) ,∀v ∈ H1

0 (Ω) , 0 ≤ t ≤ T,

u(·, 0) = u0 dans Ω,
(2.3)

avec

a(u, v) =

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇v(x) dx et L(v) =

∫
Ω

f(x, t)v(x) dx.

Proposition 2.1.1. Le problème variationnel (2.3) et le problème aux limites (2.1) sont

équivalents au sens où

(i) toute solution u dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C0(0, T ;L2(Ω)) de (2.1) est solution de

(2.3).

(ii) toute solution u de (2.3) est solution de (2.1) au sens des distributions.

Preuve. La propriété (i) est déjà démontré au début de la section. Pour prouver (ii), on

prend la fonction test v dans D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω), on trouve

< ∂tu, v > +
d∑
i=1

< ∂xiu, ∂xiv >=< f, v >, ∀v ∈ D(Ω), t ∈]0, T [,

tel que < ·, · > est le crochet de dualité entre D′(Ω) et D(Ω). En appliquant la formule

(1.5), on obtient

< ∂tu, v > −
d∑
i=1

< ∂2
xi
u, v >=< f, v >, ∀ v ∈ D(Ω), t ∈]0, T [,

ceci implique que

< ∂tu−∆u− f, v >= 0, ∀v ∈ D(Ω), t ∈]0, T [,

alors

∂tu−∆u = f dans D′(Ω), t ∈]0, T [,

D’autre part, u(·, t) ∈ H1
0 (Ω) donc u(·, t) = 0 sur ∂Ω. �
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2.1. Problème continue

2.1.2 Résultat d’existence

Nous montrons dans la proposition suivante une estimation a priori pour la solution du

problème (2.3).

Théorème 2.1.2. soient f appartenant à L2(0, T ;L2(Ω)) et u0 à H1
0 (Ω) alors l’estimation

a priori suivante pour la solution du problème (2.3) est satisfaite pour tout t ∈]0, T [

|u(·, t)|2H1(Ω) +

∫ t

0

‖(∂su)(·, s)‖2
L2(Ω) ds ≤ |u0|2H1(Ω) +

∫ t

0

‖f(·, s)‖2
L2(Ω) ds. (2.4)

Preuve. On pose v(·) = ∂su(·, s) dans (2.2), il vient que∫
Ω

(
∂su(x, s)

)2

dx +

∫
Ω

∇u(x, s) · ∂s(∇u)(x, s) dx =

∫
Ω

f(x, s)∂su(x, s) dx. (2.5)

On a ∫
Ω

∇u(x, s)∂s(∇u)(x, s) dx =
1

2

∫
Ω

∂s(∇u)2(x, s) dx,

en remplaçant cette formule dans (2.5), on trouve

‖∂su(·, s)‖2
L2(Ω) +

1

2

∫
Ω

∂s(∇u(x, s))2 dx =

∫
Ω

f(x, s)∂su(x, s) dx.

En intégrant sur ]0, t[, pour tout 0 ≤ t ≤ T , il vient que∫ t

0

‖∂su(·, s)‖2
L2(Ω) ds+

1

2

∫ t

0

∫
Ω

∂s(∇u(x, s))2 dx ds =

∫ t

0

∫
Ω

f(x, s)∂su(x, s) dx ds,

alors∫ t

0

‖∂su(·, s)‖2
L2(Ω) ds+

1

2
|u(·, t)|2H1(Ω) −

1

2
|u0|2H1(Ω) =

∫ t

0

∫
Ω

f(x, s)∂su(x, s) dx ds.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve∫ t

0

‖∂su(·, s)‖2
L2(Ω) ds+

1

2
|u(·, t)|2H1(Ω) ≤

∫ t

0

‖f(·, s)‖L2(Ω)‖∂su(·, s)‖L2(Ω) ds+
1

2
|u0|2H1(Ω).

En utilisant le fait que ab ≤ 1
2
a2 + 1

2
b2,∫ t

0

‖∂su(·, s)‖2
L2(Ω) ds+

1

2
|u(·, t)|2H1(Ω)

≤ 1

2

∫ t

0

‖f(·, s)‖2
L2(Ω) ds+

1

2

∫ t

0

‖∂su(·, s)‖2
L2(Ω) ds+

1

2
|u0|2H1(Ω).

D’où, l’estimation désirée. �

Théorème 2.1.3. Soit f une fonction de L2(0, T ;L2(Ω)) et pour toute donnée initiale u0

dans H1
0 (Ω), alors le problème (2.2) admet une solution unique u dans l’espace

L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C0(0, T ;L2(Ω)).
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2.1. Problème continue

Preuve. Pour prouver l’existence de u solution de (2.2), on applique le théorème de

Cauchy-Lipschitz. Soit (Hn)n une suite de sous-espace de dimension finie de H1
0 (Ω) telle

que (Hn)n est dense dans H1
0 (Ω). On en déduit le problème suivant, pour tout n > m

Trouver un ∈ C0(0, T ;Hn) tel que

un(·, 0) = u0,

∀vm ∈ Hm,

∫
Ω

∂tun(x, t)vm(x) dx +

∫
Ω

∇un(x, t) · ∇vm(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)vm(x) dx.

(2.6)

D’une façon similaire, on a

∀vm ∈ Hm,

∫
Ω

∂tunvm(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)vm(x) dx−
∫

Ω

∇un(x, t) · ∇vm(x) dx.

Soit G une application définie par

< G(t, un), vm >= (f, vm)− (∇un,∇vm).

Cette application est continue et lipschitzienne par rapport à un. En effet, grâce à l’in-

égalité de Cauchy-Schwarz, on a

< G(t, un)−G(t, wn), vm > = (∇wn −∇un,∇vm)

≤ |vm|H1(Ω)|un − wn|H1(Ω).

D’où

sup
vm∈Hm

< G(t, un)−G(t, wm), vm >

|vm|H1(Ω)

≤ |un − wn|H1(Ω).

D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz (voir le Théorème 1.3.1), on déduit que (2.2)

admet une unique solution un dans L2(0, T ;Hn), vérifiant (2.4). Comme (un)n est bornée,

il existe une sous-suite que l’on note encore (un)n pour simplifier, qui converge faiblement

vers u dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), i.e.

un ⇀ u dans H1
0 (Ω),

Passant à la limite quand n tend vers ∞ dans (2.6), on obtient

∀vm ∈ Hm,

∫
Ω

∂tu(x, t)vm(x) dx +

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇vm(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)vm(x) dx. (2.7)

Puis par densité de Hm dans H1
0 (Ω), l’équation (2.7) est satisfaite pour tout v ∈ H1

0 (Ω).

De plus, si u1 et u2 sont deux solutions de (2.3) et soit u = u1 − u2, u est solution du

problème (2.3) tel que u0 et f sont égaux à zéros, on déduit alors de (2.4) que u est nul,

ceci prouve l’unicité de la solution. �
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2.2. Problème semi-discret en temps

2.2 Problème semi-discret en temps

On s’intéresse ici à la discrétisation du problème de la chaleur par un schéma d’Euler

implicite en temps. Pour un entier n positif, nous introduisons une partition de l’intervalle

[0, T ] en sous intervalles [tn−1, tn], 1 ≤ n ≤ N , avec 0 = t0 < t1 < t2 < ...tN = T . On

désigne par τn le pas du temps tn − tn−1. On pose aussi

|τ | = max
1≤n≤N

τn et στ = max
2≤n≤N

τn
τn−1

.

On cherche une approximation un de la solution exacte u au point tn, en discrétisant la

dérivée partielle en temps par un schéma d’Euler implicite ce qui donne

∂tu(x, tn) ' u(x, tn)− u(x, tn−1)

τn
' un(x)− un−1(x)

τn

On suppose que f dans C0(0, T ;L2(Ω)), et u0 est dans H1
0 (Ω). Le problème semi-discret

s’écrit :

Trouver (un)0≤n≤N ∈ H1
0 (Ω)N+1, tel que pour tout 1 ≤ n ≤ N
un − un−1

τn
−∆un = f(., tn) dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,

u0 = u0 dans Ω,

(2.8)

qui est équivalent au problème variationnel suivant

Trouver (un)0≤n≤N ∈ H1
0 (Ω)N+1 tel que

u0 = u0 dans Ω

∀v ∈ H1
0 (Ω),

(
un − un−1

τn
, v

)
+ (∇un,∇v) = (fn, v).

(2.9)

2.2.1 Résultat d’existence pour la solution semi-discrète

Dans cette section, nous vérifions que le problème (2.9) est bien posé.

Théorème 2.2.1. Le problème (2.9) admet une solution unique (un)0≤n≤N dans l’espace

H1
0 (Ω)N+1.

Preuve. Nous utilisons le Lemme de Lax-Milgram dont nous vérifions les hypothèses

avec les notations pour 1 ≤ n ≤ N

A(un, v) = (un, v) + τn (∇un,∇v) (2.10)
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2.2. Problème semi-discret en temps

et

F (v) = τn (fn, v) + (un−1, v) (2.11)

1. La bilinéarité de A(·, ·) provient de la linéarité des dérivées et intégrales.

2. La continuité de A(·, ·) est évidente. En effet, soient un ∈ H1
0 (Ω), v ∈ H1

0 (Ω)

|A(un, v)| ≤ |(un, v)|+ τn |(∇un,∇v)|.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de Poincaré-Friedrichs

(1.2), on obtient

|A(un, v)| ≤ c|un|H1(Ω) |v|H1(Ω) + τn |un|H1(Ω) |v|H1(Ω),

alors

|A(un, v)| ≤ (c+ τn) |un|H1(Ω) |v|H1(Ω).

3. La forme bilinéaire A(·, ·) est coercive, en effet, pour tout un dans H1
0 (Ω)

A(un, un) = (un, un) + τn (∇un,∇un)

= ‖un‖2
L2(Ω) + τn |un|2H1(Ω)

≥ τn |un|2H1(Ω).

4. F est une forme linéaire continue sur H1
0 (Ω), en effet

|F (v)| ≤ τn |(fn, v)|+ |(un−1, v)|,

l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de Poincaré-Friedrichs entraînent

|F (v)| ≤ c

(
τn ‖fn‖L2(Ω) + ‖un−1‖L2(Ω)

)
|v|H1(Ω).

CommeH1
0 (Ω) est un sous espace fermé deH1(Ω) qui est de Hilbert (H1

0 (Ω) = D(Ω)
H1(Ω)

),

donc H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert, on déduit du Lemme de Lax-Milgram que le pro-

blème (2.9) admet une solution unique (un)0≤n≤N ∈ H1
0 (Ω)N+1. �

2.2.2 Proprièté de stabilité

Proposition 2.2.2. On suppose que f appartient à C0(0, T ;L2(Ω)) et u0 est dans H1
0 (Ω),

la suite (un)0≤n≤N vérifie

|un|2H1(Ω) +
n∑

m=1

τm

∥∥∥∥um − um−1

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ |u0|2H1(Ω) +
n∑

m=1

τm||fm‖2
L2(Ω). (2.12)

18



2.2. Problème semi-discret en temps

Preuve. On choisit v égal à
un − un−1

τn
dans la deuxième équation de (2.9), on trouve

1

τn

(
un,

un − un−1

τn

)
+

(
∇un,∇u

n − un−1

τn

)
=

(
fn,

un − un−1

τn

)
+

1

τn

(
un−1,

un − un−1

τn

)
.

Ceci est équivalent à∥∥∥∥un − un−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

τn

(
∇un,∇un −∇un−1

)
=

(
fn,

un − un−1

τn

)
.

On utilise l’identité (a, a− b) = 1
2
(‖a‖2 + ‖a− b‖2 − ‖b‖2), on obtient∥∥∥∥un − un−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

2 τn

(
|un|2L2(Ω)

+ |un − un−1|2L2(Ω) − |un−1|2L2(Ω)

)
=

(
fn,

un − un−1

τn

)
.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve∥∥∥∥un − un−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

2 τn

(
|un|2H1(Ω)

+ |un − un−1|2H1(Ω) − |un−1|2H1(Ω)

)
≤ ‖fn‖L2(Ω)

∥∥∥∥un − un−1

τn

∥∥∥∥
L2(Ω)

.

On utilise la formule ab ≤ 1
2
(a2 + b2)∥∥∥∥un − un−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

2 τn

(
|un|2H1(Ω) + |un − un−1|2H1(Ω) − |un−1|2H1(Ω)

)
≤ 1

2
‖fn‖2

L2(Ω) +
1

2

∥∥∥∥un − un−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

Ceci est équivalent à

τn

∥∥∥∥un − un−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ |un|2H1(Ω) − |un−1|2H1(Ω) + |un − un−1|2H1(Ω) ≤ τn‖fn‖2
L2(Ω).

En sommant sur n, on trouve
n∑

m=1

τm

∥∥∥∥um − um−1

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
n∑

m=1

(|um|2H1(Ω) − |um−1|2H1(Ω))

+
n∑

m=1

|um − um−1|2H1(Ω) ≤
n∑

m=1

τm‖fm‖2
L2(Ω).

Puisque
n∑

m=1

|um − um−1|2H1(Ω) > 0, on obtient

n∑
m=1

τm

∥∥∥∥um − um−1

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ |un|2H1(Ω) ≤
n∑

m=1

τm‖fm‖2
L2(Ω) + |u0|2H1(Ω).

Ceci donne l’estimation désirée. �
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2.3. Problème discret

2.3 Problème discret

On suppose maintenant que le domaine Ω est un polygone ou un polyèdre. Soit (T nh )h

une famille régulière de triangulations pour tout 1 ≤ n ≤ N (par des triangles ou des

tétraèdres), on note hK le diamètre de chaque élément de K et hn le plus grand diamètre

des éléments K de T nh . Pour un entier k ≥ 1 et un élément K de T nh , on définit l’espace

Pk(K) des polynômes de degré total ≤ k sur K. Puis on pose

Xn
h = {vh ∈ H1

0 (Ω); ∀K ∈ T nh , vh|K ∈ Pk(K)} (2.13)

On note que πh un opérateur de projection sur Xn
h . Le problème discret consiste à trouver

une suite (unh)0≤n≤N de Xn
h , avec u0

h égal à πhu0, telle que pour 1 ≤ n ≤ N ,

∀vh ∈ Xn
h , (unh, vh) + τn a(unh, vh) = (un−1

h , vh) + τn (fn, vh). (2.14)

Proposition 2.3.1. Pour toute fonction f dans C0(0, T ;L2(Ω)) et toute donnée u0 dans

H1
0 (Ω), le problème (2.14) admet une solution unique.

Preuve. Vu que Xn
h est un sous espace de dimension finie de H1

0 (Ω), il est fermé muni du

produit scalaire deH1
0 (Ω),Xn

h est un espace de Hilbert. La restriction de la forme bilinéaire

A(·, ·) (définie dans (2.10)) à Xn
h ×Xn

h est continue et coercive, et la restriction de F (·)
(définie dans (2.11)) à Xn

h est linéaire et continue. D’après le Lemme de Lax-Milgram on

a l’existence et l’unicité de unh. �

Proposition 2.3.2. On suppose que f appartient à C0(0, T ;L2(Ω)) et πhu0 ∈ Xn
h , telle

que u0
h = πhu0, pour 1 ≤ n ≤ N

|unh|2H1(Ω) +
n∑

m=1

τm

∥∥∥∥umh − um−1
h

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ |πhu0|2H1(Ω) +
n∑

m=1

τm‖fm‖2
L2(Ω). (2.15)

Preuve. On choisit vh égal à
unh − un−1

h

τn
dans (2.14), on trouve

(
unh − un−1

h

τn
,
unh − un−1

h

τn

)
+

(
∇unh,∇

unh − un−1
h

τn

)
=

(
fn,

unh − un−1
h

τn

)
.

En utilisant l’identité (a, a−b) = 1
2
(‖a‖2 +‖a−b‖2−‖b‖2), l’inégalité de Cauchy-Schwarz

et la formule ab ≤ 1
2
(a2 + b2) nous donnent

τn

∥∥∥∥unh − un−1
h

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ |unh|2H1(Ω) + |unh − un−1
h |2H1(Ω) − |un−1

h |2H1(Ω) ≤ τn‖fn‖2
L2(Ω).
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2.3. Problème discret

En sommant sur n, on obtient

n∑
m=1

τm

∥∥∥∥umh − um−1
h

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ |unh|2H1(Ω) +
n∑

m=1

|umh − um−1
h |2H1(Ω)

≤
n∑

m=1

τm‖fm‖2
L2(Ω) + |u0

h|2H1(Ω).

Puisque
n∑

m=1

|umh − um−1
h |2H1(Ω) > 0, on trouve

|unh|2H1(Ω) +
n∑

m=1

τm

∥∥∥∥umh − um−1
h

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤
n∑

m=1

τm‖fm‖2
L2(Ω) + |πhu0|2H1(Ω).

Ceci achève la démonstration. �
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Chapitre 3

Estimations d’erreur a priori et a

posteriori

Dans ce chapitre, on s’intéresse à étudier l’erreur entre la solution exacte du problème

variationnel (2.2) et la solution approchée du problème discret (2.14). L’idée est d’écrire

u(·, tn)− unh = (u(·, tn)− un) + (un − unh)

et majorer chaque terme du membre de droite.

3.1 Estimation d’erreur a priori

On s’intéresse à étudier la convergence de la solution discrète vers la solution approchée.

3.1.1 Estimation d’erreur a priori en temps

Dans cette partie, on veut estimer l’erreur due à la discrétisation en temps. Soit u(·, tn)

solution de (2.2) à l’instant tn et soit un solution de (2.9), on définit en = u(·, tn) − un.
En soustrayant l’équation (2.9) de l’équation (2.2) à l’instant tn on voit que,(

∂tu(·, tn)− un − un−1

τn
, v

)
+ (∇u(·, tn)−∇un,∇v) = 0, ∀v ∈ H1

0 (Ω),
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3.1. Estimation d’erreur a priori

on ajoute et retranche le terme
u(·, tn)− u(·, tn−1)

τn
à l’équation précédente, on trouve(

u(·, tn)− un − (u(·, tn−1)− un−1)

τn
, v

)
+ (∇(u(·, tn)− un),∇v)

=

(
u(·, tn)− u(·, tn−1)

τn
, v

)
− (∂tu(·, tn), v) .

On constate que e0 = 0 et que(
en − en−1

τn
, v

)
+ (∇en,∇v) = (εn, v) , ∀v ∈ H1

0 (Ω), (3.1)

où l’erreur de consistance εn est donnée par

εn =
u(·, tn)− u(·, tn−1)

τn
− ∂tu(·, tn).

Proposition 3.1.1. Supposons que u solution du problème (2.3) appartient à l’espace

H2(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)). Alors, on a l’estimation suivante,

‖εn‖L2(Ω) ≤
√
τn
3
‖u‖H2(tn−1,tn;L2(Ω)). (3.2)

Preuve. On fait appel à la formule de Taylor

u(·, tn)− u(·, tn−1) = τn (∂tu)(·, tn)−
∫ tn

tn−1

(t− tn−1)∂2
ttu(·, t) dt,

donc

εn = − 1

τn

∫ tn

tn−1

(t− tn−1)∂2
ttu(·, t) dt.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

εn ≤ 1

τn

(∫ tn

tn−1

(t− tn−1)2 dt

) 1
2
(∫ tn

tn−1

(∂2
ttu(·, t))2 dt

) 1
2

.

Or ∫ tn

tn−1

(t− tn−1)2 dt =
1

3
(t− tn−1)3

∣∣tn
tn−1

=
τ 3
n

3
.

Par conséquent,

εn ≤
√
τn
3

(∫ tn

tn−1

(∂2
ttu(·, t))2 dt

) 1
2

.

En passant à la norme de L2(Ω), on obtient

‖εn‖2
L2(Ω) ≤

τn
3
‖∂2

ttu‖2
L2(tn−1,tn;L2(Ω)).

D’où

‖εn‖2
L2(Ω) ≤

τn
3
‖u‖2

H2(tn−1,tn;L2(Ω)).

Ceci donne l’estimation désirée. �
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3.1. Estimation d’erreur a priori

Proposition 3.1.2. Sous les hypothèses de la Proposition 3.1.1, on a l’estimation a priori

suivante pour tout 1 ≤ n ≤ N

|u(·, tn)− un|H1(Ω) ≤
|τ |√

3
‖u‖H2(0,tn;L2(Ω)). (3.3)

Preuve. On applique les mêmes arguments de (2.9) au problème (3.1). Pour v égal à
en−en−1

τn
dans l’équation (3.1). On trouve∥∥∥∥en − en−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

τn
(∇en,∇(en − en−1)) =

(
εn,

en − en−1

τn

)
.

L’identité (a, a−b) = 1
2
(‖a‖2+‖a−b‖2−‖b‖2), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la formule

ab ≤ 1
2
(a2 + b2) nous donnent∥∥∥∥en − en−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

2 τn

(
|en|2H1(Ω) + |en − en−1|2H1(Ω) − |en−1|2H1(Ω)

)
≤ 1

2
‖εn‖2

L2(Ω) +
1

2

∥∥∥∥en − en−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

Alors

τn

∥∥∥∥en − en−1

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ |en|2H1(Ω) + |en − en−1|2H1(Ω) − |en−1|2H1(Ω) ≤ τn‖εn‖2
L2(Ω).

En sommant sur n, on obtient

n∑
m=1

τm

∥∥∥∥em − em−1

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
n∑

m=1

(|em|2H1(Ω)

+ |em − em−1|2H1(Ω) − |em−1|2H1(Ω)) ≤
n∑

m=1

τm‖εm‖2
L2(Ω).

D’où
n∑

m=1

τm

∥∥∥∥em − em−1

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
n∑

m=1

|em − em−1|2H1(Ω) + |en|2H1(Ω)

≤
n∑

m=1

τm‖εm‖2
L2(Ω) + |e0|2H1(Ω).

Puisque
n∑

m=1

|em − em−1|2H1(Ω) > 0 et
n∑

m=1

∥∥∥∥em − em−1

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

> 0, on trouve

|en|2H1(Ω) ≤
n∑

m=1

τm‖εm‖2
L2(Ω) + |e0|2H1(Ω).

Puisque |e0|2H1(Ω) = 0, on déduit de (3.2) l’estimation d’erreur désirée. �
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3.1. Estimation d’erreur a priori

3.1.2 Estimation d’erreur a priori en espace

On rappelle que πh est l’opérateur de projection orthogonale de H1
0 (Ω) sur Xn

h . Les condi-

tions suffisantes sur la famille (T nh )h pour que cet opérateur vérifie pour une constante c

indépendante de hn,

∀v ∈ H1
0 (Ω), |πhv|H1(Ω) ≤ c|v|H1(Ω) (3.4)

sont données par [7] : l’inégalité est vraie avec une famille (T nh )h uniformément régu-

lière, toutefois cette condition peut être affaiblie. Sous l’hypothèse (3.4), on a pour toute

fonction v assez régulière :

‖v − πhv‖L2(Ω) + hn|v − πhv|H1(Ω) ≤ chs+1
n ‖v‖Hs+1(Ω), s ≤ k. (3.5)

Théorème 3.1.3. Sous l’hypothèse (3.4) et si l’on suppose que la solution (un)0≤n≤N

vérifie

un ∈ Hs+1(Ω), 0 ≤ s ≤ k

l’estimation d’erreur a priori s’écrit, pour tout 1 ≤ n ≤ N ,

‖un − unh‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

τm|um − umh |2H1(Ω) ≤ c
n∑

m=1

h2s
m(h2

m + τm)‖um‖2
Hs+1(Ω).

Preuve. Soit vnh une fonction de Xn
h . Par une inégalité triangulaire, on écrit

‖un − unh‖L2(Ω) +
n∑

m=1

τm|um − umh |H1(Ω)

≤ ‖un − vnh‖L2(Ω) + ‖vnh − unh‖L2(Ω) +
n∑

m=1

τm(|um − vmh |H1(Ω) + |vmh − umh |H1(Ω))

En ajoutant et en retranchant vnh dans l’équation (2.14), il vient que

∀wh ∈ Xn
h , (unh − vnh , wh) + τn a(unh − vnh , wh)

= (un−1
h , wh) + τn (fn, wh)− (vnh , wh)− τna(vnh , wh).

(3.6)

D’autre part, on choisit v = wh dans (2.9), on obtient

∀wh ∈ Xn
h , (un, wh) + τn a(un, wh) = (un−1, wh) + τn (fn, wh),

alors

τn (fn, wh) = (un, wh) + τn a(un, wh)− (un−1, wh), ∀wh ∈ Xn
h .
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3.1. Estimation d’erreur a priori

En remplaçant la dernière équation dans (3.6), on trouve

∀wh ∈ Xn
h , (unh − vnh , wh) + τn a(unh − vnh , wh)

= τna(un − vnh , wh)− (un−1 − un−1
h , wh) + (un − vnh , wh),

on pose wh = unh − vnh , on obtient

‖unh − vnh‖2
L2(Ω) + τn|unh − vnh |2H1(Ω) = τna(un − vnh , unh − vnh)

− (un−1 − un−1
h , unh − vnh) + (un − vnh , unh − vnh).

On voit que

‖unh − vnh‖2
L2(Ω) + τn|unh − vnh |2H1(Ω) = τna(un − vnh , unh − vnh)

− (un−1 − vn−1
h + vn−1

h − un−1
h , unh − vnh) + (un − vnh , unh − vnh).

Ce qui donne

1

2
(‖unh − vnh‖2

L2(Ω) − ‖un−1
h − vn−1

h ‖2
L2(Ω) + ‖(unh − vnh)− (un−1

h − vn−1
h )‖2

L2(Ω))

+ τn|unh − vnh |2H1(Ω) = τna(un − vnh , unh − vnh)

− (un−1 − vn−1
h , unh − vnh) + (un − vnh , unh − vnh).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de Young puis en sommant sur

n, on trouve

‖unh − vnh‖2
L2(Ω) − ‖u0

h − v0
h‖2

L2(Ω) +
n∑

m=1

τm|umh − vmh |2H1(Ω)

≤ c
( n∑
m=1

τm|um − vmh |2H1(Ω) +
n∑

m=1

‖um − vmh ‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

‖um−1 − vm−1
h ‖2

L2(Ω)

)
.

On choisit vnh égal à πhun et on utilise la formule (3.5), on trouve

‖unh − vnh‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

τm|umh − vmh |2H1(Ω)

≤ c

( n∑
m=1

h2s
mτm‖um‖2

Hs+1(Ω) + h2s+2
m

n∑
m=1

‖um‖2
Hs+1(Ω)

)
.

D’où le resultat cherché. �

Il s’agit maintenant d’écrire une estimation d’erreur a posteriori et de définir des indi-

cateurs d’erreur.
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

3.2 Estimation d’erreur a posteriori

Dans cette partie on veut majorer l’erreur entre la solution continue du problème (2.3)

et la solution discrète du problème (2.14) en fonction de la solution discrète unh.

À la famille (un)0≤n≤N , on associe la fonction uτ affine sur chaque intervalle [tn−1, tn] et

égale à un en tn, 1 ≤ n ≤ N ,

uτ (x, t) = un(x)− tn − t
τn

(un − un−1)(x), t ∈ [tn−1, tn], x ∈ Ω. (3.7)

On voit que

∂tuτ =
un − un−1

τn
, (3.8)

alors (2.9) devient∫
Ω

∂tuτv dx +

∫
Ω

∇un · ∇v dx =

∫
Ω

fnv dx ,∀v ∈ H1
0 (Ω) (3.9)

De la même manière, on définit uτh la fonction affine sur chaque intervalle [tn−1, tn] et

égale à unh en tn :

uτh(x, t) = unh(x)− tn − t
τn

(unh − un−1
h )(x).

Pour estimer l’erreur ‖u− uτh‖, on écrit par une inégalité triangulaire

‖u− uτh‖ ≤ ‖u− uτ‖+ ‖uτ − uτh‖.

Pour majorer chaque terme on écrit l’équation du résidu pour chacun.

3.2.1 Équation du résidu pour l’erreur en temps

On ajoute et on retranche le terme uτ de l’équation (2.2), on trouve∫
Ω

∂t(u− uτ )v dx +

∫
Ω

∇(u− uτ ) · ∇v dx

=

∫
Ω

fv dx−
∫

Ω

∂tuτv dx−
∫

Ω

∇uτ · ∇v dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

De (3.9), on remarque que∫
Ω

∂tuτv dx =

∫
Ω

fnv dx−
∫

Ω

∇un · ∇v dx ,∀v ∈ H1
0 (Ω),

on combine les deux dernières équations, il en résulte∫
Ω

∂t(u− uτ )v dx +

∫
Ω

∇(u− uτ ) · ∇v dx

=

∫
Ω

fv dx−
∫

Ω

fnv dx +

∫
Ω

∇un · ∇v dx−
∫

Ω

∇uτ · ∇v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (3.10)
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Définition 3.2.1. On définit la famille d’indicateurs d’erreur de la façon suivante, pour

tout 1 ≤ n ≤ N ,

ηn =

√
τn
3
|unh − un−1

h |H1(Ω). (3.11)

Théorème 3.2.1. Soit f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C0(0, T ;L2(Ω)), alors on a l’estimation

suivante pour tout 1 ≤ n ≤ N

‖(u− uτ )(tn)‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

∫ tm

tm−1

|(u− uτ )(t)|2H1(Ω) dt

≤ c
n∑

m=1

(
(ηm)2 +

∫ tm

tm−1

‖f(t)− fm‖2
L2(Ω) dt

+ τm|um − umh |2H1(Ω)

)
+ c τ1|u0 − πhu0|2H1(Ω).

(3.12)

Preuve. On pose v = u− uτ dans l’équation (3.10), on trouve

1

2

d

dt
‖u− uτ‖2

L2(Ω) + |u− uτ |2H1(Ω)

=

∫
Ω

(f − fn)(u− uτ ) dx−
∫

Ω

∇(uτ − un) · ∇(u− uτ ) dx.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de Young donnent

1

2

d

dt
‖u− uτ‖2

L2(Ω) + |u− uτ |2H1(Ω) ≤
ε

2
‖f − fn‖2

L2(Ω) +
1

2ε
‖u− uτ‖2

L2(Ω)

+
ε

2
|uτ − un|2H1(Ω) +

1

2ε
|u− uτ |2H1(Ω).

On utilise l’inégalité de Poincaré-Friedrichs au second terme du membre de droite, et on

choisit ε de sorte que

d

dt
‖u− uτ‖2

L2(Ω) + |u− uτ |2H1(Ω) ≤ c
(
‖f − fn‖2

L2(Ω) + |uτ − un|2H1(Ω)

)
.

En intégrant cette ligne entre tn et tn−1, on trouve∫ tn

tn−1

d

dt
‖(u− uτ )(t)‖2

L2(Ω) dt+

∫ tn

tn−1

|(u− uτ )(t)|2H1(Ω) dt

≤ c

(∫ tn

tn−1

‖f(t)− fn‖2
L2(Ω) dt+

∫ tn

tn−1

|uτ (t)− un|2H1(Ω) dt

)
.

Donc

‖(u− uτ )(tn)‖2
L2(Ω) − ‖(u− uτ )(tn−1)‖2

L2(Ω) +

∫ tn

tn−1

|(u− uτ )(t)|2H1(Ω) dt

≤ c

(∫ tn

tn−1

‖f(t)− fn‖2
L2(Ω) dt+

∫ tn

tn−1

|uτ (t)− un|2H1(Ω) dt

)
.
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En sommant sur n, on obtient

‖(u− uτ )(tn)‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

∫ tm

tm−1

|(u− uτ )(t)|2H1(Ω) dt

≤ c
n∑

m=1

(∫ tm

tm−1

‖f(t)− fm‖2
L2(Ω) dt+

∫ tm

tm−1

|uτ (t)− um|2H1(Ω) dt

)
.

De (3.7), on a

∇(uτ − un) = −tn − t
τn
∇(un − un−1).

On intègre sur t, on obtient∫ tm

tm−1

|uτ (t)− um|2H1(Ω) dt = |um − um−1|2H1(Ω)

∫ tm

tm−1

(
t− tm
τm

)2

dt

=
τm
3
|um − um−1|2H1(Ω).

Alors ∫ tm

tm−1

|uτ (t)− um|2H1(Ω) dt =
τm
3
|um − umh + umh − um−1

h + um−1
h − um−1|2H1(Ω),

d’après l’inégalité triangulaire∫ tm

tm−1

|uτ (t)− um|2H1(Ω) dt ≤
τm
3

(
|um − umh |H1(Ω) + |umh − um−1

h |H1(Ω)

+ |um−1 − um−1
h |H1(Ω)

)2

.

Donc

‖(u− uτ )(tn)‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

∫ tm

tm−1

|(u− uτ )(t)|2H1(Ω) dt

≤ c

n∑
m=1

(∫ tm

tm−1

‖f(t)− fm‖2
L2(Ω) dt

+
τm
3

(
|um − umh |2H1(Ω) + |umh − um−1

h |2H1(Ω) + |um−1 − um−1
h |2H1(Ω)

))
≤ c

n∑
m=1

(
(ηm)2 +

∫ tm

tm−1

‖f(t)− fm‖2
L2(Ω) dt

+
τm
3

(
|um − umh |2H1(Ω) + |um−1 − um−1

h |2H1(Ω)

))
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Puis on utilise la propriété τn ≤ σττn−1 on trouve

‖(u− uτ )(tn)‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

∫ tm

tm−1

|(u− uτ )(t)|2H1(Ω) dt

≤ c

{ n∑
m=1

(
(ηm)2 +

∫ tm

tm−1

‖f(t)− fm‖2
L2(Ω) dt

)
+

n∑
m=1

τm|um − umh |2H1(Ω) + στ

n∑
m=2

τm−1|um−1 − um−1
h |2H1(Ω)

+ τ1|u0 − u0
h|H1(Ω)

}
.

Ceci achève la démonstration. �

3.2.2 Équation du résidu pour l’erreur en espace

On a la relation d’orthogonalité de Galerkin suivante :

a(un − unh, vh) +

∫
Ω

un − unh − (un−1 − un−1
h )

τn
vh dx = 0, ∀vh ∈ Xn

h

et donc, pour toute fonction v ∈ H1
0 (Ω) et vh ∈ Vh

a(un − unh, v) +

∫
Ω

un − unh − un−1 + un−1
h

τn
vdx

= a(un − unh, v − vh) +

∫
Ω

un − unh − un−1 + un−1
h

τn
(v − vh)dx. (3.13)

De l’égalité (3.13) et la définition de a(., .)

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
=

(
∇(un − unh),∇(v − vh)

)
+

(
un − un−1

τn
, v − vh

)
−
(
unh − un−1

h

τn
, v − vh

)
=

(
∇un,∇(v − vh)

)
−
(
∇unh,∇(v − vh)

)
+

(
un − un−1

τn
, v − vh

)
−
(
unh − un−1

h

τn
, v − vh

)
= (fn, v − vh)− (∇unh,∇(v − vh))−

(
unh − un−1

h

τn
, v − vh

)
. (3.14)

On remarque que dans l’équation (3.14) un a été éliminé du membre de droite. Maintenant

on fait une décomposition sur les éléments de la triangulation T nh :

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
=
∑
K∈T nh

(∫
K

fn(v − vh)dx

−
∫
K

∇unh∇(v − vh)dx−
∫
K

unh − un−1
h

τn
(v − vh)dx

)
.

(3.15)
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

On applique la formule de Green (1.4) sur le deuxième terme du membre de droite pour

obtenir

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
=
∑
K∈T nh

(∫
K

fn(v − vh)dx +

∫
K

∆unh(v − vh)dx

−
∫
∂K

∂nKu
n
h(v − vh)dσ −

∫
K

unh − un−1
h

τn
(v − vh)dx

)
,

(3.16)

où nK désigne le vecteur normal unitaire extérieur à K.

À cette étape, une seconde idée importante est à retenir l’application de la formule de

Green à
∫
K
∇unh · ∇(v − vh)dx dans l’équation (3.15) pour éliminer l’opérateur gradient

”∇” agissant sur (v − vh).

Dans (3.16), l’intégrale sur ∂K peut s’écrire comme une somme d’intégrales sur les élé-

ments e de EK , on note que ces éléments se répartissent en deux parties :

• ou bien e est contenu dans ∂Ω et l’intégrale sur e est nulle car v et vh s’annulent

sur ∂Ω.

• ou bien e est contenu dans la frontière de deux èlèments K et K ′ et au total, la

quantité à intégrer sur e dans le second membre de (3.16) s’écrit :

(∂nKu
n
h)(σ)(v − vh)(σ) + (∂nK′u

n
h)(σ)(v − vh)(σ) = [∂nKu

n
h](σ)(v − vh)(σ), (3.17)

où [∂nKu
n
h] désigne le saut ∂nKunh + ∂nK′u

n
h. Les relations (3.16) et (3.17) conduisent à

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
=
∑
K∈T nh

(∫
K

(
fn + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
(v − vh)(x)dx

− 1

2

∑
e∈E0K

∫
e

[∂nKu
n
h](σ)(v − vh)(σ) dσ

)
. (3.18)

À partir de cette équation, on peut majorer l’erreur en fonction de normes appropriées

de fn + ∆unh −
unh−u

n−1
h

τn
et de [∂nKu

n
h]. Une difficulté est que, la fonction fn pouvant être

compliquée, la norme de fn + ∆unh −
unh−u

n−1
h

τn
n’est pas forcément simple à calculer. Pour

remédier à cet inconvénient, on fixe un entier ` ≥ 0, on introduit l’espace

W n
h = {fh ∈ L2(Ω); ∀K ∈ T nh , fh|K ∈ P`(K)}, ∀1 ≤ n ≤ N,

puis on introduit une approximation fnh de fn dans W n
h .
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Finalement l’équation du résidu s’écrit :

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
=
∑
K∈T nh

(∫
K

(fn − fnh )(x)(v − vh)(x) dx

+

∫
K

(
fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
(x)(v − vh)(x) dx

− 1

2

∑
e∈E0K

∫
e

[∂nKu
n
h](σ)(v − vh)(σ) dσ

)
.

(3.19)

Définition 3.2.2. On définit la famille d’indicateurs d’erreur de la façon suivante, pour

tout K dans T nh ,

ηnK = hK

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

+
1

2

∑
e∈E0K

h
1
2
e ‖[∂nKunh]‖L2(e). (3.20)

Les propriétés de cette suite sont données dans les propositions qui suivent, où sont

énoncées

- les majorations de l’erreur de discrétisation en espace en fonction de la somme en

temps et espace des indicateurs,

- une majoration de l’indicateur en fonction de l’erreur locale provenant de la dis-

crétisation en espace, d’où l’on peut déduire des inverses locaux des majorations

précédentes.

Théorème 3.2.2. On suppose la donnée f dans C0(0, T ;L2(Ω)) et la donnée u0 dans

H1
0 (Ω). Alors, il existe une constante positive c indépendante de h et τn telle qu’on ait

l’estimation suivante pour tout 1 ≤ n ≤ N

‖un − unh‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

τm|um − umh |2H1(Ω)

≤ c

(
‖u0 − πhu0‖2

L2(Ω) +
n∑

m=1

τm
∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + h2

K‖fm − fmh ‖2
L2(K)

))
. (3.21)

Preuve. pour tout v ∈ H1
0 (Ω) et tout vh dans Xn

h , on utilise l’équation (3.19), combinée
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avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
≤
∑
K∈T nh

(
‖fn − fnh ‖L2(K)‖v − vh‖L2(K)

+

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

‖v − vh‖L2(K)

+
1

2

∑
e∈E0K

‖[∂nKunh]‖L2(e)‖v − vh‖L2(e)

)
.

Puis on choisit vh égal à l’image de v par l’opérateur Π̃0
h et on utilise le Théorème 1.5.6,

on trouve

‖v − Π̃0
hv‖L2(K) ≤ c hK |v|H1(∆K),

et le Corollaire 1.5.7, on obtient

‖v − Π̃0
hv‖L2(e) ≤ c h

1
2
e |v|H1(∆e).

Donc

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
≤ c

∑
K∈T nh

(
hK

(
‖fn − fnh ‖L2(K) +

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

)
|v|H1(∆K)

+
1

2

∑
e∈E0K

h
1
2
e ‖[∂nKunh]‖L2(e)|v|H1(∆e)

)
,

où les ∆K et ∆e sont introduits dans la Notation 1.5.5. Par une inégalité de Hölder, on

obtient

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
≤ c

( ∑
K∈T nh

h2
K

(
‖fn − fnh ‖L2(K) +

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

)2) 1
2

×
( ∑
K∈T nh

|v|2H1(∆K)

) 1
2

+

(
1

4

∑
K∈T nh

∑
e∈E0K

he‖[∂nKunh]‖2
L2(e)

) 1
2
( ∑
K∈T nh

∑
e∈E0K

|v|2H1(∆e)

) 1
2

.

Et comme(
‖fn − fnh ‖L2(K)+

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

)2

≤ 2

(
‖fn − fnh ‖2

L2(K) +

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥2

L2(K)

)
.
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On obtient

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
≤ c

( ∑
K∈T nh

(
h2
K‖fn − fnh ‖2

L2(K) + h2
K

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥2

L2(K)

+
1

4

∑
e∈E0K

he‖[∂nKunh]‖2
L2(e)

)) 1
2
( ∑
K∈T nh

|v|2H1(∆K)

) 1
2

.

Et en rappelant qu’un même élément de T nh n’est contenu que dans un nombre fini (borné

indépendamment de h) de ∆K , on obtient alors

a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
≤ c

( ∑
K∈T nh

(
(ηnK)2 + h2

K‖fn − fnh ‖2
L2(K)

)) 1
2

|v|H1(Ω).

(3.22)

On prend ensuite v égal à un − unh et on trouve

a(un − unh, un − unh) +

(
un − unh
τn

, un − unh
)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, un − unh

)
≤ c

( ∑
K∈T nh

(
(ηnK)2 + h2

K‖fn − fnh ‖2
L2(K)

)) 1
2

|un − unh|H1(Ω).

En multipliant par τn, on aura

τn |un − unh|2H1(Ω) +
1

2

(
‖un − unh‖2

L2(Ω) − ‖un−1 − un−1
h ‖2

L2(Ω)

+ ‖(un − unh)− (un−1 − un−1
h )‖2

L2(Ω)

)
≤ c τn

( ∑
K∈T nh

(
(ηnK)2 + h2

K‖fn − fnh ‖2
L2(K)

)) 1
2

|un − unh|H1(Ω).

On applique l’inégalité de Young, on trouve

τn |un − unh|2H1(Ω) +
1

2

(
‖un − unh‖2

L2(Ω) − ‖un−1 − un−1
h ‖2

L2(Ω)

+ ‖(un − unh)− (un−1 − un−1
h )‖2

L2(Ω)

)
≤ c τn

∑
K∈T nh

(
(ηnK)2 + h2

K‖fn − fnh ‖2
L2(K)

)
+
τn
2
|un − unh|2H1(Ω).

Donc

τn |un − unh|2H1(Ω) + ‖un − unh‖2
L2(Ω) − ‖un−1 − un−1

h ‖2
L2(Ω)

≤ c τn
∑
K∈T nh

(
(ηnK)2 + h2

K‖fn − fnh ‖2
L2(K)

)
.
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En sommant sur n, on obtient

n∑
m=1

τm|um − umh |2H1(Ω) +
n∑

m=1

(
‖um − umh ‖2

L2(Ω) − ‖um−1 − um−1
h ‖2

L2(Ω)

)
≤ c

n∑
m=1

τm
∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + h2

K‖fm − fmh ‖2
L2(K)

)
.

Alors
n∑

m=1

τm|um − umh |2H1(Ω) + ‖un − unh‖2
L2(Ω)

≤ ‖u0 − u0
h‖2

L2(Ω) + c
n∑

m=1

τm
∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + h2

K‖fm − fmh ‖2
L2(K)

)
.

Donc

‖un − unh‖2
L2(Ω) +

n∑
m=1

τm|um − umh |2H1(Ω)

≤ c

(
‖u0 − πhu0‖2

L2(Ω) +
n∑

m=1

τm
∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + h2

K‖fm − fmh ‖2
L2(K)

))
.

�

Proposition 3.2.3. On suppose la donnée f du problème (2.3) dans C0(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;L2(Ω)) et u0 dans H1

0 (Ω). Alors, pour le problème discret (2.14), il existe une

constante positive c indépendante de hn et τn telle qu’on ait la majoration d’erreur

|un − unh|2H1(Ω) + 2
n∑

m=1

τm

∥∥∥∥(um − umh )− (um−1 − um−1
h )

τm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c

(
|u0 − πhu0|2H1(Ω) +

n∑
m=1

∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + h2

K‖fm − fmh ‖2
L2(K)

))
. (3.23)

Preuve. Dans l’inégalité (3.22), on choisit v égal à

(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn
,

on trouve

a
(
un − unh,

(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

)
+

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c

( ∑
K∈T nh

(
(ηnK)2 + h2

K‖fn − fnh ‖2
L2(K)

)) 1
2
∣∣∣∣(un − unh)− (un−1 − un−1

h )

τn

∣∣∣∣
H1(Ω)

.
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En notant que

a
(
un − unh,

(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

)
=

1

τn

(
∇(un − unh),∇((un − unh)− (un−1 − un−1

h ))
)

=
1

2τn

(
|un − unh|2H1(Ω) + |(un − unh)− (un−1 − un−1

h )|2H1(Ω) − |un−1 − un−1
h |2H1(Ω)

)
.

On en déduit que

1

2 τn
|un − unh|2H1(Ω) +

1

2 τn
|(un − unh)− (un−1 − un−1

h )|2H1(Ω)

− 1

2 τn
|un−1 − un−1

h |2H1(Ω) +

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c

( ∑
K∈T nh

(
(ηnK)2 + h2

K‖fn − fnh ‖2
L2(K)

)) 1
2
∣∣∣∣(un − unh)− (un−1 − un−1

h )

τn

∣∣∣∣
H1(Ω)

.

En multipliant par τn et utilisant l’inégalité de Young au second membre, on trouve

|un − unh|2H1(Ω) − |un−1 − un−1
h |2H1(Ω) + 2 τn

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn
)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c
∑
K∈T nh

(
(ηnK)2 + h2

K‖fn − fnh ‖2
L2(K)

)
.

En sommant sur n, on obtient
n∑

m=1

(|um − umh |2H1(Ω) − |um−1 − um−1
h |2H1(Ω)) + 2

n∑
m=1

τm

∥∥∥∥(um − umh )− (um−1 − um−1
h )

τm
)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c

( n∑
m=1

∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + h2

K‖fm − fmh ‖2
L2(K)

))
.

Alors

|un − unh|2H1(Ω) + 2
n∑

m=1

τm

∥∥∥∥(um − umh )− (um−1 − um−1
h )

τm
)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c

(
|u0 − u0

h|2H1(Ω) +
n∑

m=1

∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + h2

K‖fm − fmh ‖2
L2(K)

))
.

Ceci achève la démonstration. �

La majoration (3.21) conforme également la propriété de fiabilité énoncée dans (1.9).

3.2.3 Propriété de fiabilité

On déduit de Théorèmes 3.2.1 et 3.2.2 le théorème suivant.
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Théorème 3.2.4. On suppose la donnée f du problème (2.3) dans C0(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;L2(Ω)) et u0 dans H1

0 (Ω). Alors, pour le problème discret (2.14), il existe une

constante positive c indépendante de hn et τn telle qu’on ait la majoration d’erreur

‖(u− uτh)(tn)‖L2(Ω) + ‖u− uτh‖L2(0,tn;H1
0 (Ω))

≤
( n∑
m=1

(ηm)2 + τm
∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + τm‖fm − fmh ‖2

L2(K)

)) 1
2

+ c
(
‖u0 − πhu0‖H1(Ω) + ‖f − fn‖L2(0,tn;L2(Ω))

)
. (3.24)

Preuve. On utilise l’inégalité triangulaire

‖(u− uτh)(tn)‖L2(Ω) + ‖u− uτh‖L2(0,tn;H1
0 (Ω))

≤
(
‖(u− uτ )(tn)‖L2(Ω) + ‖u− uτ‖L2(0,tn;H1

0 (Ω))

)
+
(
‖(uτ − uτh)(tn)‖L2(Ω) + ‖uτ − uτh‖L2(0,tn;H1

0 (Ω))

)
.

Du Théorème 3.2.1, on a l’estimation de ‖u−uτ‖L2(Ω)+‖u−uτ‖L2(0,tn;H1
0 (Ω)). Pour majorer

les deux derniers termes on écrit uτ − uτh en fonction de un − unh. Il est clair que

‖(uτ − uτh)(tn)‖L2(Ω) = ‖un − unh‖L2(Ω). (3.25)

On doit alors comparer les deux quantités

‖uτ − uτh‖L2(0,tn;H1
0 (Ω)) et

n∑
m=1

τm|um − umh |2H1(Ω).

On pose vτ = uτ − uτh, on a

|vτ (·, t)|2H1(Ω) =

(
∇(vn − tn − t

τn
(vn − vn−1)),∇(vn − tn − t

τn
(vn − vn−1))

)
=

(
1− 2

tn − t
τn

+

(
tn − t
τn

)2)
|vn|2H1(Ω)

+

(
tn − t
τn

)2

|vn−1|2H1(Ω) +

(
2
tn − t
τn
− 2

(
tn − t
τn

)2)
(∇vn,∇vn−1).

On intègre de tn−1 à tn, on voit que∫ tn

tn−1

|vτ (·, t)|2H1(Ω)dt =
τn
3

(
|vn|2H1(Ω) + |vn−1|2H1(Ω) + (∇vn,∇vn−1)

)
En majorant le dernier terme par l’inégalité 2ab ≤ a2 + b2,∫ tn

tn−1

|vτ (·, t)|2H1(Ω)dt ≤
τn
2

(
|vn|2H1(Ω) + |vn−1|2H1(Ω)

)
.
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En sommant sur n, et on utilise la propriété τn ≤ τn−1στ∫ tn

0

|vτ (·, t)|2H1(Ω)dt ≤
1

2

n∑
m=1

τm|vm|2H1(Ω) +
στ
2

n∑
m=2

τm−1|vm−1|2H1(Ω) +
τ1

2
|v0|2H1(Ω).

On déduit alors que

‖uτ − uτh‖2
L2(0,tn;H1

0 (Ω)) ≤
1 + στ

2

n∑
m=1

τm|um − umh |2H1(Ω) +
τ1

2
|u0 − πhu0|2H1(Ω). (3.26)

On combine les relations (3.21), (3.25) et (3.26)

‖(uτ − uτh)(tn)‖L2(Ω) + ‖uτ − uτh‖2
L2(0,tn;H1

0 (Ω))

≤ c

(
‖u0 − πhu0‖2

L2(Ω) +
n∑

m=1

τm
∑
K∈T mh

(
(ηmK)2 + h2

K‖fm − fmh ‖2
L2(K)

))
.

(3.27)

On déduit de (3.12) et (3.27) l’estimation cherchée. �

3.2.4 Propriété d’efficacité

On commence par donner une majoration aux indicateurs d’erreur temporels ηn.

Proposition 3.2.5. On suppose la donnée f du problème (2.3) dans C0(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;L2(Ω)) et u0 dans H1

0 (Ω). Alors, pour le problème discret (2.14), il existe une

constante positive c indépendante de hn et τn telle qu’on ait la majoration d’erreur pour

tout 1 ≤ n ≤ N

ηn ≤
√
τn
3

(
|un − unh|H1(Ω) + |un−1 − un−1

h |H1(Ω)

+ c
(
‖∂t(u− uτ )‖L2(tn−1,tn;L2(Ω)) + ‖f − fn‖L2(tn−1,tn,L2(Ω)) + ‖u− uτ‖L2(tn−1,tn;H1(Ω))

))
.

Preuve. De l’inégalité triangulaire, on a

|unh − un−1
h |H1(Ω) = |unh − un + un − un−1 + un−1 − un−1

h |H1(Ω)

≤ |unh − un|H1(Ω) + |un−1 − un−1
h |H1(Ω) + |un − un−1|H1(Ω).

On va majorer le troisième terme du membre de droite. On retranche l’équation (3.9) de

(2.2), on obtient∫
Ω

∇(u− un) · ∇v dx =

∫
Ω

(f − fn)v dx−
∫

Ω

∂t(u− uτ )v dx ,∀v ∈ H1
0 (Ω). (3.28)
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

De (3.7), on voit que

un(x) = uτ (x, t) +
tn − t
τn

(un − un−1)(x), (3.29)

on remplace la relation (3.29) dans (3.28), on obtient

tn − t
τn

∫
Ω

∇(un − un−1) · ∇v dx =

∫
Ω

∂t(u− uτ )v dx−
∫

Ω

(f − fn)v dx

+

∫
Ω

∇(u− uτ ) · ∇v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

on pose v = un − un−1, et on intègre entre tn−1 et tn, on voit que

|un − un−1|2H1(Ω)

∫ tn

tn−1

tn − t
τn

dt

=

∫ tn

tn−1

∫
Ω

∂t(u− uτ )(un − un−1) dxdt−
∫ tn

tn−1

∫
Ω

(f − fn)(un − un−1) dxdt

+

∫ tn

tn−1

∫
Ω

∇(u− uτ ) · ∇(un − un−1) dxdt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

τn
2
|un − un−1|2H1(Ω) ≤

∫ tn

tn−1

‖∂t(u− uτ )‖L2(Ω)‖un − un−1‖L2(Ω)dt

+

∫ tn

tn−1

‖f − fn‖L2(Ω)‖un − un−1‖L2(Ω)dt

+

∫ tn

tn−1

|u− uτ |H1(Ω)|un − un−1|H1(Ω)dt.

En utilisant l’inégalité de Poincaré-Fridriechs, on trouve

τn
2
|un − un−1|H1(Ω) ≤ c

∫ tn

tn−1

(
‖∂t(u− uτ )‖L2(Ω) + ‖f − fn‖L2(Ω) + |u− uτ |H1

0 (Ω)

)
dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne

τn
2
|un − un−1|H1(Ω) ≤ c

√
τn(‖∂t(u− uτ )‖L2(tn−1,tn;L2(Ω))

+ ‖f − fn‖L2(tn−1,tn;L2(Ω)) + |u− uτ |H1(tn−1,tn;L2(Ω))).

Donc

|unh − un−1
h |H1(Ω) ≤ |un − unh|H1(Ω) + |un−1 − un−1

h |H1(Ω)

+
c√
τn

(
‖∂t(u− uτ‖L2(tn−1,tn;L2(Ω))

+ ‖f − fn‖L2(tn−1,tn;L2(Ω)) + ‖u− uτ‖L2(tn−1,tn;H1
0 (Ω))

)
.

39



3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Ceci implique que

ηn ≤
√
τn
3

(
|un − unh)|H1(Ω) + |un−1 − un−1

h |H1(Ω) + c
(
‖∂t(u− uτ )‖L2(tn−1,tn;L2(Ω))

+ ‖f − fn‖L2(tn−1,tn,L2(Ω)) + ‖u− uτ‖L2(tn−1,tn;H1
0 (Ω))

))
.

�

Pour prouver la propriété d’efficacité pour les indicateurs d’erreur spatials ηnK , on s’appuie

sur l’équation dite du "résidu" qui s’obtient en prenant vh égal à 0 dans (3.19)

∀v ∈ H1
0 (Ω), a(un − unh, v) +

(
un − unh
τn

, v

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, v

)
=
∑
K∈T nh

(∫
K

(fn − fnh )(x)(v)(x) dx

+

∫
K

(
fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
(x)(v)(x) dx

− 1

2

∑
e∈E0K

∫
e

[∂nKu
n
h](σ)(v)(σ) dσ

)
. (3.30)

En effet, par deux choix appropriés de la fonction v, on peut déduire de cette équation

une majoration des deux termes figurant dans chaque ηnK . On a besoin de la notation

suivante.

Notation 3.2.6. Pour tout K de T nh , on désigne par : ωK l’union des éléments de T nh
qui partagent au moins une d− 1 face avec K.

Proposition 3.2.7. On suppose fn dans L2(Ω), pour tout élément K de T nh , l’indicateur
d’erreur défini en (3.20) vérifie pour tout 1 ≤ n ≤ N

ηnK ≤ c

(
hK

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(ωK)

+ |un − unh|H1(ωK) + hK‖fn − fnh ‖L2(ωK)

)
. (3.31)

Preuve. On prouve la majoration en deux étapes.

1. Dans une première étape, on choisit tout d’abord la fonction v dans (3.30) égale à

vK =


(
fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
ψK dans K,

0 dans Ω \K,
(3.32)
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

tel que ψK est la fonction bulle introduit dans la Définition 1.5.3. On note que la

fonction vK est à support contenu dans K et s’annule sur ∂K et donc∫
e

[∂nKu
n
h](σ)vK(σ)dσ = 0.

On en déduit de (3.30) que

a(un − unh, vK) +

(
un − unh
τn

, vK

)
−
(
un−1 − un−1

h

τn
, vK

)
=
∑
K∈T nh

(∫
K

(fn − fnh )(x)vK(x) dx +

∫
K

(
fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
(x)vK(x) dx

)
.

Donc∫
K

(
fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
(x)vK(x) dx

=

∫
K

∇(un − unh)(x) · ∇vK(x) dx−
∫
K

(fn − fnh )(x)vK(x) dx

+

∫
K

(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn
(x)vK(x) dx.

On écrit explicitement vK dans le membre de gauche,∫
K

(
fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)2

(x)ψK(x) dx

=

∫
K

∇(un − unh)(x) · ∇vK(x) dx−
∫
K

(fn − fnh )(x)vK(x) dx

+

∫
K

(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn
(x)vK(x) dx.

Et en passant à la norme de L2(K), on obtient∥∥∥∥(fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

)
ψ

1
2
K

∥∥∥∥2

L2(K)

=

∫
K

∇(un − unh)(x) · ∇vK(x) dx−
∫
K

(fn − fnh )(x)vK(x) dx

+

∫
K

(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn
(x)vK(x) dx.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne∥∥∥∥(fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

)
ψ

1
2
K

∥∥∥∥2

L2(K)

≤ |un − unh|H1(K)|vK |H1(K) + ‖fn − fnh ‖L2(K)‖vK‖L2(K)

+

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(K)

‖vK‖L2(K).
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

On utilise l’inégalité inverse (1.12)

c

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

≤
∥∥∥∥(fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
ψ

1
2
K

∥∥∥∥
L2(K)

.

Et donc

c

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥2

L2(K)

≤ |un − unh|H1(K)|vK |H1(K) + ‖fn − fnh ‖L2(K)‖vK‖L2(K)

+

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(K)

‖vK‖L2(K).

Encore une fois l’inégalité inverse (1.15)

|vK |H1(K) ≤ c h−1
K ‖vK‖L2(K).

En notant que la fonction ψK prend ses valeurs entre 0 et 1 sur K (voir Lemme

1.5.1), on en déduit

‖vK‖L2(K) =

∥∥∥∥(fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

)
ψK

∥∥∥∥
L2(K)

≤ c′
∥∥∥∥fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

.

Alors

|vK |H1(K) ≤ c h−1
K

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

.

On trouve

c

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥2

L2(K)

≤ c h−1
K |u

n − unh|H1(K)

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

+ c′ ‖fn − fnh ‖L2(K)

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

+ c′
∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1

h )

τn

∥∥∥∥
L2(K)

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

.

Ce qui implique∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

≤ c

(
h−1
K |u

n − unh|H1(K) + ‖fn − fnh ‖L2(K) +

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(K)

)
.
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En multipliant cette dernière relation par hK , on obtient

hK

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(K)

≤ c

(
|un − unh|H1(K) + hK‖fn − fnh ‖L2(K)

+ hK

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(K)

)
.

(3.33)

2. Dans une deuxième étape, pour tout élément e de E0
K , soit K ′ l’autre élément de

T nh contenant e. On choisit ici la fonction v dans (3.30) égale à

ve =


RK,e([∂nKu

n
h]ψe) dans K,

RK′,e([∂nK′u
n
h]ψe) dans K ′,

0 dans Ω \ (K ∪K ′),

(3.34)

où les opérateurs RK,e et RK′,e sont introduits dans le Lemme 1.4.4. En utilisant

cette fonction dans (3.30), on voit que

1

2

∑
κ∈{K,K′}

∑
e∈E0κ

∫
e

[∂nKu
n
h](σ)ve(σ) dσ

= −a(un − unh, ve)−
(

(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn
, ve

)
+

∑
κ∈{K,K′}

(∫
κ

(fn − fnh )(x)ve(x) dx

+

∫
κ

(
fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
(x)ve(x) dx

)
.

(3.35)

On a par définition de ψe, la fonction [∂nKu
n
h]ψe s’annule sur ∂e de sorte que ve

s’annule sur ∂(K ∪K ′) et donc

1

2

∑
κ∈{K,K′}

∑
e∈E0κ

∫
e

[∂nKu
n
h](σ)ve(σ) dσ =

1

2

∫
e

[∂nKu
n
h](σ)ve(σ) dσ.

On combine cette égalité avec (3.35), on obtient∫
e

[∂nKu
n
h](σ)ψe(σ) dσ

= −a(un − unh, ve)−
(

(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn
, ve

)
+

∑
κ∈{K,K′}

(∫
κ

(fn − fnh )(x)ve(x) dx

+

∫
κ

(
fnh + ∆unh −

unh − un−1
h

τn

)
(x)ve(x) dx

)
.
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Alors

‖[∂nKunh]ψ
1
2
e ‖2

L2(e) =
∑

κ∈{K,K′}

(
−
∫
κ

∇(un − unh)(x) · ∇ve(x) dx

−
∫
κ

(
(un − unh)− (un−1 − un−1

h )

τn
)(x)ve(x) dx

+

∫
κ

(fn − fnh )(x)ve(x) dx

+

∫
κ

(fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn
)(x)ve(x) dx

)
.

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

‖[∂nKunh]ψ
1
2
e ‖2

L2(e) ≤
∑

κ∈{K,K′}

(
|un − unh|H1(κ)|ve|H1(κ)

+

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

‖ve‖L2(κ)

+ ‖fn − fnh ‖L2(κ)‖ve‖L2(κ)

+

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

‖ve‖L2(κ)

)
.

On utilise l’inégalité inverse (1.13),

c ‖[∂nKunh]‖L2(e) ≤ ‖[∂nKunh]ψ
1
2
e ‖L2(e).

Ce qui entraîne

c ‖[∂nKunh]‖2
L2(e) ≤

∑
κ∈{K,K′}

(
|un − unh|H1(κ)|ve|H1(κ)

+

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

‖ve‖L2(κ)

+ ‖fn − fnh ‖L2(κ)‖ve‖L2(κ)

+

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

‖ve‖L2(κ)

)
.

On utilise l’inégalité (1.6),

|ve|H1(κ) + h−1
K ‖ve‖L2(κ) ≤ c h

− 1
2

e ‖[∂nKunh]ψe‖L2(e).
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On obtient

‖[∂nKunh]‖2
L2(e) ≤ c

∑
κ∈{K,K′}

(
h
− 1

2
e |un − unh|H1(κ)‖[∂nKunh]ψe‖L2(e)

+ hKh
− 1

2
e

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

‖[∂nKunh]ψe‖L2(e)

+ hKh
− 1

2
e ‖fn − fnh ‖L2(κ)‖‖[∂nKunh]ψe‖L2(e)

+ hKh
− 1

2
e

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

‖[∂nKunh]ψe‖L2(e)

)
.

Du Lemme 1.5.1, ψe est inférieur à 1, on aura

‖[∂nKunh]ψe‖L2(e) ≤ c′ ‖[∂nKunh]‖L2(e).

On trouve

‖[∂nKunh]‖2
L2(e) ≤ c

∑
κ∈{K,K′}

(
h
− 1

2
e |un − unh|H1(κ)‖[∂nKunh]‖L2(e)

+ hKh
− 1

2
e

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

‖[∂nKunh]‖L2(e)

+ hKh
− 1

2
e ‖fn − fnh ‖L2(κ)‖[∂nKunh]‖L2(e)

+ hKh
− 1

2
e

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

‖[∂nKunh]‖L2(e)

)
.

En multipliant par h
1
2
e , on obtient

h
1
2
e ‖[∂nKunh]‖L2(e) ≤ c

∑
κ∈{K,K′}

(
|un − unh|H1(κ) + hK

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

+ hK‖fn − fnh ‖L2(κ) + hK

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

)
.

On passe à la somme sur e dans E0
K ,∑

e∈E0K

h
1
2
e ‖[∂nKunh]‖L2(e)

≤ c
∑
e∈E0K

∑
κ∈{K,K′}

(
|un − unh|H1(κ) + hK

∥∥∥∥(un − unh)− (un−1 − un−1
h )

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

+ hK‖fn − fnh ‖L2(κ) + hK

∥∥∥∥fnh + ∆unh −
unh − un−1

h

τn

∥∥∥∥
L2(κ)

)
. (3.36)

En combinant (3.33) et (3.36) et par définition de E0
K , κ devient tout élément K ′ qui

partage une arrête d = 2 (ou une face en d = 3) avec K, ce qui revient à ωK , on trouve

l’estimation désirée. �
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En vertu de la propriété de fiabilité prouvée dans le Théorème 3.2.4 et la propriété

d’efficacité des indicateurs d’erreur prouvée dans les Propositions 3.2.5 et 3.2.7, l’analyse

a posteriori pour l’équation de la chaleur est optimale au sens de la Définition 1.5.2.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l’équation de la chaleur en décrivant une formulation

variationnelle correspondante puis en proposant une discétisation usuelle par élément fi-

nis et schéma d’Euler implicite, ainsi que ses propriétés de stabilité ont été démontrées.

Ensuite nous avons établi des estimations d’erreur a priori. Puis, nous avons proposé deux

familles d’indicateur d’erreur temporelle et spatiale et nous avons montré son optimalité.

Cette étude pour l’équation de la chaleur ainsi que les résultats obtenus dans [24] et

[9] pour le problème de Stokes, ont permis de définir des indicateurs locaux d’erreur

(spatiale) pour le problème de Navier-Stokes traité par un schéma en temps aux ca-

ractéristiques d’ordre 1. Ces indicateurs, par résidu, ont été introduits dans le code de

thermo-hydraulique N3S et au vu des tests réalisés, ils offrent un comportement numérique

satisfaisant [5].
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