REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
Université Mohammed Seddik Ben Yahia - Jijel

FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Mémoire de fin d’études

Présenté pour 'obtention du diplome de

Master

Spécialité : Mathématiques.

Option : EDP et applications.

Théme

Estimation a posteriori pour I’équation de la

chaleur

Présenté par :
Imene Ziar

Khouloud Alioua

Devant le jury composé de

Y. Daikh Maitre de conférences A Université de Jijel Président
S. Maarouf Maitre de conférences B Université de Jijel Encadreur
H. Zerroug Maitre-assistante A Université de Jijel Examinateur

Promotion 2018/2019



Remerciements

Nous remercions tout d’abord ALLAH, le tout puissant et maitre de ['univers
qui nous a donné la capacité nécessaire, la forte volonté et la patience afin

d’accomplir ce travail, et qui nous a toujours quidé vers le bon chemin.

Nous tenons a exprimer notre gratitude a
S.Maarouf maitre de conférences B a ['université de
Jigel, qui a encadré ce mémoire et nous a guidé tout au
Long de ce travail avec patience et beaucoup d’intérét.

Merci de nous avoir montré le bon exemple.

Nous remercions également les membres du jury :
Mesdames Y. Daikh et H. Zerroug,

pour nous avoir honoré par leur évaluation du travail en tant qu’ezaminateurs.

Enfin, nous n’oublions pas tous nos enseignants au département de mathématiques de

l'unaversité de Jijel, nos amis et nos collegques.



Dédicace

Awvec un énorme plaisir, un coeur ouvres et une immense joie, je dédie ce mémoire

A mes tres chers parents % Rachide % et % Latifa %

Qui m’ont guidé durant les moments les plus pénibles de ce long chemin.

A mes fréres et mes soeurs.

A mes amis de ma promotion.

Ainsi a toute la famille % Aliouak .

A tous mes enseignants.

& Chouloud &

i



Dédicace

Awvec un énorme plaisir, un coeur ouvres et une immense joie, je dédie ce mémoire

A ma trés chers parents Y)Y oucef % et % Zyneb %

Qui m’ont guidé durant les moments les plus pénibles de ce long chemin

A mon frére % Tito % et mes soeurs.

A mes amis de ma promotion.

Ainst a toute la famillek Ziar .

A tous mes enseignants.

Imene

il



Table des matiéres

Introduction

1 Préliminaires
1.1 Espaces Fonctionnels . . . . . . .. .. ..o
1.2 Rappels sur le Lemme de Lax-Milgram . . . . . .. ... ... ... ....
1.3 Rappels sur le théoréme de Cauchy-Lipschitz . . . . . ... ... ... ...
1.4 Méthode des éléments finis . . . . . . ...

1.5 Outils de l'analyse d’erreur a posteriori . . . . . . .. ... ... ... ...

2 Equation de la chaleur et sa discrétisation
2.1 Probléme continue . . . . . .. ..o
2.1.1 Formulation variationnelle . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.1.2 Reésultat d’existence . . . . . . . ... L
2.2 Probléme semi-discret en temps . . . . . .. ...
2.2.1 Reésultat d’existence pour la solution semi-discréte . . . . . . . . ..
2.2.2  Propriété de stabilité . . .. ..o

2.3 Probléme discret . . . . ..

3 Estimations d’erreur a priori et a posteriori

3.1 Estimation d’erreur a priori . . . . .. . ... Lo

v

13

13

13

15

17

17

18

20

22



Table des matiéres

3.1.1 Estimation d’erreur a priori en temps . . . . . . . ... ... 22

3.1.2 Estimation d’erreur a priori en espace . . . . . . . .. .. ... ... 25

3.2  Estimation d’erreur a posteriori . . . . . .. .. ... 27
3.2.1 Equation du résidu pour l'erreur en temps . . . . . . . . ... ... 27

3.2.2 Equation du résidu pour I'erreur en espace . . . . . . . . . .. ... 30

3.2.3 Propriété de fiabilité . . . ... ..o o 36

3.2.4 Propriété d’efficacité . . . .. .. oL 38
Conclusion 47
Bibliographie 48



Introduction

L’adaptation de maillage est maintenant utilisée dans la plupart des discrétisations par
¢éléments finis, puisqu’elle permet de retrouver la méme précision & moindre cotit grace
au choix d’une triangulation appropriée. la construction de cette triangulation repose le
plus souvent sur des estimations a posteriori, plus exactement sur leur forme locale : les
indicateurs d’erreur. Un premier calcul sur un maillage grossier permet en effet d’associer
a chaque élément de la triangulation un "indicateur" que 'on peut calculer exactement
a partir des données et de la premiére solution discréte. Le raffinement s’effectue alors
localement en fonction de la taille de ces indicateurs. Différents types d’indicateurs ont
été proposés et étudiés. On s’intéresse ici plus particuliérement aux indicateurs dits "par
résidu" initiées par Babuska et Rheinboldt (voir [2], [3]), et détaillées par Verfiirth. En
particulier, ces indicateurs sont optimaux pour un grand nombre d’équations, au sens

précisé dans [9)].

Le but de ce mémoire est d’indiquer les principales idées pour étendre aux équations
paraboliques la construction et l'analyse numérique d’indicateurs d’erreur spatiale par
résidu. Pour cela, nous traitons le cas modéle de I’équation de la chaleur avec conditions
aux limites de Dirichlet homogénes, discrétisée par éléments finis en espace et schéma

d’Euler implicite en temps. Ce travail est inspiré des deux articles [27] et [4].

Il y a deux types d’estimer l'erreur due a la discrétisation en temps et en espace,

estimation a priori ou estimation a posteriori :

Estimation a priori : Cette estimation permet de connaitre I'ordre de convergence de la

méthode, mais ne donne qu’un indice global de I'erreur.

Estimation a posteriori : C’est une estimation calculée a ’aide de la solution numérique
obtenue par la méthode, elle permet d’obtenir des informations globales sur I'erreur mais

aussi locales (sur les éléments du maillage).



Introduction

En estimation a posteriori, le but n’est pas de trouver une estimation de I’erreur entre la
solution exacte et la solution approchée mais de déterminer une estimation d’une mesure
de l'erreur. Elle est a la base des éléments finis adaptatifs pour un grand nombre de
problémes. Jusqu’a présent, peu d’estimation d’erreur a posteriori ont été calculé pour

des problémes paraboliques dans plus d’un espace.

Ce mémoire est structuré de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, nous rassemblons les notions et les résultats que nous utili-
sons fréquemment tout au long de ce manuscrit. Nous donnons des bréves définitions
de quelques espaces fonctionnels, notamment, les espaces de Sobolev. Ensuite, on rap-
pelle le Lemme de Lax-Milgram et le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Puis, nous donnons
des bréves descriptions de la méthode des éléments finis. Dans la derniére section de ce
chapitre, nous présentons les propriétés de 'analyse a posteriori résiduel, notamment,
la fiabilité et l'efficacité. Puis, nous regroupons les outils de 'analyse, c’est a dire, les
fonctions bulles et les inégalités inverses locales qu’on utilise pour montrer 'efficacité de

I’analyse.

Au deuxiéme chapitre, nous commencons par la présentation de I’équation de la chaleur.
Nous nous intéressons a ’écriture de la formulation variationnelle et nous montrons que le
probléme variationnel est bien posé. Dans la deuxiéme partie, nous proposons une semi-
discrétisation en temps, par un schéma d’Euler implicite d’ordre un, c¢’est une méthode
numérique pour résoudre par approximation des équations différentielles du premier ordre
avec une condition initiale. Puis nous prouvons l'existence et 'unicité de la solution du
probléme semi-discret obtenu et nous établissons des estimations de stabilité de la solution.
On finit ce chapitre par étudier le probléme discrétisé en espace par la méthode des
éléments finis, nous prouvons que le probléme discret est bien posé et que la solution

discréte est stable.

Dans le dernier chapitre, nous soignons l’analyse d’erreur a priori et a posteriori de
I’équation de la chaleur. D’abord, on commence par montrer des estimations d’erreur a
priori entre la solution exacte et la solution semi-discréte puis entre la solution semi-
discréte et la solution discréte. On en déduit par une relation triangulaire I’erreur entre la
solution exacte et discréte qui est optimale en temps et en espace. La section II comporte
I’analyse d’erreur a posteriori. Nous écrivons les équations du résidu pour l'erreur dues a
la discrétisation en temps puis en espace. Nous décrivons les indicateurs d’erreur et nous

prouvons leurs propriétés optimales.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base utilisées tout au long du mémoire. En
particulier les définitions et les propriétés fondamentales des espaces de Sobolev classiques
et les outils de la méthode des éléments finis. Nous présentons aussi quelques concepts

utilisés.

1.1 Espaces Fonctionnels

Les notations utilisées dans ce mémoire pour les espaces de Sobolev sont classiques.
Les démonstrations des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de
références suivants : Adams [1], Dautray et Lions [16], Grisvard [17] et Lions et Magenes

120].

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de I’espace dans lequel
on se place. Le symbole 0 suivi d’'un nom d’ouvert, désigne sa frontiére. La définition

suivante est nécessaire pour caractériser la géométrie des ouverts que I’on considére.

Définition 1.1.1. En dimension d > 2, un ouvert borné ) de R? est dit lipschitzien ou

a frontiere lipschitzienne si pour tout point x de OS2, il existe un systéme de coordonnées
d

orthogonales (yi, ..., ya), un hypercube U = [[] — a;, a;| et une application lipschitzienne
i=1
d—1
O de [[] — as, ai] dans | — ¢, %[ tels que :
i=1

QNU* = {<y17 "'7yd) S Uwv Yd > (I)w(yb "'7yd71)}a
oNNU* = {<y17 -"7yd) € U:I!’ Ya = (I)a:(yh "'ayd—l)}'
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Cette propriété signifie que la frontiére coincide localement avec le graphe d’une fonction
lipschitzienne. Elle sera satisfaite par tous les ouverts considérés dans ce mémoire. Tout
ouvert borné convexe de R? est également & frontiere lipschitzienne (voir Grisvard [17,

Corollaire 1.2.2.3]).

Dans la suite, on note © un ouvert borné lipschitzien de R?. On note x le point géné-
rique de €, et (z1,...,24) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Lebesgue
dans R?, que 'on écrit soit da soit dxy, ..., dzg.

On rappelle que D(€2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support
compact dans €2, et que D(Q) désigne 'espaces des restrictions a Q des fonctions indéfini-
ment différentiables & support compact dans R%. Le dual D’(Q2) de D(Q2) est I'espace des
distributions sur . On introduit également C°(Q) Pespaces des fonctions continues sur

Q. On note maintenant L?($2) 'espace des fonctions v mesurables telles que

/112(.’13) dr < +00.
Q

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(1) = [ ul@)e) do

On note || - ||12(0) la norme

ol 2oy = ([2@2(3;) dw>;

On sait que l'espace L%(2) contient les deux espaces D(f2) et D(Q) comme sous-espaces
denses, et que espace L?(Q) est contenu dans I'espace D'(€2). Le produit de dualité entre
les espaces D(f2) et D'(Q) étant alors une extension du produit scalaire dans L*(2). La
théorie des distributions (voir Schwartz [23]) permet de définir, pour les fonctions de

L?(R2), des dérivées d’ordre quelconque & valeurs dans D'(1).

Définition 1.1.2. Pour tout entier m > 0, on définit l’espace de Sobolev H™(2) de la

facon suivante :
H™(Q) = {v e L*(Q), 0%v € L*(Q), Ya € N, |a| < m},

munt de la norme

ol = ([ 3 (00%(a) o) (L)

|a|<m
Définition 1.1.3. Soit m un entier positif. On note HJ"(2) l'adhérence de l’espace D(S2)
dans l’espace H™(S).
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L’espace H["(€2) est donc un sous-espace fermé de H™(£2). On rappelle maintenant un
résultat de base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-Friedrichs (voir Adams [1,

Thm 6.28]).

Lemme 1.1.1. (Inégalité de Poincaré-Friedrichs) Il existe une constante positive ¢

ne dépendant que de la géométrie de ) telle que toute fonction v de HJ () vérifie

lollon < c (/ Z o) ) (12)

Cette inégalité permet de démontrer facilement le résultat suivant :

Corollaire 1.1.2. La semi norme

vl /Z 0% >1 (1.3)

est une norme sur lespace Hy(SY), équivalente a la norme || - || g1(q)

Notation 1.1.3. Soit E un espace de Banach séparable de norme || - ||g. On notera
L*(), E) Uespace des fonctions définies de 2 dans E telles que la fonction : v — ||v||g
appartienne o L*(Q). Pour tout entier m < 0, on désigne par H™(Q, E) l'espace des
fonctions de L*(), E) dont toutes les dérivées partielles d’ordre < m sont dans L*(Q, E),
on définit HJ*(Q, ) comme l'adhérence dans H™(Q2, E) des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables de Q dans E a support compact dans Q, et H-™ (8, E) comme son dual. Les

espaces H™(Q, E) sont munis de la norme

1

follm = ([ 32 0 ) @)lzdz)"

Q lal<m

et de la semi norme s
el = ([ 3 10" lbdz)"
qQ laj=m
Corollaire 1.1.4. (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'.
Pour toute fonction u de H*(Q) et toute fonction v de H'(QY), on a la formule de Green :

ou

;. an(a:)'u(a:) do. (1.4)

_ /Q Au(e)o(x) do = /Q Vu(e) - V(@) dz —

Lemme 1.1.5. Soit v € L*(Q). Pour 1 < i < d, on peut définir une forme linéaire

8; dans H=Y(Q) par la formule

continue

0 9
< > —/Qv(zc)afi (x)dz, Vo HI(Q). (1.5)

5
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1.2 Rappels sur le Lemme de Lax-Milgram

On écrit tout de suite I’énoncé de ce Lemme, da a Lax-Milgram [19] qui est & la base

de I’étude des équations aux dérivées partielles.

Lemme 1.2.1. Soit V' un espace de Hilbert réel de norme || - ||y. On considére une forme

bilinéaire a(-,-) continue sur V x 'V i.e.
aM >0, Vu,v €V, |a(u,v)| < M |Jullv|v|v,

et on suppose qu’elle est elliptique sur V', c’est-a-dire qu’il existe une constante o > 0
telle que
Yo eV, alv,v)>alvl}.

On considére ainsi, une forme linéaire continue L(-) sur V. Alors, le probléeme :

Trouver u dans V tel que :

YoeV, a(u,v)= L(v),

admet une solution unique u dans V. De plus cette solution vérifie

[ L]l

lully < ——
@

1.3 Rappels sur le théoréme de Cauchy-Lipschitz

On réfere a [22, Thm 21.1|, pour la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme 1.3.1. Supposons que [t1,ts] est un intervalle compact d’intérieur non vide et
que f est une application continue de [t1,ts]) X R™ dans R™ qui vérifie la propriété suivante,

il existe une constante L telle que
Vt € [t1,ta], Vo, w € R™, |f(t,v) — f(t,w)] < Ljv — w|.

Ici |.| désigne une norme quelconque sur R™. Alors quel que soient to dans [ty,ts] et ug
dans R™, il existe une unique fonction u continiment différentiable de [ty,ts] dans R™ et
qui vérifie

Opu(t) = f(t, u(t)),

u(to) = up.
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1.4 Méthode des éléments finis

Dans cette section, on présente les notions de base et les principaux outils de la méthode

des éléments finis. On référe a [7] pour plus de détail.

Définition 1.4.1. Une triangulation de §2 est un ensemble fini Tj, de sous-ensembles K

de Q vérifiant les propriétés suivantes
(i) On a

o= K
KeTy

(ii) chaque élément K de Ty, est un polygone ou un polyédre conneze fermé de RY

dintérieur non vide a frontiere lipschitzienne,

(#i) intersection de deux éléments distincts de Ty, est soit vide soit un sommet, un coté

ou une face entiere de ces deux éléments.

Dans la plupart des cas, les triangulations sont composées de triangles ou de quadri-
latéres convexes en dimension d = 2, de tétraédres ou de parallélépipédes rectangles en

dimension d = 3.

Soit hy le diamétre de K. Il est d'usage que l'indice h de 7T, représente le maximum

des hg, K € Ty,

Définition 1.4.2. (Triangulation conforme) On suppose que le bord 0X) est polygonal
(si N =2) ou polyédral (st N = 3). On dit qu’une triangulation Ty, sur OS2 est admissible
ou conforme, si lintersection entre deux éléments est soit vide, soit un sommet, soit un

coté entier ou une face entiére.

Définition 1.4.3. Une famille de triangulations (Tp)n est dite réguliére s’il existe une
constante positive c telle que, pour tout h

(i) en dimension d = 1, pour tous éléments K et K' de T;, ayant une extrimité commune,
le rapport :—; est inférieur a c,

(i) en dimension d > 2, pour tout élément K de T, le rapport Z—;{ est inférieur a c, ou

pr désigne le diamétre de la plus grande sphére contenue dans K.

Définition 1.4.4. On appelle coordonnées barycentriques \;, 1 < j < d+ 1, d’un point

x = (i)1<i<a de RY par rapport auz d + 1 sommets a; non contenus dans un méme



1.5. Outils de I'analyse d’erreur a posteriori

hyperplan, la solution (unique) du systéme linéaire suivant

d+1
Zaw)\j = Z;, 1 S 1 S d,
Jj=1

d+1

2N =1
=1

ot les a;; sont les coordonnées du point a;.

Notation 1.4.1. Pour tout entier k > 0, on définit Pr(RY) comme [’espace des polynémes
sur R a valeurs dans R de degré total < k et P(K) défini par I'espace des restrictions a

K des fonctions de l’ensemble Py(RY).

On introduit quelques notations supplémentaires.

Notation 1.4.2. A une triangulation Ty, on associe l’ensemble &, des cotés d = 2 ou
faces d = 3 des éléments de Ty,. On désigne par E) l'ensemble des éléments de &), qui ne
sont pas contenus dans 0S2. Dans ce qui suit, h. désigne le diamétre de n’importe quel

élément e de &;,.

Notation 1.4.3. Pour une triangulation T, et tout élément K de Ty, on note Ex 'en-
semble des cotés d = 2 ou faces d = 3 de K et EY 'ensemble des éléments de Ex qui ne

sont pas contenus dans 0S2.

On réfere a |7, Lemme 2.7, chap XI| pour la démonstration du lemme suivant.

Lemme 1.4.4. Pour tout élément K de T, et tout élément e de Ek, il existe un opérateur
R, de Uespace Py ,_,(e) de polynomes de Pryq—1(e) s’annulant sur de dans Priq—1(K)

tel que, pour tout élément ¢ de Py, _(e),

(i)

o(x)  dans e,
Riep(x) =
0 sur OK \ e,
(ii) on ait l’estimation
1
Rl + i Ruepllz) < ¢ he ([0l z2)- (1.6)

1.5 Outils de Panalyse d’erreur a posteriori

Dans cette partie, on référe a |7] pour les détails et les démonstrations des propriétés.

Supposons que 1’on ait a résoudre numériquement le probléme suivant : trouver u dans un

8
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espace de Banach X tel que A(u) = f. Si h désigne le paramétre de discrétisation on va
donc chercher une solution wu;, de I’équation A(uy) = f dans un sous-espace de dimension

finie X; de X.

Les estimations d’erreur a priori fournissent des bornes sur la différence entre la solution
exacte u de X et la solution approchée u; dans la norme (ou semi-norme) || - ||x sous la
forme,

lu—wupllx <ch™ Hullgme), VmeN* (1.7)

Ces estimations sont utilisées afin de justifier théoriquement la convergence de la méthode
numérique employée. De plus, la constante générique ¢ qui apparait dans l'estimation
(1.7) est soit inconnue, soit difficile & estimer. La difficulté la plus importante est que la
norme || - || gm n’est pas calculable, simplement parce que la solution exacte u est inconnue

explicitement.

Pour pouvoir développer une méthode adaptative, on va avoir recours a des estimations

d’erreur a posteriori.

Définition 1.5.1. On appelle estimation d’erreur a posteriori, une estimation de la forme,

lu —wnllx < en(h,u, f), (1.8)

ol ¢ est une constante réelle positive indépendante du parameétre h caractérisant la pré-
cision du maillage. La quantité n(h,uy, f) est appelée estimateur d’erreur a posteriori, et
ne dépend que de la solution approchée uy, du maillage Ty, et de la donnée f (le second

membre de [’équation).

On attribue & un estimateur d’erreur a posteriori, certaines propriétés qui attestent de
sa qualité. Ainsi, il doit satisfaire les trois propriétés suivantes :
e Propriété de fiabilité. Une premiére propriété que doit vérifier un estimateur d’erreur

a posteriori est de satisfaire ’estimation
v —unllx < e nh,un, f) + Hy, (1.9)

ou H; est une quantité ne dépendant que du second membre et des conditions de bord

du probléme.

L’estimation (1.9) s’interpréte comme une propriété de fiabilité puisqu’elle garantit que

Verreur ||u — up||x est effectivement controlée par I'estimateur d’erreur a posteriori.
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e Adaptation de maillage. Un estimateur d’erreur a posteriori doit donner des infor-
mations sur la distribution locale de ’erreur. Il doit pouvoir étre localisé, par exemple sur

chaque élément du maillage sous la forme,

ot 1) = (3 sl uh,f>)é. (1.10)

KeTy

Alors on dit que les quantités {nx (h, up, f)}xer, sont des indicateurs d’erreur locaux.

e Propriété d’efficacité. Pour qu'une procédure de raffinement adaptatif de maillage

soit efficace, il faut que les indicateurs d’erreur locaux obéissent a ’estimation,

nic(hy un, ) < eallu — uplla, + Hox (R, f), (1.11)

ou Ak désigne l'espace des restrictions des fonctions de X & un voisinage fixé de K
et Hy g (h, f) ne fait intervenir que h et les valeurs du second membre f sur ce méme

voisinage.

Définition 1.5.2. Une estimation de Uerreur a posteriori par une quantité n(h,up, f)
dépendant du parametre de discrétisation h, de la solution discréte uy et des données f
est dite optimale si elle satisfait la propriété de fiabilité (1.9) et la propriété d’efficacité
(1.11).

Pour minorer localement ’erreur par les indicateurs d’erreur locaux, nous aurons besoin

des fonctions bulles satisfaisant certaines propriétés.

Définition 1.5.3. Soit \;, 1 < j < d+ 1, les coordonnées barycentriques associées a K.

1. La fonction bulle vy est un élément de Pyi1(K), définie sur une maille K par :

d+1

Ui = (d+ )" [
7=1

2. Pour tout élément e de &, on désigne par 1, la fonction bulle sur e égale au produit

des d coordonnées barycentriques associées aux sommets de e

d
e =d* [N
j=1

Lemme 1.5.1. Les fonctions bulles vérifient les propriétés suivantes :
Vg =0 sur dK,
e =0 sur oW, =090(KUK'),
[k || oe (i) = Vel ey = 1,
0<v¢r <1,

0<¢. <1.

10
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Nous donnons a présent certaines inégalités inverses, lesquelles sont systématiquement
utilisées pour établir la minoration locale de ’erreur, c’est-a-dire une estimation locale
du type (1.11). L’idée principale consiste & majorer successivement chacun des termes

intervenant dans la définition de I'indicateur local ng (h, up, f).

Proposition 1.5.2. Soit (T;)n>0 une famille réguli¢re de triangulations sur Q et conforme
dans le sens de la Définition 1.4.2. Alors pour tous vk € Pr(K) etv. € Px(e), avece € E,

on a les inégalités suivantes :
1
¢ lvrellrzy < 1kvk e < ¢ lvillz), (1.12)

1
c HUEHL?(e) < ||¢62U6||L2(e) <c ||Ue||L2(e)- (1'13)

Proposition 1.5.3. Pour tout entier m positif ou nul, il existe une constante ¢ ne dé-

pendant que de k telle que 'on ait pour tout d-simplexe K
_d 4
V'U & Pk(K), |U|Hm(K) S C pK 2 h;(H’UH[g(K) (114)

Corollaire 1.5.4. On suppose la triangulation T, réguliere dans le sens de la Définition
1.4.3. Pour tout entier m positif ou nul, il existe une constante ¢ ne dépendant que de k

telle que I’on ait pour tout d-simplere K

Vo € Pu(K), |vlamik) < ch"||v] L2 (1.15)

On désire finalement construire un opérateur de régularisation, appelé aussi opérateur de
projection locale tel qu’introduit par P. Clément [14]. Dans ce but, on note a;, 1 < i < N}

les noeuds qui appartiennent a 2.

Définition 1.5.4. On définit opérateur T19 par

0
Nh

1:[21) = Z(mv)(ai)goi,

i=0
a valeurs dans X)), ot m; est un opérateur de régularisation dans un voisinage de a;

construit par projection locale (opérateur de projection orthogonale de L*(K;) sur Pr(K;)).

Notation 1.5.5. Pour tout triangle K de Ty,
e on note Ag 'union des éléments de Ty, partageant au moins un sommet avec K.

e ['ensemble A, désigne 'union des éléments de Ty, dont l'intersection avec e est non vide.
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1.5. Outils de I'analyse d’erreur a posteriori

Théoréme 1.5.6. Pour tout entier m, 1 < m < k+ 1, il existe une constante c positive
ne dépendant que de m telle que, pour tout élément K de T}, et pour toute fonction v de

H™(Ag) s’annulant sur A N O, on ait

lo = IR0l 2y < € R0l m a0,
et

o = Iola ) < e W ol as)-

Corollaire 1.5.7. Pour tout entier m, 1 < m < k + 1, il existe une constante ¢ positive
ne dépendant que de m telle que, pour tout élément K de Ty, et tout coté (d = 2) ou face
(d = 3) e de K non contenu dans 02, et pour toute fonction v de H™(A.) s’annulant
A, NOQ, on ait

~ _1
HU — H%UHLQ(E) S C h? 2 ‘v’Hm(Ae)-

12



Chapitre 2

Equation de la chaleur et sa

discrétisation

2.1 Probléme continue

Soit € un ouvert lipschitzien borné de R?, d = 2 ou 3, et T un réel positif fixé.

On considére I’équation de la chaleur muni a la condition aux limites de Dirichlet

Ou—Au=f dans Qx]0,T],
u(-,t) =0 sur 092x]0, 77, (2.1)
u(+,0) = ug dans €.
On présente les propriétés de stabilité de ce probléme, ce qui permet de déterminer les
normes dans lesquelles on va travailler. Puis on étudie une semi-discrétisation en temps par

un schéma d’Euler implicite et la discrétisation totale obtenue par I'utilisation d’éléments

finis en espace.

2.1.1 Formulation variationnelle

On consideére f dans L*(0,T; L?(Q)) et ug une donnée initiale de H} (). Multiplions la
premiére équation du probléme (2.1) par une fonction test v € H} () qui ne dépend pas

du temps t et intégrons sur {2, on obtient

/Qatu(sc,t)v(x) dw—/QAu(zc,t)v(:c) dw:/gf(w,t)v(a:) dx.

13



2.1. Probléme continue

En appliquant la formule de Green a la deuxiéme intégrale du membre de gauche, on

trouve

/Qatu(sc, t)v(x) de + /Q Vu(zx,t) - Vo(x) de +

D’ou

aﬂﬁnu(a:,t)v(w) da:/gf(a;,t)v(w) dex.
/Qatu(:c,t)v(zc) d:c—l—/QVu(w,t)~Vv(w) dm:/ﬂf(zc,t)v(:c) dx. (2.2)

On obtient ainsi la formulation variationnelle suivante :
Trouver u fonction de L*(0,T; H}(2)) N C°(0,T; L*(2)) telle que

(Opu,v) + a(u,v) = (f,v) ,Yv € H}(Q) ,0<t < T,

u(-,0) =ug dans €,
avec

a(u,v) = /QVu(w,t) -Vu(x)dx et Lv) = /Qf(w,t)v(a:) dx.
Proposition 2.1.1. Le probléme variationnel (2.3) et le probleme aux limites (2.1) sont
équivalents au sens ot
(i) toute solution u dans L*(0,T; H}(Q)) N C°(0,T; L*(QQ)) de (2.1) est solution de
(2.3).

(11) toute solution u de (2.3) est solution de (2.1) au sens des distributions.

Preuve. La propriété (i) est déja démontré au début de la section. Pour prouver (ii), on

prend la fonction test v dans D(Q2) C H}(2), on trouve

d
< Oy, v > +Z < Op,u, Og,v >=< fyv >, Yve D), tel0,T],

i=1
tel que < -,- > est le crochet de dualité entre D'(Q2) et D(2). En appliquant la formule
(1.5), on obtient

d
<Ouv>=Y <Ouv>=<fo> VveDEQ),teT]

i=1

ceci implique que
<Owu—Au— fiv>=0, Yve D), tel0,T]

alors

Owu — Au = f dans D'(Q), t €]0,T],

D’autre part, u(-,t) € H}(92) donc u(-,t) = 0 sur 9. [
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2.1. Probléme continue

2.1.2 Reésultat d’existence
Nous montrons dans la proposition suivante une estimation a priori pour la solution du
probléme (2.3).

Théoréme 2.1.2. soient f appartenant a L*(0,T; L*(Q)) et ug a HE(Q) alors l’estimation

a priori suiwante pour la solution du probléme (2.3) est satisfaite pour tout t €]0, T
e+ [ N0y s < ol + [ 16 rds: (20
Preuve. On pose v(-) = dsu(-, s) dans (2.2), il vient que

/Q<3SU($,S))2dm+/QVu(m,s).8$(Vu)(a:,s)d:c:/Qf(ac,s)&;u(:c,s)dm. (2.5)

On a
/Vums)a(Vu):cs /8 (Vu)*(x, s)

en remplagant cette formule dans (2.5), on trouve
1
195, 8) 2oy + 5 / 0,(Vu(x, 5))? dx = / f(@, $)0u(w, 5) dz
Q Q
En intégrant sur |0, t[, pour tout 0 < ¢ < 7', il vient que

t t t
/ Hasu(-,s)H%z(Q) ds—l—%/ /as(Vu(w,s))deds:/ /f(w,s)@su(a:,s) dx ds,
0 0 Jo 0 Ja

alors
' 2 1 2 Lo '
[ 105y s + 5l Dy = 5luobine = [ [ f@ 90t dwas.
Gréace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
[ 100t My s+ 3l O < [ 17t )l ds + Gluolinn
En utilisant le fait que ab < 1a® + 107,
' 2 1 2
| 105y s+ Gt Ol
e 2 e 2 Lo
< 2 ||f<'75>HL2(Q) d8—|—§ Hasu('?S)HL?(Q) d3+§|u0|H1(Q)'
0 0
D’ou, I'estimation désirée. [ |

Théoréme 2.1.3. Soit f une fonction de L*(0,T; L*(Q)) et pour toute donnée initiale uq

dans H} (), alors le probléeme (2.2) admet une solution unique u dans l’espace
L*(0, T Hy () N C*(0, T; L*()).
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2.1. Probléme continue

Preuve. Pour prouver l'existence de u solution de (2.2), on applique le théoréme de
Cauchy-Lipschitz. Soit (H,), une suite de sous-espace de dimension finie de Hj(f2) telle

que (H,), est dense dans H}(Q2). On en déduit le probléme suivant, pour tout n > m
Trouver u,, € C°(0, T;H,,) tel que
un(+,0) = o,
Y, € Hm,/ Optin (2, t) v, () de + / Vu,(z,t) - Vo, (x) de = / f(x, t)v,(x) de.
Q Q Q 20

D’une fagon similaire, on a

Y, € Hm,/ﬁtunvm(w) dxr = / f(x, t)vp,(x) de — / Vu,(x,t) - Vo, (x) de.
0 0 0

Soit GG une application définie par
< Gty up), vy >= (f,vm) — (Vug, Vo).

Cette application est continue et lipschitzienne par rapport a u,. En effet, grace a l'in-
égalité de Cauchy-Schwarz, on a
< G(t,u,) — G(t,wy), vy > = (Vw, — Vu,, Vo)
< || E1 @) |Un — Wa| 1(0)-
D’ou

sup < G(t,uy) — Gt wp,), Uy >

Vm €EHpy |'Um’H1 ()

S ’un - wn|H1(Q)

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz (voir le Théoréme 1.3.1), on déduit que (2.2)
admet une unique solution w,, dans L?(0, T; H,,), vérifiant (2.4). Comme (u,),, est bornée,
il existe une sous-suite que I’on note encore (u,), pour simplifier, qui converge faiblement

vers u dans L?(0,T; Hy(9)), i.e.
U, — u dans H}(),

Passant a la limite quand n tend vers oo dans (2.6), on obtient
Vop, € Hiy, / O, ) () d + / Vu(@,t) - Von(a) dz — / F(@, t)on(@) dz. (2.7)
Q Q Q

Puis par densité de H,, dans Hj (), Péquation (2.7) est satisfaite pour tout v € H}(Q).
De plus, si u' et u? sont deux solutions de (2.3) et soit u = u' — u?, u est solution du
probléme (2.3) tel que ug et f sont égaux a zéros, on déduit alors de (2.4) que u est nul,

ceci prouve 1'unicité de la solution. |
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2.2. Probléme semi-discret en temps

2.2 Probléme semi-discret en temps

On s’intéresse ici a la discrétisation du probléme de la chaleur par un schéma d’Euler
implicite en temps. Pour un entier n positif, nous introduisons une partition de 'intervalle
[0,T] en sous intervalles [t,_1,t,], 1 < n < N,avec 0 =ty < t; < ty < ..ty =T. On
désigne par 7, le pas du temps t,, — t,,_1. On pose aussi

Tn

|7| = max 7,, et o, = max .
1<n<N 2<n<N T,_4

On cherche une approximation u™ de la solution exacte u au point ¢,, en discrétisant la

dérivée partielle en temps par un schéma d’Euler implicite ce qui donne

Opu(, tn) ~ uz,tn) —ul@ tr) | ut(@) — u" ! (x)

Tn Tn

On suppose que f dans C°(0,T; L*(Q)), et ugy est dans H} (). Le probléme semi-discret
s’écrit :

Trouver (u™)o<n<n € Hy ()N, telque pour tout 1 <n < N

n_ ,n—1
T8 A= f(.,t,) dans Q,
Tn
u" =0 sur 012, (2.8)
u? = dans €2,

qui est équivalent au probléme variationnel suivant

Trouver (u™)o<n<n € Hg ()N tel que
u’ =uy dans 9

u —u™

Vo € HL(Q), ( 1,2}) + (V" Vo) = (f7,v).

T
2.2.1 Reésultat d’existence pour la solution semi-discréte

Dans cette section, nous vérifions que le probléme (2.9) est bien posé.
Théoréme 2.2.1. Le probleme (2.9) admet une solution unique (u™)o<n<n dans l’espace

H& (Q)NJrl'

Preuve. Nous utilisons le Lemme de Lax-Milgram dont nous vérifions les hypothéses
avec les notations pour 1 <n < N

A(u™,v) = (u",v) + 7, (Vu", Vo) (2.10)
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2.2. Probléme semi-discret en temps

et
F(v) =7, (f",v) + (u" ' v) (2.11)
1. La bilinéarité de A(,-) provient de la linéarité des dérivées et intégrales.

2. La continuité de A(-,-) est évidente. En effet, soient u" € H}(Q), v € H} ()
A", v)] < (", v)] + 7 [(Vu", Vo).

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'inégalité de Poincaré-Friedrichs

(1.2), on obtient

[A(u”, 0)| < clu o) [v]m@) + o [U" 1) [0]m(0),

alors

\A(u”,v)\ < (C+ Tn) \u”|H1(Q) |'U’H1(Q)-

3. La forme bilinéaire A(-,-) est coercive, en effet, pour tout u™ dans H}(Q)

A" u") = (u",u") + 7, (Vu", Vu")
= HunH%m}) + T ’Un\?ﬂ(m

> T [u" 1 -
4. F est une forme linéaire continue sur H}(2), en effet
|F(0)] < 7 [(f",0)] + (" 0)],

I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Poincaré-Friedrichs entrainent

F(v)] < ( TP ||U"_1||L2(Q)) ol

o (@)

Comme H}(Q) est un sous espace fermé de H'(Q) qui est de Hilbert (H3(Q) = D(2) ),

donc H} () est un espace de Hilbert, on déduit du Lemme de Lax-Milgram que le pro-

bléme (2.9) admet une solution unique (u™)o<p <y € Ha(Q)V L. [ |

2.2.2 Propriété de stabilité

Proposition 2.2.2. On suppose que f appartient a C°(0,T; L*(2)) et ug est dans Hy(S2),
la suite (u™)o<n<n VErifie

um — um—l 2

- < Juolfngey + ) Tl /"2 (2.12)

L2(Q) m=1

" iy + D T
m=1
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2.2. Probléme semi-discret en temps

n n—1

u" —u
Preuve. On choisit v égal & ——— dans la deuxiéme équation de (2.9), on trouve
Tn

1 ut — unfl ut — unfl
) (e )
Tn Tn Tn

—1 n n—1
u” —u" 1 u” —u
-1
— f’Vl7 _— —I— —_— un y T .
Tn Tn Tn

Ceci est équivalent &

u — un—l 2 1 . u — un—l
+ — (Vu", Vu" = Vu" 1) = ff,——— ).
Tn 2@ n Tn
On utilise I'identité (a,a —b) = 3(||al|* + ||a — b]|* — [|b]|?), on obtient
u® — 1| N 1 <| ak
5 | 1Wiz
Tn £2(9) 2T, )

n n— n— n u —u'!
+ [u" —u 1|%2(Q) — |u 1|%2(Q)) = (f 7—)-

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
2

u™ — oyt . 1 | n|2
— | |u
Tn L2(2) 2 Tn HY(Q)
n n—1
n n— n— n u—u
+u" = gy — [u fql(n)) < [[f"lz2
n L2(Q)
On utilise la formule ab < 1(a® + b?)
n n—1 |2
g (W = B — B
n L2(Q) n
1 1 ||um — unt|?
< S 1 2@ + 5 :
2 @ "9 T @)

Ceci est équivalent a

1112
u® — u” 1

Tn + |unﬁ11(ﬂ) - \Un*l\%ﬂ(m + |u" — Un*l@zl(m < Tn“f"”%?(g)-

L2(Q)

n

En sommant sur n, on trouve

n 2

> T

m=1

m—1

m—

U - m m—
+ Z(W |12L11(Q) — |u 1|§{1(Q))
L2(Q) m=1

m=1 m=1

Tm

n
Puisque Z ™ —u™! ?{1(9) > 0, on obtient
m=1

- um — | 2 - 2 2
Z Tim + U ) < Z Tl f™ 1220 + [tolF (0)-
m=1 LQ(Q) m=1
Ceci donne lestimation désirée. |
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2.3. Probléme discret

2.3 Probléme discret

On suppose maintenant que le domaine 2 est un polygone ou un polyédre. Soit (7,")s
une famille réguliére de triangulations pour tout 1 < n < N (par des triangles ou des
tétraedres), on note hy le diamétre de chaque élément de K et h,, le plus grand diamétre
des éléments K de 7,". Pour un entier k¥ > 1 et un élément K de 7;, on définit I’espace

Pr(K) des polyndomes de degré total < k sur K. Puis on pose
X;LL = {Uh € H&(Q), VK € En,vhu( S Pk(K)} (213)

On note que 7, un opérateur de projection sur X;'. Le probléme discret consiste & trouver

une suite (u})o<pn<ny de X7, avec u) égal & m,uq, telle que pour 1 <n < N,
Vo € X710 (uf,on) 4+ oa(ul, vp) = (u) Tt op) 4+ 7 (F70n). (2.14)

Proposition 2.3.1. Pour toute fonction f dans C°(0,T; L*())) et toute donnée uy dans

H;(Q), le probleme (2.14) admet une solution unique.

Preuve. Vu que X} est un sous espace de dimension finie de H}((2), il est fermé muni du
produit scalaire de Hj(€2), X est un espace de Hilbert. La restriction de la forme bilinéaire
A(-,-) (définie dans (2.10)) a X;' x X' est continue et coercive, et la restriction de F(-)
(définie dans (2.11)) & X' est linéaire et continue. D’aprés le Lemme de Lax-Milgram on

a l'existence et 'unicité de uj. |

Proposition 2.3.2. On suppose que [ appartient a C°(0,T; L*(Q)) et mpuo € X7, telle

que uf) = Thug, pour 1 <n < N

n um um_l 2 n
2 h T Up 2 2
uh |0 + Z (| < [mnuo i ) + Z Tl f" (| 22(0)- (2.15)
m=1 m LQ(Q) m=1
up —u !
Preuve. On choisit v, égal & ——"— dans (2.14), on trouve
Tn
up — vt o — ! up — ! up — !
< h h ’ h h + VUZ, v h h — fn’ h h )
Tn Tn Tn Tn

En utilisant I'identité (a,a—0b) = 3(||a]|*+|ja—b||* —||b]|?), I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et la formule ab < %(a2 + %) nous donnent

up, — Uzil ’ 12 2
2 12 -
E— + |uplin) + luh =y ) = lun i) < wllf 20

L2(Q)

Tn

Tn
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2.3. Probléme discret

En sommant sur n, on obtient

n

2 T

m=1

+ |UZ|%{1(Q) + Z Jujy — up ! %{1(9)
L2(Q) m=1

< Z Tm”fm||2L2(Q) + |U2|§{1(Q)-

m=1

n
: m m—1|2
Puisque E lup' —up'™ |3 ) > 0, on trouve

m=1

2 - up' — U;Ln_l ’ - 2 2
|uh 5o + Z [N — < Z Tl F™ [ 2200) + [TattolF (o)-
m=1 m LQ(Q) m=1
Ceci achéve la démonstration. [ |
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Chapitre 3

Estimations d’erreur a priori et a

posteriori

Dans ce chapitre, on s’intéresse a étudier l'erreur entre la solution exacte du probleme

variationnel (2.2) et la solution approchée du probléme discret (2.14). L’idée est d’écrire
Ul t) — = (u ) — u”) + (0" — )

et majorer chaque terme du membre de droite.

3.1 Estimation d’erreur a priori

On s’intéresse a étudier la convergence de la solution discréte vers la solution approchée.

3.1.1 Estimation d’erreur a priori en temps

Dans cette partie, on veut estimer I'erreur due a la discrétisation en temps. Soit u(-, )
solution de (2.2) a l'instant t,, et soit u™ solution de (2.9), on définit €™ = wu(-,¢,) — u™.
En soustrayant 1’équation (2.9) de I’équation (2.2) a Uinstant t,, on voit que,

n n—1

(&tu(',tn) v ﬂ;) + (Vu(-,t,) — Vu", Vo) =0, Vv € H (),

Tn
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3.1. Estimation d’erreur a priori

(e tn) —u( tho1)

on ajoute et retranche le terme a I’équation précédente, on trouve

(U(‘a tn) = u" — (uf*, tn_1) — u""")

Tn

,v) + (V(u(-, 1) — u"), Vo)
_ (u(-,tn) —u(tu)

Tn

,v) — (Opu(-, tn),v) .

On constate que ¢ = 0 et que
e — en—l n n 1
— v | + (Ve", Vo) = (e",v), Yv € Hy(), (3.1)
Tn

ou 'erreur de consistance " est donnée par

o Ul tn) —Tu(.,tn_l) _ ul.t).

Proposition 3.1.1. Supposons que u solution du probleme (2.3) appartient & l’espace

H?(0,T; L*(Q2)) N L*(0,T; H(Y)). Alors, on a l’estimation suivante,
n Tn
eIz < 4/ 5 lull 2y msz2- (3.2)

Preuve. On fait appel a la formule de Taylor

W) — (s tnt) = T (D) (- 1) —/t” (t — b 1)O2u(- 1) dt,

donc
n 1 n 2
el =—— (t —tn—1)05u(-,t) dt.
Tn tn—1

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

1 tn % tn %
e" < —(/ (t—tn_l)th> (/ (aftu(-,t))th) .
Tn tn—1 tn—1

3
n

Or

T

t

n 1 ¢
t—tp)idt = —(t —t,1)3|" =2

[, =gl =

en < \/g(/t::(ﬁftu(-,t)fdt)é.

En passant a la norme de L?(2), on obtient

Par conséquent,

i
€™ 720 < ?n“aftu”%Q(tn_l,tn;Lz(Q))‘
D’ou
-
l€™| 720 < §n||u||%{2(tn_1,tn;1;2(m)-

Ceci donne ’estimation désirée. |
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3.1. Estimation d’erreur a priori

Proposition 3.1.2. Sous les hypothéses de la Proposition 3.1.1, on a [’estimation a priori

sutvante pour tout 1 <n < N
il

(- tn) — u"[ o) < \/§||U||H2(o,tn;L2(Q))- (3.3)

Preuve. On applique les mémes arguments de (2.9) au probléme (3.1). Pour v égal a

6”—6”71

dans ’équation (3.1). On trouve

—1112
en — el 1

1 n _ ,n—1

+ —(Ve", V(" —e" 1)) = (5”, L) :

Tn LQ(Q) Tn

Lidentité (a, a—b) = 3(||al|*+ [la—0b||*—||b]|?), Vinégalit¢ de Cauchy-Schwarz et la formule

ab < 1(a® + b%) nous donnent

e —en 1 2 112 112
- @ + 27 (le ) T le" —€" ) — e ’Hl(Q))
- 1|| |2 N 1]|er —er1]?
> SllE ez ™ 5 .
9 @9 - @
Alors
n n— 2
e —e ! n|2 n_ _n—12 =12 < ni2
Tn + le ’Hl(Q) + le € |H1(Q) le |H1(Q) < Talle HL?(Q)-
Tn L2(Q)

En sommant sur n, on obtient

n m m—11|2 n
e —e
ZTm - + Z(\emﬁ{l(m
m=1 m LQ(Q) m=1
n
+ le™ — €m_1|?{1(9) — lem™! %11(9)) < Z Tm||5m||%2(9)-
m=1
D’ou
- e — e’ . 12 2
Tm - + Z ’€m — e HY(Q) + ‘€n|H1(Q)
m=1 m LQ(Q) m=1

n
< Z Tm”gm”%Q(Q) + |€0|§11(Q)'
m=1

—1112
em — em 1

Tm

> 0, on trouve
L2(Q)

n n
Puisque Z le™ — emilﬁfl(g) >0 et Z
m=1 m=1

"7 < Z Tmlle™ 172y + 1€ (-

m=1

Puisque [€°[3,, () = 0, on déduit de (3.2) lestimation d’erreur désirce. [ |
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3.1. Estimation d’erreur a priori

3.1.2 Estimation d’erreur a priori en espace

On rappelle que 7, est 'opérateur de projection orthogonale de H}(f2) sur X}". Les condi-
tions suffisantes sur la famille (7,"), pour que cet opérateur vérifie pour une constante c
indépendante de h,,,

Yo € Hy(), |mhvlm) < clvlmia) (3.4)

sont données par [7] : I'inégalité est vraie avec une famille (7,"), uniformément régu-
liere, toutefois cette condition peut étre affaiblie. Sous I'hypothése (3.4), on a pour toute

fonction v assez réguliére :
v = 7hv|200) 4 hnlv — TR 1) < Chfl+1||U||Hs+1(Q), s < k. (3.5)
Théoréme 3.1.3. Sous l'hypothése (3.4) et si l'on suppose que la solution (u™)o<n<n
vérifie
u" € HPHQ), 0<s<k

l’estimation d’erreur a priori s’écrit, pour tout 1 <n < N,

n n
Ju" — UZH%%Q) + Z Tm|u™ — Umip(g) <c Z hs(hs, + Tm)“Um“?qu(Q)-
m=1 m=1
Preuve. Soit v}! une fonction de X}'. Par une inégalité triangulaire, on écrit
n
| — uZHl;(Q) + Z T |t™ — u;ﬂHl(Q)

m=1

< " = villzae) + I — upllzzg) + D Tn([u™ = vit @) + [0 = up | (@)

m=1
En ajoutant et en retranchant v}’ dans I’équation (2.14), il vient que

n_

vwh € X}?u (U;LL - Uf?vwh) + Tna(uh rUszLa wh) (3 6)

= (™" wp) + T (f7 wp) — (0, wp) — Tha (vl wy).

D’autre part, on choisit v = wy, dans (2.9), on obtient
Vwy, € Xpp, (W wh) + T a(u” wy) = (T ws) + 1 (F7 wa),
alors

T (f" wp) = (U, wp) + 7 a(u”, wy) — (u"_l,wh), Yy, € X
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3.1. Estimation d’erreur a priori

En remplagant la derniére équation dans (3.6), on trouve

v7~Uh € Xl?? (UZ - Uf?vwh) + Tna(UZ - Ul?a wh)

= pa(u” — vy, wy) — (u”’1 = uZ’l, wy) + (U™ — vy, wy),

on pose wy, = uj — vy, on obtient

Juh — U}?H%%Q) + Toluy, — Uﬁﬁfl(g) = Tpa(u" — vy, up — vp)
— (" =T gy — o) (U = g, g — o).

On voit que

iy = VRllZ20) + Taluh — vilEn (@) = malu” — vh, up — vp)

n—1 n—1 n—1 n—1 ,n n n n o, n n
— (W — oy oy gy uy — o) 4 (= o ug — ).

Ce qui donne
Sl = 0kl gy = lui ™ = op gaga) + 1wk — o) = (™" = op DI

+ Taluy — i lH ) = Talu” — v, up — vp)

. (un—l . Un—l n n

h s Up — Uy

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité de Young puis en sommant sur
n, on trouve

n
[up — UZH%Q(Q) — [lujp — U%H%?(Q) + Z Tm|up' — Um?ﬂ(m
m=1

n n n
< C( Z Ton| U™ — |1 () + Z [ — v ([ F2q + Z [l — U}T_1||2L?(Q))'
m=1 m=1 m=1

On choisit v} égal & mpu™ et on utilise la formule (3.5), on trouve

n
[y, — UZH%?(Q) + Z Tnluh' — vlﬂ?p(m
m=1

<o 32 Rl oy 4 153 I )
m=1

m=1

D’ou le resultat cherché.

Il s’agit maintenant d’écrire une estimation d’erreur a posteriori et de définir des indi-
cateurs d’erreur.
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

3.2 Estimation d’erreur a posteriori

Dans cette partie on veut majorer l'erreur entre la solution continue du probléme (2.3)
et la solution discréte du probléme (2.14) en fonction de la solution discréte uj.
A la famille (u"™)p<p<n, on associe la fonction u, affine sur chaque intervalle [t,_1,%,] et

égaleau" ent,, 1<n<N,

Uy (z,t) = u"(x) — tnT_ t(u” —u" N (z), tE€ [ty 1 tn], TEQ (3.7)
On voit que I
O,y = E— (3.8)
alors (2.9) devient
/Qﬁtuw dx + /QVUJ" -Vudx = /Qf"v dx Vv € Hy(Q) (3.9)

De la méme maniére, on définit wu,;, la fonction affine sur chaque intervalle [t, 1,t,] et

égale a uj ent, :
t, —1

Tn

(= up ) ().

Pour estimer l'erreur ||u — u|, on écrit par une inégalité triangulaire

Urp(x,t) = up(x) —

lo = trnll < flu = wrl| + flur =zl

Pour majorer chaque terme on écrit 1’équation du résidu pour chacun.

3.2.1 Equation du résidu pour Perreur en temps

On ajoute et on retranche le terme u, de I’équation (2.2), on trouve
/ O(u —ur)vde + / V(u—u,;)-Vode
Q Q

:/fvdm_/atUT'wa—/VuT.vvdm VUEHS(Q)
Q Q Q

De (3.9), on remarque que

/atuTvda::/f”vdw—/Vu"-Vvda: Yo € Hi (),
0 0 0

on combine les deux derniéres équations, il en résulte
/@(u — u,)vde + / V(u—u,) Vode
Q Q
= / fode — / [ dx + / Vu" - Vudx — / Vu, - Vodz, Yv e Hy(Q). (3.10)
Q Q Q Q
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Définition 3.2.1. On définit la famille d’indicateurs d’erreur de la fagon suivante, pour
tout 1 <n <N,

Tn _
"=/ =l = ) (3.11)

Théoréme 3.2.1. Soit f € L*(0,T;L*(2)) N C°0,T; L*(N2)), alors on a l’estimation

swvante pour tout 1 <n < N

[ =) () e +§j[ )0
SCZ((??’”)Q+ / @) — gy de (3.12)
m=1 tm—1

+ T |u™ — |H1 > +c¢1|uo—7rhu0|H1
Preuve. On pose v = u — u, dans I’équation (3.10), on trouve
S llu— UT“%Q(Q) + |u — UT|12L11(Q)
= [ )tz [ V) V) b
Q Q

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'inégalité de Young donnent

1d

n 1
thHU UTHL2(Q + |u — uT’Hl @ = 2Hf f HL2 @ T 52 9% | u UTH%Q(Q)

+ §|U7— - Un|H1(Q) + |U - U7—|§_11(Q)

2
On utilise 'inégalité de Poincaré-Friedrichs au second terme du membre de droite, et on

choisit € de sorte que
%HU - UTH%%Q) + |u — uT’Hl <c(lIf - anL2(Q + |u, — u”|§{1(9)).

En intégrant cette ligne entre ¢, et t,_1, on trouve

tn d tn
[ e wn) s+ [ 10— ue) ey
tn—1 th—1

tn tn
s{[ 150~ 7" e+ | mw—wm@ﬁ)
n—1 n—1

Donc
tn
(= we) (tn) 720y = 110 = wr) (tn1) | F2 ) + / (= ) (8)|Fa gy
th—1

tn tn
<ol [" 10~ P liats [ )l )
th—1 n—1
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En sommant sur n, on obtient

tm—1

> (/t , 17(8) = F" 220 dH/ Jur (t) — u™ 3 ) dt>'
m=1 m—

tm—1

(= ) () 32y + D / - ur) (t)] 7 oy dt

De (3.7), on a
t,—1
Tn

V(u, —u™) = — V(u™ —u™ ).

On intégre sur ¢, on obtient

tm ot
7 ) =y = e = [ ()
tm—1 tm—1 Tm

m m—12

Alors

tm
Tm m m m m— m— m—
/ ’Ur(t)—um@ﬂ(mdtzgu —up up = up T T = d" T ),

tm—1
d’aprés l'inégalité triangulaire

tm
Tm m m m m—
[ uet) = iy dt < 7 (= oy + = o

tm—1

e = gy )

Donc

n tm
= )ty + 32 [ = ) 0
m=1"tm-1

SCZ(

m=1

/ @) = S

tm—1

Tm m m m m— m— m—
+ §<|U — Uy, @11(9) + |up' — uy, 1|?{l(9) + [u™ =y 1|§{1(Q)>)
n tm
<o (2 [ 10 - Mt
m=1 tm—1

Tm m m m— m—
+ §(|U —up ﬁ{l(m + um Tt — Up, ! 12111(9)))
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Puis on utilise la propriété 7, < o,7,_1 on trouve

- MWWEQ/ )(O) e
s%ZQmﬁj:wmwwan

m=1

n
m—1 m—1|2
+ E Tm|u — Uy, |H1 +o; E Tm— 1\u — Uy, HY(Q)
m—

—|—7'1|U0 — U9L|H1(Q)}

Ceci achéve la démonstration. [ ]

3.2.2 Equation du résidu pour Perreur en espace

On a la relation d’orthogonalité de Galerkin suivante :

ut = — (! — )

a(u™ — uyp,vp) + / vpdx =0, Yo, € X}
Q Tn

et donc, pour toute fonction v € Hj () et v, € V,

-1 n—1
u —ul — U+ u
a(u" —uy,v) +/ h h_vdx
Q Tn

n __ ,mn ut 1 n—1
= a(u" —up,v—v) + / oA Rl (v — vp)de. (3.13)
Q

Tn

De l'égalité (3.13) et la définition de a(.,.)

-1 n—1
u" —up u"mt —u
a(u™ —uy,v) + hv) - ——— 0
Tn Tn
n

_ n—1 n _ ,n—1
= (V(u” —up), V(v — vh)) + (%,v - vh) - (%,v —vh)

n _ ,n—1 n _ ,n—1
= (Vu”,V(v — vh)) — (VuZ,V(U — vh)> + <%,v — vh> — (w,v - vh)

= (" v —vn) = (Vup, V(v —vp)) — (M,v — vh) : (3.14)

Tn
On remarque que dans I’équation (3.14) u™ a été éliminé du membre de droite. Maintenant

on fait une décomposition sur les éléments de la triangulation 7," :

n __ ,n n—1 _ ,n—1
a(u™ — ujl, v) + (u h v) — <w,v)
Tn
(/f v —vp)d (3.15)
KeT

-1
—/ VuZV(v—vh)dw—/ M(v—vh)dw)
K

K Tn
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

On applique la formule de Green (1.4) sur le deuxiéme terme du membre de droite pour

—1 n—1
u” — ul utTt —u
a(u”—uz,v)—i— - hy)— —h,v
Tn Tn

_ Z (/Kf”(v—vh)der/KAUZ(U—Uh)dCU (3.16)

KeTy

obtenir

n__ ,n—1
- / Onup (v — vp)do — / M(v — vh)d:n),
oK K Tn

ol nx désigne le vecteur normal unitaire extérieur a K.
A cette étape, une seconde idée importante est a retenir I'application de la formule de
Green a [ Vuj - V(v — v,)dx dans I'équation (3.15) pour éliminer I'opérateur gradient

"V agissant sur (v — vp).

Dans (3.16), l'intégrale sur 0K peut s’écrire comme une somme d’intégrales sur les élé-
ments e de £k, on note que ces éléments se répartissent en deux parties :
e ou bien e est contenu dans 92 et I'intégrale sur e est nulle car v et v, s’annulent
sur 0f).
e ou bien e est contenu dans la frontiére de deux éléments K et K’ et au total, la

quantité a intégrer sur e dans le second membre de (3.16) s’écrit :
(Onge ) (0) (0 = 0n)(0) + (O, up) (@) (v = 0n)(0) = [Onieup] (@) (v —vp)(0),  (3.17)

ot [Op, up] désigne le saut O, uj 4+ On ., uj. Les relations (3.16) et (3.17) conduisent &

—1 n—1
u — ul Ut —u
au —ut )+ [ —L o) - [ ————2—
h» ) )
Tn Tn

n—1

=S (L(fumz—“z;—‘%)(v—uh)(m)dm

KeT?

3 X [uao)o - vo) iz ). (318)

GEE% ¢

A partir de cette équation, on peut majorer erreur en fonction de normes appropriées
n__ n—1
de f* + Aup — “—t— et de [Opup]. Une difficulté est que, la fonction f* pouvant étre

n__,n—
Up—Up

1
compliquée, la norme de f" + Auj — n’est pas forcément simple & calculer. Pour

remédier a cet inconvénient, on fixe un entier £ > 0, on introduit ’espace
Wi ={fn e L*(Q); VK €T, fux€PuK)}, V1<n<N,

puis on introduit une approximation f;' de f™ dans W'
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Finalement 1’équation du résidu s’écrit :

- 1
u™ —u ur b —
a(u” —uy,v) + — ) —
Tn Tn

-z ( [ = @) - @) de

(3.19)

n—1

i (fhmuh B ()0 - ) () da

n

—-Zo/e v—vh)(a)chf).

Définition 3.2.2. On définit la famille d’indicateurs d’erreur de la fagon suivante, pour

tout K dans T,

n—1
uy —u
e = hac || [+ Aujy — ————

+ ZhH UM 20 (3.20)

n L2 ESO

Les propriétés de cette suite sont données dans les propositions qui suivent, ot sont
énonceées
- les majorations de I'erreur de discrétisation en espace en fonction de la somme en
temps et espace des indicateurs,
- une majoration de l'indicateur en fonction de l'erreur locale provenant de la dis-
crétisation en espace, d’ott 'on peut déduire des inverses locaux des majorations

précédentes.

Théoréme 3.2.2. On suppose la donnée f dans C°(0,T;L*(Q)) et la donnée uy dans
H} (). Alors, il existe une constante positive ¢ indépendante de h et 7, telle qu’on ait

l’estimation suivante pour tout 1<n <N

n
Ju" — UZ||2L?(Q) + Z T U™ — Um?{l(n)

m=1

gc(qu—whuO@(szm > (<n;?>2+h%<r|fm—f,zﬂuim)). (3.21)

m=1 KeT,™

Preuve. pour tout v € Hj () et tout v, dans X', on utilise 'équation (3.19), combinée
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

-1 n—1
u —ul ur Tt —u
a(u”—uﬁ,v)—i— h,v — —h,v
Tn Tn

<3 (Hf"—fm|Lz<K>|rv—vh|rL2<K>

KeTy
n __ un—l
fr + Auy — s [0 = nll L2
no e
5 3 IBnilllollo — vl e))
6680

Puis on choisit v, égal a I'image de v par 'opérateur 1:[2 et on utilise le Théoréme 1.5.6,
on trouve
”U — ﬁ(}JLUHL%K) S C hK|U|H1(AK);

et le Corollaire 1.5.7, on obtient

~ 1
HU — H%””Lz(e) S C hez |U‘H1(Ae)'
Donc

-1 n—1
u —ul utT —u
a(u™ —up,v) + ho)—(——E— v
Tn Tn
n—1

up — U
<e ). (hK<||f”—fZ}||L2<K> +\ B

KeT

+ 5 Zh2|| <Unlllz2ce |U|H1(Ae)),

6650

fi+ A — Yol

ou les Ax et A, sont introduits dans la Notation 1.5.5. Par une inégalité de Holder, on

obtient

—1 n—1
u" —up ut Tt —u
a(u"™ —up,v) + ho)——— v
Tn Tn
n—1

n n U — U
<c( 3 h%(!lf ol + A

KeT"

it + Auy —

Tn

2\ 3
L2(K)) )
1

2
X ( > ’“@ﬂmx))

KeTh"

(5 ) (R 5 )

KEeT ecgl KeT," ect)

2
)

it 4+ Aup —

Et comme

<Hf” ol + \

n—1
uy —u
I+ Aug h L

n

n—1
Uh Uy,

2
o)

< 2<Hf” . ]

n
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

On obtient

—1 n—1
u —uy u"mt —u
a(u”—uﬁ,v)%— h,v — —h,v
Tn Tn

n n—1 2
Uy, —U
Sc( > (h%r\f”—fsuimmi fi+ Aup — L—+
KeTn n L2(K)

1 1
1 ni|2 2 2 2
+ 1 Z he||[anKUh]||L2(e) Z |U|H1(AK) :

ety KeTy

Et en rappelant qu’un méme élément de 7, n’est contenu que dans un nombre fini (borné

indépendamment de h) de Ak, on obtient alors

—1 n—1
u” — ul urTt —u
alu™ —ul,v) + hy) = —
h> ) )
Tn Tn

1 (3.22)
n \2 2 n n||2
<o T (0R2 + 1" - Rl ) ) ol
KeTm
On prend ensuite v égal a u" — uj et on trouve
u — ul unt — !
a(u” —up,u" —up) + | —u" —uy | — | ————,u" — up
Tn Tn
3
<o T (0802 + 17 - 5l ) ) o = e
KeTm
En multipliant par 7,, on aura
n n 1 n n n— —
T [U" — Uhﬁ{l(sz) + 5(”“ - Uh||%2(9) — Jlu"t = uy, 1”%2(9)
FI" = ) = @ = ) g
3
<en( X (00 + B0 = £l ) ) o = e
KeT
On applique l'inégalité de Young, on trouve
To [u" = up [ ) + B (H“n — upllZai) — " = up 72
FI" = ) = @ = ) g
n n n Tn n n
<cTy Z ((UK)2 + hE| - i ||%2(K)> + 3|U - Uhﬁ{l(m-
KeT?
Donc
T [u" — uﬁﬁp(m + [lu" — UZH%Q(Q) — [Ju"t - UZ_IH%Z’(Q)
<ern 30 (7 + 01" = Bl )
KeT
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En sommant sur n, on obtient

Z Tm|u™ — u?ﬁﬂ(ﬂ) + (Hum - UTH%?(Q) — [l — UT_IH%%Q))
m=1
<c Y 3 (002 + " - e )

Alors
Z Tm|u™ — U?ﬁ{l(n) + flu" = UZH%Q(Q)
< o — Uy + ¢ Zm 5> (" = )
KeTm
Donc

n
Ju™ — UZH%Q(Q) + Z Tm|u™ — U;Lnﬁﬁll(ﬁ)

Sc(nuo—muoniz Zrmz( )2+h§<||fm—f$|liz(;<>)>-

KeT,™

Proposition 3.2.3. On suppose la donnée f du probleme (2.3) dans C°(0,T; L*(Q)) N
L*(0,T; L*(Q)) et ug dans H(Q). Alors, pour le probléeme discret (2.14), il existe une
constante positive ¢ indépendante de h,, et T, telle qu’on ait la majoration d’erreur

m—1 m1)2

—up') — (u — Uy
Tm

lu™ —uh|H1 +2 ZTm
L2(Q)

Sc(ruo—muo\zm)+2 S (7= ) ) G23)

m=1 KET,:”

Preuve. Dans l'inégalité (3.22), on choisit v égal a

(u" —up) — ("' —up )
T ’
on trouve
n n n— n— n n n— n— 2
g, O ) = (0 ) = )
Tn Tn L2(Q)
1
n n n 2 (un_un) - (un—l (U l)
<o & (00 + 5 - 5l ) ) e R
KeT,! m HY(Q)
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En notant que

a(u — (u" —up) — (U —uy” ))

Tn
1 n n n n n— n—
:T—(V(U —up), V(" —up) = (u"" —uy 1)))
1 n n n n n— n— n— n—
= o (I = gy + 10" = 1) = (@ = ™) gy — 0" = i iy )

On en déduit que

1 n n n n n— n—
FW - uhﬁ{l(ﬂ) + FKU —up) = (@ =) ?{1(9)
Lo (" = up) = (' —up)|?
_F‘u Ly 1%1(9)_{_‘ h = h
n n LQ(Q)
1
n n n 2 (un B un) B (un—l — unil)
<o & (00 + 107 - 5l ) ) e R
KeTyr n HY(Q)
En multipliant par 7, et utilisant 'inégalité de Young au second membre, on trouve
u® — ) — unfl _ un—l 2
™ = uplHr gy — [ = o) + 27 ( i) T( L ))
<c ), ((n@? + il f" - f,?uim).
KeTp
En sommant sur n, on obtient
n n _ 2
m m m— m— (um — um) — (um—l —uy' 1)
Z(W — Uy |§{1(Q)_|u l_uh 1%11(9))+2 ZTm s )
m=1 m=1 Tm L2(Q)
<e( X X (6mr 4wl - ) )
m=1 KeT"
Alors
n ™ — ™) — (el — gl 2
m=1 Tm L2(Q)
< c(luo— e+ 30 X (0741 - ) )
m=1 KeT™
Ceci achéve la démonstration. [ |

La majoration (3.21) conforme également la propriété de fiabilité énoncée dans (1.9).

3.2.3 Propriété de fiabilité

On déduit de Théorémes 3.2.1 et 3.2.2 le théoréme suivant.

36



3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Théoréme 3.2.4. On suppose la donnée f du probléeme (2.3) dans C°(0,T;L*(Q)) N
L*(0,T; L*(Q)) et ug dans Hy(Q). Alors, pour le probléeme discret (2.14), il existe une

constante positive ¢ indépendante de h,, et T, telle qu’on ait la majoration d’erreur

1w = wrn) (tn) | 2() + [ = wrnll 220,53 )

< (zn:(nmf T Y ((77??)2 + Tl S = f;TH%Z(K)))

m=1 KeT.™

+ c(|Juo — mhuollmi) + I1f = Fllr20mr2@)) - (3.24)

[

Preuve. On utilise I'inégalité triangulaire

I = ) (o)l 20y + 1w = il 2200030
< (Il =)t 20 + o = el 20,30 )

(1 = ) ) + T = gy

Du Théoréme 3.2.1, on a l'estimation de |[u—u; || 2(q) + ||t —ur || 2(0,1,: 11 (2))- Pour majorer

les deux derniers termes on écrit u, — u,;, en fonction de u™ — uj. Il est clair que
7 = )ty = ™ = wilzen. (3.25)
On doit alors comparer les deux quantités
n
Jur — U7h||L2(o,tn;Hg(Q)) et Z T u™ — Uhmﬁ{l(m-
m=1

On pose v; = u; — Uyp, ON &

orC Dl = (V0" -

On intégre de t,,_; a t,, on voit que
tn -
2 n n|2 n—1|2 n n—1
| o Oyt = B (10" sy + 107 iy + (907, V")
tn—1
En majorant le dernier terme par l'inégalité 2ab < a® + b2,

o Tn n n—
| 1o Oyt < 30+ 107 i)
n—1
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En sommant sur n, et on utilise la propriété 7,, < 7,_10,

tn 1 n . O_T n . 7_1
/0 o7 (-, 1) 31 oyt < 5 Z T |0 |11 () + 5 Z o1 [V gy + §|UO @)
m=1 m=2

On déduit alors que

1+o0, < m m Ti
[ur — Urh”%%wn;[{g(m) < 5 Z Tn|u™ — |12L11(Q) + 5|U0 - 7Thu0|§11(9)' (3.26)
m=1

On combine les relations (3.21), (3.25) et (3.26)

(e = wrn) (tn)l22@) + llter = wrnllZa(o,08(0)

< C(HUO — htto||72(q) + Z Tim Z <(77%)2 + hgll f™ - fﬁnH%Q(K)))

m=1  KeT"

(3.27)

On déduit de (3.12) et (3.27) l'estimation cherchée. [

3.2.4 Propriété d’efficacité

On commence par donner une majoration aux indicateurs d’erreur temporels n™.

Proposition 3.2.5. On suppose la donnée f du probleme (2.3) dans C°(0,T; L*(2)) N
L*(0,T; L*(Q)) et ug dans HY(Q). Alors, pour le probléme discret (2.14), il existe une
constante positive ¢ indépendante de h, et 7, telle qu’on ait la majoration d’erreur pour

tout 1 <n <N

n < E |un_un’ +| n—1 _ nfly
=43 RIHY (@) T [ Up  1HY(Q)

+ C(\Wt(u — )| L2t sz @) TS = S 2201t 2 00)) T [ — UTHH(tn_l,tn;Hl(ﬂ)))) :

Preuve. De I'inégalité triangulaire, on a

n n—1 . n n n n—1 n—1 n—1
lupy —up gy = Jup, —u”" Fu” —u"T T —up T e

< ]uZ — u”\Hl(Q) + ]u"’l — uZﬁl\Hl(Q) + |Un — u”fl\Hl(Q).

On va majorer le troisiéme terme du membre de droite. On retranche 'équation (3.9) de

(2.2), on obtient

/QV(u—u”)-Vvda::/Q(f—f”)vda:—/ﬂﬁt(u—m)vdw Vo€ Hy(Q).  (3.28)
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

De (3.7), on voit que

t, —t

Tn

u(x) = u,(z,t) + (u"™ —u" 1) (), (3.29)

on remplace la relation (3.29) dans (3.28), on obtient

th, —t

Vvdm—/f)t vdw—/ﬂ(f—f”)vda:

+ / V(u—u,) Vudz, Yve HyQ),
Q

on pose v = u" — u"" !, et on intégre entre t,_; et t,, on voit que

t
"oty —t
™ = u" g / T dt
tn—1

Tn

— /:1 /Qat(u —up) (U —u") dedt — /:1 /Q(f — M (™ —u™ ) daedt
4 /tt /Qv(u —u,) - V(" — ") dadt,

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
T, fn
n| n n—1|2 n n—1
B =0 g < [ 10— ) ey [0 = o
n—1
tn
[0 = Pl = 0z
tn—
tnl
+/ ‘U—UT|H1(Q)’U,”—un71|H1(Q)dt.
tn—1

En utilisant I'inégalité de Poincaré-Fridriechs, on trouve

tn
Th n n n
5!“ o) < C/t (Hat(u —ur) o) + I1f = [l 2@ + Ju — UT|H3(Q)>dt-
n—1
L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

u" M) < eV, (100w — ur) | L2,y o2 )

+f = L2t tmszz@) U = Ur |1 tsz2 @) -
Donc

up = up o) < = uplmie) + [ = u T )
v (L e

+f = 220 pusz2@) + lu — UTHLz(tn_l,tn;Ha(ﬂ)))-
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Ceci implique que

Tn n n n— n—
< (= iy + 1007 = i+ (10— ) o
+ L = N2 tn,z2()) + llu — UTHm(tn_l,tn;Hg(Q))))-

Pour prouver la propriété d’efficacité pour les indicateurs d’erreur spatials 1., on s’appuie
sur 'équation dite du "résidu" qui s’obtient en prenant v, égal a 0 dans (3.19)

n __ ,n n—-1_ ., n—1
Yo € Hy (), a(u™—uy,v)+ (u uh,v) — (w,v)

n TTL

- ¥ ([ - @@

KeTyr

n n—1

+ /K (f;; + Al — T—nh)(w)(v)(w) dx
_ % Zg / B 2)(0) (0) (o) da). (3.30)

En effet, par deux choix appropriés de la fonction v, on peut déduire de cette équation
une majoration des deux termes figurant dans chaque nj. On a besoin de la notation

suivante.

Notation 3.2.6. Pour tout K de 7T;', on désigne par : wx l'union des éléments de T,

qui partagent au moins une d — 1 face avec K.

Proposition 3.2.7. On suppose ™ dans L*(Q2), pour tout élément K de T;", Uindicateur
d’erreur défini en (3.20) vérifie pour tout 1 <n < N

e (hK (W — ) — () — )
Tn L2?(wk)
" = ) + Bl — f;?llL?(wm)- (3.31)

Preuve. On prouve la majoration en deux étapes.

1. Dans une premiére étape, on choisit tout d’abord la fonction v dans (3.30) égale &

n n—1
Up — Uy

(f,?—l—AuZ— >¢K dans K,

0 dans Q\ K,

n

(3.32)

(%¢
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

tel que g est la fonction bulle introduit dans la Définition 1.5.3. On note que la

fonction vg est & support contenu dans K et s’annule sur 0K et donc

/[anKuZ](U)UK(O')dU = 0.

€

On en déduit de (3.30) que

=3 (Lo m@mtardes [ (200 - ) whute)in)
Donc

n—1

/K<fh + Auj — %)(w)v;((m)dw

= [ V- @) Vorle)dw - [ (77 ) @)onla) do
EEE (@t =)

Tn

(x)vk(x) de.

On écrit explicitement vgx dans le membre de gauche,

n—1

[ (7 s = ) @i (a) do

n

- [ Ve - @) Vorte) da— [ (77 = ) @)oi(a) do
/K ut =) = (W - 1)(w)vK(w)da:.

Tn

Et en passant a la norme de L?*(K), on obtient

n n—1
n n Up — U 3
H (fh + Auy, — hT—h)W}

n

2

L2(K)

/ V(" — ) (@) - Vo () dae — /K (" — ) (@)ox () de
/K wt = up) = (W )(a:)vK(zc)da:.

Tn

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

n—1 1
H (fh + A - %) vi

2

n

L2(K)

< " = up g )| vr w1 = i llezoo v 2o

L =) = @t =

||UK||L2(K)

Tn L2(K)
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

On utilise I'inégalité inverse (1.12)

n n—1 n n—1
uy —u ul —u 1
el - 2] (g - Y

Tn LZ(K) Tn L2(K)
Et donc
u — up |
cllfr+ Aup — 2 h
no ez
< " =g maolvi o + 11" = Fillezoo lok [l 2
u® — u?) — unfl o un—l
+ ( h) ( h ) HUK”LQ(K)‘

Tn L2 (K)

Encore une fois I'inégalité inverse (1.15)

|UK|H1(K) S C h]_(‘l”UKHL?(K)-

En notant que la fonction 1) prend ses valeurs entre 0 et 1 sur K (voir Lemme

1.5.1), on en déduit

n_ ,n—1

" U U
o llz2ae) = H(fh + Aup — R >¢K
n Lz(K)
n__ ,n—1
<d|\fP+ Aup — Yn U
Tn LQ(K)
Alors .
ult —u}”
V| b () gch[}l it + Aup — h h )
On trouve
ut — |
cllfr+ Aup —
n n—1
ur —u
< ch;(1|u" — up| ) || fr 4 Auy — —h h
n LY(K)
n n—1
n n n n Up, — U
+ N = frlleeco || fr 4 Augy, — hh
n n n—1 n—1 n n—1
u —uP) — (u —u uy —u
+C/ ( h) ( h ) f}?‘f’Auz _ “h h )
Tn L2(K) n LQ(K)

Ce qui implique

n n—1
Up — Uy

i+ Auy —

no e
(w ) = (! — ™)

Tn

<c (h;ﬂu” —uplmey + " = fillzee) +

)

42



3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En multipliant cette derniére relation par hg, on obtient
ul — un—l
k|| fr + Aup — —hh

n

L2(K)
<c (|u" —uplmry + hillf" = fill e

(w" —up) — (W' —u™) )
L2(K)

Tn
2. Dans une deuxiéme étape, pour tout élément e de %, soit K’ 'autre élément de

(3.33)
+ hg

T contenant e. On choisit ici la fonction v dans (3.30) égale a

RK,e([anKuZ]¢e) dans Ka

R e([On, upltpe) dans K,
0

v = (3.34)
dans Q \ (K U K'),

ol les opérateurs Ry . et Rk sont introduits dans le Lemme 1.4.4. En utilisant
cette fonction dans (3.30), on voit que

3 2 Y [l do

KE{K K’} ec&0

Tn

" ne{;m ( /H — ) (@)ve(x) do (3.35)

w [ (5 dug - %> (@)us(e) da )

n __ ,my __ n—1 n—1
— —CL(U,n _ UZJ)e) _ ((U uh) (u Uy )7ve>

n

On a par définition de 1., la fonction [Op, u}]tb. s’annule sur de de sorte que v,
s’annule sur (K U K') et donc

ne{zK:K’ gg:o/ (0) do = %/e[awu}ﬂ(o)ve(a) do.

On combine cette égalité avec (3.35), on obtient
[ o) do
SR (G ETEE S W
S ( [ = )@@ da
Ke{K,K'}

+f (f[f T Auj - “Z_T—“Zl) (). () dac).




3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Alors
B 168 [ = ( [ = @) Vo) da
KE{K K"}
_ n—1 n—1
_/((u uh (u U’h ))(w)ve(m) diB
K 7—77/

n / (" — 1) (@)v () da

b [ = ) o) de ).

n

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

102 2oy < 3 (|Un—UZ|H1(n)|Ue|H1(H)

re{K,K'}
n—1 n— 1)

(u" = up) = (u"™" — uy

Tn

Vel £2(x)
L2 (k)

+

1" = il oo lvell 2

n n—1
n n  Up — U
+ fh + Auh ) h ||Ue||L2(n))-
" L2(k)
On utilise I'inégalité inverse (1.13),
Bt 20 < On ]t 2o
Ce qui entraine
¢ ||[On ui] ||L2 Z (U - UZ|H1(H)|,UE|H1(H)
e{K,K
u® —u™) — (U l_un 1
+ ‘ ( h) ( h ) H/UGHLZ(H,)
Tn L2(k)
+ 1" = SR llz2eollvell L2y
n n—1
n o Uy — U
+ ‘ fh —|—Auh—h—h ||U5||L2(,{)).
Tn LQ(H)

On utilise 'inégalité (1.6),

_1
Vel mie) + hig vell 2y < € he ® (| [Oncup]tel| L2
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

On obtient

_1
1Ontillfay < ¢ D (he *lu = g e (o) | [On g ub el 22

ke{K,K'}

Cull(w — ) — (urt =t

| pgens b || ) = € ) T A
n L2()

_ 1

+ hache * || f™ — fill 20 1 [On e i e || £2(e)
n n—1

_1 U;, — U

et |+ Aup - MR ||[anKumweHLz<e>).
Tn L2(k)

Du Lemme 1.5.1, 9, est inférieur a 1, on aura

1Ol z2(e) < € N[Ol zoce)

On trouve

1
O w72y < ¢ Z (he |u™ = up |5 ) 1[Onge un] |l L2 (o)
ke{K,K'}

1

n— n—1
+ hxche ? : )

(u" —up) = (W' —

| [Or e ] ||L2(e)
n L2(k)

_1
+hiche 2| = fill 2o [11Onsc il 2 o)

—1
ur —ul

h h
fi+Aupy — ——F—

Tn

NI

+ hiche

manKumHLz(e)).

L2(r)

1
En multipliant par hé, on obtient

(w" —up) — (W' —u™)

1
B Onetllz < 3 (|u” =l + P

ke {K,K'} Tn L2(k)
n n—1
ull —u
+ bl f™* = fillace) + b || S+ Aupp — L—L )
n L2(k)

On passe a la somme sur e dans £,

1
> hEllOncuilllzze

668?(

gcz Z <|u"—u2\H1(N)+hK

el ke{K,K'}

(u™ —up) — (u"t — UZ_I)

Tn

L2 (k)

o ) . (3.36)

En combinant (3.33) et (3.36) et par définition de £Y, x devient tout élément K’ qui

—1
ur —uy
h h

i+ Aup — —2—

+hic |l f" = fillezee) + b -

partage une arréte d = 2 (ou une face en d = 3) avec K, ce qui revient a wg, on trouve

Pestimation désirée. [ ]
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

En vertu de la propriété de fiabilité prouvée dans le Théoréme 3.2.4 et la propriété
d’efficacité des indicateurs d’erreur prouvée dans les Propositions 3.2.5 et 3.2.7, 'analyse

a posteriori pour ’équation de la chaleur est optimale au sens de la Définition 1.5.2.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié I’équation de la chaleur en décrivant une formulation
variationnelle correspondante puis en proposant une discétisation usuelle par élément fi-
nis et schéma d’Euler implicite, ainsi que ses propriétés de stabilité ont été démontrées.
Ensuite nous avons établi des estimations d’erreur a priori. Puis, nous avons proposé deux
familles d’indicateur d’erreur temporelle et spatiale et nous avons montré son optimalité.
Cette étude pour l'équation de la chaleur ainsi que les résultats obtenus dans [24] et
[9] pour le probléme de Stokes, ont permis de définir des indicateurs locaux d’erreur
(spatiale) pour le probléme de Navier-Stokes traité par un schéma en temps aux ca-
ractéristiques d’ordre 1. Ces indicateurs, par résidu, ont été introduits dans le code de
thermo-hydraulique N3S et au vu des tests réalisés, ils offrent un comportement numérique

satisfaisant [5].
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