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Département de Physique

N◦ d’ordre :

Série :
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2.4.0.3 Singularité et Horizon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Chapter 1

Introduction

Le début du XXe siècle a vu deux grandes révolutions scientifiques qui sont la mécanique

quantique et la relativité générale, ce dernier est le noyau de cette mémoire. La théorie gravi-

tationnelle de la relativité d’Einstein présentée dans sa version finale en 1916, a étonnamment

prédit de nombreux phénomènes prouvés, et aucune observation n’a été faite pour remettre en

question la validité de l’équation. La référence [1] fournit un bon exemple d’un débat animé

et enthousiaste sur les fondements philosophique de la théorie d’Einstein. La même année Karl

Schwarzschild trouva la solution de l’équation d’Einstein dans le vide dans le système symétrie

sphérique, et aprés cela en 1923 George Birkhoff confirma que la métrique de Schwarzschild est

la seule solution de l’équation d’Einstein dans le cas d’une géométrie sphérique [2].

En 1939 Albert Einstein publia un article prouvant l’éxistance des trou noirs. En utilisant sa

théorie de la relativité générale, il montra que le trou noir est l’étape finale de l’évolution céleste.

Donc le trou noir est un corps céleste dence avec un fort champ gravitationnel empêchant toute

forme de matière ou de rayonnement de s’échapper, il est un corps dont la masse est plusieurs

fois supérieur à la masse du soleil, et la masse d’un trou noir connu a une limite inférieure à celle

d’oppenheimer-volkoff. La géométrie globale des trous noirs n’est comprise que de nombreuses

années plus tard, grace au travaux de Roger Pontose. Le trou noir est un structure spéciale de

l’éspace-temps courbe, ses caractéristique sont: il y a des frontière entre les zones éxtérieurs,

où il est possible de transmèttre un signal à l’infini, et une région d’espace-temps interieur où

tout signal envoyé est toujours piégé, il est caractérise par la masse, le moment cinétique et

la charge. La gravité en tant que force est décrite par la théorie de jauge selon le principe

d’équivalence, et d’aprés le principe de Mach, la gravité est considéré comme la déformation
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du plan de la géométrie vers l’espace courbe selon le schéma suivant:

Gravité ≈ Géométrie

Le membre à droite de la formule ci-dessus représente la géométrie, on ne sait pas de quel

type il s’agit doit-on utiliser la géométrie Riemannienne ou non-Riemannienne. Le concept de

paraallélisme à grande distance a été proposé pour la première fois par Einstein pour unifier la

gravitation et l’eléctromagnétisme, elle est devenue une théorie des champs unifiée en 1928 [3],

Contrairement à la théorie de la relativité générale, la connection de Levi-Civita produit une

courbure qui étant totalement nulle mais de torsion non nulle. La transmission parallèle du

vecteur est indépendante du chemain, c’est l’origine du nom téléparallele signifiant ”parallèle

au loin”(la recherche d’Einstein d’une théorie des champs unifiée à travers le téléparallélisme

est une histoire intéressante, que l’on peut trouver dans [4]). Depuis lors, il a été déterminé que

la GR peut réellement être reconverti en un language de parallèlisme distant [5]. Elle a reçu

plus d’attention en tant que théorie gravitationnelle alternative, et nous l’appelons maintenant

l’équivalent téléparallèle (TEGR) de la relativité générale,voir [6]. Par une formule intéressante

la TEGR est la théorie de la jauge supérieure [7].

En raison de la nécessité de comprendre l’accélération de l’univers, diverses théories grav-

itationnelles modifiées ont été introduites, parmi lesquelles des tentatives étendre la TEGR à

la théorie gravitationnelle f(T ) et la modifier dans le même ésprit que la promotion générale

par rapport à la théorie f(R). Dans la gravitation d’Einstein-Maxwell sans matière, il éxiste

un théorème d’unicite indiquant les solutions asymptotiquement plates de trous noirs et sta-

tionnaires ne sont decrites que par trois paramétres a savoir, la masse, la charge éléctrique

et le moment angulaire [8]. Ce théorème est valable pour un champ scalaire canonique mini-

malement couple à la gravité [9]. La même propriété d’absence de cheveux (no-hair) persiste

également pour les théories scalaires-tenseurs standards dans laquelles le champ a un coupage

direct avec le scalaire de Ricci [10]. Cependant, le théorème no-hair [11] perd sa validite dans

les théories de gravité modifiées avec des couplages dérivatifs non-minimaux, les exemples typ-

iques de tels couplages sont les théories du Galileon, dont l’équation du mouvement réspecte

la symetrie galilienne dans la limite de Minkowski. L’éxtension du modele du Galileon à des

couplages plus generaux ont conduit à la redecouverte des théories des cordes [12]. Ces théories

conduisent à des équations de mouvement de second ordre. Si l’on considère un champ vecteur

sans masse Aµ avec le lagrangien F = −FµνF µν où Fµν = ∇µAν −∇νAµ est le tenseur de force

du champ, la solution statique à symmetrie sphérique en (RG) est donnée par le trou noir de
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Reissner-Nordstrom (RN) de masse M et de charge éléctrique Q [13].

La TEGR modifié f(T ) a des propriétés étranges et intéressantes, principalement ce qui

se passe au niveau cosmologique, car les équations de champ et les trous noirs dépendent du

référentiel considéré, cela signifie que si nous changeons le système de coordonnée d’une tétrade

diagonale à une tétrade non diagonale, en éffectuant un certain type de transformation de

lorentz, le résultat est différent. Cette caractéristique de son champ d’équation conduit à la

non-invariance par la transformation de lorentz

[14].

Nous donnons dans le chapitre 2 un rappel sur la relativité générale ( les principes fonda-

mentaux et la variété riemannienne ). Le chapitre 3 est dédiés au fondements géométriques de

l’équivalent parallèle de la relativité générale (TEGR). Nous déduisons aussi les équations de

mouvement du champ. Dans le chapitre quatre, nous étudions le trou noir statique chargé à

quatre dimension pour des modèles téléparallèles modifiées en utilisant un ensemble de tétrades

non diagonales.
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Chapter 2

Introduction à la relativité générale

2.1 Principes de la Relativité Générale

La relativité générale est la théorie du champ gravitationnel qui a été développée par Al-

bert Einstein entre 1907 et 1915. La relativité générale est devenue l’outil fondamental de

l’astrophysique moderne, de la physique des trous noirs et de la cosmologie moderne. La con-

struction de la théorie de la relativité générale est soumise à trois principes que nous allons

détailler dans la suite.

2.1.1 Principe de Mach

La répartition de la matière dans l’univers détermine le mouvement des particules. Ce principe

tente de transcender le concept habituel de l’éspace-temps newtonien. En fait, lorsqu’un mou-

vement s’éffectue à une vitesse uniforme, on parle de mouvement inertiel, un référentiel absolu

assumé a priori au-delà de la répartition de toute matière. Suite à ce principe, Einstein a rejeté

une telle hypothèse érigée en principe et a essayé de construire une théorie étroitement liée à

la géométrie et à la matière: la matière déterminera la géométrie et vice versa. Ce principe est

clairement éxprimé sous la forme de l’équation Einstein [15].

2.1.2 Principe d’équivalence

Le principe d’équivalence est l’une des composantes les plus importantes de la relativité générale.

Ce principe montre que les valeurs mesurées obtenues par l’observateur immergé dans le champ
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gravitationnel dans le référentiel inertiel et l’observateur sans champ gravitationnel dans le

référentiel accéléré sont équivalentes [16].

Il est bien connu du cours de mécanique de base que l’utilisation du référentiel l’accélération

est incompatible avec la loi de Newton, sauf s’il s’agit de forces dites virtuelles ou force d’inertie,

elles sont proportionnelles à la masse des particules qui les subissent. plus précisement, si le

référentiel accélère a0 par rapport au référentiel inertiel, la deuxième loi de Newton ~f = m

~a s’applique toujours, à condition d’inclure une force d’inertie dans la force résultante égal

a−ma0, cette force d’inertie qui implique l’éxpréssion de la gravité ressentie par des particules

ponctuelles massives endans un potentiel gravitationnel
−→
F = mp

−→OΦ. Finalement on obtient

la masse grave active ma, qui interfère avec le potentiel gravitationnel généré par la masse U =

GNma
r

. Ce type d’égalité est accidentel et inutil dans la théorie de Newton devient une condition

nécessaire de la théorie d’Einstein, sans elle, ni éléments inertiels ni déscription cohérente des

intéractions géométrie-matière éxiste [15].

2.1.3 Le principe de la covariance

Le principe de covariance générale stipule que tous les observateurs sont équivalents. Cela

signifie que tout observateur donné, quels que soient ses attributs, devrait être capable de

déterminer les lois de la physique. Sinon, comment expliquer que nous pouvons faire cela

sur terre parce que nous ne sommes même pas des observateurs inertiels, Par conséquent, les

équations physiques devraient être sous forme tensorielle [15], et tout système de coordonnées

(ou de manière équivalente, tout observateur) devrait être acceptable. Cela ne signifie pas que

n’importe quel système de coordonnées peut être utilisé, mais la théorie reste invarainte dans

les changements de coordonnées. Par conséquent, les gens doivent se méfier des éffets physiques

évidents liés au choix d’un ensemble particulier et utiliser cette liberté pour extraire du contenu

ayant une signification physique.

2.2 Variétés riemanniennes

Pour passer de la relativité restreinte à la relativité générale, il suffit de remplacer la géométrie

Minkowskienne par celle de Riemann. Dans une variété riemannienne nous définissons un

tenseur métrique gµν qui détermine comment trouver les longueurs et les angles dans un éspace-
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temps donné. La longueur d’un intervalle de l’éspace–temps est définie par :

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.1)

et elle doit être invariante. En fonction de cette métrique, le produit de deux vecteurs U et V

est également défini par :

U.V = gµνU
αV β. (2.2)

Maintenant nous prenons la dérivé d’un vecteur V et nous la transformons en des coordonnées

différentes, nous obtenons

V α
′

,β′
=

∂xρ

∂xβ′
∂xα

′

∂xγ
V γ

,ρ +
∂xρ

∂xβ′
V γ ∂2xα

′

∂xγ∂xρ
. (2.3)

La présence du deuxième terme indique que le vecteur V ne se transforme pas comme un tenseur.

Cela veut dire que la dérivée d’un vecteur ordinaire n’est pas invariante par un changement de

coordonnées. Pour cela, on introduit la dérivée covariante

∇βV
α = V α

;β = V α
,β + ΓαλβV

λ, (2.4)

où ∇βV
α ≡ V α

;β et Γαλβ représentent réspectivement la dérivée covariante du vecteur V α et les

symboles de Christoffel définis par

Γαβγ =
1

2
gαλ(∂γgλβ + ∂βgλγ + ∂λgβγ), (2.5)

La dérivée covariante est contrairement à la dérivé ordinaire, invariante sous les transformations

de coordonnées.

La courbure d’un espace-temps est quantifiée par le tenseur de courbure de Riemann. Ce

tenseur qui est défini par

Rρ
µσν = ∂σΓρµν − ∂νΓρµσ + ΓρσλΓ

λ
νµ − ΓρνλΓ

λ
σµ , (2.6)

qui est une quantité qui détermine la déviation par rapport à la métrique de Minkowski plate.

Les contractions du tenseur de Riemann sont souvent utilisés dans la relativité générale. L’un

d’eux est le tenseur de Ricci symétrique donnée par

Rµν = Rα
µαν = ∂αΓαµν − ∂νΓαµα + ΓασαΓσµν − ΓασνΓ

σ
µα , (2.7)

En contractant ce tenseur, nous obtenons le scalaire Ricci

R = gµνRµν , (2.8)

qui fait partie des scalaires de courbures, R, RαβR
αβ, RαβσγR

αβσγ utilisés pour appréhender les

singularités de l’éspace-temps.
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2.3 Équations d’Einstein

Les équations d’Einstein sont celles qui permettent de déterminer la métrique gµν , dans le vide

ou en présence de matière. Le tenseur d’Einstein est défini par

Rµν −
1

2
Rgµν = Gµν (2.9)

Le tenseur d’Einstein est symétrique a cause de la symétrie du tenseur de Ricci et de la métrique

et jouera un role fondamental pour les équations de mouvement.L’action totale en relativité

générale est la somme d’une contribution gravitationnelle et d’une autre émanant de la matière

Stotale = Sgravité + Smatière.

Les équations de mouvement d’Einstein peuvent etre obtenus, comme on le fait pour toute

théorie, à partir du principe de moindre action:

δStotal = δSgravité + δSmatière = 0. (2.10)

2.3.1 Action de courbure

On commencera par le terme géométrique de l’action:

Sg = − 1

µ2

∫
R
√
−gd4x (2.11)

oùµ2 = 8πG (c = 1) et g est le determinant du tenseur métrique g = |gµν |. On donc:

R = Rµνg
µν (2.12)

δSg = − 1

µ2

∫
δ(Rµνg

µν
√
−g)d4x

= − 1

µ2

∫
(Rµνg

µνδ
√
−g +Rµν

√
−gδgµν + gµν

√
−gδRµν)d

4x (2.13)

pour le premier terme nous avons

δgµν = −gµρgνσδgρσ (2.14)

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg

= −1

2

g√
−g

gµνδg
µν

Rδ
√
−g = −R

√
−g
2

gµνδg
µν (2.15)
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et le troisième terme et en utilisant une reférentiel localement inertiel nous pouvons écrire le

tenseur de Ricci sous la forme:

Rµν = ∂νΓ
γ
µγ − ∂γΓγµν (2.16)

Il faut souligner que Γγµγ n’est pas un tenseur, et que δΓγµγ est un tenseur. La variation δRµν

est donnée par:

δRµν = δRσ
µσν

= ∂σδΓ
σ
µν − ∂µδΓσσν + δ(ΓλµνΓ

σ
σλ − ΓλσνΓ

σ
µλ)

= (OσδΓ
σ
µν − ΓσσλδΓ

λ
µν + ΓλσµδΓ

σ
λν + ΓλσνδΓ

σ
λµ)

− (OµδΓ
σ
σν − ΓσµλδΓ

λ
σν + ΓλµσδΓ

σ
λν + ΓλµνδΓ

σ
σλ) + δ(ΓλµνΓ

σ
σλ − ΓλσνΓ

σ
µλ)

= OσδΓ
σ
µν − OµδΓ

σ
σν (2.17)

En utilisant la condition de compatibilité métrique Oag
µν = 0,on obtient

√
−ggµνδRµν =

√
−g(Oσ(gµνδΓσµν)− Oµ(gµνδΓσσν)) (2.18)

=
√
−g(Oµ(gσνδΓµσν − gµνδΓσσν)) (2.19)

=
√
−gOµA

µ (2.20)

qui est une divergence totale: ∫ √
−gOµA

µd4x = 0 (2.21)

Aprés (2.15) ( 2.17) (2.21), la variation de δSg est donné par

δSg =

∫
− 1

µ2
(Rµν −

1

2
Rgµν)

√
−gδgµνd4x

=

∫
− 1

µ2
Gµν

√
−gδgµνd4x (2.22)

où Gµν est le tenseur symétrique d’Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν .

2.3.2 Action de matière

L’action de matière exprimant la présence de champ de matières dans l’espace-temps est donnée

par:

Sm =

∫ √
−gd4x (2.23)
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où Lm est la densité lagrangienne de la matière. La variation de l’action de matière est alors:

δSm =

∫
d4xδ(

√
−gLm) (2.24)

=

∫
d4x(

∂
√
−g

∂gµν
δgµνLm +

√
−g∂Lm

∂gµν
δgµν) (2.25)

∂
√
−g

∂gµν
=
∂
√
−g
∂g

∂g

∂gµν
(2.26)

= − 1

2
√
−g

∂g

∂gµν
=

√
−g

2(−g)
ggµν

= −
√
−g
2

gµν (2.27)

alors

δSm =

∫
(
√
−g∂Lm

∂gµν
δgµν −

√
−g
2

gµνδg
µνLm)d4x (2.28)

=
1

2

∫
d4x(

2Lm
∂gµν

− Lmgµν)
√
−gδgµν (2.29)

=
1

2

∫
Tµν
√
−gδgµνd4x (2.30)

où

Tµν =
2Lm
∂gµν

− Lmgµν

est le tenseur énérgie-impulsion du champ de matière. Donc

δStotal = − 1

2µ2

∫
Gµν

√
−gδgµνd4x+

∫
1

2
Tµν
√
−gδgµνd4x = 0 (2.31)

et comme δgµν sont arbitaires on obtient:

Gµν = µ2Tµν = 8πGTµν . (2.32)

2.4 Trou noir de Schwarzschild

Il s’agit d’une solution des èquations d’Einstein dans le vide, Rµν = 0, dans le cas du système

solaire, c’est-à-dire très approximativement, le champ généré par une masse une sphérique et

statique est au repos. La condition de staticitè signifie que gµν ne dèpendent pas de x0, et ds2

est invariant par l’inversion x0 → −x0 (inversion du temps), donc ds2 ne doit avoir aucun terme

du genre dxi dx0. Cela signifie que gi0 = g0i.
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2.4.0.1 Théorème de Birkhoff

La théorème de Birkhoff montre que la métrique de Schwarzschild est la seule solution de

l’équation d’Einstein en déhors de tous les corps de symétrie sphérique, même si le corps central

n’est pas stationnaire (par exemple, une étoile pulsante oscillant radialement). Autrement dit,

en symétrie sphérique et dans le vide, le champ gravitationnel l’état doit être statique. La

théorème de Birkhoff est une analogie de la relativité avec le théorème de Gauss en mécanique

newtonienne, le champ gravitationnel en déhors du corps sphèrique ne dépend pas du temps

(même si l’objet vibre) et n’est qu’une fonction la masse de l’objet central [2].

2.4.0.2 Métrique de schwarzschild

La métrique de Schwarzschild permet de décrire la forme géométrique de l’éspace-temps. Il est

donc possible de donner une expréssion de l’intervalle espace-temps de tout point en coordonnées

sphérique centré sur une sphère:

ds2 = gµνdx
µdxν . (2.33)

La symétrie sphérique nous permet de choisir parmi les 4 coordonnées les deux coordonnées

angulaires classiques θ et ϕ et d’écrire l’élément de longueur sous la forme

ds2 = gaada
2 + 2gabdadb+ gbbdb

2 + χ2(a, b)dΩ2, (2.34)

où χ est une fonction des deux coordonnées restantes a et b et dΩ2 = dθ2 + sin2 θd2ϕ est

l’élément d’angle solide. On inverse formellement χ(a, b)pour obtenir b(a, χ) et sélectionner

comme coordonnées (a, χ, θ, ϕ). L’élément de longueur devient alors :

ds2 = gaada
2 + 2gaχdadχ+ gχχdχ

2 + χ2dΩ2, (2.35)

La matrice représentant les composantes de g est diagonale. On choisit donc un système de

coordonnées (t, r, θ, ϕ) dans lequel l’élément de longueur s’écrit:

ds2 = gttdt
2 + grrdr

2 + r2dΩ2. (2.36)

Nous remarquons que

dt =
∂t

∂a
da+

∂t

∂χ
dχ, (2.37)

En injectant (2.37) dans (2.36) et en identifiant avec (2.35), on obtient le système quatre

équations à quatre inconnues gtt, grr, t(ar, χ) et r(a, χ).
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Dans les coordonnées (t, r,θ, ϕ) de schwarzschild, les composates du tenseur métrique s’écrivent

gaa = gtt

(
∂t

∂a

)2

, gaχ = gtt
∂t

∂a

∂t

∂χ
, gχχ = grr + gtt

(
∂t

∂r

)2

, χ ≡ r. (2.38)

nous avons la possibilité d’écrire l’élément de longueur sous la forme diagonale (2.36). Enfin,

il nous reste à choisir lequel des coefficients gtt et grr sera négatif. Par analogie avec le cas de

la métrique de Minkowski éxprimée en symétrie sphérique, nous choisissons gtt < 0, et donc la

métrique de schwarzschild prend la forme

ds2 = −u(r)c2dt2 + v(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.39)

où

u(r) = e2ν(r), v(r) = e2λ(r) (2.40)

et alors

ds2 = −e2ν(r)c2dt2 + e2λ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.41)

Les tenseurs mètriques convariant et contravariant sont alors donnès par:

gµν =


−e2ν(r) 0 0 0

0 e2λ(r) 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

 , gµν =


−e−2ν(r) 0 0 0

0 e−2λ(r) 0 0

0 0 1
r2

0

0 0 0 1
r2 sin2 θ

 (2.42)

Les symbôles de Christofell sont donnés par:

Γαµν =
1

2
gασ(gµσ,ν + gσν,µ − gµν,σ) (2.43)

où

gµσ,ν =
∂gµσ
∂xν

(2.44)

Les composantes qui non nulles sont:

Γ1
00 =

1

2
g1σ(2g0σ,0 − g00,σ) = −1

2
g11g00,1 = ν ′e2ν−2λ (2.45)

où

ν ′ =
∂ν

∂r
(2.46)

Γ0
10 = Γ0

01 = ν ′ , Γ1
11 = λ′ ,

Γ1
22 = −re−2λ ,Γ1

33 = −r sin2 θe−2λ (2.47)

Γ2
12 = Γ2

21 = Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r

Γ2
33 = − sin θ cos θ , Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ (2.48)
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le tenseur de Ricci est donnée par

Rµν = Γkµν,k − Γkµk,ν + Γkρk Γρµν − Γkρν Γρµk = 0 (2.49)

En effectuant tous les calculs et en remplaçant dans les èquations d’Einstein dans le vide on

obtient:

R00 = (ν ′′ + ν ′2 − ν ′λ′ + 2ν ′

r
)e2ν−2λ = 0 (2.50)

R11 = −ν ′′ + ν ′λ′ +
2λ′

r
− ν ′2 = 0 (2.51)

R22 = (−1− rν ′ + rλ′)e−2λ + 1 = 0 (2.52)

R33 = R22 sin2 θ , Rµν = 0 (µ 6= ν) (2.53)

aprés (2.50) et (2.51)

λ′ + ν ′ = 0 ⇒ λ(r) + ν(r) = const (2.54)

quand r → ∞ il faut la métrique (2.39) approche la métrique minkowski ηµν , donc λ, ν → 0

, λ(r) = −ν(r). L’équation (2.52) donne

(1 + 2ν ′)e2ν = 1 ⇒ (re2ν)′ = 1 ⇒ re2ν = r − 2m (2.55)

où 2m est une constante d’intégration

e2ν = 1− 2m

r
(2.56)

donc :

g00 = −(1− 2m

r
) , g11 =

1

1− 2m
r

(2.57)

g00 = −(1− 2GM

rc2
) , m =

GM

c2
(2.58)

ds2 = −(1− 2
GM

rc2
)c2dt2 +

dr2

1− 2GM
rc2

+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.59)

Finallement:

ds2 = −(1− 2m

r
)c2dt2 + (1− 2m

r
)−1dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.60)

m =
MG

c2

est la solution de Schwarzschild.
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2.4.0.3 Singularité et Horizon

Comme nous le savons, la solution de l’équation gtt = 0, donne l’éxpression de horizon. En

utilisant l’équation (2.60):

gtt = 1− 2M

rh
= 0 (2.61)

où rh = 2M est l’éxpréssion de l’horizon du trou noir de schwarzschild. Pour M > 0, dans la

métrique la composante gtt s’annule et grr est singulière en r = 2M . Il faut noter la singularité

des composantes tensorielles de la métrique est uniquement due à une mauvaise sélection des

coordonnées. Une étude des quantités scalaires de courbure telles que R et RµνR
µν montre

quelles sont parfaitement dèfinies en r = 2M , et quelles sont singilières en r = 0.
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Chapter 3

Le téléparallelisme en gravité

3.1 Introduction

En fait. Bien qu’Einstein n’ait pas compris les raisons observationnelles de la modification de la

RG, il a été parmi les premiers à suggérer une modification de la relativité peu de temps après sa

création. Cela a pris diverses formes avec divers degrés de nouveauté. En plus de la formulation

pour laquelle la relativité générale est célèbre en termes de courbure, il ya des formulations al-

ternatives basées sur la torsion ou la non métricitè, ce qui a conduit à l’émergence de l’équivalent

téléparallèle de la relativité générale (TEGR) et l’équivalent téléparallèle symétrique de la rel-

ativité générale (STEGR). Cependant, Einstein a été plus intéressé par le téléparallèlisme.

L’objectif principal d’Einstein était d’utiliser cette nouvelle méthode de téléparallélisme absolu

pour l’unification de la gravité et de l’éléctromagnétisme, car le champ de tétrades peut prendre

en charge seize composants indépendantes représentant dix degrés de liberté (DoF) associés au

tenseur métrique, et les six autres correspondent à une connexion séparée, et il veut montrer

qu’elle peut être abandonnée pour créer des secteurs électromagnétiques. Après trois années

de recherches intenses entre l’été 1928 et le printemps 1931, avec huit articles sur le sujet,

Einstein a abandonné l’idée. Il n’a pas réussi à établir la relation entre ce nouveau cadre et

l’éléctromagnétisme. Au contraire, il a constaté que ces degrés de liberté supplémentaires sont

liés au groupe de Lorentz, qui n’est qu’une manifêstation de la liberté gravitationnelle locale de

Lorentz. En se concentrant sur la théorie gravitationnelle téléparallèle construite par l’action

qui est quadratiques dans le tenseur de torsion, il éxiste cinq invariants de torsion scalaires

indépendants, dont trois ont une parité paire, et les deux autres avec une parité impaire. La
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théorie de la gravité quadratique téléparallèle la plus générale est établie par des invariants de

parité paire [17, 18].

3.2 Approches métriques-affines

3.2.1 Géométrie métrique affine

Dans le contexte plus général des métriques affines, la variable de base est une métrique de

signature Lorentzienne gµν , le coefficient de connexion affine Γ̂αµν , et la dérivée covariante

associée ∇̂, défini dans la variété éspace-temps à 4 dimensions [17].

3.2.2 Tenseurs caractéristiques

La géométrie métrique-affine la plus générale définie par la connexion métrique-affine est car-

actérisée par de nombreux tenseurs, les définitions et conventions que nous avons utilisées dans

cette revue sont données ci-dessous. Seulement à partir de la connexion nous obtenons le

tenseur de courbure.

R̂µ
νσρ = ∂σΓ̂µνρ − ∂ρΓ̂µνσ + Γ̂µλσΓ̂λνρ − Γ̂µλρΓ̂

λ
νσ , (3.1)

Ainsi que le tenseur de torsion est dèfini par:

T̂ µ ρν = Γ̂µνρ − Γ̂µρν , (3.2)

En utilisant également la métrique, on définit en outre le tenseur de non-métricité :

Q̂µνλ = ∇̂µgνλ − Γ̂σνµgσλ − Γ̂σλµgνσ , (3.3)

où les virgules indiquent les dérivées partielles des composantes fondamentales par rapport à

leurs coordonnées réspéctives.

3.2.3 Identités Bianchi

Les tenseurs distinctifs pour les connexions affines générales ne sont pas complètement indépendantes

les unes des autres, où courbure et torsion sont associées à l’identité Bianchi

R̂α
[µνλ] = ∇̂[µT̂

α
νλ] + T̂αw[µT̂

w
νλ] , (3.4)
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et

∇̂[wR̂
α
pµpνλ] = −R̂α

µτ [wT̂
τ
νλ], (3.5)

cela peut être vu par le calcul direct. Pour la première identité (3.4), on a

∇̂[νT̂
µ
ασ] = −2∇̂[νΓ̂

µ
ασ] − 2Γ̂µν[wΓ̂wασ] + 2Γ̂w[ανΓ̂

µ
pwpσ] + 2Γ̂wσνΓ̂

µ
α]w, (3.6)

et

T̂ µw[νT̂
w
ασ] = 2Γ̂µw[νΓ̂

w
ασ] − 2Γ̂µ[νpwpΓ̂

w
ασ], (3.7)

nous combinons ces deux termes, on obtient l’éxpression

∇̂[wR̂
µ
pνpασ] + T̂ µw[νT̂

w
ασ] = 2∂[αΓ̂µνσ] + 2Γ̂µw[αΓ̂wνσ] = R̂µ

[νασ], (3.8)

c’est le côté gauche de l’équation (3.5). Aussi, l’équation peut être démontrée (3.8). On a

∇̂[wR̂
µ
pνpασ] = ∂wR̂

µ
pνpασ] + Γ̂µτ [wR̂

τ
pνpασ] − Γ̂τ ν[wR̂

µ
pτ pασ] − Γ̂τ [αwR̂

µ
pντ pσ] − Γ̂τ [σwR̂

µ
pνpα]τ , (3.9)

maintenant, il est facile de voir que les deux derniers termes sont identiques

Γ̂τ [σwR̂
µ

pνpα]τ = −Γ̂τ [σwR̂
µ
pντ pα] = Γ̂τ [αwR̂

µ
pντ pσ], (3.10)

on utilise la définition (3.2) de la torsion, ainsi que la réorganisation cyclique des indices avec

des crochets, les deux derniers termes de l’équation (3.9) peuvent être combiné à

−2Γ̂τ [αwR̂
µ
pντ pσ] = −R̂µ

ντ [wT̂
µ
ασ], (3.11)

qui est le côté droit de l’identité Bianchi (3.5). Il reste à montrer que les trois premiers termes

du membre de droite du développement (3.9) s’annulent. En utilisant sa définition (3.1) on

obtient

∂[wR̂
µ
pνpασ] = 2∂[w∂αΓ̂µ pνpσ] + 2∂[wΓ̂µ pτ pαΓ̂τpνpσ] + 2Γ̂µτ [α∂wΓ̂τpνpσ], (3.12)

le premier terme du membre de droite disparâıt à cause de l’échange de dérivées partielles.

Dans les deux termes restants, nous pouvons remplacer la dérivée du coefficient de connexion

par un tenseur de courbure, ce qui donne

2∂[wΓ̂µpτ pαΓ̂τpνpσ] = Γ̂τν[σR̂
µ
pτ pwα] − 2Γ̂τ ν[σΓ̂µpρpwΓ̂ρpτ pα], (3.13)

2Γ̂µτ [α∂wΓ̂τpνpσ] = Γ̂µτ [αR̂
τ
pνpwσ] − 2Γ̂µτ [αΓ̂τpρpwΓ̂ρpνpσ]. (3.14)
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Après permutation des indices entre crochets nous voyons deux résultats de courbure, le

deuxième et les troisièmes éléments sur le côté droit du développement (3.9) sont annulés

ici. Enfin, pour les deux termes cubiques du coefficient de connexion, nous pouvons échanger

l’éxposant virtuel α→ ω dans le premier terme pour trouve

Γ̂µτ [wΓ̂τpρpαΓ̂ρ pνpσ] + Γ̂µτ [αΓ̂τpρpwΓ̂ρpνpσ] = 0, (3.15)

Ceci complète la deuxième preuve d’identité de Bianchi (3.5).

Il éxiste deux types de cas particuliers. Pour une connexion symétrique T̂ µνα = 0, donc les

identités de Bianchi sont réduites aux relations bien connues

R̂µ
[νασ] = 0 , ∇̂[wR̂

µ
pνpασ] = 0 (3.16)

c’est le cas de la connexion de Levi-Civita. Pour une connexion plate, on a Rµ
νασ, donc la

seconde identité de Bianchi devient triviale, tandis que la première est réduite à

∇̂[νT̂
µ
ασ] + T̂ µw[νT̂

w
ασ] = 0 (3.17)

si la la courbure et la torsion disparaissent, les deux identités Bianchi deviennent triviales.

3.2.4 Décomposition de la connexion

L’une des propriétés les plus importantes de la géométrie affine métrique est que lorsque la

métrique éxiste, le coefficient de connexion affine générale Γ̂µνρ peut être décomposé en trois

parties de la forme suivante:

Γ̂ρµν = Γ̊ρµν + K̂ρ
µν + L̂ρµν , (3.18)

où nous avons introduit les coefficients de la connexion Levi-Civita

Γ̊ρµν =
1

2
gρλ(gλµ,ν + gνλ,ρ − gµν,λ) , (3.19)

le tenseur de contorsion

K̂µ
νρ =

1

2
(T̂ µ

ν ρ + T̂ µ
ρ ν − T̂ µνρ) , (3.20)

ainsi que le tenseur de déformation

L̂ρµν =
1

2
(Q̂µ

νρ − Q̂ µ
ρ ν − Q̂ µ

ν ρ), (3.21)
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3.2.5 Sous-classes métriques affines

En éxigeant que certains tenseurs s’annulent, nous pouvons réduire les catégories géométriques

affines les plus générales de métriques, que nous avons introduites ci-dessus, sont caractérisées

par la connexion générale Γ̂αµν à côté de la métrique gµν , obtenant ainsi des sous-classes

spécifiques. Beaucoup de ces géométries restreintes sont liées et utilisées pour modéliser les

théories de la gravité. Par restriction continue, on trouve les cas particuliers suivants de

géométrie affine métrique :

1. R̂µ
νρσ ≡0: En cas de suppression de la courbure, la connexion est plate. Cet état est

connu sous le nom de géométrie téléparallèle, même si à la fois la torsion et la non-métricité

sont présentes.

2. T̂ µνρ ≡0: Si la torsion s’annule, la connexion est dite symétrique. C’est le cas en gravité

de Weyl.

3. Q̂µνρ ≡ 0: La connexion est dite compatible métrique, et la géométrie correspondante

est appelée géométrie de Riemann-Cartan. Ce choix de connexion est utilisé dans la théorie de

jauge de Poincaré.

4. R̂µ
νρσ ≡0, Q̂µνρ ≡0: Seulement la torsion n’est pas nulle, on obtiendra la mésure de

géométrie téléparallèle (appelée aussi torsion), qui est le thème principal de cette revue. Pour

la connexion parallè et ses quantités associées, nous omettrons le chapeau et écrirons simplement

Γ̂αµν .

5.R̂µ
νρσ ≡0, T̂ µνρ ≡0: En éxigeant que seules les non-métriques soient différentes de zéro,

une autre forme de géométrie peut être obtenue. Ce type de structure géométrique est appelé

téléparallèle symétrique.

6. T̂ µνρ ≡0, Q̂µνρ ≡0: Le type de géométrie le plus connu et le plus couramment utilisé pour

décrire la théorie de la gravité (y compris RG et ses éxtensions) est la symétrie et les connexions

compatibles métriques. Dans ce cas, la connexion est uniquement déterminée comme étant une

connexion Levi-Civita, qui est représentée par un cercle, qui est Γ̊µνα.

7. R̂µ
νρσ ≡0, T̂ µνρ ≡0, Q̂µνρ ≡0: Enfin, si tous les tenseurs s’annulent, la métrique est

également contrainte, et on trouve le cas de l’éspace de Minkowski. Dans ce cas, la géométrie

affine métrique est fixée comme un homéomorphisme différentiel et ne porte aucun degré de

liberté gravitationnel.
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3.2.6 Relation entre la métrique et la connexion

Le variable de base dans la théorie téléparallèle de la relativité générale (TEGR) est le champ

devtétrades ei µ où l’indice holonome représente les coordonnées de la variété et l’indice latin

(non holonome) représente le referentiel. Index par zoom cadre et coordonnées. Nous utilisons

quelques symboles pour créer un ensemble de tétrades non diagonales, comme

ei µe
ν

i = δνµ , (3.22)

ei µe
µ

j = δij, (3.23)

ea = e µ
a ∂µ , (3.24)

De plus, la base linéaire satisfait la relation de commutation suivante

[ea, eb] = eaeb − ebea = e µ
a ∂µ(e ν

b ∂ν)− e
µ

b ∂µ(e ν
a ∂ν). (3.25)

Aprés le simplification, l’équation ci-dessus devient

[ea, eb] = e µ
a e ν

b (∂µe
c
ν − ∂νecµ)ec = f cabec , (3.26)

où f cab sont les constantes de structures d’anholonomie . Les référentiels holonomes ou inertiels

sont ceux où les f cabs’annulent en tout point de la variété.

gµν = ηije
i
µe
j
ν , (3.27)

où ηij = diag(1,−1,−1,−1) est la métrique de l’éspace tangent qui est l’espace de Minkowski.

Étant donné que la relation entre la métrique et le quadrilatère est constante dans les trans-

formations locales de Lorentz, la théorie TEGR est basée sur la connexion de Weitzenbock.

Maintenant, nous pouvons considérer l’indice latin de chaque tenseur au lieu de l’indice spatio-

temporel. La relation entre les deux est comprise comme :

T a1...am
b1...bm ≡ ea1

α1...e
an
αnT

α1...αn
β1...βn e

β1
b1 ...e

βm
bm , (3.28)

on peut aussi dire qu’on a une copie de l’espace tangent en chaque point, qui contient la

métrique canonique ηab, et la tétrade réalise un isomorphisme entre deux (pseudo) éspaces

linéaires normalisés.

De plus, on peut maintenant avoir deux types de coefficients de connexion, Γ̂αµν pour

le tenseur usuel (coefficient de connexion affine) et ŵαµν (coefficient de connexion de spin)
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avec l’indice d’espace tensoriel de la tangente, nous avons des connexions affines en termes de

connexions de spin :

Γ̂νµσ = eνa∂µe
a
σ + eνae

λ
σŵ

a
µλ, (3.29)

qui est l’unique connexion affine, où

ŵαµλ = eαν e
σ
λΓ̂νµσ − eσλ∂µeασ , (3.30)

∂µe
a
µ + ŵaµb − Γ̂σµbe

a
σ = 0. (3.31)

Enfin, notons que pour une géométrie métrique-affine donnée, une tétrade, en général,

n’éxiste que localement, et que les tétrades globales n’éxistent que si la variété d’éspace-temps

M est parallélisable.

3.3 Transformations de lorentz locales et jauge de Weitzenböck

Il est important de noter que la tétrade eaµ et la connexion de rotation ŵaβµ ne sont pas

uniquement déterminés par la métrique gµν et la connexion affine Γ̂ρµν . D’aprés l’équation

(3.27), nous remarquons que la métrique est invariante gµν = g′µν , si nous transformons les

champs de tétrades par:

eaµ → e′a µ = Λa
βe

β
µ , (3.32)

où Λa
β est une transformation de Lorentz locale (dépendante du point spatio-temporel) , c’est-

à-dire il faut

ηabΛ
a
γΛ

b
σ = ηγσ, (3.33)

On note cependant que les coefficients de spin ŵαµνne sont pas invariants sous cette transfor-

mation de la tétrade seule, sauf si la transformation de Lorentz est globale ∂µΛa
b. Pour obtenir

l’invariance de la connexion également sous les transformations de Lorentz locales, il faut en

outre transformer la connexion de spin par la règle :

ŵαβγ → ŵ′aβγ = Λa
c(Λ
−1)σβŵ

c
σγ + Λa

c∂γ(Λ
−1)c β, (3.34)

D’où, les variables de connexion tétrade et spin sont associées à une symétrie de jauge de

Lorentz. La liberté de jauge de Lorentz est particulièrement pertinente pour le téléparallélisme

métrique, avec une connexion de spin plate et compatible métrique. Ici, il est possible de choisir

une échelle telle que la rotation s’annule de la même manière. Pour que la connexion de spin
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disparaisse de la même manière, ŵαβµ = 0. Cette gauge est connue sous le nom de gauge de

Weitzenbock et il s’ensuit que dans toute autre gauge, la connexion de spin prend la forme

simple

ŵ′αβµ = Λα
γ∂µ(Λ−1)γβ, (3.35)

Il est également utile de noter comment la tétrade et la connexion de spin se transforment sous

des transformations de Lorentz infinitésimales, qui sont de la forme :

Λα
β = δαβ + λαβ , (3.36)

où la condition (3.33) se traduit par:

ηab = ηcd(δ
c
a + λc a)(δ

d
b + λd b) = ηab + 2λ(ab) +O(λ2) (3.37)

et donc λ(ab) = 0 dans ce cas on trouve la transformation:

δλe
a
b = e′a b − eab = λaγe

γ
b, (3.38)

pour la tétrade, et:

δλŵ
a
γb = ŵ′a γb − ŵaγb = −∂bλaγ − ŵacbλc γ + ŵc γbλ

a
c = −D̂bλ

a
γ, (3.39)

pour les coefficients de spin.

3.3.1 Fixation de la gauge de lorentz

La formulation covariante de la gravité téléparallèle implique une liberté de jauge de lorentz,

qui est implémentée via la connexion de spin wαµνcompatible avec la métrique, puisque la con-

nexion de spin représente un DOF de jauge pur, la question est donc de savoir comment traiter

cette variable sous forme hamiltonienne. la connexion de spin est classée en trois manières,

la première était l’utilisation des multiplicateurs de lagrange: qui imposent les conditions de

non-métrique et de courbure nulle dans la forme ulation hamiltonienne. Et on a la deuxième

possibilité, qui n’utilise pas les multiplicateurs de lagrange, et la dernière possibilité est la

fixation de la jauge, qui permet d’éliminer la connexion de spin avant d’effectuer l’analyse

hamiltonienne. À partir de l’approche précédente qui intègre localement la connexion de spin

à une variable, ceci peut être réalisé, qui constitue la transformation de lorentz, en faisant un

changement de variables selon

ẽaµ = (Λ−1)abe
b
µ , Λ̂a

b = Λa
b , (3.40)
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où la nouvelle variable ẽaµreprésente la tétrade de weitzenböck qui est dépend de la tétrade

d’origine eaµ, par la condition que Λa
brelie la connexion de spin weitzenböck en voie de dispari-

tion à la connecxion de spin d’origine wabµ, il s’ensuit que la nouvelle variable ẽabest invariant

sous les transformations de lorentz locale Λa
b, qui agit sur les variables d’origine comme

e′aµ = Λ̂a
be
b
µ , Λ′ab = Λ̂a

cΛ
c
b , (3.41)

On peut remarque que la transformation de lorentz Λ̂a
b n’est appliquée qu’au premier indice

de le variable Λa
b, il n’applique pas au second, c’est-à-dire le premier indice de Λa

b représente

la variable de jauge non-weitzenböckienne, dans laquelle la tétrade est donnée par eab, et la

deuxième indice fait référence à la jauge fixe de weitzenböck, à partir de laquelle la connexion

de spin wabµ est obtenue par la transformation. Cela peut également être vu en calculant

explicitement la transformation

w′abµ = Λ′ac∂µ(Λ′−1)c b

= Λ̂a
dΛ

d
c∂µ

[
(Λ−1)c µ(Λ̂−1)γ b

]
= Λ̂a

d

[
(Λ̂−1)γ bΛ

d
c∂µ(Λ−1)c µ + ∂µ(Λ̂−1)d b

]
(3.42)

= Λa
d(Λ̂

−1)γ bw
d
γµ + Λ̂a

d∂µ(Λ̂−1)d b .

Du changement de variable (3.40), nous pouvons voir que ces transformations s’annulent pour

eaµ, comme nous pouvons le voir en calculant explicitement

ẽ′a µ = (Λ′−1)abe
′b
µg = (Λ−1)ab(Λ̂

−1)b cΛ̂
c
de
d
µg = (Λ−1)abe

b
µg = ẽaµ. (3.43)

Par conséquent, les transformations de lorentz agisent sur Λ̂a
b, de sorte que les nouvelles vari-

ables (ẽaµ, Λ̂
a
b) fournissent une division en une variable de jauge pure et une variable invariante

de jauge. On trouve que la connexion affine téléparallelle et la métrique, qui entrent dans les

actions de la gravité téléparallele sont exprimées dans les nouvelles variables comme

gµν = ηabe
a
µe
b
ν = ηabΛ

a
cΛ

b
dẽ
c
µẽ
d
ν = ηabẽ

a
µẽ
b
ν , (3.44)

aussi bien que

Γµνρ = e µ
a

[
∂ρe

a
ν + Λa

b∂ρ(Λ
−1)b ce

c
ν

]
= (Λ−1)daẽ

µ
d

[
∂ρ(Λ

a
bẽ
b
ν) + Λa

b∂ρ(Λ
−1)b cΛ

c
γ ẽ
γ
ν

]
= (Λ−1)daẽ

µ
d

[
Λa

b∂ρẽ
b
ν + ẽb ν∂ρΛ

a
b − ∂ρΛa

γ ẽ
γ
ν

]
(3.45)

= ẽ µ
a ∂ρẽ

a
ν .
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où ce dernier confirme l’affirmation précédente selon laquelle ẽaµreprésente la tétrade dans la

jauge de weitzenböck. Peut être éxprimée en termes de connexion affine métrique et téléparallèle

à travers sa torsion, car toute action de gravité téléparallèle est un invariant de lorentz.

3.3.2 Formulation par les formes différentielles

La langage des formes différentielles peut être utilisé [17] pour obtenir une déscription plus

compacte des objets liés dans la formule de connexion de tétrade et spin. Ceci peut être réalisé

en réalisant que les tétrades et les connexions de spin sont de la forme un eA = eAµdx
µ et

ŵAB = ŵABdx
µ , où l’éxistence de l’éxposant de Lorentz indique que le premier prend la valeur

dans l’éspace de Minkowski. La comparaison des courbures des deux connexions appuie encore

cette conclusion

R̂a
γµν(ŵ) = ∂µŵ

a
νγ∂νŵ

a
µγ + ŵaµcŵ

c
νγ − ŵaνcŵc µγ, (3.46)

on a déja

R̂α
βµν(Γ̂) = ∂µΓ̂αβν − ∂νΓ̂αµρΓ̂

ρ
νβ − Γ̂ανρΓ̂

ρ
µβ, (3.47)

En d’autres termes, ces deux tenseurs de Riemann sont reliés par un simple changement de

type d’indice, donc selon la convention commune à tous les tenseurs que nous utilisons, ce sont

le même tenseur. Notons également que la non-métricité dans ce formalisme (suppression de

la ”dérivée covariante complète” du quaternion) est automatiquement nulle car:

∇̂αgµν = ηab(∂α(eaµe
β
ν )− Γ̂βανe

a
βe

b
ν − Γ̂βαν , (3.48)

= −ebµecν(ηabŵaαc + ηacŵ
a
αb) = 0. (3.49)

L’idée principale pour la gravité parallèle, il faut donner une description équivalente de la

relativité générale en termes de tenseur de torsion, car ∇̂αgµν = 0, nous pouvons suivre la

dérivation standard de la connexion Levi-Civita et prouver que:

Γ̂αµν = Γ̊αµν(g)− K̂α
µν , (3.50)

où

K̂αµν =
1

2
(T̂αµν + T̂ ναµ + T̂ µαν) = −K̂ανµ, (3.51)

est appelée distorsion, antisymétrique par rapport aux deux indices. Γ̊αµν(g) est le symbole de

Christoffel couramment utilisé pour les connexions symétriques, et Γ̂αµν est la connexion dite

de Weitzenbock

Γ̂αµν = eαγ∂νe
γ
µ, (3.52)
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l’éxistence de la décomposition unique(3.18) du coefficient de connexion Γ̂αµν de chaque géométrie

affine métrique conduit à un résultat intéressant. Par conséquent, le tenseur de courbure R̂µ
µνσ

permet une décomposition similaire

R̂α
µνβ = R̊α

µνβ + ∇̂νD̂
α
µβ − ∇̂βD̂

α
µν + D̂α

τνD̂
τ
µβ − D̂α

τβD̂
τ
µν , (3.53)

où nous avons utilisé le raccourci

D̂α
µν = Γ̂αµν − Γ̂αµν = K̂α

µν + L̂αµν , (3.54)

on l’appelle le tenseur de distorsion. Deux cas particuliers de cette relation méritent une

attention particulière, ils ont en commun le tenseur zéro conduisant à la courbure R̂α
µνβ ≡ 0.

Le premier cas est donné par la connexion parallèle métrique Γ̂αµν ≡ Γαµν . Le tenseur de

Riemann permet d’exprimer le tenseur de Riemann connecté de Levi-Civita sous la forme

R̊α
µνβ = Kα

τβK
τ
µν −Kα

τνK
τ
µβ + ∇̊βK

α
µν − ∇̊νK

α
µβ, (3.55)

dans l’équation de tenseur de contorsion. Le deuxième cas est celui d’une liaison téléparallèle

symétrique Γ̂αµν ≡ Γ̊αµν . Dans ce cas, le tenseur de Riemann est exprimé comme

R̊α
µνβ = L̊ατβL̊

τ
µν − L̊ατνL̊τ µβ + ∇̊βL̊

α
µν − ∇̊νL̊

α
µβ, (3.56)

Par conséquent, le scalaire de Ricci peut être exprimée comme

R̊ = Kα
νµK

νµ
α −Kα

ναK
νµ
µ − 2∇̊αK

αµ
µ = −T + 2∇̊αT

µα
µ , (3.57)

dans le cas du téléparallélisme métrique, est comme

R̊ = L̊αµνL̊αµν − L̊αανL̊νµµ + ∇̊µL̊
αµ

α − ∇̊αL̊
αµ

µ = −Q̊+ ∇̊µQ̊
αµ

α − ∇̊αQ̊
αµ

µ, (3.58)

dans le cas du téléparallèlisme symétrique. Le tenseur de Ricci est l’élément le plus important

de la partie gravitationnelle de l’action d’Einstein-Hilbert

SEH =
1

2k2

∫
d4x
√
−gR̊ où

√
−g = e, (3.59)

Selon le résultatci dessus, nous avons vu qu’en supposant une géométrie de distance métrique

ou symétrique, nous pouvons convertir le travail d’Einstein-Hilbert en formules alternatives.

Pour cela, veuillez noter que les expressions standard de Ricci (3.18) et (3.19) contiennent
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toutes deux la partie entière de l’espacement. Lorsque ces relations sont utilisées dans le travail

d’Einstein - Hilbert (3.59), on obtient l’action:

STEGR = − 1

2k2

∫
d4x(eT ), (3.60)

pour la TEGR, et

SSTEGR = − 1

2k2

∫
d4x(eQ̊), (3.61)

pour la (STEGR). Ces théories sont équivalentes à la GR dans le sens où elles conduisent à

une dynamique équivalente pour la métrique, qui est la seule variable de champ fondamentale

dans cette dernière théorie.

3.4 La formulation téléparallèle de la gravité et son équivalent

en relativité générale

Dans le contexte et l’environnement des principaux points soulevés jusqu’ici dans cette section,

il est possible d’établir un analogie de la gravité avec la GR, qui est dynamiquement équivalente.

C’est Einstein qui a proposé le premier léquivalent téléparallèle de la gravité [17], qui faisait

à l’origine partie de sa tentative d’unifier la gravité et l’interaction électromagnétique. Cela a

finalement échoué, mais il a produit un formalisme théorique indépendant de la gravité, qui

est dynamiquement équivalent à la GR. Concrètement, cela signifie que les équations de champ

et les prédictions classiques de la théorie seront équivalentes. Cependant, compte tenu des

différences dans leurs formules d’action, lorsque les facteurs quantiques sont considérés, ces

théories ne fonctionnenent pas de la même façon. Dans d’autres domaines, les actions plutôt

que les équations dynamiques jouent un rôle.

3.4.1 Équivalent téléparallèl de la gravité

En GR, la procédure d’Einstein-Hilbert est basée sur une seule variable dynamique, le tenseur

métrique. Cela se produit à travers le tenseur métrique lui-même et le tenseur de Riemann

exprimé par

R̊α
µνλ = Γ̊αµλ.ν − Γ̊αµν,λ + Γ̊ασνΓ̊

σ
µλ − Γ̊ασλΓ̊

α
µν , (3.62)
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qui produit une mesure de la courbure associée à la connexion de Levi-civita. Si cela est échangé

avec la connexion téléparallèle, le tenseur de Riemann résultant

Rα
µνλ = Γαµλ.ν − Γαµν,λ + ΓασνΓ

σ
µλ − ΓασλΓ

α
µν , (3.63)

En utilisant l’éq. (3.18) les deux connexions peuvent être reliées entre elles par le tenseur de

contorsion Kρ
µν avec la relation

Γαµν = Γ̊αµν +Kα
µν , (3.64)

ce qui signifie que les deux formes du tenseur de Riemann peuvent être reliées par

0 ≡ Rα
µνλ = R̊α

µνλ + Pα
µνλ, (3.65)

où

R̊α
µνλ =− (Kα

µλ,ν −Kα
µν,λ + Γ̊ασνK

σ
µλ − Γ̊ασλK

σ
µν + Γ̊σµλK

α
σν

− Γ̊σµνK
α
σλ +Kα

σνK
σ
µλ −Kα

σλK
σ
µν)

= −Pα
µνλ. (3.66)

cela conduira à au tenseur de Ricci

0 ≡ Rλµ = Rα
λαµ = R̊α

λαµ + Pα
λαµ, (3.67)

ou bien en termes du scalaire de Ricci

0 = R = R̊ + P, (3.68)

où

R = gλµRλµ, (3.69)

et

P = gλµPα
λαµ =

2

e
∂α(eT µαµ) +KασµKµσα −Kα

σαK
µ
σµ, (3.70)

où les identités suivantes ont été utilisées

Kµ
αµ = T µµα, T σµν = −T σνµ, (3.71)

le premier terme de l’equation(3.70) est un terme de divergence totale écrit sous la forme

B =
2

e
∂α(eT µ α

µ ) ≡ −2

e
∂α(T µαµ), (3.72)
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tandis que le reste peut être simplifié en

KασµKµσα −Kα
σαK

µ
σµ =

1

4
TασµTασµ − TαασT µ σ

µ , (3.73)

qui est la définition originale du scalaire de torsion, à savoir

T =
1

4
TασµTασµ +

1

2
T µσαTασµ − TαασT µ σ

µ , (3.74)

Par conséquent, le scalaire de Ricci diffère par un terme de frontière par rapport au scalaire de

torsion , il peut être écrit comme

R̊ = −P = −T +B, (3.75)

qui garantit l’équivalence dynamique entre l’action d’Einstein-Hilbert et celle de la TEGR

(3.60) construite à partir du scalaire de torsion. De cette façon, la relativité générale et la

TEGR doivent produire la même équation du champ et ne peuvent être distingués que par leur

apparence plutôt que par leurs caractéristiques dynamiques. La raison du terme de divergence

est que les Lagrangiens dans la RG et la TEGR dépendent des dérivées première et seconde de

la métrique et de la tétrade, respectivement. Cependant, les éléments de dérivée seconde dans

la tétrade se simplifient en un terme de divergence totale.

3.4.2 Propriétés générales de la gravité téléparallèle

3.4.2.1 Action et Equation du champ

Dans la TEGR, on suppose le plus souvent une action de la forme

STG = Sg[e, w] + Sm[e, χ] , (3.76)

où Sg dépend de la tétrade eaµ et de la connexion de spin wαµν et l’action de matière dépend de

la tétrade eaµ et des champs de matière χI . Après intégration par parties pour supprimer toutes

les dérivées agissant sur les les champs, on obtient

δSm =

∫
d4x(� µ

a δeaµ + ΩIδχ
I), (3.77)

où ΩI = 0 sont les équations du champ de matière et �µν est le tenseur énergie-impulsion

�µν =
−2√
−g

δLm
δgµν

= eaµ

(
1

e

δLm
δea

ν′

)
gνν′ = eaµ �

ν
′

a gνν′ , (3.78)

Lm =
√
−gLm (3.79)
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La variation correspondante de l’action gravitationnelle prend la forme

δSg = −
∫
d4xe(W µ

a δeaµ + Y βµ
a δW a

βµ) , (3.80)

avec les tenseurs W µ
a et Y βµ

a issus de la variation et de l’intégration par parties. De la variation

par rapport à la tétrade on obtient donc les équations de champ

W µ
a = � µ

a . (3.81)

Une autre forme est obtenue à partir des équations de champ en convertissant le premier indice

en indice d’espace-temps à l’aide d’un quadrilatère, et on obtient

Wµν = eaµgσνW
σ

a , �µν = eaµgσν �
σ

a , (3.82)

de sorte que les équations de champ prennent la forme

Wµν = �µν (3.83)

cependant, pour le champ de connexion de spin la dérivation de l’équation n’est pas si simple,

car par définition il doit être plat, Rα
βµν = 0 et compatible avec la métrique ∇gµν = 0. Une

possibilité consiste à limiter explicitement les changements dans la connexion de spin afin que

sa courbure et ses non-métriques ne soient pas affectées. C’est le cas si et seulement si le

changement obéit à la forme :

δwaβµ = Dµξ
a
β = ∂µξ

a
β + waρµξ

ρ
β − w

ρ
βµξ

a
ρ (3.84)

où ωaβ sont les composantes de la matrice antisymétrique, et ωaβ = 0.

3.4.2.2 Les degrés de liberté de la TEGR

Dans la théorie des champs où apparaissent des équations de champ d’ordre supérieur, il est

bien connu que l’instabilité d’Ostrogradsky provoquera des degrés de liberté de type fantôme,

ce qui crée un environnement favorable pour la formule gravitationnelle de second ordre. Ce-

pendant, même dans la théorie gravitationnelle de second ordre, il est important de déterminer

si le DoF se propage, car ce dernier n’affectera pas les observations. Ce n’est pas une tâche

triviale, et c’est toujours une question ouverte dans de nombreuses formules gravitationnelles.

La façon la plus courante de calculer le nombre de DoF dans TEGR est d’utiliser la méthode

d’analyse hamiltonienne, qui donne le nombre total de DoF locaux liés à la théorie des champs.
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Dans cette configuration, DoF est associé à des paires de variables conjuguées, à savoir les

coordonnées généralisées du système dynamique et son impulsion conjuguée.Ensuite, le nombre

total de DoF peut être calculé en trouvant le nombre de contraintes irréductibles a du premier

type et b contraintes du deuxième type et en utilisant la formule

Nombre de DoF =
2N − 2a− b

2
, (3.85)

où 2N est le nombre de coordonnées canoniques. Dans cette terminologie, chaque contrainte de

premier type élimine un degré de liberté et deux contraintes de deuxième type sont nécessaires

pour obtenir le même résultat.

3.4.2.3 Densité Lagrangienne et équations du champ

On a:

T =
1

4
TαβµTαβµ +

1

2
T µβαTαβµ − T µTµ , (3.86)

où Tµ est le vecteur torsion

Tµ ≡ T γγµ = −T γµγ, (3.87)

le tenseur torsion est défini par:

Tαβν = ∂βe
α
ν − ∂νeαβ, (3.88)

en termes d’espace-temps, nous avons

T γβν = e γ
σ T σβν , (3.89)

= eγσ(∂βe
σ
ν − ∂νeσβ + wσρβe

ρ
ν − wσνρe

ρ
β), (3.90)

= e γ
σ ∂βe

σ
ν + e γ

σ wσρβe
ρ
ν − e γ

σ ∂νe
σ
β + e γ

σ wσνρe
ρ
β, (3.91)

avec

T σνβ = ∂νe
σ
β − ∂βeσν + wσλνe

λ
β − wσλβeλν , (3.92)

nous avons

Γγβν = e γ
σ ∂βe

σ
ν + e γ

σ wσρβe
ρ
ν , (3.93)

le tenseur de torsion T γβν est la partie antisymétrique des coefficients connexion affine , soit :

T γβν =
1

2
(Γγβν − Γγνβ) ≡ Γγ|βν|, (3.94)
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C’est une Convention d’appeler U4 une variété d’espace-temps dotée de métrique et de torsion

où le superpotentiel est:

Sαµν = Kµαν + gαµT ν − gανT µ, (3.95)

qui est antisymétrique Sαµν = −Sαµν Plus tard, en gravité parallèle, nous utilisons la connexion

de Weizenbock donnée par wαµν = 0. Notons que cette définition brise l’invariance de Lorentz,

car la connexion n’est pas un tenseur, et sa disparition n’est pas une condition covariante.

Considérons l’action suivante pour la TEGR, qui inclut également la contribution de la matière

(à la composante gravitationnelle dans l’équation (3.60) et le terme de divergence totale a été

supprimé car il n’a pas de contribution dynamique:

STEGR = − 1

2k2

∫
d4x eT +

∫
∂4x eLm (3.96)

On introduit d’abord les quelques résultats suivants:

δ |e| = eeαµδe
µ
α , (3.97)

δeµγ = −eµb e
ν
γδe

b
ν (3.98)

δgµν = ηab(e
γ
µδe

b
ν + eγνδe

b
µ) (3.99)

La variation de l’action dans la gravité téléparallèle est :

δS = − 1

2k2

∫
d4xδ(eT ) +

∫
d4xδ(eLm) (3.100)

= − 1

2k2

∫
d4x(e(δT ) + δeT ) +

∫
d4xδ(eLm) (3.101)

T cµν = ec k(∂µe
c
ν − ∂νecµ) (3.102)

T µν
c = ηcbT

bµν (3.103)

Tαµν = eαa(∂
µ(gνγeaγ)− ∂ν(gµγeaγ)) (3.104)

Tµ = T µνµ = eµβ(∂νe
β
µ − ∂µeβν) (3.105)

LT =
e

2k2
T (3.106)

On a l’équation d’euler lagrange:

∂L
∂eaρ

− ∂σ
∂L

∂(∂σeaρ)
= 0 (3.107)
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Calcul de ∂σ
∂L

∂(∂σeaρ)
. On utillise (3.86)

1

4

∂

∂(∂σeaρ)
(TλµνT

λµν) =
1

4

∂

∂(∂σeaρ)
(gbλTλµνgbλT

λµν) (3.108)

=
1

4

∂

∂(∂σeaρ)
(T µν

b T bµν)

=
1

2
T µν
b

∂

∂(∂σeaρ)
T bµν

=
1

2
T µν
b δba(δ

σ
µδ

ρ
ν − δσν δρµ)

= T σρ
a (3.109)

1

2

∂

∂(∂σeaρ)
(TλµνT

µλν) =
1

2

∂

∂(∂σeaρ)
(T cµνT

νµ
c ) (3.110)

=
1

2
T νµc

∂

∂(∂σeaρ)
T cµν +

1

2
T cµν

∂

∂(∂σeaρ)
T νµc

=
1

2
T νµc

∂

∂(∂σeaρ)
T cµν +

1

2
T cµν

∂

∂(∂σeaρ)
(gανgβµηcdT

d
αβ )

=
1

2
T ρσa −

1

2
T σρa +

1

2
T βα
d (δσαδ

d
aδ
ρ
β − δ

σ
βδ

ρ
αδ

d
a)

= T ρσa − T σρa (3.111)

− ∂

∂(∂σeaρ)
(T λµλT

νµ
ν) = − ∂

∂(∂σeaρ)
(T λµλg

ανgνβT
µβ

α ) (3.112)

= −gανgνβ
∂

∂(∂σeaρ)
(T µβ

α T λµλ)

= − ∂

∂(∂σeaρ)
(T µα

α T λµλ)

= − ∂

∂(∂σeaρ)
(gανT

νµ
γg

γαT λλµ)

= − ∂

∂(∂σeaρ)
(δγνT

λµ
γT

λ
λµ)

= −2T νµν
∂

∂(∂σeaρ)
T λλµ

= −2T νµν
∂

∂(∂σeaρ)
T λλµ

= −2T νµνδ
λ
b

(
δσλδ

ρ
µ − δσµδ

ρ
λ

)
= −2T νρνδ

σ
b + 2T νσνδ

ρ
b (3.113)
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on a:

∂L
∂(∂σeaρ)

= T σρ
a + T ρσa − T σρa + 2T νσνδ

ρ
b − 2T νρνδ

σ
b (3.114)

∂σ
∂L

∂(∂σeaρ)
= e−1∂σ(eS σρ

a ) (3.115)

où:

S σρ
a =

1

2
(T ρσ

a + T σρa − T ρσa)− T νρνδσb + T νσνδ
ρ
b (3.116)

Calcul de ∂L
∂eaρ

. On peut d’abord réécrire T sous la forme

T =
e

2k2

(
1

4

∂T cµν
∂eaρ

T µν
c +

1

4
T cµν

∂T µν
c

∂eaρ
+

1

4
T cµν

∂T νµc
∂eaρ

+
1

2

T cµν
∂eaρ

T νµc − T λ
λµ

∂T νµν
∂eaρ

−
∂T λ

λµ

∂eaρ
T νµν

)
.

(3.117)

En utilisant ensuite la définition de la torsion, la dérivée fonctionnelle qui apparâıt dans les

premier et quatrième termes de l’équation (3.117) sont données par:

∂T cµν
∂eaρ

= 0 (3.118)

Pour calculer le reste des dérivées fonctionnelles, on utilise

∂e ν
c

∂eaρ
= −e ν

a e
ρ

c (3.119)

et
∂gµα

∂eaρ
= −gραe µ

a − gµρe α
a (3.120)

on peut écrire la deuxième term de (3.117) comme

∂T µν
c

∂eaρ
= ηcb

∂

∂eaρ
(gµαgνβT bαβ)

=

(
∂gµα

∂eaρ
gνβ + gµα

∂gνβ

∂eaρ

)
Tcαβ + ηcbg

µαgνβ
∂T bαβ
∂eaρ

=
(
−gνβgαρe µ

a − gνβgµρe α
a − gµαgνρe β

a − gµαgβρe ν
a

)
Tcαβ (3.121)

= −e µ
a T ρν

c − gµρT ν
ca − gνρT µ

c a − e ν
a T

µρ
c (3.122)

et le troisième term de (3.117) s’écrit:

∂T νµc
∂eaρ

= ηcb
∂

∂eaρ
(eb σT

νµσ)

= ηcaT
νµρ + ηcbe

b
σ

∂T νµσ

∂eaρ
(3.123)
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où

∂T νµσ

∂eaρ
=

∂

∂eaρ
(ηbce ν

b T
µσ

c )

= −ηbce ν
a e

ρ
b T

µσ
c + ηbce ν

b

∂T µσ
c

∂eaρ

= −e ν
a T

ρµσ − ηbce ν
b (e µ

a T ρσ
c + gµρT σ

ca + gσρT µ
c a + e σ

a T µρ
c )

= −e ν
a T

ρµσ − e µa T νρσ − gµρT ν σ
a − gσρT νµa − e σ

a T νµρ

En remplaçant dans (3.123) on obtient:

∂T νµc
∂eaρ

= −e ν
a T

ρµ
c − e µ

a T νρc − e ρ
c T

νµ
a − gµρT νac.. (3.124)

La dérivée fonctionnelle apparaissant dans le cinquième terme de (3.117) est:

∂T λ
λµ

∂eaρ
=

∂

∂eaρ
(e λ
c T cµλ)

= −e λ
a e ρ

c T
c
µλ (3.125)

= −T ρµa (3.126)

Compte tenu de tous les résultats ci-dessus et

∂L
∂eaρ

= −ee λ
a S νρ

c T cνλ − e ρ
a T (3.127)

on obtient les équations de mouvement de la TEGR

e−1∂σ(eS σρ
a )− ee λ

a S νρ
c T cνλ −

1

k
e ρ
a T = 0. (3.128)
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Chapter 4

Le Trou de Reissner-Nordstrom en

gravité téléparallèle modifiée

4.1 Introduction

La théorie téléparallèle est une théorie gravitationnelle alternative, qui équivaut à la relativité

générale (GR) et a une torsion non nulle. Quelques modifications de cette théorie, le modèle

dit la f(T )gravité, dans lequel nous utilisons la densité lagrangienne gravitationnelle est une

fonction du tenseur de torsion. De manière générale, les équations du champ de ces modèles sont

plus simples que celles obtenues dans la f(R) gravité, et fournissent des solutions cosmologiques

et astrophysiques intéressantes [19]. La théorie f(T ) est proposée comme une généralisation de

de la TEGR depuis plus de dix ans [17]

Le but dans ce chapitre est l’étude de la solution des équations d’Einsteine présence de

matière sous forme du champ de Maxwell à quatre dimensions. Nous choisissons un référentiel

non radial et essayons de récupérer la solution de Reissner-Nordstrom. La caractéristique

principale de la théorie est d’utiliser le critère de Schwarzschild gttgrr = −1. Récemment, cette

spécification a été utilisée comme élément fondamental pour trouver une solution de trou noir

dans le cadre de la f(T ) [14]. Nous allons prouver que gttgrr = −1 uniquement pour les variétés

où T = T0 ou lorsque la géométrie est décrite par la TEGR. Cependant, pour la forme générale

de f(T ), et T 6= T0 ou f(T ) 6= T + C, il n’y a aucune raison d’utiliser gttgrr = −1.
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4.2 Les équations du champ de la théorie f(T)

En prenant comme règle générale la constrution de la TEGR, on peut construire la gravité

modifiée en généralisant l’action gravitationnelle T à la fonction f(T ), inspirée de l’éxtension

faite en RG conduisant à la f(R)-gravité. Pour f(T ) on a plus plus de degrés de liberté que la

théorie f(R). La théorie de la gravitation f(T ) est alors décrite par l’action:

S =
1

2k2

∫
(ef(T ) + Lm)d4x. (4.1)

4.2.1 Équations de base

Les variétés différentiables ont une structure dans laquelle les éléments de base de la théorie

de la gravitation peuvent être dérivés de sa géométrie différentielle, à travers le vecteur défini

dans l’espace tangent de la variété, et les éléments duaux et co-vecteurs du vecteur défini dans

l’éspace cotangent à la variété, nous pouvons définir les types d’éléments de ligne, tels que

dS2 = gµνdx
µdxν = ηabθ

aθb (4.2)

θa = eaµdx
µ , dxµ = e µ

a θa (4.3)

où gµν est la métrique de l’espace-temps, ηab la métrique de Minkowski et la tétrade eaµ et leurs

inverses e µ
a . Les matrices de tétrades satisfaisant les relations eabe

ν
a = δνb et eabe

b
ν = δaν . Au

regard de ces matrices, la racine du déterminant de la métrique est donnée par
√
−g = det[eaµ]

= e. On peut définir la forme géométrique où la courbure doit être égale à zéro. Ainsi, nous

devons définir une connexion dans laquelle toutes les composantes du tenseur de Riemann sont

complètement libres. Cela peut être fait via la connexion de Weitzenbock

Γαµν = e α
λ ∂νe

λ
µ = −eλα∂νe

µ
λ (4.4)

On peut maintenant définir la torsion et la contorsion

Tαµν = Γανµ − Γαµν = e αλ (∂µe
λ
ν − ∂νeλ,µ) (4.5)

Kµν
α = −1

2
(T µνα − T νµα − T µν

α ) (4.6)

nous définissons un nouveau tenseur, à partir de la torsion et de la torsion

S µν
α =

1

2
(Kµν

α + δµαT
βν
β − δ

ν
αT

βµ
β) (4.7)

et le scalaire de torsion est alors défini par:

T = TαµνS
µν

α (4.8)
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4.2.2 Les équations du champ dans la f(T ) Gravité

la densité lagrangienne est donnée par

L = ef(T ) + Lm (4.9)

Les équations de champ pour cette théorie sont obtenues par les équations d’Euler-Lagrange,

on a donc

∂L
∂eaµ

=
∂e

∂eaµ
f(T ) + e

∂f(T )

∂eaµ
+
∂Lm
∂eaµ

=
∂e

∂eaµ
f(T ) + e

∂f(T )

∂T

∂T

∂eaµ
+
∂Lm
∂eaµ

(4.10)

= ee µ
a f(T ) + efT (T )4e σ

a T γνσS
µν

γ +
∂Lm
∂eaµ

∂σ
∂L

∂(∂σeaµ)
= ∂σ

∂e

∂(∂σeaµ)
f(T ) + e∂σ[

∂f(T )

∂T

∂T

∂(∂σeaµ)
] + ∂σ

∂Lm
∂(∂σeaµ)

∂σ
∂L

∂(∂σeaµ)
= −4fT (T )∂σ(ee γ

a S µν
γ )− 4ee γ

a S σ
γ ∂σTfTT (T ) + ∂σ

∂Lm
∂(∂σeaµ)

(4.11)

où ∂f(T )
∂T

= fT (T ) ,fTT (T ) = ∂2f(T )
∂2T

, et aprés le chapitre 3 on a:

∂T

∂eaµ
= 4e σ

a T γνσS
µν

γ . (4.12)

à travers les expressions ci-dessus et celles d’Euler-Lagrange

∂L
∂eaµ

− ∂σ
∂L

∂(∂σeaµ)
= 0 (4.13)

donc

0 = ee µ
a f(T ) + efT (T )4e σ

a T γνσS
µν

γ +
∂Lm
∂eaµ

−
[
−4fT (T )∂σ(ee γ

a S µν
γ )− 4ee γ

a S σ
γ ∂σTfTT (T ) + ∂σ

∂Lm
∂(∂σeaµ)

]

ee µ
a f(T ) + 4ee σ

a T γ νσS
µν

γ fT (T ) + 4∂σ
(
ee γ
a S µν

γ

)
fT (T )

+4ee γ
a S σ

γ ∂σTfTT (T ) = −
[
∂Lm
∂eaµ

− ∂σ
∂Lm

∂(∂σeaµ)

]
En multipliant par e−1eaρ/4, on obtient les équations du mouvement suivantes de la TEGR

modifiée:

S µσ
ρ ∂σTfTT (T ) + [e−1eaρ∂σ(ee γ

a S µσ
γ ) + T γνρS

µν
γ ]fT (T ) +

1

4
δµρf(T ) = 4πT µ

ρ , (4.14)
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où T µρ est le tenseur énergie-impulsion de la source qui est dans nôtre cas le champ de Maxwell:

T µ
ρ = −

e−1eaρ
16π

{
∂Lm
∂eaµ

− ∂σ
[

∂Lm
∂(∂σeaµ)

]}
, (4.15)

4.2.3 Modèle de trou noir chargé

Nous considérons d’abord la métrique suivante stationnaire et possédant la symétrie sphérique:

dS2 = ea(r)dt2 − e−b(r)dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (4.16)

où a(r) et b(r) ne dependent que de r. c’est le résultat du théorème Birkhoff, qui contrôle la grav-

itation généralisée en sélectionnant au hasard des quadrilatères. Dans notre cas, on obtient une

solution sphérique symétrique et stationnaire, il faut donc systématiquement choisir des quadri-

latères de quadrilatères diagonaux tels que [eaµ] = diag[ea(r)/2, eb(r)/2, r, r sin θ]. Nous avons

différentes options pour le quadrilatère: Le quadrant diagonal restreint l’éxpréssion algébrique

de f(T) aux formes linéaires téléparallèles [20]. Nous avons différentes options pour le quater-

nion, le quaternion diagonal limite l’éxpression algébrique de f(T) à la forme linéaire à distance

parallèle Par conséquent, selon la suggestion précédente, nous choisissons la base de quartile

non diagonale suivante dans laquelle nous effectuons la transformée de Lorentz locale sur une

base diagonale [20]. De manière appropriée:

{
eα µ

}
=


e
a(r)
2 0 0 0

0 e
b(r)
2 sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ

0 e
b(r)
2 sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

0 e
b(r)
2 cos θ −r sin θ 0

 (4.17)

L’inverse de eαµ est :

{e µ
α } =


e
−a(r)

2 0 0 0

0 e
−b(r)

2 cosφ sin θ e
−b(r)

2 sin θ sinφ e
−b(r)

2 cos θ

0 cos θ cosφ
r

cos θ sinφ
r

− sin θ
r

0 − sinφ
r sin θ

cosφ
r sin θ

0

 (4.18)

où e = det[eα µ] = e
(a+b)

2 r2 sin θ.
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On a les expressions suivantes des composantes non nulles du tenseur de torsion:

T 0
10 = Γ0

01 − Γ0
10 = e 0

λ (∂1e
λ

0 − ∂0e
λ
1)

= e 0
0 (∂1e

0
0 − ∂0e

0
1) + e 0

1 (∂1e
1

0 − ∂0e
1
1) + e 0

2 (∂1e
2

0 − ∂0e
2
1) + e 0

3 (∂1e
3

0 − ∂0e
3
1)

=
a′

2

= −T 0
01 (4.19)

T 2
21 = Γ2

12 − Γ2
21 = e 2

λ (∂2e
λ

1 − ∂1e
λ
,2)

= e 2
0 (∂2e

0
1 − ∂1e

0
,2) + e 2

1 (∂2e
1

1 − ∂1e
1
,2) + e 2

2 (∂2e
2

1 − ∂1e
2
,2) + e 2

3 (∂2e
3

1 − ∂1e
3
,2)

=
e
b
2 − 1

r

= T 3
31 = −T 2

12 (4.20)

et pour le tenseur de contorsion on obtient:

K10
0 = −K01

0 = −a
′e−b(r)

2
, K21

2 = K31
3 = −e

−b(e
b
2 − 1)

r
, (4.21)

et on a aussi:

S 01
0 = −S 10

0 =
e−b(e

b
2 − 1)

r
, S 12

2 = S 13
3 =

e−b(a′r − 2e
b
2 + 2)

4r
, (4.22)

Le scalaire de torsion est alors donné par:

T = TαµνS
µν

α

= T 0
µνS

µν
0 + T 1

µνS
µν

1 + T 2
µνS

µν
2 + T 3

µνS
µν

3

= T 0
10S

10
0 + T 0

01S
01

0 + T 2
12S

12
2 + T 2

21S
21

2 + T 3
31S

31
3 + T 3

13S
13

3

= 2T 0
01S

01
0 + 4T 2

21S
21

2 (4.23)

= 2

(
a′

2

)(
e−b(eb/2 − 1)

r

)
+ 4

(
e
b
2 − 1

r

)(
e−b(a′r − 2eb/2 + 2)

4r

)
=

2

r

[
−(a′ +

2

r
)e−b/2 + (a′ +

1

r
)e−b +

1

r

]
Pour les configurations de trous noirs chargés, nous avons besoin d’un champ de Maxwell décrit

par le tenseur énergie-impulsion:

T µ
ρ =

1

4π

[
1

4
δµρF

γλFγλ − F µγFργ

]
, (4.24)
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où Fµν = ∂µAν − ∂νAµ est le tenseur de maxwell et Aµ le 4-vecteur potentiel. Ici on fait le

choix suivant Aµ = [A0, 0, 0, 0], où A0(r) est le potentiel éléctrique.

Pour la métrique covariante et contravariante on a:

gµν =


ea(r) 0 0 0

0 −eb(r) 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

 , gµν =


e−a(r) 0 0 0

0 −e−b(r) 0 0

0 0 1
r2

0

0 0 0 1
r2 sin2 θ


et ainsi on montre que:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = ∇µAν −∇νAµ

Aµ = gµαAα = gµ0A0

= (g00A0, g
10A0, g

20A0, g
30A0)

F10 = ∂1A0 − ∂0A1 = ∂1A0

F01 = ∂0A1 − ∂1A0 = −∂1A0 (4.25)

F 01 = g00g11F01

= e−a(r)e−b(r)∂1A0 (4.26)

F 10 = g11g00F10

= −e−b(r)e−a(r)∂1A0

et les autres composantes sont nulles. Il faut d’abord resoudre les équations de Maxwell pout

trouver A0. On a:

∇µF
µν = ∂µF

µν + ΓµµλF
λν + Γν µλF

µλ = 0 (4.27)
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où

Γαβγ =
1

2
gαλ(gβλ,γ + gγλ,β − gβγ,λ)

Γ1
00 =

1

2
g11(g01,0 + g01,0 − g00,1)

= −1

2
e−b(r)(−∂rea(r))

=
a′

2
ea−b (4.28)

Γ1
10 =

1

2
g11(g11,0 + g01,1 − g10,1)

=
1

2
e−b∂t(e

b(r))

= 0 (4.29)

Γ0
00 =

1

2
g00(g00,0 + g00,0 − g00,0)

= 0

Γ1
11 =

1

2
g11(g11,1 + g11,1 − g11,1)

=
1

2
e−b(∂re

b)

=
b′

2
(4.30)

Γ0
10 =

1

2
g00(g10,0 + g00,1 − g10,0)

=
1

2
e−a(∂re

a)

=
a′

2
. (4.31)

et alors

∇0F
01 = ∂0F

01 + Γ0
0λF

λ1 + Γ1
0λF

0λ

= ∂0(−∂1A0) + Γ0
00F

01 + Γ1
01F

01

= 0 (4.32)

∇1F
10 = ∂1F

10 + Γ1
1λF

λ0 + Γ0
1λF

1λ

0 = ∂1(−e−b(r)e−a(r)∂1A0) + Γ1
11F

10 + Γ0
10F

10

0 = ∂1(−e−b(r)e−a(r)∂1A0) +
b′

2
(−e−b(r)e−a(r)∂1A0) +

a′

2
(−e−b(r)e−a(r)∂1A0) (4.33)
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Quelques manipulations simples conduisent au résultat recherché:

A0(r) =
q

r
e(a(r)+b(r))/2 (4.34)

où q est la charge éléctrique. Pour le tenseur énérgie-impulsion du champ de Maxwell on

obtient:

T 0
0 =

1

4π

[
1

4
δ0

0F
γλFγλ − F 0γF0γ

]
=

1

4π

[
1

4
F 10F10 −

3

4
F 01F01

]
=

1

4π

[
1

2

q2

r4

]
. (4.35)

T 1
1 =

1

4π

[
1

4
δ1

1F
γλFγλ − F 1γF1γ

]
=

1

4π

[
−3

4
F 10F10 +

1

4
F 01F01

]
=

1

4π

[
1

2

q2

r4

]
. (4.36)

T 2
2 =

1

4π

[
1

4
δ2

2F
γλFγλ − F 2γF2γ

]
=

1

4π

[
1

4
F 10F10 +

1

4
F 01F01

]
=

1

4π

[
−1

2

q2

r4

]
. (4.37)

Maintenat on remplace dans les équations de movements.

pour µ = ρ = 0, on a:

S 0σ
0 ∂σTfTT (T ) + [e−1ea0∂σ(ee γ

a S 0σ
γ ) + T γν0S

0ν
γ ]fT (T ) +

1

4
δ0

0f(T ) = 4π
1

4π

[
1

2

q2

r4

]
S 01

0 T ′fTT (T ) + [e−1ea0∂σ(ee 0
a S

01
0 ) + T 0

10S
01

0 ]fT (T ) +
1

4
f(T ) =

1

2

q2

r4

2
e−b

r

(
eb/2 − 1

)
T ′fTT (T ) +

[
e−b

r2
b′r + (eb/2 − 1)(a′r + 2)

]
fT +

f

2
=
q2

r4
, (4.38)

e−b

r2

[
(eb/2 − 2)a′r + 2(eb/2 − 1)

]
fT +

f

2
=
q2

r4
, (4.39)
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e−b

2r

[
a′r + 2(1− eb/2)

]
T ′fTT +

e−b

4r2
[(a′b′ − 2a”− a′2)r2 + (2b′ + 4a′eb/2 − 6a′)r

(4.40)

−4eb + 8eb/2 − 4]fT +
f

2
= −q

2

r4
,

4.3 Le trou noir de Reissner-Nordstrom-de Sitter (RN-

dS)

Reissner est une solution stationnaire des équations de champ d’Einstein-Maxwell. Il corre-

spond au champ gravitationnel d’un corps chargé et est à symétrie sphérique. En coordonnées

sphériques (t, r, θ, ϕ) on a:

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), (4.41)

Afin de confirmer la cohérence de la théorie, nous proposons de rechercher si la situation

générale de Reissner-Nordstrom-de Sitter (ou RN-AdS) peut être récupérée à partir de la théorie

téléparallèle, à savoir f(T ) = T − 2Λ. Pour le cas particulier de TEGR, où f(r) = T (r),

fT (r) = 1 et fTT (r) = 0. Pour cela, éffectuons d’abord la soustraction de (4.38) de (4.39):

2
e−b

r

(
eb/2 − 1

)
T ′fTT (T ) +

[
e−b

r2
b′r + (eb/2 − 1)(a′r + 2)

]
fT +

f

2

=
e−b

r2

[
(eb/2 − 2)a′r + 2(eb/2 − 1)

]
fT +

f

2

=
q2

r4
(4.42)

aprés la simplification on a :
e−b

r
(a′ + b′) = 0, (4.43)

Sans perte de généralité, on peut poser a(r) = −b(r). En fait, on peut écrire a(r) = −b(r)+a0,

mais il est simple de combiner a0 dans la redéfinition de la coordonnée temporelle t. Par

conséquent, sans perte de généralité, nous posons a0 = 0. La signification physique de cette

équation est liée au fait que si nous utilisons un système non relativiste, nous pouvons interpréter
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la fonction métrique a comme une forme newtonienne de l’énergie potentielle, où nous avons

approximativement g00 ∼ 1− 2ΦG/c
2, Φ est le potentiel newtonien. Si on change a→ a+ a0, il

n’y a pas de changement car le potentiel newtonien scalaire a des degrés de liberté normatifs.

Donc, l’équation (4.40) devient:

ea
[
a′2 + a”

2
+
a′

r

]
− q2

r4
+ Λ = 0, (4.44)

qui est l’unique équation indépendante. En résolvant l’équation. (4.44), on obtient aprés

intégration:

a(r) = ln

(
q2

r2
+
C1

r
+ C2 −

Λ

3
r2

)
, (4.45)

où C1 et C2 sont des constantes. La constante C1 est trouvée en linéarisant la métrique et en

la comparant à la limite de Newton, ce qui donne C1 = −2M , tandis que la constante C2 est

obtenue en supposant la limite de Minkowski ce qui donne C2 = 1. On obtient donc:

a(r) = −b(r) = ln

(
1− 2M

r
+
q2

r2
− Λ

3
r2

)
, (4.46)

où M est la masse du trou noir. Notons que Wang a obtenu la même solution, mais différente

du choix des tétrades non diagonales. La différence entre l’analyse faite ici et l’analyse de Wang

est que le choix fait par Wang conduit à une restriction sur la forme de la fonction f(T ), lorsque

le scalaire de torsion dépend de la coordonnée radiale r, il est linéaire en T . On peut voir à

partir de fTTT
′ = 0 que la solution du trou noir est donnée. Le problème avec cette analyse

est que l’équation de contrainte impose deux possibilités : fTT = 0, conduisant à une situation

linéaire ; T ′ = 0, conduisant à une torsion constante. Pour fTT = 0, nous obtenons une version

téléparallèle de la solution de Reissner-Nordstrom de RG, car

R = −T − 2∇µT νµν , (4.47)

4.4 Reconstruction pour les trous noirs dans la f(T)

Il éxiste divers éxemples de théories modifiées, à savoir, f(R), f(G), f(R, T ), où R, G et T sont

le scalaire de courbure, le scalaire de Gauss-Bonnet et le scalaire de torsion, respectivement.

Comme les équations du mouvement (4.38),(4.40) sontt fortement non linéaires et couplées, les

méthodes habituelles de résolution ne s’appliquent pas ici. Une considération trés typique pour

obtenir des solutions de la théorie f(T ) est de considérer le contenu de la matière comme étant
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directement proportionnel à la fonction algébrique f(T ) et sa dérivée. Cette caractéristique

peut être vue directement à partir des équations (4.14). Par conséquent, on prend le premier

terme entre parenthèses à gauche de (4.39), étant identiquement nul. Cela donne(
eb/2 − 2

)
a′r + 2

(
eb/2 − 1

)
= 0, (4.48)

f(T ) = 8πT 1
1 = 2

q2

r4
. (4.49)

Nous déterminons b(r) en fonction de la dérivée de a(r), en utilisant (4.48), et obtenons:

b(r) = 2 ln

[
2(1 + ra′)

(2 + ra′)

]
. (4.50)

On peut alors trouver (fT , fTT ) en fonction de r et a′(r), dans (4.38) et (4.40), tels qu’il satisfont

ces équations. On peut se servir de l’ansatz suivant:

a(r) = ln

[
1− 2M

r
+
q2

r2
− Λ

3
r2 + a1(r)

]
, (4.51)

qui, pour a1(r) = 0, donne lieu à

a(r) = ln

[
1− 2M

r
+
q2

r2
− Λ

3
r2

]
a′(r) =

2M
r2
− 2q2

r3
− 2Λ

3
r

1− 2M
r

+ q2

r2
− Λ

3
r2

(4.52)

exp[b(r)] = exp

[
2 ln

(
2(1 + ra′)

(2 + ra′)

)]
=

9(q2 − r2 + Λr4)2

r2(3M − 3r + 2Λr3)2
(4.53)

T (r) =
2(3q2 − 3Mr + Λr4)2

3r2(q2 − r2 + Λr4)[−3q2 + r(6M − 3r + Λr3)]
. (4.54)

On peut ajouter le terme a1(r) = a0r qui est interprété comme l’accélération de Rindler pour

les grandes échelles , menant à

a(r) = ln

[
1− 2M

r
+
q2

r2
− Λ

3
r2 + a0(r)

]
exp[b(r)] =

36[q2 + r2(−1− 2a0r + Λr2)]2

r2[6M + r(−6− 9a0r + 4Λr2)]2
(4.55)

T (r) = − [6q2 − 6Mr + r3(−3a0 + 2Λr)]2

6r2[q2 + r2(−1− 2a0r + Λr2)][−3q2 + r(6M − 3r − 3a0r2 + Λr3)]
(4.56)

ici, on voit qu’en fixant a0 = 0 dans (4.55)(4.56 on trouve (4.53)et (4.54), ce qui signifie que

la dernière solution est unee généralisation. Mais ils ont des caractéristiques complètement

différentes, principalement sur la forme fonctionnelle de chaque modèle f(T ).

48



Chapter 5

Conclusion

Dans ce mémoire nous sommes intéréssée à l’une des formulations les plus prometteuse de

la gravitation. Jusqu’a aujourd’hui la force gravitationnelle en particilier et en général la

nature et la dynamique de l’espace-temsp en général sont très bien étudiés dans le cadre de

la théorie de la relativité générale d’Einstein. Cette Théorie a passé avec succés et précision

tous les tests astrophysiques, en particulier à l’échelle du système solaire. Mais recemment avec

l’avenement de la cosmologie moderne de précision, certains failles ont commencé à apparaitre

dans l’édifice plutôt très solide de la relativité générale. C’est ainsi que plusieurs modifications

et généralisations de cette théories ont commencé à remplir la littérature scientifique. Cette

thèse est dédiée à la gravité téléparallèle équivalente de la relativité générale (TEGR). Nous

avons passé en revue les fondements théorique de cette théorie et sa relation avec la relativité

générale. En particulier, nous nous sommes intéréssé à la solution des équations de mouvemsnt

en présence du champ électromagnétique de Maxwell. Nous avons ainsi obtenu la solution de

Reissner-Nordstrom et discuté ses propriétés dans la TEGR et sa modification. Nous avons

aussi montré pourquoi la forme commune de Schwarzschild dans la formalise des tétrades ne

peut pas être utilisée pour une gravité modifiée f(T ) sans fTT = 0.
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