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Chapitre 1

Intoduction générale

Au dernier siécle (1981), Parisi et Wu ont introduit une nouvelle méthode de quantification,
équivalente a la mécanique quantique standard et proche a celle de Feynman, il s’agit de la
mécanique quantique stochastique (MQS) [1].

Ce formalisme récent-a cheval sur les intégrales de chemins et les équations différentielles
stochastiques et aussi un outil de compréhension de la mécanique quantique.

Bien que sa formulation soit simple, il n’a pas eu cependant le mérite d’étre développé
comme le sont actuellement les autres approches comme celles de Schwinger, Feynmann, Hei-
senberg...

Brievement le principe sur lequel est bati la MQS est le suivant : on se donne un systéme
physique qui interagit avec son environnement. L’interaction est en général modélisée par un
bruit choisi blanc de maniére a faire émerger les résultats de la mécanique quantique standard.
Sa variable dynamique devient alors aléatoire et son évolution est décrite par une équation dite
de Langevin. C’est ainsi que des quantités physiques s’obtiennent & partir de la solution de
cette équation.

En ce qui concerne la formulation de Parisi et Wu, qui est beaucoup plus utile en théorie des
champs, elle est basée d’abord sur I'introduction d’un temps supplémentaire qui est fictif [2]. En
prenant la lim — oo, ce temps fictif permet du point de vue statistique de trouver un certain
équilibre. En principe, les résultats de la MQ habituelle doivent émerger naturellement puisque

a I’équilibre la probabilité prend la forme standard de Feynman de poids en exp(Action).



Dans ce mémoire, nous avons refait les calculs déja existants dans la littérature [3, 4].

Nous donnons d’abord au chapitre 2, les notions fondamentales du formalisme de la mé-
canique quantique stochastique de Parisi et Wu[3]. Au chapitre 3, nous utilisons ’espace des
phases pour calculer 'action classique ainsi que le facteur de fluctuation en utilisant deux
équations de Langevin relatives a la position et & 'impulsion. Le calcul est effectué pour une
particule : libre non relativiste, soumise & une force harmonique et & un potentiel linéaire.

Le calcul utilise la voie directe de résolution d’équations.

Les méme problémes est encore repris au chapitre 4 mais cette fois ci dans I'espace de
configuration. Le Lagrangien remplace I’hamiltonien du chapitre 3 comme moyen de description

du mouvement. Nous avons ainsi une seule équation de Langevin & considérer.

Ensuite le chap.5 est consacré au calcul de la fonction de Green relative & un oscillateur

anharmonique [4] en utilisant la formulation du propagateur par la MQS donnée par [3].

Le calcul est d’abord fait dans I’espace de configuration, le mouvement étant régi par Le
lagrangien. Ce cas non exact nécessité un traitement perturbatif, Nakazato a donné la méthode.
Gréce aux caractéristiques du bruit blanc, le traitement perturbatif [4] se simplifie énormé-
ment. Avec quelques itérations I'action ainsi que le facteur de fluctuation sont déterminés. Nous
obtenons la fonction de corrélation de I'oscillateur anharmonique qui se reduit a la fonction de

Green a la limite d’équilibre. Le mémoire se termine par une conclusion.



Chapitre 2

Formalisme de la mécanique

stochastique

2.1 Equation de Langevin

L’équation de base de la mécanique quantique stochastique est 1’équation de Langevin.

C’est une équation différentielle au premier ordre par rapport au temps ¢.

O alt) = ((0) + (o), (2.1

ou 7(t) est un bruit.

Si le bruit 7 satisfait les deux propriétés suivantes :

a- moyenne nulle

(n(t)) =0, (2.2)

b- et le produit de corrélation de deux bruits aux instant ¢ et ¢/ égal & une fonction de

Dirac

(n()n(t')) = Qo(t —1), (2.3)

il est dit ” blanc”.
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La solution de cette équation avec la condition initiale z(0) = x¢ & Uinstant £t = 0 (2.1) est
simple

x(t) = x0+/0 dr f(z(7)) +/0d7'77(7). (2.4)

elle est évidement fonction du bruit.

C’est ainsi que la position moyenne de la particule est donnée par
t
(@(t) = o+ [ dr(fialr)). (25)
0

2.2 Quantification Stochastique de Parisi-Wu

la méthode de quantification stochastique de Parisi-Wu [1] est basé sur le principe suivant :

- associer au temps réel t un temps s fictif. La variable dynamique devient alors une fonction
de 2 variables : z(t) — x(t, s).

- régir I’évolution de cette variable au moyen de ce temps fictif s L’évolution est maintenant
décrite par ’équation de Langevin

L rlt,5) = Flalt,)) (1, 5). (2:6)

avec

05

fla(t,s)) = ZW

et (2.7)

ou S représente I’action relative au systéme et 7(t, s)) un bruit choisi encore blanc a cause de
ses deux propriétés :

a- moyenne nulle
(n(t,s)) = 0. (2.8)
b- le produit de corrélation égal au produit de deux fonctions o

I

(n(t,s)n(t',s))y =Qo(t —t)o(s—s). (2.9)
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La moyenne ((x)) se calculant comme d’habitude : ¢’est une somme sur tous les bruits possibles

que nous affectons d’un poids gaussien

() = [ D1 (e [;é [ s)dtds] | (2.10)

Sous forme discréte

(%)) = lim N/Hdn by Sn) €XP

N—o0

50 Zéan tns Sn ] , (2.11)

N étant une constante fixée de fagon a avoir (1) = 1.
- pour s — 00, on dit que nous sommes a 1’équilibre et nous obtenons alors les quantités

physiques de la mécanique quantique.

La moyenne en mécanique quantique se définit par

it = SRR, 212

qui est exactement la moyenne en mécanique stochastique

ey ty | Tatalt) |2at) o
(g, ty | 2 ti) = Jim_(z(ts, s)e(ts, 5), (2.13)

2.3 Formulation Stochastique du Propagateur

La détermination de la section efficace, spectre des énergies, fonctions d’onde, ... en mé-
canique quantique, par exemple nécessite la connaissance de I'amplitude de transition ou pro-
pagateur. Sa détermination est donc essentielle, puisque il contient toutes les informations
importantes sur la dynamique d’un systeme.

Le but de ce chapitre est de voir comment le déterminer par 1'utilisation de la méthode de
quantification stochastique (SQM) de Parisi-Wu [1] [2]

Suivant [3] le propagateur se construit a partir de I’équation d’évolution suivante

t;
2, ts) = Texp [ / H(t)dt] 2, fo) (2.14)
to

ou H(t) est 'hamiltonien qui régit la dynamique du systéme.
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Par dérivation par rapport au temps ¢ on reconnait I’équation de Schrodinger

En multipliant & gauche par le bra (zy, /]|

o Inwp,ty | @i t) = ot H(t) i t) (2.16)
8251' <l’f,tf ’ J,’i,ti>
et en intégrant, I’amplitude se calcule
ti
(g, ty| xit;) = cexp [z/ lim (H(t;,s))dt;]| . (2.17)

Nous voyons qu’elle se calcule en déterminant la moyenne stochastique (H (¢;, s)). La constante

¢ étant indépendante de s; que nous fixons par la condition
TliL>HO<xf7tf | ZL’i,ti> :5($f—117i), T= (tf—ti>. (218)

Résumons la procédure :

1- A Topérateur hamiltonien H , est associé un hamiltonien classique.

2- Si on choisit 'ordre de Weyl, le calcul des intégrales stochastiques se fait suivant Stra-
tanovich

3- les variables stochastiques dépendent en outre d’un temps fictif.

suivant [3] 'Hamiltonien H (, s),
H(t,s) = Hq(t) + Ho(t, s), (2.19)

se décompose de 2 parties.

Si on effectue la séparation suivante

T =g+ T (2.20)

p:pcl+pQ

la moyenne (sur les bruits) se sépare en 2 parties

(H(t,s)) = (Ha(t)) + (Ho(t, s)) . (2.21)
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- une classique (1ér terme) indépendante du temps fictif s est reliée a 'action classique (calculée

suivant le chemin classique )

oS cl
ot;

- et une 2éme (2éme terme) qui va déterminer un facteur dit de fluctuation.

— Ha(t). (2.22)

Le propagateur est alors égal a

t;
(g, ty| 2, t;) = cexp[iSq) exp {z/ lim (Hq(t,s))dt;| - (2.23)
Finalement la détermination du propagateur passe par
a- le calcul de la partie classique dont le calcul nous utilisons le chemin classique

b- et de la partie (Hg(t;, s)) relative aux fluctuations quantiques.



Chapitre 3

Formulation dans ’espace des phases

Le mouvement nous 1’étudions dans l’espace des phases. Il est donc naturel d’utiliser le
formalisme hamiltonien
avec évidemment les deux variables (zq ,pg) qui deviennent des variables aléatoires dans

I’approche de la MQS.

3.1 Propagateur d’une particule libre

Au chapitre deux, nous montrons que ’expression du propagateur & calculer

S§—00

t;
(g, tp | zi,t;) = cexp[iSy] exp [z/ lim (Hq(t,s))dt;| , (3.1)
0

passe par la détermination de
a- la partie classique
b- et de la partie relative aux fluctuations quantiques (Hg(t;, s)) .

Commencons par la partie classique.

3.1.1 Calcul de I’action classique S

Notre but dans dans cette partie, est de calculer le propagateur d’une particule libre.

Considérons une particule libre non relativiste dont le mouvement est régi par 1’équation
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de Schrodinger, son hamiltonien et son action classique sont respectivement

2
p* (t)
H =
oM

et

tf
Sa = / dt(pz — He)
t;

K dr (t)  pZ (1)

%

en utilisant les équations d’Hamilton, nous pouvons déterminer le chemin classique

0H
.c = — = 0
Pe Er
(3.4)
P = aHCl ]ﬁ
: apcl M
En éliminant I'impulsion, respectivement
- ’équation qui donne la trajectoire classique est
Tyl (t) = 0= 14 (t) =% =«
= xzq(t)=at+p
En utilisant les conditions aux limites
x;, =at; +
) (3.5)
ry=oatp+

nous pouvons tirer la valeur de la constante «

C(wp =) (wp ) _ . B
“= tj:—ti B fT / Ta(ty) = ta(t) =a

ainsi que celle de (.
. fL‘ﬂff — l‘fti

P T
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xq (1) s’écrit aussi

T — % gt — t5) + i () — ) (3.6)

et aprés quelques simplifications nous obtenons pour 'action classique 'expression sui-
vante :
M (zy — x;)°

S,y = =\ L) 3.7
=G (3.7)

Cette action est une fonction de x;,t;, x5, 5.

Passons au calcul du facteur de fluctuation (Hg(t;, s)).

3.1.2 Calcul du Facteur de Fluctuation

Désignons par
- x¢ la déviation de = par rapport a la trajectoire classique z

- pg est la déviation par rapport a I'impulsion classique py

Z)Z'(t) = xcl(t) + JIQ(t)
(3.8)

p(t) = pa(t) + po(t)
Avec cette décomposition 'action S se décompose

5 = /’dt[pw@—m)

ti

_ /t 7 L ()& (t) — ﬁyf (t)]

i

b 0 (pa + pg)?
= dt | (pa +pg)=(xa +2g) — —}
/ti (per Q)at( 1+ 2q) i

ty ox I p2 5f aﬁQ ox ] 8JIQ pé DeaPq
= dt | (pa—r — —0’1 - / dt [pd +po——r+Dp - — =
/t ot aM| ", o P9 TP ToM T M

7 L

= Sy +SQ
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une partie classique S, qui a pour expression

tf 2
S = / di {@f“ —ﬁ} (3.9)
t;

o 2M
M (x; — x;)?
5 = Mz — 2 (3.10)
2t —t;
- et une autre partie qui regroupe les termes relatifs aux déviations
by Ox 0y Ox Py pap
g _ it |p, 0@ c Q@ Pg  papq
Q /t {plat TP TP To T M
- /tfdt Orq |, Orq _ P (3.11)
), e TP T o '

Avec les conditions aux bords zg(t;) = zq(tf) = 0 et (3.4) cette partie se simplifie

So = /t;fdt[ po ke —pé(t)} . (3.12)

ot oM

Décomposons de la méme fagon I’hamiltonien. Il a aussi deux parties

H=H,+ HQ (313)
- une partie classique donnée par
2
Pa
H, = 14
Y] (3:-14)

-et une autre partie qui regroupe aussi tous les termes restants

CToMm T M

PQ- (3.15)

Ajoutons, & ce niveau un temps fictif s au temps réel ¢, afin de passer a la MQS. Nous
avons alors
- pour les positions

xQ@) - xQ(t7 8)’ (316)

avec les conditions aux bords

zq(ti,s) = zg(ty,s) =0, (3.17)

- et pour les impulsions

po(t) — pqlt, s). (3.18)
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sans aucune conditions aux limites.
Leurs évolutions sont sujettes aux deux équations de Langevin suivantes
( aZL’Q(t,S) — 55@ + (t S)
ds  dxolt,s) e
5 (3.19)
Ipa(t,s) . dSq
= t
T s et TS
avec les condition aux limites
zq(ti, s) = xqlty, s) =0, (3.20)
et les propriétés des bruits blancs suivantes
(n(s)€(s")) =0,
(3.21)
(N (t; ) (', 8')) = (€n(t, 9)E (T, ') = 20nm0(E = 11)0(s — o).
<xn(tv S)n(t’ 3)) = <pn(tv S)S(tv S)> = Onm,
(3.22)
(wn(t, $)E(E, 5)) = (pult, s)n(t, s)) = 0.
Utilisant la décomposition en serie de Fourier
( > nm
t,s) = n(8) sin —(t — t;),
ra(t:9) = X an(s) s (0= 1)
(3.23)
- nm Do
| patt) = Yoy eon S =10+ ;

pour séparer les deux variable temporelles ¢ et s, et reportons dans I’expression de I’action

(3.12). il vient

ty 1 [ l l7T
Po T
So = /t { E Pn(s COS— (t—ti) + 5 E ?xl(s) o8 7 (t—ti)]

i

2M
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Utilisons le resultat de l'integration suivant
ts nmw I T
dt cos — (t — t;) cos — (t — t;) = =6, 3.25
| eos Tt =) cos it — 10 = (3.25)
I'action S prend la forme
o0 2
nm pn(s) T 2 T

S, — 2, (8)pa(s) — L) = — 2 3.26
0= 3 (Fmlomte) -7 ) 5 ~rigys (3.26)
aprés avoir remplacer dans (3.19 ), les équations de Langevin relatives aux composantes

des impulsions et positions sont alors

( dr, inmw . (s)
— = —Pn n S
ds 2 p g
dp,, o nT P T
om0 BT . 3.27
dpo . T
\ ds _Z4Mp0+€0(8)
Comme
2
pQ Dei
Hp = —2% +— 2
sa valeur moyenne est
2
<pQ> Del
H,) — 2

Utitisons les relations de transformations (3.23)dans la derniére expréssion

1 - nmw
1

X (Z () cos %T(t —t;) + %) (3.30)

+};\Z (Z pn(S) cos %(t —t;) + %) (3.31)
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o0
1 nm

(Hg(ti,s)) = SAf 2 €% T(t — t;) cos %T(t —t;) (pu(s)pi(s)) + ﬁ Z cos %(t —t;) (pn(8)po)

+gj—]\f}>+%2cos nTﬂ-(t_ti) (Pn(s)) +€\j <@>- (3.32)

n=1

dy,
Apartir de (3.27) Il est facile de s’assurer que dans le produit <pm(5) & 1 <S)>
s

ds 2

le premier terme est nul a la limite s — oo, ainsi que le 3éme terme (propriété standard

du bruit blanc (p,,(uv)¢,,) = 0)

<pm<s)dx”(s>> T (8)pn (5)) + (P ()E,)

donc

(Pmpn) = Hm (p(s)pn (5)) =0 (3-33)

d d
de méme pour les deux produits < D po > < Pol )> , il vient

{(Pmpo) =0 (3.34)

et
4iM
(py) = - (3.35)

Raportons les résultats suivants (3.33),(3.34) et (3.35) dans ’hamiltonien qui regroupe les
termes stochastiques (3.32) et grace aux propriétés standard des bruits blancs (2.8),(3.21) et

(3.22), nous avons a ’équilibre s — oo

lim (Ho (1)) = g% _ 2_—73 (3.36)

Iintégration par rapport a ¢; conduit a

t; T . 1
Z/ lim (Hg(t;, s)) dt; = —i/ (—%)dT = —§1nT, (3.37)
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Donc I'expression du propagateur est la suivante

1
Tf,S Zi, S;) = c——= exp .S, 3.38
a5y | ais) = ez expisiy (339

la constant ¢ se détermine a la limite(T" — 0). Insérons Iexpression de 'action classique

libre (3.7), intégrons sur x; sur la gaussienne et de la fonction §, nous pouvons voir que

/dxf\/—exp { M(ﬂ?f - :cl-)ﬂ = /d$f5(ﬂff — ;)
, (3.39)

/ dz exp (—az® + bx) = \/g exp (g) : (3.40)

Nous obtenons successivement

ainsi que la régle connue

— /= 341
¢ 2 (3-41)

et finalement le propagateur d’une particule libre est le suivant :

m m
(T ty | @ity) = 5T © pZﬁ(ﬂjf — ;)% (3.42)

3.2 Propagateur du potentiel linéaire

3.2.1 Calcul de I'action Classique S

L’hamiltonien qui régie le mouvement dans ce cas est donné par

p*(t)

H:
2M

+ kx (3.43)

et Paction est la suivante

ty
Sa = / dt (p— Hy)
t;

— /titfdt (pd da;lit) _ pgz]\(/[t) — kay (t)) (3.44)
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Soit maintenant la trajectoire classique d’équation x.. Cette équation se détermine par les

2 équations d’Hamilton, puisque nous somme dans ’espace des phases.

0H,
.c = — = —l{}
Dei Ot
. chl Dei
c pu— —— 3-45
el apcl M ( )

En éliminant I'impulsion, respectivement. Alors ’équation qui donne le chemin classique

est
. K
Ly = i T+ (3.47)
Lo — Vi (6] .
et
= kt2+ t+p (3.48)
Lol = INM 67 .
En utilisant les conditions aux limites
k
i = —ot +at;
x oA +at,+
) (3.49)
L + oty +
Tp=——o Q
YV
nous pouvons tirer les valeurs des constantes «a et (5
I e S (3.50)
T on T '
tr—axit;  k
p=" A 2y (3.51)

T 2M

Ayant déterminé complétement la trajectoire classique, calculons 'action qui lui est relative

Se = /t‘tfdt (pcl de) _pal) ke (t))

dt 2M

- /t y [% 2 — k. (t)] dt (3.52)
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Apres avoir utilisé I'intégrale par partie le ler terme (énergie cinétique ) est simplement

oMM
|7 ?xcl Ll
t;

égal a

b M M
/ —_ i)gldt = —Tg ftcl
by 2 2

tf k
— 71’01 fEcl i{ +/tl 51‘01 dt
M (zp —x;)° kT ok
— =\ ) B : —xy dt .
5 T + 1 (l’f‘i‘xz)‘i‘\/t; 5 el (3.53)

reportons (3.53) dans 'action classique (3.52), nous obtenons

M (z;— )k ik
S = 5T + 1 (ty —t;) (zp + i) — /t ol dt (3.54)

i

reste & calculer le 2éme terme

bk bk k
—xgdt = ———t*+at dt
/tide /ti2[2M +a+5}

k k 3 3 Qo 2
— k2 Elxy—x; k ity — xel; k
— By g L tert)| (12 =) 417 | Ly
127 (7 Z)+4{ 7 Ta T )}(f o T oM !
K (5 t3)+k( ) (t +t)+k2 (5t — t7ty) + (it t;) LAV
- T\ XTf — T i onr i Yy Tily — Tfli) — 57 7Uf Ui
(3.55)

substituons (3.55) dans (3.54), et aprés quelques simplifications, nous obtenons pour 'ac-

tion classique le résultat suivant
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3.2.2 Calcul du terme de fluctuation <HQ(%S)>

Désignons par z¢ et par pg respectivement la déviation de x par rapport a la trajectoire

classique z.; et de 'impulsion p par rapport a p.

T=2Tqg+ Tqg

(3.56)
pP=0pag+ bqQ
L’action se décompose aussi :
ty
S:/ dt [p & — H] (3.57)
t;
g 0 (za+w9)  (pa+po)”
S = dt c = — == — k(. 3.58
[t |t S 2Pk (a+ w0) (3.5%)
- une partie classique S, peut étre extraite
ty ax . p2
S, = e — e kx| dt
1 /tz [Pl ot oM z l:|
M (zy—ax) kT k273
B R N A R VYT, (3:59)
et une autre partie Sg qui regroupe les termes relatifs aux déviations
t Oz Orq Py papq
So = dt —= == -2 _k
Q /t [pQ ot P o T M xQ]
/ Yit (po i — gt — (3.60)
= o — ——pp — kx .
. bq TqQ 2MpQ Q
Décomposons de la méme fagon I’hamiltonien
2
H = 2p—M + kx
= H,y+ HQ (3.61)
2
Pa
H,=2¢ 1k .62
cl M + RZq (3 6 )
P P,
Ho=-—2+-4p :
Q 2M+M o + kxg (3.63)
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pour passer & la mécanique quantique stochastique nous ajoutons au temps réel ¢ le temps

fictif s ,

pour les positions

zq(t) — ot s),
avec les conditions aux bords
zq(ti, s) = xqlty, s) =0,
- et pour les impulsions
Po(t) — polt, s).

sans aucune conditions aux limites.

Leurs évolutions sont sujettes aux deux équations de Langevin suivantes

( Oxg(t,s) . 0Sq
os Z&EQ(t, s) ot s)
apQ(t,S) . 55@
\ ds 7/(51062(15, s) +E(ts)

avec les propriétés des bruits blancs suivantes

(5t )1, (', 8")) = (€ (8, 8)E, (', 87)) = 20nm0(t = ')0(s — &)

<£L’n(i, 5)77(757 8)> = <pn(t7 S)£<t7 S)> = 5nm

(zn(t, 8)E(L, 5)) = (pu(t, s)n(t, 5)) = 0

Utilisant la décomposition en serie de Fourier

zg(t,s) = an(s) sin nTﬂ(t — ),
n=1

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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Aprés avoir remplacer la décomposition en serie de Fourier (3.23) dans 'expression de S

, nous obtenons

_ kixn sin% (t— ti)} (3.70)

o [~=nT nw
—1—5 (; T ¥n COS T (t — tl)>

1 = nm - lm
i <;pn CO8 (t — tz)) (;pl cO8 7 (t— tl)>

o0 2 o0
_Po My — Pop in 27 (¢ ¢,
2M;pncos T (t—t;) 8]\/[T k;xnsm T (t tl)}

(3.71)
Avec les résultat de l'intégration suivants
tr nm I T
dt — (t—1 — (t—1t;) = =0, 3.72
it cos = tcos - 10 = Sy (3.72)
et
b nmw
/ dt cos — (t —t;) =T, 0 (3.73)
ti T
En remplacant dans la derniére expression de S, nous avons
“/nm7 T pa
= — Py — —— —=——T 3.74
5Q Z(pr 4Mpn) i (3.74)

n=1
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les équations de Langevin relatives aux composantes des impulsions et positions sont alors

;

de,, . nm .
_— =y — n n
ds 2 P "
dp, . (nm T
dp A
S v CRR
Comme
P2 P,
Hg = ﬁ + MPQ + kg (3.76)
P; Py
HQ = m + MPQ + ]ﬂl’Q (377)

sa valeur moyenne est

(tg) = L84 T2 1 4 g (3.78)

Utilisons les relations de transformations de Fourier(3.23), nous obtenons

Pcl
M<<ancos— (t—t;)+ 2>>+k<2xnsm?(t—t)>

n=1
1 & nmw nmw
= mz(pnpl>cosT(t—t)cos?(t—t)
n,l=1
IR nm <p0>
+to07 2 (pnpo) cos 7 (t—t;) + i
Pcl - nm Pcl - nm
a1 2 (pn>cos?(t—t)+2M<po>+k;( )sm?(t—t) (3.79)

d
Apartir de(3.75) , 1l est facile de s’assurer que dans le produit <pm—$n>
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<pmc%l‘n> = Z% <pnpm> + <pm§n> (380)

le premier terme est nul a la limite s — oo ainsi que le 3éme terme (propriété standard du
bruit blanc (p,,&,,) =0

donc

(Prpm) = lim (pr, (s) pm (s)) =0 (3.81)

§—00

d d
de méme pour les deux produits <pm —p0>et <p0 —po> il vient donc
S

ds d
(Pmpo) =0 (3.82)
et
()= (3.83)

Raportons les résultats(3.81) , (3.82) et(3.83) dans ’hamiltonien (3.79) qui regroupe
les termes stochastiques et grace aux propriétés standard des bruits blancs(3.68)

et(3.69), nous avons a ’équilibre s — oo

lim (Hg (1, 5)) = 22 _ — (3.84)
500 ’ S8M 2T
Le propagateur dans ce cas est
_—
(xptprait;) = cexpliSy|exp 2/ lim (HQ(ti,s)>dti]
L Jo s
i T,
= Se —i | —=dT
cexp [iSy] exp _ z/ 5T }
i 1 1/2
= cexp[iSq)exp |In <T>
c M (zp—ax)* KT k*T3
= el A VAR el D) - —— 3.85
\/Texp z<2 T 5 (xf + ;) YT, (3.85)
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Fixons la constante c¢. Comme elle est indépendante de t; et t.

Alalimite T'=t; —t, — 0

:lrin%) (xptpraity) =0(xp—xy) (3.86)

Par intégration sur x; sur la gaussienne et de la fonction d, Nous obtenons successivement

M
=4/ — 3.87
¢ 2w ( )
D’otul le propagateur
M M (zp—x) kT k273
(g tprixity) 5 o CXP 2(2 T 5 (xf + ;) YWY (3.88)

Cette expression a la méme forme exacte que celle obtenue par 1’approche path integral [5]

3.3 Propagateur de l’oscillateur harmonique

3.3.1 Calcul de I’action classique S

L’hamiltonien d’un oscillateur harmonique est défini par

2 2
p?(t)  Mw
oM 2 7 (1)

et Paction est la suivante

Wl ds(t) P M,
Sd_/ti {p & "o 3 % ()| dt (3.89)

Soit maintenant la trajectoire classique d’équation z.. Cette équation se détermine par les

2 équations d’Hamilton

Dl —gi = —Muw?z (t)
(3.90)
Tel 0Hg _ pa
Oper M

En éliminant I'impulsion, respectivement
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- I’équation qui donne la trajectoire classique est
i(t) +wir(t) =0 (3.91)
la solution de cette équation est de la forme
xo (t) = Asinwt + B coswt (3.92)
En utilisant les conditions aux limites pour trouver les valeurs des constantes A et B
A Ty coswt; — x;coswiy
B sin wT'
(3.93)
B Tysinwt; — x;sinwty
N sinwT’
Alors x (t) s’écrit sous la forme
zq(t) = Asinwt+ Bcoswt
inw(t —t inw(t; —t
- s'mw( ) +Iis‘1nw(f )
sinw (tf —t;) sinw (tf —t;)
L lepsinw (t - t) + avsinw (t; — 1) (3.94)
= rrsinw (t —t;) + x;sinw (¢ — .
sinw? 7 f
T (1) s’écrit aussi
. cosw (t — t;) cosw (ty —t)
a(t) = _ —— 3.95
Fa (t) = way sinwT' + sinwT’ ( )
. wxy — wx;coswT’
T; = - 3.96
sinwT’ ( )
wzxscoswl —wz;
iy = —1 (3.97)

sinwT

et aprés quelques simplifications nous obtenons 1’action classique
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B Mw
- 2sinwT

Sel [(2F + 27) coswT — 2a;4] (3.98)

Passons au calcul du facteur de fluctuation.

3.3.2 Calcul du terme de fluctuation <HQ(ti,s)>

Désignons par x¢ et par pg respectivement la déviation de x par rapport a la trajectoire

classique z.; et de 'impulsion p par rapport a p.

T =2Tqg+ T
(3.99)

P = Do + PQ

L’action se décompose aussi :
& 0(xa+aq)  (pa+pg) 1 2
S = / dt | (pa + pg) —— — = — —Mw? (1 + 2q) (3.100)
. < ot 2M 2 9
- une partie classique S, peut étre extraite
by Org  p? 1

S = g — 2L Z M2 | dt 3.101
! /ti{plat oM 2T (8.101)

et une autre Sg

So = S—58,

Ly ox 0T ox Pz DerP 1
_ dt | p. Q Yl Q_Q_CQ__M22_M2C
/tl- {pz ot Tre ot TPe ot 2M M 2 Yo W otate

by ox P2 Mw? ox 0xy O
Q Q 2 cl PaDPq Lo OTQ 2
_ _Pa n _ e _ dt
L Pege oM~ T2 @ (pQ o M )(m ot ot “ xdz@)
;rO =0 (intégratit):b par parties)

(3.102)

ts drg Dy Mw?
= — — dt 1
S / [pQ o 2 wQ] (3.103)
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avec évidemment les conditions aux bords
zo(sy) = xg(s;) = 0. (3.104)
L’hamiltonien, se décompose lui aussi en 2 parties
H=H,+ Hy, (3.105)
- un hamiltonien classique
2
pa 1
a0 = ﬁ + §Mw2x§, (3.106)
- et un 2éme hamiltonien
P5  P.Py 1
Ho= -2 +-22 1 - Mued + Mu? 1
Q=537 T ar T gMwag+ Mwizazq (3.107)

Ajoutons, & ce niveau un temps fictif s au temps réel ¢, afin de passer a la MQS. Nous

avons alors

- pour les positions avec les conditions aux limites
z(t) — z(t, s),
x(ty,s) = x(t;,s) =0,
- et pour les impulsions
p(t) — p(t, s).

Leurs évolutions sont sujettes aux 2 équations de Langevin

( aZL’Q(t,S) . (55@
os Z(SxQ(t, s) ot s)

apQ(t, S) . 5SQ
s ot TE®)

avec toujours les propriétés standard pour les bruits

(n(t, s)e(t',s")) =0

(n(t, s)n(t', s)) = (€, s)E(t', s)) = 20(L —1)o(s — &)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)
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Aprés avoir remplacer dans I'expression de Sg (3.103 ) la décomposition en serie de Fourier

(3.23),

an sm— (t—t;),

=m0+,

Ainsi

Oz (t -
M:Z‘T”%COS%(Z&—E)

n=1

nous obtenons

Avec le résultat de I'intégration suivant

tr nmw I
dt cos — (t — ;) cos — (t — t;) = =6,
/ti co8 — ( ) cos T ( ) 1
et comme

tr
/ dt cos = (t—1t;) =Tdno
t T

i

Alors
ty T
/ti dt sinn%(t—t)sm%(t—t) 25%;

'action Sy prend la forme

2

n=1

T P2

(nm p2(s) Mw? T
Sa=3 (e m ()= Ty - Tt ) - g

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)
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les équations de Langevin relatives aux composantes des impulsions et positions sont alors

(
e (0, )
ds

5

P e v Ay : 3.119
dpo T
\ ds t 4Mp0 + 7o
Comme
P2 p,P, 1
Ho =37+ =5 +oMe Mu? 12
e=om T T3 o+ Mwryrg (3.120)
sa valeur moyenne est
< Q> 1 2 2 2
(Ho) = 2M M 7 (Fa)+ QMW (2g) + Mwza (zq) (3.121)

Utitisons les relations de transformations (3.23)dans la derniére expréssion, il vient

o0
1 nmw

I
Ho) = —— " — 1) cos = (& —t;
(Hg) i (Pnpy) COS T (t —t;) cos T (t—t;)

n,l=1

1 « <Po>
2 ; Pno cos—(t—t)+8—M

> Pcl nm Pcl
+ D (ba) 57 cos - (t = 1) + (po) -
n=1

1 = l
+§Mw2 ;1 (xpx) sin % (t —t;) sin % (t—1t)

+MwPry Y @, sin %ﬂ (t—t) (3.122)
n=1

d
Apartir de (3.119) Il est facile de s’assurer que dans les produits <pn(s) pdo(s) > et <p0(s) dp(;(s) >
s s

a la limite s — oo, nous obtenons

(Pnpo) = 0 (3.123)
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et
aM
2\ _ &M
<p0> =1 T
dz, dpy, ..
de méme pour les deux produits <pm(s)xd—(s)> et <pm(s) pd(s)> a la limite s — oo,
s s
nous obtenons
2iM  Opm
(pmpn) = = (mr)2 ) (3.124)
wT
Alors
gy = P4 LS iy cos ™2 = 1) cos 2 (11
= — 4+ — np1) cos — (t — t;) cos — (t — t;
Q 8M T 2M 4w PP T
—1 > 7 nmw I
n,l=1 T(|— —1
wT’
Nous pouvons a ’aide de la table ([9]), montrer que
. W
lim (Hg (t;,s)) = ) cot Tw (3.126)
Le propagateur dans ce cas est
t;
(xytrra;t;) = cexpliSq]exp [z/ tlim (Ho(ti, s)) dti]
0o T
“weosw (ty —t;)
= S, ———2dl;
cexp [i5a] exp/ 2sinw (ty —t;)
[65.] | 1
= cexpliSy]exp |In
P2 5D sinw (ty — t;)
c .
= ————exp [iSy] (3.127)

vVsin w1

Fixons la constante c. Comme elle est indépendante de ¢; et t.

Alalimite T'=t; —t;, — 0
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. A s © _,(331, — 24)? YN
;\%K(xb,xa, A) = }\11}1(1)? exp [ = } =0"(zp — x4). (3.128)
%irr%) (xptpraty) =0 (xp—x;) (3.129)

Par intégration sur z;, sur la gaussienne et de la fonction §, nous pouvons voir que

M w

3.130
27 ( )

D’ou le propagateur

Mw tMw
(xptpiait;) =1/ SmrsmoT &P {m [(xfc + z7) coswT — 2m;x7] } (3.131)

Par conséquent notre propagateur est le méme que celui déterminé dans ’espace des phases.

Effectuons le passage de ’espace des phases a ’espace des configurations.



Chapitre 4

Formulation dans ’espace de

Configuration

4.1 Procédure générale

Il est plus avantageux de calculer le propagateur dans ’espace de configuration et donc
d’utiliser le formalisme lagrangien au lieu du formalisme hamiltonien qui nécessite deux variables

stochastiques (xg, pg) au lieu d'une seule qui est z .
Effectuons le passage de ’espace des phases a ’espace des configurations.

Notons d’abord qu’en terme de moyenne, nous avons en général

0zg(ti,s)

(s 5) = {palti ) %))~ (La(t5), (4.1)

avec

M /0 M
(Lalts)) =5 ( G(ts)) = 5, Jim 3000 (roltn, Jaa(t29). (42
et la moyenne de Hg(t;, s) est égale dans ce cas
. . Oxq(t, s Mo .
I (Ho(t:.s)) = lim <pQ<ti,s>%> Al 0,0, m_{rq(tr,s)rq(ts, )

(4.3)



4.1 Procédure générale 34

Pour notre particule (la particule libre), les deux variables stochastiques se calculent par les

deux équations de Langevin qui les régissent

2oL iapifz 5 T lelts) .
avec . 2
f
So = /t dt (mag—t@ _ 2]9—]@%) (4.5)
Alors
apcza(;f, $) _ . (Gx%(tt?s) B p_]\?) gt s), (4.6)

Il est facile de s’assurer que dans le produit

<axQ(;ztsf,s)aan(§,s)> _ i<aan(zl7S)8an(?s>>_ﬁ<%m“’s)>

. <8m§’, Dot S)> , (4.7)

et utilisons les propriétés des bruits (3.22) ,le lér et le 4éme terme sont nuls & la limite

s — 00 et que le 2éme terme est simplement égal a

(rolt 22001 _ g (Pr0lt-)dnglty (s

ot ot ot

Autrement dit la substitution de py par % est permise uniquement a 1’équilibre
(i)
Ainsi donc (4.3)
i (Ho(ti5)) = 5, lim 94,0, lim_(wglts, shr(ts, ) (4.9)

et le propagateur dans ce cas est égale & [3]

M [t
(xp,ty| @i t;) = cexp [1Sy] exp [z;/ lim 0,0, Im (zg(t1,s)zg(te,s))dt;|.  (4.10)
0 S§——00

t1,to—1;
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4.2 Propagateur d’une particule libre

Comme présenté dans le chapitre précédent il est nécessaire d’abord de calculer S et
ensuite le facteur de fluctuation
Commencons par ’action classique qui est plus facile et qui a été déja calculée au chapitre

précédent.

4.2.1 Calcul de P’action Classique S

Cherchons au sens de la mécanique classique la trajectoire suivie par notre particule non
relativiste.

Le lagrangien de la particule libre est donné par I'expression suivante

L= %172, (4.11)
2
et I'action classique est encore donnée par
ty M
t;

dans ce cas 1’équation de la trajectoire se détermine a partir de I’équation d’Euler-Lagrange :
Zaq(t)=0

Nous voyons que

- ’équation de la trajectoire

- ainsi que ’action classique

sont les mémes que celles déja trouvées au chapitre précédent Par conséquent, il est inutile
de refaire les calculs qui se trouvent dans le chapitre 2

L’action classique est la méme.

- _ )2
Scl = 2T(1’f .CEZ) . (413)
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4.2.2 Calcul du facteur de fluctuation

Comme précedament, séparons dans l’action les parties classiques et non classiques

S = SCZ+SQ
ly ty ty
- T/ dtx'gl—i-m/ dtj:éer/ dt G
2 t; 2 t; t;

le dernier terme est disparait a cause des conditions aux bords z¢(t;) = z¢(ty) = 0, nous

obtenons alors pour 'action non classique

m [ .9

Effectuons encore la séparation des variables (t,s) au moyen de la décomposition de Fourier

Z T, ( sm — (t —t;). (4.15)

Ainsi

dzg (t,
xQ ) Z Ty (S) =+ " cos = (t—t:), (4.16)

et

So = /tlf% [Z T (8) n%r cos n%r (t — tz)] [Z z (s) l%cos l% (t—t;)| dt. (4.17)

n=1

Avec le résultat d’intégration suivant

b n I T
— (=t — (t—t;)dt = =0d,,. 4.18
[ eos T =t cos Tt~y at = o (1.18)
I’action non classique s’écrit alors
= n’m*M
So =) 2(s). 4.19
@=L 7 2, (5) (4.19)
L’équation d’évolution de Langevin est
d " M 2 .2
L S (4.20)

ds 2T
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dxn(8)>

Apartir de (4.20) Il est facile de s’assurer que dans le produit <xm(s) g
s

(on 25 ) = 2L (s $Jan(o) + (oo

le premier terme est nul a la limite s — oo, et comme

(@0 (8)1(5)) = O

Alors
2T
<5En(8)$m(8)> - n2 7_‘_2]\4571777, (421)

par conséquent le propagateur dans ’espace de cofiguration

t;
(g, tp | zi,t;) = cexp [iSy] exp [z/ lim (Hg(t;,s))dt;

S§—00

avec

M
lim (Hg(t,s)) = > lim 0,0, im (zg(t1,s)zg(ts,s)) ., (4.22)

§——00 t1,ta—t;

Nous sommes alors en position de calculer la fonction de corrélation libre & deux points.

lim (rq(ts)rq(tzs)) = lim (3 [(sin Xty — 1) (msin (1 — 1) ) )

2T .onm . nm
= W Z [Sln T(tl — tz) S11 T(tg — tl)] (423)
1
Transformons [sin %(tl — t;) sin %(tg — tl)} en B [cos %(tl — ta) — cos nT—W(tl +ty — 2ti)]
et utilisons l'identité suivante [9] [Appendice 01].
Zcosnx_ﬁ2 7rm+m2 0<x< 2] (4.24)
nt > T4 =% =4 '

Nous obtenons le résultat simple pour le produit de corrélation

T (gl s)rlts ) = o (b7 — 1) (12 — ). (4.25)
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En dérivant deux fois par rapport a tiet to et & I'équilibre

<HQ(ti,s)>:¥ lim_ 9,0, lim_(ao(tr. $)rq(tz. ). (4.26)

t1,ta—t;

. i
lim (Ho(s, u) = —o

et pour le propagateur nous obtenons ’expression suivante

(4.27)

ti

(g, tplzit;) = cexp |iSy+i lim <HQ(ti,s))dti}

_ o
cexp _ZSCZ+/ 5T ,]

t; 1
_ 5., = _a
conisi [ 35

1
= cexp |15y — ElogT}

1
= c/ T exp 1Sy

Fixons la constante c. Comme elle est indépendante de ¢; et t;. A lalimite ' =ty —t;, — 0

(4.28)

:lpin% (g, telwit;) = 0(xp — xy) (4.29)

c=1\— (4.30)

(g, s | @iysi) =4/ 2ZT expi%(:z:f — x;)°. (4.31)

4.3 Propagateur du potentiel linéaire

4.3.1 Calcul de I’action classique

Le lagrangien du potentiel linéaire est donné par 1’expression suivante
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1
L=gm i? — kx (4.32)

et 'action classique et encore donnée par

ty 1
Sy = / dt [§m i? — k‘x] (4.33)
t;

dans ce cas I’équation de la trajectoire se détermine a partir de ’équation d’Euler-Lagrange :
mi+k=0 (4.34)

Nous voyons que
- ’équation de la trajectoire
- ainsi que ’action classique
sont les mémes que celles déja trouvées dans l'espace des phases, par conséquent, il est
inutile de refaire les calculs qui se trouvent dans le chapitre 3
L’action classique est la méme.
M (z;—z;)* kT k273

Scl:_—__ (Z’f‘i‘l’l)—m

4.
2 T 2 (4.35)

4.3.2 Calcul du terme de fluctuation <HQ(ti,S)>

Comme précedament, séparons dans l'action les parties classiques et non classiques

S = S+ Sg (4.36)
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t; 'M

t; 'M
= / dt ? (j:cl + g'sQ)2 —k (l‘d + ZL’Q)}
t L

t; M
= / dt {7 (25 + 42 + 2dqia) — kzg — ka}
ty

ti M t; t; M ti
= /dt—g‘;il—/ dt k::vcl+/ dt—:té—/ dt kzg
ty 2 ty ly 2 ty

t;
+ / dt M ioig (4.37)

ty
le dernier terme est disparait a cause des conditions aux bords zq (s;) = z¢ (sf) =0

nous obtenons alors pour 'action non classique

t; M
Scl = / dt <7le - k?l'd) .
ty

M (z;—z;)* kT k273

- 37 Wrmooy

ti M
So = / dt (—xg — k:xQ) (4.39)
ty 2

Effectuons encore la séparation des variables (¢, s) au moyen de la décomposition de Fourier

(3.23)

(4.38)

TQ = Z T, sin % (t —t;) (4.40)
n=1
, = nm  nw
Tg = Z T COS 7 (t —t:) (4.41)
n=1

Remplagons(4.40) et(4.41) dans(4.39) nous obtenons
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SQ—/ dt = [(an—cos— (t—t,) ) (le—cos— t—ﬂ)]

ts > nmw
— dt k T, sin — (t — t; 4.42
/ (Z o >) (4.42)

Utilisons l'intégration suivant

tr nm Im
/ti dt cos v (t —t;) cos T (t—t;) = 5 —0n (4.43)

T
/ dt cos l—ﬂt =T & (4.44)
0 T ’

nous obtenons pour ’action non classique

= n’n?M
5Q :Z AT Tn
n=1

utilisons L’équation de Langevin suivant

—T, =1 —+1n, (4.45)
Dérivons ’action nous obtenons
ds  n?m*M

T (4.46)

remplagons (4.46) dans (4.45) nous trouvons

d n?miM
—x, = 4.47
T =1 oy iy (4.47)
Pour résoudre cette équation en posant
n w2 M
= 4.48
a=i—0p (4.48)
donc
day,
o ax, +n, (4.49)

ds
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Multiplions (4.49) par x,,
d
<—xnxm> = a(x,Tm) + (N,Tm) (4.50)
ds
le premier terme est nul a la limite s — oo .
A (TpTm) = — (N, Tm) (4.51)
(Tnim) = = (M m) (4.52)
a
() = — (4.59)
Tplpy) = ——— :
M (nn)?
2 T
20 T 6pm
= — 4.54
M n? 72 (4:54)
2iT
= —— 4.
(@nim) = —5 577 0um (4.55)
on a l’expression du propagateur dans l’espace de configuration
t;
(T tpixit;) =c exp {@'Scl +i lim (Hg (ti, s) dti)} (4.56)
Avec
M .
(Hg (ti,8)) = £l lim 0t10ty lim (xg (t1s ) zg (t2.5)) (4.57)

t1,t2—1;

Calculons la fonction de corrélation a deux points
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§—00

: . - . nw s
lim (wq (1,5 )2 (t2s)) = lim <anxmsm?(t1—ti) xlsmT(tQ—ti)>

n=1 =1
> n [
= zl_:l <£L‘n1’l> sin ?ﬂ. (tl — tl) sin % (tQ — tl)

i 2l sin nr (t; — t;) sin nr (ta — t;)
= — 57 Sin — (ty — t;) sin — (t2 — t;
— M T T

(4.58)
. nm . onm 1 nmw nmw
Transformons [sm T(tl — t;) sin T(tg — tz)} en 5 [cos T(tl — ta) — cos ?(tl +ty — 2ti)]

et utilisons l'identité suivante [9] (table de Gradshteyn).

ZCOSW:W——W—;+%, 0< < 2n], (4.59)

nous obtenons

) = T nm nmw
sli)rgo (xg (t1s )zg (tas)) = Z oY [cos vd (t1 — ta) — cos T (t1 + 1t — 2ti)]
n=1

l

Alors
: M. : i
lim <HQ (tz, 8)> = — . ltnnt 8t18t2 lim m (tf — tl) (t2 — tl) (461)
5§—00 1,t2—t; 5§—00
. 0
lm - (Ho (ti,8)) = —5 (4.62)

Le propagateur dans ce cas est
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I
(xptprait;y) = cexpliSy|exp z/ lim (Hg(t;,s)) dtz}
L 0 S§—00
i T,
= S, —i | —dT
cexp [iSy] exp _ z/ 5T ]
i 1 1/2
= cexp [iSy]exp |In (T)
c (M (xp—ax)" KT kT3
= — — - — i) — 4.63
\/Texp z<2 T 5 (zf + x;) YV ( )
Fixons la constante c. Comme elle est indépendante de ¢; et ¢y.
Alalimite T'=t; —t;, — 0
lim (zptr1a;t;) =0 (xp — ;) (4.64)

T—0

Par intégration sur x; sur la gaussienne et de la fonction d, Nous obtenons successivement

(4.65)

D’ou le propagateur

M
2 miT

(Tptprait;) = : (4.66)

ot | M (z;— ;) (2 + 1) k*13
xp i | —————— — — (x5 + ;) —
P 2 T 9 I 240

Cette expression a la méme forme exacte que celle obtenue par ’approche path integral [5]

Par conséquent notre propagateur est le méme que celui déterminé dans 1’espace des phases.

4.4 Propagateur de l’oscillateur harmonique

4.4.1 Calcul de I’action Classique S

Le lagrangien de 'oscillateur harmonique est donné par I’expression suivante
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L= MI'Q — MOﬂxQ
2 2

et l'action classique est donnée par

M
S, d

T o sinwT Km?‘ + 3712) coswT — Qxixf}

4.4.2 Calcul du terme de fluctuation <HQ(ti,s)>

L’action relatif & I'oscillateur harmonique étant

S:/ttfdt {% (j:)z—MuﬂxQ}

2 2

%

Séparons les parties classiques et non classiques

S = S+ S5

ty M M 2
= / dt |:7 (fUQ + id)z — 2&) ((EC[ + $Q)2:|
t;

ou

b M Muw?
s [ M- M
" 27 2 7

by M Muw?
So = /t dt (—w% — l’é + Magie — MW%cﬁQ)

2

by M Muw?
[ (5 50)

2

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

Effectuons encore la séparation des variables (¢, s) au moyen de la décomposition de Fourier

it nm
t,5) = nSin — (t — ¢;
(t:5) = 3 s 1= 1)

Ainsi

(4.73)
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dzq (t,s) ~~ nm __ nw
T an— cos — (t — ;) (4.74)

et

So :/ dt— [an cos— (t—t;) ] [le—cos— t—t)]
M; / dt (ansm— (t —t;) ) <lzlxlsinl%(t—ti)) (4.75)

Avec le résultat de l'intégration suivant

tr nmw I T
dt — (T —t; —(t—1t;) = =0, 4.76
/ti COST( )COST( ) 5 On. (4.76)
et comme
tr nm
dt —(t—t;) =T,
/ti cos ( ) 0
Alors
b [ T
/ti dt sin %ﬂ (t — t;)sin % (t = t:) = S0, (4.77)
En remplacant dans la derniére expression il vient
00 M 2 T 2
= Z A P <w_> z? (4.78)
s
n=1

L’équation de Langevin qui régit le mouvement est la suivante

T\ 2
= ()
T
: : . dz,(s)
Il est facile de voir que que dans le produit { x,,(s)

ds
<xm<8)dx;£3) > - z]\gTW?

d M 72
Ty =1

ds " oT

T A1, (4.79)

(Tmxn) + (zm(s$)n,) (4.80)

le premier terme est nul & la limite s — oo et (x,,($)n,,) = Omn (propriété standard du
bruit blanc)

donc
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_ 2T Onm
(X)) = T (Tw) 5 (4.81)
n2 — [ ==
™
par conséquent le propagateur dans I’espace de cofiguration
t;
(g tp | w4 t;) = cexp[iSy] exp {z/ lim (Hg(t;,s)) dti]
avec
lim (Ho(ts,)) = £l -0 i {rq(tr, s)aqlta. 5) (1.52)
im i S —— lim (xg(t1,s)x ,S)), .
§—00 @ 2t1,ta—t; 0t1 ot 28*’00 @\ @\%2
Nous sommes alors en position de calculer la fonction de corrélation a deux points
[e.9] oo l
(2 (t,5) Tq (tss ) = <; Ty sin o (b — ) Zl sin — (2 — ti)>
= iz 27 ! sinnl(t —t-)sinnl(t — ;)
- —~ M (Tw)2 Tt T\
n— n4 — —_
T
= ? . nm . nm
— Z T gy, S (t; — t;) sin v (to — ;)
n=1 2 _
oT <" = )
(4.83)

1
Transformons [sin %(tl — t;) sin %(tg — tz)} en 5 [COS %(tl — tg) — cos %(tl + 1ty — 2t )]

et utilisons l'identité suivante [9] (table de Gradshteyn).

=— - — 4+ —, 0 <z <27, (4.84)
nous obtenons

SILIEO (g (t1,8) xg (ta,s ) = VosnoT [sinw (t; — t1) sinw (ty — t;)] (4.85)

En dérivant deux fois par rapport a tiet t5 et & I'équilibre

(Hg(ti,s)) = % lim 0,0, h_r}n (xo(t1, s)xg(ta, s)). (4.86)

t1,t2a—t;
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lim (Hg (¢, s)) = Y cotwT

S§—00

et pour le propagateur nous obtenons ’expression suivante

) [ —iw
(xptrprimit;) = cexpiSqexpi

cot wT'dt;

(4.87)

Mw ) Mw 9 )
= VoursinoT ~ tp—t;) — 2z,
2im sinwT b {ZQSinw(tf — ) [(xf +xz) cosw (g ) x xf]

(4.88)



Chapitre 5

Propagateur de ’oscillateur

anharmonique

Considérons un oscillateur anharmonique décrit par I'action

tr 1 1
S —L dt (§M % — §M Wwia? — %:LA)

L’équation de Langevin qui régit le mouvement z (¢, s) est la suivante

(t,5) = i—— 4 (t,5)
—ux(t,s) =1
ds oz (t, s) A
Avec comme propriétés pour les bruits

(n(t,s)) = 0

(n(t,s)n(t',s)) = 20(t—t)5(s—5)

Développons 1’équation de Langevin

0 ) b 1 1 g
. — SR dt/ _M '2__M 2,2 _ J.4 t
asx(t,s) Z(Sx(t,s)/ti (2 "= g Mw 4JJ>+77(,5)

(5.1)

(5.2)

= z’/tvtfdt' (M 3325(15 —t') = M *25(t —t') — g2°6(t — t’)) +1(t,s) (5.5)

ot

A Taide de la régle d’intégration
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/dxf(x)é'(x —a)=—f'(a). (5.6)

nous obtenons successivement pour 1’équation de Langevin

%x (t,s) = —iM (0} + w?) z (t,s) —iga® (t,s) +n(t,s) (5.7)

Supposons que la solution x est la superposition de deux solutions. L’une de l'oscillateur
harmonique (c-a-d ) c’est a dire
-(9=10): 2O, s)

- plus la partie restante 2’ (¢, s) :
z(t,s) = 2O, s) + 2/ (t,5) (5.8)

Décomposons la solution de I'oscillateur harmonique (% (¢, s) encore en 2 termes

2O (t,s) = xﬁ?)(t) + xg)) (t,s) (5.9)

(0)

o (t) la solution de I'équation classique.

ol le ler terme désigne x

(07 + w?) 2P0 =0, (5.10)
2O() =~ [aysinw (t = t) + a5 sinw (¢ — 1)) (5.11)
cl sin w7’
avec évidemment
xi?)(tf) =x5 et xg?)(ti) = (5.12)

La déviation x((g ) (t,s) est régie par I’équation de Langevin suivante

Os (t,s) = —iM (0] + w?) xg))(t, s)+n(t,s) (5.13)
avec toujours les conditions aux limites
(0)

T (tr,s) = :Eg))(ti,s) =0

Désignons par G (t — t'; s — s') la fonction de Green libre. Elle est solution de



51

0 0?
_ 0) _Heo ) — oy o
[83 +iM <8t2 + w )] GOt —tys—s)=06t—-1t)i(s—5), (5.14)

les conditions aux limites

GOt —ts—5)=0, pour t(out)=tst; ou s<s. (5.15)

Il est facile de trouver I’expression de G (t — t'; s — ')

GO (t—t';5—5') = O(s—5) Zsm —(t—t;) sin ?(t —t;) exp {—z]\/[w {1 — (Z;) } (s — s’)} :
D’ou la solution de I’équation de Langevin de 1’oscillateur harmonique est

+oo
(O)ts / dt/ ds'GOt —t';s — s )n(t', s), (5.17)

et finalement la solution de I’équation de Langevin pour I'oscillateur anharmonique est la sui-

vante

z(t,s) = (0) (t) + x (t,s) @g/ dt'/ ’G (t,t';s — &)’ (t,5) (5.18)

Nous constatons que = aux instants réel ¢ et fictif s dépend encore de x aux instants réel ¢/

et fictif s.Nous pouvons trouver la solution par une simple itération.

ty o]
x(t,s) = xﬁ?) (t) + xS) (t,s) — ig/ dt'/ ds'Gl(,(c)) (t,t';s — &)
x((o) +a9” + 3207 + 34 2(°>+O( ). (5.19)

Nous sommes alors en position de calculer la fonction de corrélation de deux points pour

loscillateur harmonique (g = 0)

+oo
DO (t ts—4) = < © ¢, 5) g O )y = </ dtl/ ds;GO(t —ty; s — s1)n(t1, 51)

tf “+o00
X / dtg/ dSQG(O) (t, - tg, S/ - Sg)ﬁ(tg, 52)>
t; —0o0
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tf “+o0 tf “+o00
= / dtl/ dSlG(O)(t — 1158 — 81) X / dtg/ dSQG(O)(t/ — tQ, s — 82)
t; —00 t; —0o0

x (n(t1, s1)n(tz, s2))

+oo
= / dtl/ dSlG(O) t— tl S — 81 / dtz/ dSQG t - tQ, S - 82)

tl — t2 (81 — 82) (520)

tf 400
<x$) (t,5) mg)) (t, s’)> = 2/ dtl/ ds;GO(t —t1;5 — 51) x GO —t1;8 — 1)
tq', —0o0

Reportons les expressions des fonctions de Green G(©

00 ty
< (0)(75 s) (0)(t,s)> = 2/ dsl/ dty
—0o0 tr

{9(3—31)%§:sinn%(t—t)sm—(t1—t)

exp [—zMwQ 1-— (%)2) (s — sl)}}

{9(5 —81)% 3 sinl%(t’—tl)sm—(tl—tz)
I=1

o0 o0 l 00
= % Sin%@—ti)Zsin%(t’—ti)/ dsi0 (s — 51)0 (s — s1)
n,l =1 — 00

oo {30 [1- ()] s oy f-ivr 1 (227 -]

et calculons 'intégrale sur ¢,

(5.21
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Comme
(5.22)

T
mm

dt cos —=T =T, ,

/0 cos — 0

alors

ts [ T
/;I dtl sin n?ﬂ- (tl — tl) sin % (tl — tl) = E(Sn,l. (523)

Remplagant dans la derniere expression, il vient

4 l
(+8 @92 (.)) = FD s —tysing ' —n) [

X exp {—i]\/[w2 [1 — (%)2] (s — 51)}

I \?
—iMw? |1 — [ —
Xexp{ M w [ (wT)

o0

ds10 (s —s1)0 (s — s1)

[e.e]

4 o0
— TZsinn%(t—ti)sinl%(t’—ti)/ ds10 (s — s1) 0 (s — s1)

exp {—iMw2 [1 - <Z—;>2} (s+5 — 251)}

4 > !
Y sin %ﬂ (t — t;)sin % (t' —t,)

2iMw?T {1 - (w—Tﬂ "

e (i o - () o1

(5.24)
Nous obtenons
DO (t t:s—5) = <$(O) (t,s) 2 (¢ s’)> __n i 1 sin (t —t;) sin I (t" —t;)
y Uy Q ) Q ) ngTn:1 (n_ﬂ'>2_1 T T
wT

(5.25)
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dans ce cas

ty 0o
(x(t,s)) = xg)) (t) — ig/ dt'/ ds’G,(Jg) (t,t'5s — &)
tr —0o0

x (28 (@) + 32 (1) DO (1,430 + O (7).

cl cl

= 2§ () —ig / IR (xg;>3 (t') + 32 (t’)A(t,t’)) +0(¢%). (5.26)

cl
tr

ou A(t,t') = Dl(fc)) (t,t';0), sa forme explicite est donnée par [3]

A(t,t,) = mSlﬂW(tF—t> smw(t’—t;). (527)

D’autre part la valeur de (p?) est calculée a partir de la fonction de corrélation (zz) , d’apres
(3.90) on a

(p* (tr)) = M? lim 0,0, lim (z (1, s) z (t2, ) (5.28)

t1,ta—tr

Nous sommes alors en position de calculer 'amplitude de transition (2.17)

ti
(g, ty| xit;) = cexp [z/ lim (H(t;,s))dt;| . (5.29)

S—00
La constante ¢ étant indépendante de s; que nous fixons par la condition
Tlig}l0 (g by | @ity) =0(xy —ay), T =(ty—1t;). (5.30)
Aprés quelques arrangements, nous obtenons pour 'amplitude de transition I’expression

suivante

Mw

U S Qe - ; 2
(xg,ty | iy ti) i s T P [i (So+ S1) +0(9%)] - (5.31)

ou Sy est I'action classique de 'oscillateur harmonique (g = 0)

B Mw
~ 2¢inwT

So

[(27 + 27) coswT — 2zpay] (5.32)
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et
S1 =g ’ (3wT — 3sinwT coswT — 2wT sin® wT)
32M2%w3 sin? wT
3
+ig 60 s T [(x% + x%) (SwT coswT — 3sinwT + sin® wT)
—2¢piy (3wT — 3sinwT coswT — 2wT sin’ wT') |
1
—gm [(m}l; + x‘}) (3wT — 3sinwT coswT — 2sin® wT cos wT)

—4 (x%x; + xpxi) (3wT coswT — 3sinwT + sin® wT)

164547 (SwT — 3sinwT cos wT — 2wT sin® wT)}

(5.33)



Chapitre 6

Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté les notions fondamentales du formalisme de la mé-
canique quantique stochastique de Parisi et Wu, les amplitudes de transitions de la particule
libre non relativiste, soumise a4 une force harmonique et & un potentiel linéaire

ont été déterminées suivant cette approche et ceci dans ’espace des phases et de configu-
ration.

C’est ainsi qu’en solutionnant les équations de Langevin, nous avons calculé directement
les amplitudes de transitions (ou fonction de corrélation).

Dans I’espace des phases, ’action classique a été d’abord extraite et le facteur de fluctuation
a été ensuite déterminé exactement en résolvant les équations de Langevin pour z¢ et pg.

En suivant la méme démarche précédente, les amplitudes de transitions ont été recalculées
pour la 2éme fois dans ’espace des configurations. L’action classique une fois extraite, le facteur
de fluctuation a été encore retrouvé.

Grace a un traitement perturbatif et grace aussi aux propriétés du bruit blanc qui ont
permis de limiter le nombre de termes dans la série de perturbation, nous avons calculé la
fonction de Green pour 'oscillateur anharmonique suivant la mécanique quantique stochastique
(MQS) de Parisi et Wu.

le facteur de fluctuation a été déterminé grace & un calcul itératif et grace a 'espace de
configuration, nous avons utilisé une seule équation de Langevin au lieu de deux pour I’espace

des phases.



Annexe A

Produit de corrélation

Le but de cette appendice est de montrer le résultat (4.25)

Partons de
sli%mm(mQ(th)xQ(tg?s)) = S@m(; [(xn sin nTW(tl - t1)> (mm sin %(tg - t1)>]>
29T . nT .nm
= m Zn: [Sln T(tl — tz) S1n T(tg — tz):| (Al)
1
Transformons [sin %(tl — t;) sin %(tz — tz)} en 5 [COS %(tl — ty) — cos %(tl +ty — 2ti)]
et utilisons l'identité suivante [9] (table de Gradshteyn).
cosnx w wx
Z N2 :E—T‘i‘z, [OSISQW], (AQ)
posons
T
r = f(tl — 15)
et : (A.3)
T
To = T(tl + t2 — 2tz>
Alors
2T . nm . nm
VnZ A2 Zn: [sm T(tl — t;) sin T(tQ — tl)}
i COSNX1 — COS NIy
= M 2 Z n2
AT T X2 my  xl
T M| "2 T Ty

= [t = 8T — (12t — tits + 1) + 2]

=
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Remplagons 7" par (ty —¢;) , nous obtenons le produit de corrélation cherché

lim <£13Q(t178)1'@(t278>> = tf - tl) (tg - tz) .

" (
s— 00 MT
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Résumé

Ce travail est consacré au calcul de la fonction de Green
suivant la mécanigue quantique stochastique MQS de
Parisi-Wu pour une particule :libre non relativiste
,soumise a une force harmonique et a un potentiel
linéaire ,Dans les trois cas le calcul est fait dans I'espace
des phases et I'espace de configuration,Ensuite on
calcule la fonction de Green relative a un oscillateur
anharmonique .

sl SISl o e Ay st e S5 5 Jeall 13
A 538 58 muadie and e A D aaes Jal e s U

(88 g8 e ) e Adlatall (e Al Glua SIS QS LAY
Abstract

This work is devoted to calculate the Green’s function
according to stochastic quantization method of
G.Parisi-Wu for a free particle ,a particle subject to a
harmonic force and to a linear potential,in the three
cases the calculation is done in phase space and
configuration space .Then we calculate the green
function relating to anharmonic oscillator.



