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Chapitre 1

Introduction générale

La physique d’un gaz d’électrons confiné sur une surface non plane est devenue un domaine
de recherche trés actif [1]. La courbure peut influencer des phénomeénes bien connus comme
par exemple la conductance, la magnétisation, les courants persistants [2]. Ce confinement
d’électrons se trouve en effet dans les nano-structures, plus précisément dans les nano-tubes
qui sont généralement construits par des couches trés minces de matériaux différents [3] .

En 1981, Da Costa [4] a montré que la dynamique quantique d’une particule confinée sur une
surface courbe est influencée par les courbures intrinseque et extrinseque de cette surface. Ce
processus de confinement est réalisé par un potentiel de pression qui est constant sur la surface
mais augmente brusquement pour chaque petit déplacement dans la direction normale. Par
conséquent, ce potentiel peut alors étre considéré comme une barriére infini forte qui maintient
la particule attachée de facon permanente a cette surface.

Le but de ce mémoire, est en premier lieu de détailler le calcul du papier originale [4] . Puis,
on va donner & la fin de ce mémoire une petite contribution qui concerne la solution exacte
d’un systéme important & savoir une particule confinée sur une surface conique en présence
d’un champ magnétique constant.

La géométrie simple, mais non triviale, du cone apparait dans les cordes cosmiques [5] il
faut citer les applications [6]. Un probléme concernant le cone largement étudié est relié a
une singularité de courbure & son extrémité sous forme d’une fonction delta de Dirac & deux
dimensions. La facon la plus simple de traiter cette singularité est d’imposer ’annulation de la
fonction d’onde a la pointe du cone comme cela a été déja fait par C.Furtado [7]. Une autre

méthode est I'extension auto-adjointe qui une méthode assez mathématique basée sur le fait que
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I’hamiltonien de ce systéme n’est pas auto-adjoint [8, 9, 10]. Cependant, les travaux utilisant
cette méthode fournissent les résultats les plus importants en fonction d’'un parameétre réel
arbitraire. Une troisiéme méthode pour surmonter ce probléme est de redéfinir cette singularité
comme la limite d’une autre plus physique et moins singuliére comme dans la référence [11].
Ici nous allons adopter cette technique de régularisation pour faire face au probléme du cone.
D’abord, on va considérer une particule neutre sur une surface conique ol on extrait le spectre
d’énergie relatif & ce confinement. Puis, on va traiter le probléme d’une particule chargée sur un
cone et soumise a un champ magnétique constant. Cette étude assez importante a été considérée
dans la référence [12, 13| mais sans tenir compte de la courbure de Gauss qui introduit une
singularité sous forme d’une fonction delta de Dirac. Comme résultat de ce mémoire, le spectre
d’énergie de ce systéme est obtenu comme une équation transcendante. Les niveaux de Landau
déterminés dans [12, 13] (c’est-a-dire sans tenir compte de la singularité ) sont obtenus ici
comme cas limite.

Ainsi, le reste de ce mémoire est organisé comme suit : Le deuxiéme chapitre sera consacré a
un rappel de quelques notions élémentaires de la géométrie différentielle, en particulier le théo-
réme de Gauss-Bonnet qu’on va l'utiliser pour détermner la courbure de Gauss. Au troisiéme
chapitre, on va exposer la méthode de confinement pour une particule non relativiste du point
de vue de Da costa. Le quatrieme chapitre sera notamment réservé a I’étude d’une particule
chargée sur un cone et soumise a un champ magnétique constant. Enfin, nous terminerons ce

mémoire par une conclusion.



Chapitre 2

Quelques éléments de géometrie

différentielle

" Papa, le calcul n’est pas juste! "

Gauss a I’age de 3 ans

2.1 Introduction

La géométrie différentielle est une théorie mathématique qui utilise les techniques du calcul
différentiel et de 1'algebre pour étudier des problémes de géométrie. Outre son intérét mathé-
matique, c’est aussi un outil puissant pour représenter le monde physique. Déja sur une surface
bidimensionnelle émergée dans un espace tridimensionnel, la géométrie différentielle est riche en
idées, admettant une vaste généralisation pour une surface multidimensionnelle [14, 15, 16, 17].
Nous présentons dans ce chapitre quelques notions fondamentales nécessaires pour traiter les
chapitres suivants. Nous allons concentrer essentiellement sur la géométrie de Gauss. Nous com-
mencons par la premiére forme quadratique qui introduit une métrique. Puis, la deuxiéme forme
quadratique qu’on utilise pour calculer la courbure de lignes se trouvant sur une surface. Nous
introduisons les formules de Gauss et de Weingarten qui décrivent la relation entre la premiére
et la deuxiéme forme. Afin d’avoir une vue assez compléte, nous considérons aussi le tenseur
de Riemann et ses propriétés, nous déduisons le tenseur de Ricci et la courbure scalaire. Nous
montrons la relation entre la courbure scalaire et la courbure de Gauss. Nous donnons égale-
ment le fameux théoréeme de Gauss-Bonnet qui va nous aider & comprendre le probléme d’une

particule confinée sur un cone circulaire droit. Pour éclaircir ces notions, nous considérons, a
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travers ce chapitre, 'exemple d’une surface sphérique plongée dans 1’espace R3.

2.2 Surfaces dans RS

Il existe différentes fagons de représenter une surface 2-dimensionnelle (S) dans l’espace
3-dimensionnel R3. L’une est la représentation familiére dans laquelle la surface est définie via
une équation de la forme f(z,y,2) = 0, o x, y et z exprimant les coordonnées cartésiennes
et f est une fonction scalaire. On peut également représenter une surface avec les coordonnées
cartésiennes x, y et z comme étant des fonctions réelles de deux paramétres réels indépendants

q' et ¢* parcourant un domaine U C R? :

r=1z(q",¢%
y=y(d" % (2.1)
z=z(¢"¢%).

ici les lettres superieures sont des indices, pas des exposants.
Il est possible de remplacer les équations (2.1) par une équation vectorielle (vecteur de

position) de fagon que
r=(z(¢"¢") .y (¢ ¢,z (¢".¢*) =r(¢",¢°) (2.2)

Formellement, il est posssible qu’a deux points paramétriques différents (¢, ¢*) et (¢V, ¢¥)
il correspond un méme point de la surface (S). Mais, pour éviter les auto-intersections, on ne
considére pas de telles situations. Pour garantir la biunivocité, on doit exiger de plus que le

rang de la matrice de Jacobi suivante

oz 0 oz
1 g2 Oz 0 oz )
soit égale a 2. Il en résulte que les deux vecteurs
or or
ry = 8_(]1 et ry = 8_q2 (24)

en un point P de la surface (5) sont linéairement indépendants. Ces deux vecteurs sont disposés
dans le plan tangent de la surface (S) au point correspondant P. Notons ici que ces vecteurs

de base r; , ¢ = 1,2 ne sont pas nécéssairement des vecteurs unitaires. On peut écrire donc

_d¢' = r;dq’, (2.5)
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I'indice répété indique une sommation.
Exemple : Une surface sphérique de rayon ry immergée dans un espace 3-dimensionnel est

déterminée par le rayon vecteur

r(0,) = (rosinf cosp, rosinfsinp,rgcosd) , 1o = cte
soit
Jor : '
ryg = % = (7”0 COS 6 COS 90; To COs 9 S111 g07 —To sin 9)
et aussi
Jr . . .
r, = s = (—rosinfsin ¢, rq sin 6 cos ¢, 0)

Ainsi, |r,| = rosiné # 1.

2.3 Premiére forme quadratique

Soit une surface (S) bidimensionnelle paramétrée par ¢' et ¢* et soit le vecteur position
r (¢!, ¢*) d’un point P sur cette surface. La distance ds entre P et certain point P’, qui est au
voisinage de P, s’écrit comme
ds?> = |dr|* = (dr,dr)
ou g;; = ( r;,r;). La forme quadratique dans le second membre de (2.6) est appelée premiére

forme quadratique de la surface (S) notée aussi G(q,dq). Cette forme s’écrit explicitement

comme suit

Glq.dg) = gydg'dg’
— E(dg")’ +2Fdg'dd* + G (dg?)” (2.7)

ou F, F' et GG sont les coeffiicients de la premiére forme donnés par les expressions
E=gn=(ry,r), F=gin=(r,ry), G=gn=/_(rsr) (2.8)

gi; est la métrique de la premiére forme qui est un tenseur d’ordre 2, symétrique. Si de plus
cette métrique est diagonale, la base {r; ,i = 1,2} est orthogonale (i.e; F' = 0). L’inverse du

tenseur g;; est le tenseur g** de fagon qu’on a
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ou 5? est le symbole de Kronecker.
Notons le tenseur g;; par la matrice g ( ici le caractére gras du tenseur indique sa represen-

tation matricielle). Le déterminant de la métrique g est noté g tels que

g11 912
921 g22

g =det (g) = det = EG - F? (2.10)

Les composantes de 'inverse de g sont données par 1’expression

11 12
1 J—
e B A B (2.11)
921 922 9 —dJ12  gn

L’équation (2.6) détermine complétement la géométrie intrinséque de la surface (.5).
Exemple : si on considére I'exemple de la surface de la sphére précédente, les coefficients

de la premiére forme quadratique de cette sphére, d’aprés Gauss, sont désignés comme suit

Joo = (Pe ,1'9) y 90p = (1‘9 7r<,0) y Gop = (rgo >1“¢)
aprés quoi la premieére forme quadratique, s’exprime
ds* = ggg dO? + 29, dOdp + g, dip?

Ainsi, on obtient
2 2 i 2
9oo =70  9op =0 , ggp=r(8in"0

d’ou la métrique s’écrit sous la forme
ds* = rgy df* + g sin® 0dp® (2.12)

le tenseur métrique g;; est désigné par la matrice diagonale g comme

2
o 0

g = (2.13)
0 rZsin®6

2.4 Deuxiéme forme quadratique

Les combinaisons linéaires des vecteurs r; et ry peuvent étre utilisées pour exprimer tous
les vecteurs tangents a (S) en P. Ils forment donc naturellement une base pour ces vecteurs.

Cela signifie que le plan tangent & (S) en P est engendré par ces vecteurs. Lorsqu’un vecteur
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n perpendiculaire a (S) en P est ajouté a la base naturelle considérée, on obtient une autre
base pour R?. De cette fagon, au moins les points dans le voisinage immédiat de la surface (.5)
peuvent étre exprimés en utilisant cette base.

On peut introduire le vecteur unitaire normal n a la surface (S) au point P qui peut étre

déterminé comme le produit vectoriel des vecteurs de base du plan tangent

ri Xry

12\ _
Il(q 7q ) - ’I']_ % r2|7 (214)

ce vecteur s’écrit aussi pour une surface définie par une équation de la forme f(z,y,2) = 0

comme

1 2 :V_f
» (10 =gy

Soit (L) une courbe définie sur une surface (.S) passant par un certain point P. On sait que,
pour une courbe paramétrée avec s, qui est la longueur de cette courbe, on a la formule

dr_

- —t 2.15
o (2.15)

ol t est le vecteur unitaire tangent a la courbe (L) au point P. Si % # 0, alors

d*r dt
20 2 2.1
ds? ds i (2.16)

avec v est le vecteur unitaire orthogonal a t et se trouvant dans le plan osculateur (plan

contenant les vecteurs v et t) et x la courbure de la ligne (L). Ainsi, d’aprés (2.5)

Pro_d (@) _d (ovds
ds?  ds \ds) ds \O¢ ds

or dij @ N or d*q’
0qioqi ds ds = Oq' ds?’

utilisons les abréviations

or " or
- - =T;; € - =TI
0q*0q’ J 0q*

et multiplions scalairement par le vecteur unitaire n, nous obtenons

d’r d¢’ dg'
T 0 = (ron) 2L 2.1
(Gm) = oo 50 (2.17)
puisque (r; ,n) = 0. On pose (r;;, n) = b;;, la forme

B(q,dq) = b;;dq'd¢’ (2.18)
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s’appelle deuziéme forme quadratique de la surface (). Cette forme s’écrit explicitement comme
suit

B(q,dq) = L (dg")* + 2Mdq'dg* + N (dg?)” (2.19)

o by = L, bjg =byy = M et bys = N. Ainsi, d’apres (2.6) et (2.18), le produit scalaire (2.17)

d’r \ _ Blg,dg)
<d82’ ) - Glq.dg)’ (2.20)

Le tenseur b;; est un tenseur d’ordre 2, symétrique, on le note par la matrice b ( de méme

s’écrit

ici le caractére gras du tenseur indique sa representation matricielle). Le déterminant de la

métrique b est noté b tels que

bll b12

b = det (b) = det
ba1 oo

=LN — M?. (2.21)

L’équation (2.18) détermine la géométrie extrinséque de la surface (.5).
Exemple : on considére toujours ’exemple de la surface de la sphére, les coefficients de la

deuxiéme forme sont
beo = (rep,m) , boy = (Top,m) €t by, = (Typ, 1),

ou le vecteur normal n est

g XTIy, . . .
n=_——->*_— = (sinfcosp,sinbsinp,cosh). (2.22)
o x Ty |
Ainsi, on arrive a
L=byg=-r9, M=by,=0 et N=b,,=—rgsin’0, (2.23)

la deuxiéme forme quadratique, s’exprime
B = —ry df* — rosin? fdp?. (2.24)

Ainsi, le tenseur de courbure extrinséque b;; est désigné par la matrice diagonale b associée a

B comme
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2.5 Relations entre la premiére et la deuxiéme formes quadratiques

2.5.1 Formules de Gauss et de Weingarten

Les formules ainsi dénommeées décrivent la variation des vecteurs r; ¢ = 1,2 et n lorsque le
point P se déplace sur la surface (5), tout comme les formules de Frénet. Puisque ces vecteurs
sont linéairement indépendants, on peut exprimer alors les dérivées de ces vecteurs comme
combinaisons de ces mémes vecteurs avec des coefficients qui sont fonctions des coefficients

de la premiére et la deuxiéme formes quadratiques. Autrement dit, on peut écrire les égalités

suivantes
ri; = Dire+pByn, i k=12 (4 équations) (2.25)
n, = ar,+vn, ik=1,2 (2 équations) (2.26)
ou les coefficients T'};, 3,;, af et v; sont & déterminer. En effet, En multipliant scalairement

I’équation (2.26) par n, on obtient directement

et en multipliant par n les équations (2.25), on obtient
5ij = (rij,n) = by (2.27)
Puis, en dérivant le produit scalaire nul (n,r;) par rapport au ¢’, on obtient
(n,r5;) + (nj,r;) =0

mais (r;;,n) = b;; , il vient
(ri;n;) = —by;

Maintenant multiplions I’équation (2.26) par r;, on obtient
(rj,1;) = of (ry, 1))

on aura
ofgry = —bj,  i,5,k=1,2 (2.28)
multiplions par ¢?¢ on a

k £ i€
i Grig" = =g bji,
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comme gy;g’¢ = 5£ il vient
Oéf = —gjébji,
c’est-a-~dire
af = —bf, (2.29)
donc (2.26) devient
n; = —bkry (2.30)
Les équations (2.28) s’écrivent sous forme matricielle comme
12
oy o g1 912 o bir b
R = — (2.31)
Qy Qg 921 922 ba1  ba2
ou bien
ag=—>b
c’est-dire
a=—bg! (2.32)
ou explicitement
r 1 b —b 2_ 1 b —b
oy = g( 12921 11922) ) Q] = g( 11912 12911) (2-33)
1 1
Oé% = 5 (bazga1 — b21922) a% = ; (ba1g12 — b22g11) (2.34)
ces formules sont appelées formules de Weigarten.
Déterminons maintenant les coefficients Ffj , multiplions (2.25) par r, on obtient
r;j.r= Ffj (r.ro) (2.35)

comme ry.ry = gg¢ ON aura

K
;. = 17 gre

Les quantités r;;.r, = I';j, sont applelées symboles de Christoffel de premicre espéce. On

peut écrire

Lijmg™ = Pfjgkmgmn = FZ’(SZ = FZ

les coefficients Ffj connus aussi comme symboles de Christoffel de deuxiéme espéce, sont alors

donnés par

Ffj = (r;;.x¢) g*
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ou bien
or;
E_ 9T g
Fij = aqj.r (2.36)

avec g™ = r*. Soit g;; = (r;.r;) dérivons par rapport a ¢

ZZZ = (rip1;) + (rirj)
c’est-a-dire
%ZZ = Digj + Lji 30
de méme
‘2%1;2 = Dijie + Ljks .
et
%%f = Tjir + Ty 239

comme I';;; = I';;, (puisque r;; = rj; ) on détermine les I';;;, en considérons (2.39)+(2.38)—(2.37)
1 (0gx  Ogri  0Ogi;
Pz’jk = = g]k + gk — g]
2\ I¢ o¢f  dgk
Enfin, les coefficients (les connexions) Ffj = ¢g**T";;, sont

g_ek(agje 9gui 59@‘)

2 \d¢ ¢ O

comme

k
Ik = (2.40)

Ainsi, les coefficients Ffj s’expriment seulement par les coefficients de la premiére forme

quadratique et leurs dérivées. C’est un fait bien important qui montre que les coefficients Ffj,

contrairement a ﬁij et ozf appartiennent o la géométrie intrinséque de la surface. Les équations

(2.25) avec les coefficients I'}; et 3;; donnés par (2.40) et (2.27) sont appelées formules de Gauss.
On a donné ici deux formules pour calculer les coefficients I'}; & savoir (2.40) et (2.36).
Exemple : calculons, par exemple, le coefficient Fg(p pour la surface de la sphére précédente

en utilisant la formule (2.36)

1_“‘; _ 81‘9 ¥
° T 9y
on a
rg = (rgcosfcosp,rocosfsinp, —rgsinb)

]
ot

= (—rg cossin g, rq cos f cos p, 0)
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et
‘ r
r¥ = ¢¥'r; = r¥ = ¢*’r, = — (puisque la métrique est diagonale)
Py
comme
or . . .
r, = — = (—rosinfsin p, 7o sinf cos ¢, 0)
dp
il vient
1
r¥ = ———— (—rosin@sin ¢, rgsin 6 cos v, 0)
5 sin® 0
donc
1
'Y = ——— (r2cosfsinfsin® ¢ + r2 cos 0 sin 0 cos?
Op T(Q) Sin2 0 ( 0 SO 0 QO)
cos 6
= — = cotf
sin 6

On peut également utiliser la formule (2.40).

2.6 Les différentes courbures sur une surface

2.6.1 Formule de Meusnier

Soit (L) une courbe définie sur une surface (S) passant par un certain point P et paramétrée

, 2
en s. On peut développer le vecteur % comme

d*r n
— = Kpl + K4S

ds? g

ou k, et K, sont les courbures normale et géodésique respectivement et s est un vecteur unitaire
orthogonl & n. Ainsi, on obtient

d’r
20 = (kn + KgS,N) = K,

et d’aprés (2.20), on aura la formule de Meusnier

K = Bla,dg) (2.41)

G (q,dq)
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2.6.2 Courbure de Gauss et courbure moyenne

Réecrivons maintenant la courbure normale (2.41) comme fonction de la variable A = dgy/dq,

de la fagon suivante

L+2MX\+ NX?
Koy =
E +2F)\ + G)\
On veut chercher les extrémums de k,, , pour ce but on considére la dérivée
dkp,
0
d\

d’ou on déduit
(E+2FX+GN?) (NA+ M) — (L4 2MXA+ NX) (GA+F) =0

cela veut dire que
M+ NA

- F+ G

Kn

notons qu’on peut écrire les égalités

E+2FAN+GN = (E+F)N)+ (F+GMA
L+2MMA+ NXN = (L+ M)+ (M+ N

A Taide de ces deux derniéres relations I’équation (2.44) s’écrit ainsi comme

[(E+FXN)+(F+GMNAN(NA+M)—[(L+M\N)+(M+NNAN(GAN+F)=0

qui peut se simplifier comme suit

(E+F\) (NX+ M) = (L + M) (GA+ F)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Donc la courbure normale donnée par (2.45) s’écrit aussi d’aprés (2.47) de la fagon suivante

_ M+NX _ L+MA
- F+G)\N  E+F)\

Kn
Ainsi, on peut former le systéme suivant

(Fkp—M)XN+ (Ek,—L) = 0
(Gkp — N)A+ (Fk, — M) = 0

(2.48)
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mais A\ = dgs/dq; c’est-a-dire on a

(Ek, — L)dgy + (Fky, —M)dgs = 0
(Fr, — M)dg + (G, — N)dge = 0
pour avoir une solution non nulle, il faut que le déterminant soit nul, alors

L—-FExk, M-Fk,
M - Fk, N -Gk,

d’ol on tire I’équation de deuxiéme ordre suivante

, (EN+LG—2MF) (LN — M?)

_ " =0 2.49
i (EG—F2) T (EG- ) (249)
réecrivons la derniére relation sous la forme
EN+ LG —-2MF LN — M?
K2 — (EN + )n + =0 (2.50)

" (EG — F?) " EG - F?

notons que EG — F? =g et b= LN — M? . On peut écrire la derniére équation sous forme

simplifiée comme suit

K2 —2HkK, + K =0 (2.51)
ou
b EN+ LG —-2MF b b —2b
vl o H= + _ guba + 011922 12912 (2.52)
g 29 29

k est la courbure de Gauss (totale) et H la courbure moyenne. Ces deux quantités peuvent

s’écrire aussi en tenant compte des relations (2.33) et (2.34) de la facon suivante

H = —% (b12g12 — br1ga2) — % (b21921 — ba2g11) = —% (a1 +a3)
c’est-a-dire
H= —%T?‘ (o) (2.53)
et aussi on a
K= jj EZ; = det (b) det (g7!) = det (bg ™)

et d’aprés (2.32) on obtient

k= det (—a) = (—=1)*det (a) = det () (2.54)
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Revenons maintenant aux extrémums de &, qui peuvent étre donnés en résolvant I’équation

algébrique (2.51), on aboutit a

(Fn)pey = H+VH?—K (2.55)
(kn)po = H—VH>—K (2.56)

Notons ainsi que la courbure de Gauss et la courbure moyenne peuvent étre exprimées en

fonction de (k,), .. et (k)

max min

5= G i 06 H = 5 [+ () (2.57)

Ainsi, la courbure moyenne H est la moyenne des courbures minimale et maximale, c’est
un nombre réel, dont le signe dépend du choix fait pour orienter la surface (.5).

Exemple : On veut calculer la courbure de Gauss x et la courbure moyenne H pour la
surface de la sphere précédente. Pour cela, calculons d’abord la matrice e donnée par (2.32)

comme

a=—bg™! (2.58)

on a déja calculer les matrices g et b pour la spheére, ainsi on aura

donc suite aux formules (2.54) et (2.53) on obtient

1
K =det (o) = — (2.59)
7o
et
1 1/2 1
2 " (a) 2 (To) To ( 60)

2.7 Tenseur de Riemann et courbure de Gauss

2.7.1 Tenseur de Riemann

Le tenseur de courbure de Riemann ou tenseur de Riemann est le moyen le plus couramment
utilisé pour exprimer la courbure des variétés riemanniennes. Il nous montre dans quelle mesure
le tenseur métrique n’est pas localement isométrique a celui de I'espace euclidien. C’est une

quantité intrinséque, il peut étre calculé sans aucune référence a la fagon dont la surface est
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émergée dans 'espace ambiant. Le tenseur de courbure peut également étre défini pour toute
variété pseudo-riemannienne. Ce tenseur est calculé uniquement en termes du tenseur métrique

et ses dérivées comme suit

a aFa 8Fac e a e a
bed = axbj - axl:j + Dpalee = Tieley (2.61)

ses indices a, b, ¢ et d prennent les valeurs 1 a n ou (0 & n—1) pour un espace n-dimensionnel. Le
nombre total des composantes est n*. Il n’est pas difficile de montrer que le tenseur de Riemann

vérifie les propriétés de symétrie suivantes

Rabcd - gaeRebed (262)
Rigaa = 0, Ya=1,n (2.63)
Rabcd = - Rbacd (2 . 64)
Rabcd - - Rabdc (2 . 65)
Rabcd = Rdcab (266)
et la permutation cyclique (identité de Bianchi )
Rpeqg + Ry + Rogy = 0 (2.67)

En raison de ces propriétés de symétrie, les composantes du tenseur de Riemann ne sont
pas toutes indépendantes. En effet, on peut montrer que le nombre des composantes indépen-

dantes est %nQ (n?* — 1) . Le tableau suivant donne le nombre de ces composantes pour quelques

dimensions
Dimension de 'espace  (n) 112 |3 |4
Nombre de composantes (n?*) 1|16 | 81 | 256
Nombre de composantes indépendantes (5n*(n? —1)) [0 |1 |6 |20

Si toutes les composantes du tenseur de Riemann sont nulles alors 'espace est plat (pas de
courbure dans n’importe quelle direction dans cet espace ). Le tenseur de Riemann R{ , peut
étre contracté (faire une sommation) pour produire le tenseur de Ricci. C’est les propriétés de
symétrie qui vont nous aider a connaitre quels sont les deux indices qui peuvent étre contractés.
En effet, si nous contractons le premier indice (a) avec le deuxiéme (b) on va obtenir un tenseur
nul

Rgcd = gaiRiacd = _ngaicd = _Récd =—R,., = Rgcd =0 (268)

acd
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Il reste deux contractions ; le premier indice avec le troisiéme ou le premier avec le quatriéme.

Ce pendant, remarquons que

a a

bad — = *Yda (269)
c’est-a-dire qu’il ya une seule contraction intéressante du tenseur de Riemann. Cette contraction

produire le tenseur de Ricci R, et on écrit
Rop = fm’b == sz‘ (2-70)

Ry, est un tenseur symétrique. En effet, considérons I'indentité de Bianchi

Ryeg + Rape + Regy, = 0 (2.71)
et on pose d = a, il vient
gca + Rtazbc + R(clab =0 (272)
mais comme Ry, = 0et Rj.. = —Rj,. on obtient
- Zac + Rgab - (273)
c’est-a-dire
R, = Ry (2.74)

A ce stade, on peut définir la courbure scalaire (ou le scalaire de Ricci ) R comme la trace
du tenseur de Ricci

R =g"Ruy =Tr (Ry) (2.75)

Pour une surface bidimensionnelle (espace & 2 dimensions ), le tenseur de Riemann n’a
qu'une seule composante indépendante, ce qui signifie que le scalaire de Ricci R détermine
complétement le tenseur de Riemann. De plus, ce scalaire est directement proportionnelle & la
courbure de Gauss k de cette surface. On va montrer cette proportionalité dans la suite.

Dans les dimensions supérieures, la courbure de Riemann généralise la courbure de Gauss,

mais on a besoin dans ce cas de toutes les composantes du tenseur de Riemann.

2.7.2 Le scalaire de Ricci et la courbure de Gauss pour une surface a 2 dimen-

sions

On consideére une surface (S) bidimensionnelle paramétrée par ¢' et ¢* et soit & nouveau le

vecteur position r (¢!, ¢%) d’un point P sur cette surface. Les équations de Gauss dans ce cas
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sont
vy =Dhe+byn 05,k =1,2 (2.76)
on doit alors avoir 1’égalité
arij dry .
=—, 4,j5,0=12 2.77
aqt  Og ) (2.77)

cela est di a la commutativité des dérivées partielles. La derniére relation s’écrit aussi comme
Tije = Ty (278)

donc a partir de (2.76) on a
k

ob;;
Tije = 9 ,3 —ry, + Fk iTke + aqg n+b;;ny
tenons compte des relations (2.76) et (2.30) on aura

k

ob;
Tije = 8 K I'k + P (I‘zers + bkgn) + 8—an — bijblgrk

cette derniere égalité s’écrit en changeant quelques indices de sommation comme
81“2 . Ob;;
interchangeant maintenant j et ¢ on obtient
ar’; zf s s k abz@

Les vecteurs r, et n sont linéairement indépendants , la relation r;;; — r;;; = 0 donne pour

le coefficient de n
ob;;  Ob;
k kg iy il
Fijbkg — I'iybr; + _(9q‘5 o

.Cette derniére équation est connue comme équation de Mainardi-Codazzi. Pour le coefficient

(2.81)

de ry on obtient ’équation intéressante suivante

ors.  ors
aqu — aqé‘é + LT, — DTG — bigb) + bigh§ =0 (2.82)

qui s’écrit aussi sous la forme

t0i = bijby — bib} (2.83)
ou Ry, est le tenseur de Riemann, discuté précédement, il est donné par

S 8Ff arfﬁ k s k s
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le tenseur de Ricci dans ce cas est

157

par conséquent, la courbure scalaire est

c’est-a-dire
R = bjb; — blb; (2.87)
on a vu dans (2.29) que
O‘f _bf )
par suite
R = ajal —aled = aja) +aj0h + aboq + o503
1.1 2 1 12 2 2

T — Oy — Gp ) — (a0

= 2(aja3 — diay) = 2det ()
Donc d’apreés (2.54), on obtient le résultat général important pour une surface bidimensionnelle
R =2k (2.88)

comme on a déja constaté, la courbure scalaire R est proportionnel a la courbure de Gauss k.

La relation (2.88) est d’une importance fondamentale. Pour une surface bidimensionnelle,
le scalaire de Ricci R détermine complétement le tenseur de Riemann qui dépend du tenseur
métrique g;; et ses dérivées; c’est-a-dire de la premiere forme. Il s’ensuit, & travers 1'égalité
(2.88) que la courbure de Gauss « est indépendante de la deuxiéme forme. C’est-a-dire qu’elle
ne dépend pas de la maniére dont la surface est plongée dans ’espace tridimensionnel. Ce
résultat constitue le théoréme remarquable de Gauss ( Théoréme egregium).

Exemple :

On considére toujours 'exemple précédent de la surface de la sphére définie par le vecteur
position r (6, ). On veut déterminer le scalaire de courbure R en contractant le tenseur de
Ricci correspondant, puis on vérifie la relation (2.88).

Considérons le tenseur de Ricci
_ S
Rij - Risj

— RO 4+ RY

i0j ipg



2.7 Tenseur de Riemann et courbure de Gauss

24

soit
R R
Ri; = 00 )
RW Rw

le scalaire de courbure est

R = ginij = Q%RGG + g(’wRapap
donc on n’a pas besoin de calculer Ry, puisque notre métrique g;; est diagonale

78 0
& 0 r2sin?6 |
Ainsi,
Rgg = Rggy + Ry = Rj
et
Ryp = R?OW + Riww = RZGW

= 0 (voir propriété (2.63) ). Donc on aura

1 1,

. 0 o )
puisque Rgpy = RY,,

R=—=R},+———-—R
- 0
g0 rZsin?g ¥
mais
_ sl _ 2
Reopo = 9piltgpg = GppRpge
_ i 0
Rogop, = goilt,g, = gooRop,

comme Rp,9 = Rgpo, ( suite au (2.66) ) il vient
2

_ ©
il suffit donc de calculer 1’élément wa. En effet

orgy o,

e e Y _Te T¥
R9<p0 - + FGGFeap Qwree

Op 00
on obtient aprés un calcul
Riy=1
Donc le scalaire de courbure est
7o

on a calculé précédement la courbure de Gauss pour cette surface et on a obtenu x = 1/73.

Donc on a bien vérifié la relation R = 2k.
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2.8 Translation géodésique d’un vecteur
Soit une surface (Sz) C R? et soit (L) une ligne dérivable sur cette surface
(L) ={r=r(u' (t),v*(), a<t<p} (2.89)

En tout point de cette ligne soit un vecteur a =a’ (¢) r;. ot a; (t) sont des fonctions dérivables.
Soit la différentielle
da = rda® + a'r;;du’ (2.90)

mais d’aprés (2.25) on a

r; = FZI’]C + bijn
il vient
da= rpda® + @' (Ffjrk + bi]‘nd) du’
= da = (da" + Ta’dw’) 1), + bjja’du/n
la différentielle géodésique est définie par
Da = (da" + Tf;a'dw’) 1y, (2.91)

On dit que le vecteur a subit une translation, ou bien, plus exactement, est géodésiquement
translaté le long de la ligne (L), si sa différentielle géodésique est nulle en tout point de la ligne
(L). En général, si deux vecteurs a et b sont translatés le long d’une ligne (L), leur produit

scalaire reste constant.

2.9 Théoréme de Gauss-Bonnet

Soit une surface semi-géodésique bidimensionnelle (S3) ou sa premiére forme quadratique
est donnée par

ds® = dw® + G (w, u) du® (2.92)
la métrique correspondante est son inverse sont

10 (10
g = et g = (2.93)
0 G 0 1/G
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On a vu que la courbure de Gauss est directement reliée a la la courbure scalaire R & travers

R =2k (2.94)
c’est-a-dire
Iy L s
ko= 597 Ry =" R,

1 1

_ I ps s 2.
1 1

= -R* 4+ —RY (2.96)

utilisons (2.84) on arrive &

or or
orv orv

Pour la métrique (2.92), les symboles de christoffel sont

1
qu - _§GUN qu - F;—LU’LU - 07 Fgw - 07

G, Gy
M =— 7TI%* =T =—_ TI* =
uu 2G’ uw wu 2G7 ww O
donc
orv 9
RY - _ wu (T
B _wa N G? B G?
- 2G  2G?  4G?
_ Gl G
4G22 2G
et
orv
RY — uw _ pu w
uwu aw uw uu
— _% + G_%U
a 2 4G

La courbure totale est donc donnée par ’expression

Guow G

el + Tes (2.99)

K =
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Cette expression peut étre rendue encore plus compacte si on note

(\/5) _ Lloong,

w 2
et <\/5>ww = —%lG3/2Gfu+%Gl/2wa
alors
(9),. & 1Gu
(va) “Twer e
Enfin on a

(VG) +rvG=0 (2.100)

ww

A ce stade, on veut translater un vecteur unitaire p dans le sens positif le long d’un contour

(L) fermé et lisse par morceaux sur (Sz). Considérons le produit scalaire
(pyry) = cosf (2.101)
ou # est I’angle entre le vecteur p et r,,. La différentielle donne
—sin0dh = (dp,r,,) + (p,dr,,)
5
puisque seule la différentielle forcée (le terme proportionnel & n ) du vecteur translaté p peut

étre non nulle, il vient

—sin6df = (p,dr,,) (2.102)

et comme (p,n) = 0 alors on obtient
—sinédf = (p,Dr,,) (2.103)

mais d’aprés (2.91), on peut écrire

Dr, = F’fjdujrk
avec T, = a't; = a' =a¥ =1et a®> =a" =0 et (u',u?) = (w,u). Comme (S;) est donnée par
la métrique (2.92) alors en introduisant les symboles de christoffel calculés ci-dessus, on aura

Gu
Dr, = —dur,

2G

comme p est un vecteur unitaire, le produit (2.103) devient

: Gy Gy _
—sin0df = (p,%duru> = ﬁdu v, | cos (p,ry)



2.9 Théoréme de Gauss-Bonnet 28

r, Lr, et I'angle (p,r,) =0 = (p,;r,) = % — 0, de plus |r,| = \/(r,,1.) = VG.
Alors

G G
—sinfdl = —2dusinVG = df = ——=
50 dusin V e

et par suite, la variation de 1’angle 6 le long de la ligne (L) est

1[Gy

L

du

Cette formule peut étre transformée par la formule de Green dans le plan (w,u) & savoir

}{Pdw + Qdu = // (% - %) dwdu (2.105)
s

L

pour notre cas P = 0, la formule de Green se simplifier a

f@du = //a—dedu
ow
L S
la variation A8 est donc

(G (C

S

G? )
Y| dwdu
N/es

DN | —

comme dS = VGdwdu alors

Guow 1G2
Ae_//<—ﬁ+1@>ds
S

mais d’aprés (2.99) on aura la variation

A = / / kdS (2.106)

s
qui est la formule de Gauss-Bonnet qui montre qu’a la suite d’une translation le long d’un
coutour fermé (L), chaque vecteur subit la rotation d’un angle qui vaut l'intégrale de la courbure

totale de la surface sur le domaine (S) limité par (L).




Chapitre 3

Mécanique quantique d’une particule
confinée une surface : méthode de

confinement

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter essentiellement les résultats de la référence [4]. Cette
étude sera nécessaire pour traiter le chapitre suivant.

Comme on va le voir, la dynamique d’une particule rigidement liée a une surface, par
I’action d’un potentiel externe connu comme le potentiel de confinement qui devrait étre nul
(ou constant) le long du surface, mais, pour chaque petit déplacement de la particule vers
la direction normale, ce potentiel augmente fortement et tend vers l'infini pour garder cette
particule sur la surface. En raison du confinement latéral, les énergies d’excitation quantique
dans la direction normale deviennent beaucoup plus élevées que dans la direction tangentielle.
Désormais, on peut ignorer le mouvement des particules dans la direction normale.

R. C. T. da Costa [4] a montré qu’en raison des courbures de la surface, un potentiel
scalaire de nature purement quantique apparait dans I’équation de Schrédinger 2-dimensionnelle
décrivant le confinement de cette particule. Ce potentiel s’écrit en fonctions de la courbure
moyenne et la courbure de Gauss. Ainsi, nous allons introduire en détail cette méthode de

confinement en se basant sur les notions vues dans le chapitre précédent.
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3.2 Particule liée & une surface

Soit une particule de masse m liée a une surface (S) bidimensionnelle d’équations paramé-

triques r = r (¢!, ¢?). Le voisinage trés proche de cette surface est paramétrées par le vecteur
R(¢', %) =1 (", ¢") +¢’n(d',¢%), (3.1)

ol n est un vecteur normal & la surface (S) en un point donné. La coordonnée ¢* indique la
distance entre ce point de la surface et un point @@ de coordonnées (¢', ¢2, ¢*). Comme évoqué
dans I'introduction, on va considérer maintenant le potentiel de confinement qui est modélisé
en général par la forme suivante
0si =0
lim Vi (¢°) = 1 , (3.2)
A—00 00 si q3 7& 0
ol A est un parameétre introduit pour assurer la forme indiquée ci-dessus. Par exemple,on peut

penser & un potentiel de confinement harmonique Vj (¢*) = %m)\Q (q?’)2 ol A — 00.

On commence par rappeler 1’équation (2.26)

_ On
= 3

=atr,, i, k=12, (3.3)

n;

ot les coefficients o sont donnés explicitement dans le chapitre précédent par les formules de
Weigarten (2.33) et (2.34). Dérivons 1’équation (3.1) par rapport a ¢

OR  Or n ;0n
¢’ o g’ q 8qz”

i=1,2, (3.4)

tenir compte (3.3),il vient

OR
oqt
OR

i

(67 +Paf) e, i=1,2,
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Dans un voisinage tri-dimentionnelle de (5), la composante covariante du tenseur métrique

est
R OR

G'L]:Gﬂ: (a_qz7a_qj> ) 7’7.]:17273
Montrons maintenant pour 2,7 = 1,2 on a

s 2
Gij = gij — 2bijq® + ¢"bsibi; (¢*)”

En effet
OR OR . .
Gij = dq Ogi (0F + a*af) ri (85 + ¢*af) r
= (8f + ¢*af) (65 + ¢’a}) i

— 6f5§rk.rs + [5fajrk.rs + aféjrk.rs} ¢+ ozfozjrk.rs (q3)2
= 1,1+ [oaj-ri.rs + ozfrk.rj} ¢+ afozjrk.rs (q3)2
= gij + [ajgis + afgkj} ¢+ Q?Oé;gks (q3)2

on a d’aprés (2.29)

a;gis = _gisbj = —by
aigy = —gybi = —bji = —by
a?a;gk’s - bfbjgk:s = gksbsibkj

c’est-a-dire
s 2
Gii = gij — 2bijq® + " bgibi; (¢°)
et de plus pour 7,7 =3 on a

Ga = Gu= (G0 05) = (@ + dalyrem) =0, 0= 12

¢’ 0g®
u = (R,
la matrice G s’écrit donc
G G 0
G=| Gy Gxn 0 )
0 0 1

la premiére forme quadratique est
ds® = Gijdqidqj,

= |9 — 2%03 + gksbsibkj (q3)2] dg'dg’ + (dq3)2

(3.5)

(3.6)
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Donc on a

det (G) = det (Gy;) aveci,j=1,2 (3.9)

Ainsi
a = — bg_17

det (G) = det (g — 2bgs + bg_lbqg) (3.10)

rappelons aussi d’apres (2.32) qu’on a
a = — bgila
on peut donc simplifier de plus la derniére relation en écrivant
det (G) = det [(gg‘l —2bg'¢* + bg 'bg ! (q3)2> g}
= det [(I + 2aq¢® + o (q3)2> g}
= det (I +2a¢® + o? (q3)2) det (g)
c’est-a-dire
det (G) = gdet (I+ aq3)2 (3.11)
si on note det (G) = G on a donc
VG = /gdet (1+ ag®)
reste & calculer ’expression
det(I+ ag¢®) = (1 + o&qg) (1 + a%q?’) —alad (q3)2
= 1+ (o& + oz%) ¢+ (o&ag — ozfoé) (q3)2
= 1+7Tr(a) ¢+ det(a) (q3)2

c’est-a-dire on a finalement la relation

VG =g [1+Tr(a) ¢’ + det (o) g3 (3.12)

Tournons notre attention maintenant a I’équation de Schridinger pour la particule de masse

m liée a la surface courbe (S) au moyen du potentiel de confinement V3 (¢3) donné ci-dessus

o, s O
—%v ¢+VA(q)¢_m5,

(3.13)
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avec V2 est 'opérateur tri-dimensionnel de Laplace-Beltrami donné par (voir Annexe)

1

VG

avec 1'abréviation 9; = 0/0q".Ainsi, on a ’équation

V2 ) [@Gijajzﬁ] , (3.14)
L,
2m /G

ot la métrique G introduite dans ’équation de Schrodinger est donnée par (3.8). La structure

[@Gijﬁjtﬁ] + Vi (%) ¥ = ihde, (3.15)

de cette métrique, nous permet de séparer le Laplacien en deux parties; une partie surfacique

notée D (¢', ¢, ¢*) donnée par i, j = 1,2 et une partie normale définie par i = j = 3. En effet

_h_QL (GG) Gija,w _ h_Qa. (Gij) 0 — h_z(;ija..w
om2G " I 2m Too2m
R 1 33 h? 33 W a3 5 :
o 3G (05G) G*031p — %33 (G*) 950 — 7. C Osst + Vi (¢°) v = ihdw

i,7 = 1,2.Mais G3® = 1,I’équation précédente se réduit a

R (1 g g g
s {% (0,G) GIoy — 0, (GY) 0 — G”aﬁw}
w1 7 , |
T 9m oG (03G) O3tp — %53315 +W()y = ihdw (3.16)

Ainsi, on obtient

n? R [(55G) |
—%”D (ql, 7, q3) Y — o Wa?ﬂﬂ + 333¢] + Vi (qg) Y = ihdyp (3.17)
avec
1 g 5 g
D (¢ ¢ ¢") = 55 (%:G) GV0; = 3 (G7) 9; — G0y, (3.18)

Comme on espeére obtenir une fonction d’onde surfacique qui dépend seulement des coor-
données ¢' et ¢2, on est naturellement amené & introduire une nouvelle fonction d’onde y pour
laquelle on peut écrire la séparation x (¢, ¢%, ¢%) = x; (¢}, ¢®) x,, (¢3) et nous pouvons définir

ainsi la densité de probabilité surfacique

P =yl / 2 de?

La transformation adéquate est

x (¢ ¢ ¢%) =V (& A (d' ¢ ) (3.19)
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puisque I'élément de volume associé est donné par
AV = VGdgtdgrdg®
= fdSdq¢® (3.20)
avec
dS = \/gdq"dq’,
et du fait
VG = /g [1 +Tr () ¢® + det (o) (q3)2} , (3.21)
ainsi la fonction f est
f=1+Tr(a)q + det () (q3)2 : (3.22)
introduisons la transformation (3.19) dans (3.17), nous obtenons
——5)(/\/_)—%{ )83<X/\/?>+333<X/\/}>]
+Vi (¢%) (x/ VF ) = iho, (x/ \/?) (3.23)
multiplions par v/f les deux membres, il vient
h? h? G
i VD (V) = g [VIZD o (w/T) + Vo (V7))
+Vi (¢°) x = ihdyx (3.24)
notons que
O3 (X) 95 (f)
% (X/ ﬁ) NG 2 :
d3x X
033 (X/\/?) = 05 (%) - 583 <f3/283 (f))
9] 0\ 2
- OB o+ S - o () (629)
et d’apeéres (3.11) et (3.22) on a
G=gf* et 05G =29 (dsf) f (3.26)
il vient
h? n (o 0 (f)]
—5 VD (X/\/7) - %{( 2) 9, (x) — | 32;‘];)] X
#ow) - B o 4 3 - Ao e =y o)
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c’est-a-dire

_Q}i_m\/fg (X/\/f> - ;_m {(533x) - L@/ X

4 f?
1x .
~ 550 (D) + Vi () = indix (329
qui s’écrit aussi comme
2

(X/\/_> {assx + — [(a&f) — 2f0s3 (f)] X}

+Vi (¢%) x = ihdyx (3.29)

2m 412
on est maintenant prét a tenir compte de Ueffet du potentiel de confinement V) (¢®). A la limite
A — oo la fonction d’onde voit deux bariéres de potentiel sur les deux cotés de la surface.
Comme on ne s’interesse qu’a la surface, on peut prendre la limite ¢> — 0 c’est-a-dire f — 1

et par suite, on a

lim 03f =Tr () et lim 033 (f) = 2det ()

g3—0 q3—0

de plus on a

lim G =g

q3—0
et on a d’aprés (3.6)
lim Gzy = g;; et lim GY = g¥
73—0 73—0

Donc la partie surfacique (3.18) se réduit a

1 i
D = @(8,9)9]8]—81( )8 — 8]1

- %@. (v99"9;) (3.30)

Par conséquent l’équation (3.29) a la forme
Py 9; (V39" 9;x) — — { [Tr (@)]® — 4det (@)} x — h—2833x + Vi (¢°) x = ihd,x, (3.31)
2m /g ! 2m ’

avec i, j = 1,2.Cette derniére équation peut maintenant facilement séparée en partie normale

et tangentielle
X = Xt (q17 4z, t) Xn (q37 t) )

pour laquelle on a les deux équations

oy (éq. normale) (3.32)

1 0 i OXy 12 d [Tr ()2 —4 det(cx) o, _
_%?qu (\/Eg]aqj) st o }Xt = zhﬁ (éq. tangentielle) (3.33)
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I’expression (3.32) est juste I’équation de Schrédinger pour une particule confinée par le potentiel
Vi (¢%). L’équation (3.33) est la plus intéressante en raison du présence du teme lié & la géométrie

du surface
Vi (¢ ¢?) = —S—m {[Tr (a)]? — 4 det () } (3.34)

qui peut affecter la dynamique de la particule. Notons en premier lieu que ce terme peut s’écrire,

en utilisant les relations (2.53) et (2.54) comme

Vi (ql, q2) = —h—Q (H2 — li) (3.35)

2m

ou H et k sont respectivement la courbure moyenne et la courbure de Gauss. Il est important
de noter aussi que ce potentiel dépend de la courbure intrinséque et extrinséque de la surface.

Par conséquent, ce terme n’est pas le méme pour deux surface isométriques.



Chapitre 4

particule confinée sur un cone en
présence d’un champ magnétique

constant

4.1 Introduction

Le but principal de ce chapitre est d’étudier la dynamique quantique d’une particule chargée
confinée sur un cone circulaire et soumise & un champ magnétique constant dirigé selon ’axe
de symétrie. D’abord, on expose dans la section suivante la géométrie non trivial du cone
ou nous allons montrer, en se basant sur le théoréme de Gauss-Bonnet, que la courbure de
Gauss introduit une singularité sous forme d’une fonction delta de Dirac qui correspond & son
extrémité. Puis, on applique la méthode de confinement pour une particule sur un céone. On
montre que le potentiel géométrique effectue d’une maniére significative les états d’énergie du
systéme. Enfin, nous considérons le systéme précédent en plus d’'un champ magnétique constant.
On va déterminer essentiellement :

i) le spectre des énergies sous forme d’une équation transcendante

ii) les niveaux de Laudau sont obtenus comme cas limite.
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4.2 La géométrie du codne

On consideére les coordonnées ¢ et ¢ d’une particule confinée a la surface d’un cone ( voir

figure ci-dessous) défini comme suit

x = {sin a cos @, (4.1)
y = {sinasin g,

z =/lcosa,

ou bien

r(¢,p) = ({sinacos g, £ sin asin p, £ cos a),

on aura donc

r, = (sinacosy,sinasinp,cosa)
r, = (—{sinasingp,{sinacosyp,0)
les coefficients de la premiére forme

le tenseur métrique et son inverse sont

1 0 L 1 0
g = y g_ = 5 (42)
0 Zsin’a S
ou bien

ds® = di* + (*sin® ady?, (4.3)
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I'introduction du terme sin? a dans la métrique plane reproduit un angle total sur la surface
qui est

2m
/ sinadp = 2rsina < 27
0

Le déficit > en angle relatif au cone par rapport a secteur circulaire est donc
2T — x = 2msin «

c’est-a-dire

2 =27 (1 —sina) (4.4)

La figure ci-dessous montre clairement effet du transport parallele ( translation) d’un
vecteur le long d’un cercle dans le plan euclidien ot un angle s a été supprimé afin de reproduire

le cone. L’angle résultant entre les vecteurs initial et final est » = 27 (1 — sin «).

Ainsi, d’aprés le théoréeme de Gauss-Bonnet (2.106) vu au chapitre 2 a savoir

2= / / kdS (4.5)

S

ou dS = /gdldp = lsin adldyp. On aura alors

0 2T
27 (1 —sina) = / k{sin adﬂ/ dy (4.6)
0 0

c’est-a-dire ,
sin «
/ k———ldl =1, W (4.7)
o 1l—sinw
ici 0 < sina < 1 pour satisfaire cette derniére relation, x doit avoir une contribution en fonction

¢ de Dirac

o Lo sinad(f) (4.8)

sin « 14
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Passons maintenant au calcul de la courbure moyenne, en effet, on commence par calculer

le vecteur unitaire normal qui est

Vf(r,y,z2)
| Vf(z,y,2) |

= (cosacosp,cosasinp, —sina),

ou on a utilisé le fait que ’équation de la surface du cone est

cos? v

f(xvyaz): o ($2+y2)—2220
sin®
ensuite on peut calculer
oy = 0
ry, = Ty = (—sinasing,sinacosyp,0)
r,, = (—{sinacosa,—{sinasina,0)

ainsi, les coefficients de la deuxiéme seront

byp = (ryp,n) = —Csinacosa, bee = (re,m) =0, by, = (rep,n) =0,

est la matrice b " le tenseur extrinseéque" est donc

0 0
b —
0 —/sinacoso
d’ou
a=—bg!
c’est-a-dire
0 0
o= 1 cosa
0 ?sina

Ainsi, la courbure moyenne du cone est donc

1 1
H:—fﬂ@:——mw

20 sina

(4.9)
(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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4.3 Le probléme d’une particule libre sur un céne

Considérons une particule neutre confinée a une surface conique. La dynamique est régie

par I’équation de Schrodinger

2
I Ny v () v = B0 (4.15)

2m
6u A Popérateur Laplace-Beltrami et V) (¢3) le potentiel de confinement. On choisit les coor-
données paramétriques (¢ = ¢, ¢2 = ©,q3) avec gz << donc on a I’équation
o1
_%ﬁai
ou la métrique de I’espace voisinage (l'interface) G;; est définie comme dans le chapitre précé-

dent.

(VGGT0;0) &+ VA (a) ¥ = B, i, =1,2,3 (4.16)

A ce stade, on considére le changement 1 = x/+/f ou f est donnée par (3.22) puis, on
applique la méthode de confinement d’une maniére similaire & celle vue au chapitre précédent,
on arrive a

R 10 [ Ox 1 0% h? 0%y
— =) - ——== X — ——=—5 + V) =F 4.17
2m £ Of < (%) 2m (2 sin? o Dp? X7 om g (43) X X (4.17)

En raison de la topologie non triviale du céne et aussi du confinement bidimensionnel, le

potentiel géométrique doit étre de la forme
h2

1 2 - H2 o
Vi (d',¢%) 5 (= K)
h? cos? a R 5(0)
-  8ml2 sin? aX + %V 14 X (4.18)

dans lequel v = (1 — sin «v) /sin . Ainsi, L’expression (4.17) peut se mettre sous la forme

R o*y R*10xy R* 1 9%

2m 002 2m (9 2m (2 sin® o Op?
h? cos’a R2 6 (0) 2 92y
- om0 X amag =B 4.19
8ml? sin? ax + 2my / X 2m 0q2 + Vi (g3) 9 X ( )

cette derniére équation peut étre séparée facilement en partie normale et tangentielle en posant

X = Xz <Q1, q2, t) Xn (q37 t) ) (420)

pour laquelle on a les deux équations
h* 9%y, h* 10y, 1 L%y,

2m o 2ml Al 2mPsin’a
h? cos? a n 5(0)

Xet o V=X = Es  x. (4.21)

8ml2 sin® o
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et
h2 aZX
5 TV = E, : 4.22
avec L, = —ih(0/0p) est le moment orbital de la particule. On va s’intéresser a I’équation

surfacique "tangentielle". On commence par le changement
Xe=€9Pf(0), j=0,£1,+2,..

on obtient I’équation radiale

R (d*  1d 6 d(0)
— | —=+-=—-= —v—= =F 4.2
2m (dzz Tlu e )f f (423)
avec ) ,
47 — cos” «
0 = —5—. 4.24
! 4sin’ o ( )

Il est important de noter que ’équation (4.23) présente un terme singulier 0 (¢) /¢ qui a
un comportement similaire au terme 1/¢2. La solution de ce genre de potentiel nécéssite une
méthode de régularisation. Ici, on va choisir une régularisation physique; c’est-a-dire de régler
la singularité de terme 0 (¢) /¢ en le remplagant par le terme § (¢ —a) /a avec a — 0. Cette
technique de régularisation a été utilisée pour quelques systémes physiques en présence de
'effet Aharonov-Bohm [11, 18]. Ainsi, I’équation (4.23) devient

2 2
o (%jtéé—%—y@)f:&f (4.25)
Les solutions de cette derniere équation dépend du signe de ¢;. Alors deux cas se présentent :

Cas j =0 :

Jo=——2 2 <0 (4.26)
48in”
ainsi (4.25) se réécrit comme
a2 1d d(f—a)
- 4= D2, 7 =0 4.27
(d€2+€d€ Iz v )/ (4.27)
o k? = —% On constate qu’il existe deux régions; la région "in" déterminée par 0 < /¢ < a

et la région "out" pour a < ¢ < co. Ainsi, la partie radiale doit étre continue en ¢ = a :

fout(a‘l'g) = fin(a_E), (428)

alors que sa dérivée est discontinue. En effet, intégrons I’équation (4.27) dans l'intervalle

l[a —e,a + €] avec € — 0. On aura

ate 2 f e 5 (0 — a)
/a Wdé—u/a ————f(O)dt=0

—& —&
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ou bien
dfout<a) . dfzn(a)
dl dl

qui est la deuxiéme condition de continuité. La solution générale de (4.27) pour ¢ # a

@ (429

£ (0) = AL /5. (kl) + BK, /5. (k() (4.30)

ou I; /5 et K, — sont les fonctions de Bessel modifiées de premiére et deuxiéme espéce
respectivement. A et B sont des constantes arbitraires. Le choix physique de 'une de ces
solutions pour chaque région dépend de leur comportement.

Le comportement pour k¢ >>

L= (k6) =~ (2mkt) zeM (4.31)
Ky (k0) ~ (7/(2Kk0))% e (4.32)

et le comportement pour k¢ << (voir Annexe C)

I 5 (kt) ~ (%)éexp (i (vV=don(ike) —)) (4.33)
K, 5 (kt) ~ ( T _50)>;Sm< ~ 80 In(1ke) —7) (4.34)

ou~y =argl (1 + i/ —50). Au vu de ces comportements, on constante que

) = Al 5 (kf) (4.35)
foul) = BK,; 5 (kl) (4.36)

de la premiére condition (4.28), on obtient le rapport

gz_wsm(si/m—l%rméka eXp( (\/—_501n (3k0) - )) (4.37)

et la deuxiéme condition (4.29), on a

§= sinh (/=50 ) (14 ~50) )exp( (\/__50111 (Lka) — )) (4.38)

m™/ =30 cos<\/71n(2ka)

en égalant les deux rapports (4.37) et (4.38), il vient

cot <\/—_501n(%ka) _ 7> _ %\/6—0_50
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d’ou I'énergie de 1’état lié est finalement
212 2 v
Ey), = — ex cot ™ | ——=+1)+2 } 4.39
B, == [ oo (A +1) +o (439
notons que lorsque a — 0,on a (Ey), — —oo (pas d’état fondamental fini).
Cas j#0:

Dans ce cas ’équation (4.25) devient

? 10 4 0 —a)
S R P R s = 4.4
<8€2+€8€ I v )= (4.40)
avec k? = —2’;’{#. La solution générale de cette équation est donnée par la combinaison

f=AIj; (k) + BK 5 (k) (4.41)

le comportement de ces solutions pour k¢ << a 'ordre le plus bas est

1 V5
I 5kl =~ (k)
v 2T (V3 +1)
Ks(kt) ~ (297 (V3) (k) 41 (=5 (k0"
) ~ 527 (Vo) (k0" 4T (—vB) 5
par conséquent, les solutions correspondantes dans les deux régions sont
full) = Al (k) (4.42)
four(€) = BK s5(kl) (4.43)

a Pordre le plus bas en k¢ on obtient le rapport B/A
B (k0)Y?
A (Vo) T (Va+ 1) BE () 40 (—VE) T (VB + 1) (k)
d’autre part, la deuxiéme condition (4.29) donne le rapport
1 Vo 1 Vo
(VW (ka)* + V0 7y (k) )
(=v63291 (V5) (ka) ™" + Vo A=T (=V3) (ka)”)

d’ou on tire le spectre suivant

SN{jev

1

o <1+2\/(—5>F<1+\/5) v
F(l—\/5>

On remarque que lorsque a — 0 [’énergie n’est bornée inférieurement c’est-a-dire £y, — —oo

E; =

J

~—~

4.44)

ma? v

(pas d’état fondamental). De méme pour v — 0.
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4.4 Particule sur un cone en présence d’un champ magnétique constant

On considére maintenant une particule de charge ¢, confinée sur la surface d’'un cone et
soumise a un champ magnétique externe constant B dans la direction z. Le potentiel vecteur

associé est donc
B

A =7 PUyp, (4.45)
I’équation de Schrodinger du systéme s’écrit
® AV, V5 (g0) 0 = B (4.46)
m
ou explicitement
h? h h ZA2
—5 AU = DAV — L (VA) ¢+ Tt + Vi () ¥ = B (447)

le terme V.A = 0 puisque

VA = \/_ o (\/_ AZ) —i(ﬁ/@,) (4.48)

= 0 (la jauge de Coulomb (4.49)
reste & calculer AV comme
B 10 B 0
AV = 2pu- T, =22 4.
e (4.50)
remplagons dans I’équation (4.47),on obtient
Ro1 ; haBow
“0; E 4.51
“am g0 (YOG 0w) v = 5o A i =Ee (45

Posons ¢ = x/+/f et appliquons la méthode de confinement comme expliquée dans le

chapitre 3, on arrive a

R Ry 1 Refa B0 o
om o2 2mi ol ' 2mCsinia  8mlsiniaX | om’ £ X ‘
qB ¢*B?*sin’a , h* 9*x
———PL, + —€ FE
o S X— 5 B Xy Vi(g3) ¥ = Ex

la partie surfacique correspondante a donc 1’expression

n* 9%y, R* 10y, L? 1 ¢B

" 2m O 2m ¥t Of om2sin2a 2m °

212 (2 2 02 2
¢’B*sin“a ,  h®cos®a s (0)
—_— - —— 4+ —r— = FE; 4.53
i ( 8m 8ml2 sin” o * om” ¢ )X X (4.53)
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Considérons ensuite la décomposition suivante
Xe=€9Pf (), j=0,+1,42,..

remplagons dans (4.53), on arrive a I’équation

_h_2_82f — ﬁlg + quQSil’l2Oé€2f . hqBJf
2m o002 2m ¥l O¢ 8m 2m
2052 2 2
<h (47° — cos® a) _’_h_V#)f = EB,f

8ml2 sin® o 2m

ou bien

(4.54)

O*f 10f 2mYs,  m*w? , 0 5 () B
5 T Ta0 ( T _ﬁ_”T)f_O

avec les notations

452 — cos? B hqB
5j:],—C2OSOé, w:q—sina, ZszEs+q—j
48in” « 2m 2m

On suppose que d; > 0 c-a-d j # 0. De méme que la section précédente on a un terme
singulier représenté par la fonction ¢ (¢) /¢. On adopte pour ce systéme la méme méthode de

régularisation, donc on écrit 1’équation précédente comme

O*f 10f 2mY,  miw? dj d(l—a)

-z 5 _ Ly =0 4.

8€2+£8€+<h2 BT e VT, )f (4.55)
ot la solution générale (voir Annexe B) est la combinaison
2 1 m
— 2u  — N - o S 2
1G] Atte @(2—1—,u —4/\h2,1—|—2u,2)\€>

B e (L - mZs g 21, 2\ (4.56)

2 ANR?’ ’ '

avec [ = ﬁ /2, A = mw/2h et ® est la fonction hypergéométrique confluente (fonction de
Kemmer ). Afin de déterminer les états liés, on doit suivre une méthode similaire a celle vue
ci-dessus. En effet, il est facile de voir que les solutions "in" et "out" des deux régions ont le

comportement

fin (0) ~ CO? (4.57)
faur (0) =~ A 4 B2 (4.58)

ou A, Bet C sont des constantes arbitraires. La continuité de f (¢) en ¢ = a exige que

Ca** = Aa** + Ba ™" (4.59)
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la discontiuité de sa dérivée donne
v
2uAa®* ™t — 2uBa "t — 2uCa* !t = —Ca®
a

on peut donc construire le rapport )
i
17 g (4.60)

A ce stade, on doit exiger aussi que la fonction d’onde f,,(¢) donnée par (4.56) est nulle
pour ¢ — 4o00. c-a-d :

four(£) = 0 si £ — +0o0

utilisons le comportement asymptotique suivante [19]

r
® (a,c,z) ~ T 53 2%, 2 >> (4.61)
explicitement
1 ms I'(1+2p) _mSe 1
O =+p——— 1421222 ~ NC) T THTE 20 4.62
(500 S 220 ) ~ e ey () S (462
1 ms I'(1—2p) —has ey a2
Pls—1— 5512, 2)\62) ~ IN(F) a2 T2 ¢ 4.63
(o T ) (102)
alors a partir de la condition f,,;(¢) = 0 pour £ — +o00, on peut former le rapport
B__ TG-p-i)l+2
Lo _ e - (4.64)
AT @V G- )T (- 2)
Puis, comparons (4.60) et (4.64), on obtient 1’équation transcendante de 1’énergie
a** _ F(1+2M)F(%—M—TA§LS)
L+ VT —20)T (5 +1p— 55)
ou bien
5]' 6J' mdsg
()" DO VBT (5= Y - )
_ (4.65)

R L Ry

2 4NR2

Il est important de noter que lorsque a — 0, Les niveaux de Landau sont obtenus a partir de

I’égalité (4.65) comme poles de la fonction gamma au dénominateur.

VO mEs (4.66)

1
2T Ty Tom. "
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d’olt on peut déduire les énergies suivantes

1 [452 — cos? B
A O‘) _ g j. (4.67)

(E'n,j)s = hw (Zn + 1 + = P)

2 sin” «v 2m

signalons que ce spectre est identique & celui obtenu dans la référence [13] en utilisant la
technique des intégrales de chemins. Pour le cas spécial a« = 7/2 le cone devient un plan et on

obtient les niveaux
hqB .

2m

1l
(Enj)y = hwe (n to+ 7)

AN B P
ol w, = L= est la fréquence cyclotron.

(4.68)

Il est important de noter aussi que le potentiel géométrique effectue d’une maniére remar-
quable le spectre d’énergie, notamment pour le cas j = 0 qui n’appartient pas au spectre des

états liés sauf si o = /2.



Chapitre 5

Conclusion

La dynamique quantique d’une particule non relativiste confinée sur une surface courbe par
I’action d’un potentiel de confinement est basée principalement sur la séparation de I’équation de
Schrodinger en deux parties; une partie normale qui ne dépend que de la coordonnée normale
et une autre surfacique qui dépend des coordonnées intrinséques de la surface en plus d’un
potentiel de nature géométrique qui est fonction des courbures caractéristiques de cette surface
(courbure de Gauss et courbure moyenne).

Dans ce travail, on a considéré un exemple de confinement bidimensionnel & savoir une
particule sur un cone. On a montré que le potentiel géométrique correspondant contient un
terme relatif & sa courbure moyenne et un autre terme non trivial relatif & sa courbure de
Gauss. Ce dernier introduit une singularité sous forme d’une fonction delta de Dirac. Pour
faire face a cette pathologie, on a adopté une technique de régularisation simple basée sur
la redéfinition du terme singulier. Comme résultat de ce mémoire, le spectre d’énergie de ce
systéme est obtenu comme une équation transcendante. Les niveaux de Landau déterminés
dans [12, 13] sans tenir compte de la singularité, sont obtenus ici comme cas limite.

Nous espérons que les résultats obtenus ici trouvent ses applications dans les nano-structures

de confinement notamment en couches minces.

.1 Annexe A

Les symboles de Christoffel s’écrivent

i _ 9" (O09wi | Ogim  Ogri
ki 2 oxt oxk  Oxm
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on peut noter, en changeant les indices, que le premier terme se simplifier avec le trosieme, il

vient .
g m agzm

P = 75 90k

Suite a la formule
det A = exp(trin A)
= d (det A) = tr (A"'dAdet A)
alors pour A = g;,,, avec det (g;,) = ¢ il vient
dg = 99" dgim

cela veut dire

Ainsi, pour g négatif

c-a-d

i) La divergence d’un tenseur une fois contravariant A* s’écrit

DA — 0A LT AR = 0A 8ln(\/—g)Ak

0xi. Ot oxk
_ (9A. N aln(\/'—g)Ai
oxt oxt

ou bien D;A’ = L 9 —gA )
V=g or?
ii) Le laplacien V3¢ d’une fonction ¢ est défini comme div (grad p) = D; (grad ¢)’. En

déduire que
V%o = D; (grad @)’ .

1 0 (v=g(erade))
V=g ozt

mais (grad gp)i = g" (grad QO)j = g70;p = gij%, il vient

2o 10 (i O
7T V—g 0x! 99" i

\Y
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.2 Annexe B

Soit I’équation différentielle

?f 10f 2mY, mPw? , 0 B
W+Z%+( R TR —g—z)f—o

Faisons le changement de variable 7 = ¢? | c’est-a-dire

of _ofor _,,0f
or  orol T or
Pf 0 0% Of L 0f
o 2oy T ge T g T2y,

Ainsi ’équation (1) devient

*f  of . of

omY,  miw? d;
_ —0
h? h? r ) !

qui peut se simplifier comme suit

2 2 2 8
Tﬂﬁ+<mzs_m_wr_i>f:0

or?2  Or 2h? 4h? T
Si on pose
f=e¢yg
c’est-a-dire
0 0
a_i = —\ —)\rg + e—)\ra_i
O’ f g »g
- J )\2 —Ar 2\ Ar —ArZ J
gz 9T e T g
on obtient
d%g dg mY ) 202 %
TW+(1_2)\T)E+ o2 ()\— e )T g=0
choisissons ) o
2 Mmwr A )\
A e 0 cadA\ o

I’équation (4) devient
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On considére ensuite la décomposition suivante

g=r"e (6)
c’est-a-dire

P
% = urt 1 + r“g—
r r

0%g od 0*®

L — D) rE 2P 4 9t I wZ =

or? plp=1r epr or o or?

remplagons dans (5),on arrive a I’équation

—~~
N
N—

Rk o0&  [(mX pr— %
—— (1 =2 r +2u) — A —2)\ L l1d=0
T8r2+( Tt u)8T+<2h2 pt r

pour transformer cette équation & une équation différentielle connue,on doit poser

2 5]’

Wy =0
ol bien

L 0

2
Ainsi, I’équation (7) se réduit a
2
T(Z)Tf+(1—2)\r+2u)g—(f+(72;8—(14—2”))\)(1):0 (9)

Puis, effectuons le changement & = 2\r c’est-a-dire

0> _ 0208 _,, 00
or  o¢or T oE

2 2
0°P _ 4/\28 %)
or? o€
on obtient une équation de type hypergéométrique confluente
0P od 1 mdis
— 4+ 1 +2u—& — — = (14+2u) — ®=0 10
o+ -0 g -5 (2 - ) (10)
de la forme )
0P 0P
— +b—&)——adP=0 11
ou

1 mdig
= —((1+2u) - =1+2

la solution générale de (10) est la combinaison suivante

f= AP (a,0,2M7) + BB (a — b+ 1,2 — b, 202) (12)
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.3 Annexe C

Soit la fonction L, (2) donnée par

)

Le (2) (Io (2) + 15 (2)) (13)

~ 2sin (pm)
'ordre o peut étre compléxe. Soit aussi la fonction de Bessel modifiée du second espece K, (2).

Ko () = 5y Lo (2) = 1o (2) (14)

I1 a été montré dans la réféfrence [20] que le comportement de L;, (x) avec p réel pour z <<

est
1

L, (x) ~ <Msinﬁ(w)) coS (u ln(%x) — ’y)

alors que K, (z) est

=

s 2 3
K, (z) =~ — (—Msinh(w)) sin (u ln(%x) — ”y)

Donc on peut trouver a partir de (13) et (14)

1(z) = 30 Gy ik, (2))

T

Donc le comportement de I;, (z) pour << est

= (22 o
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4 Résumé

Dans ce mémoire, on a considéré la dynamique d’une particule confinée sur un cone et
soumise & un champ magnétique constant. Le potentiel géométrique correspondant contient un
terme relatif & sa courbure moyenne et un autre terme non trivial relatif a sa courbure de Gauss.
Ce dernier introduit une singularité sous forme d’une fonction delta de Dirac. Pour faire face a
cette pathologie, on a adopté une technique de régularisation simple basée sur la redéfinition du
terme singulier. Comme résultat de ce mémoire, le spectre d’énergie de ce systéme est obtenu
comme une équation transcendante. Les niveaux de Landau déterminés dans la littérature, sans

tenir compte de la singularité, sont obtenus ici comme cas limite.

Mots clés : potentiel géométrique, singularité, régularisation, surface conique.
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