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Résumé

En statistique , les modeles SETAR (Self-Exciting Threshold AutoRegressive) sont des
modeles non linéaires généralement appliqués aux données de série temporelles comme une
extension des modeles autorégressifs. Ces modeles sont caractérisés par une grande flexibilité
dans leurs parametres grace au comportement de changement de régime.

La majorité des travaux de modélisation suppose que les séries non linéaires et la plupart des
recherche appliqués trouvent donc commode de supposer la linéarité. Récemment des arguments
ont été présentés, basés sur des données financieres , selon lesquels les spécifications non linéaires
peuvent étre une représentation plus réaliste de données.

Dans cette étude, une série chronologique mensuelle des taches solaires (1998-2016) a été
analysé. Le modele SETAR (2,3,3,2) a été choisit comme meilleur modele non linéaire pour
cette série sur le quel les prévisions ont été calculées pour une période de 6 mois. En terme de
RMSE, le modéle SETAR, (2,3,3,2) a fournit des bonnes prévisions .

Abstract

In statistics, Self-Exciting Threshold AutoRegressive (SETAR) model are non linear models
typically applied to time series data as an extension of autoregressive models There models are
characterized by a high degree of flexibility in their parameters through a regime switching
behavior.

The majority of the empirical modeling work assumes that the series are linear and the most
applied researches find it convenient to assume linearity. Recently, arguments have been presen-
ted, based on financials data, that non linear specifications may be more realistic representation

of data.
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In this study, a time series of monthly sunspot (1998-2016) was analyzed The SETAR
(2,3,3,2) model has been chosen as the best non linear model of this series in which the pre-
dictions were calculated for period of 6 months. In tems of RMSE, the SETAR (2,3,3,2) model

provided a good predictions.
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Notations

S; : La saisonnalité.

g : le résidu.

i.i.d : indépendant identiquement distribué.

E : Espérance.

Var : La variance.

cov : La covariance.

v, La fonction d’auto-covariance .

pr - La fonction d’auto-corrélation partielle.

ACF : La fonction d’auto-corrélation.

AR :Auto-régressif.

ARIMA :Auto-régressif Moyenne mobile Intégré.

ARMA :Auto-régressif Moyenne mobile.

SARIMA :Auto-régressif Moyenne mobile Intégré Saisonnier .
ARFIMA :Auto-régressif Moyenne mobile Fractionnerement Intégré.
ARCH :Auto-régressif Conditionnellement Hétéroscédastique.
GARCH :Auto-régressif Conditionnellement Hétéroscédastique Généralisé.
BL :Bilinéaires.

MA : Moyenne mobile.

STAR :Smooth transition Auto-régressif

LSTAR :Logistic Smooth transition Auto-régressif

TAR :Threshold Auto-régressif.
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SETAR :Self-Exciting Threshold Auto-régressif.
c—a—d: Clest a dire.

SSi : Si et Seulement Si.

ML : Multiplication de Lagrange.

TS : Trend Stationary.

DS : Differency Stationnary.

bb :bruit blanc .

bbf :bruit blanc fort.

AIC :AKAIKE.Information.criterion.



Introduction Générale

Une série chronologique, ou série temporelle, est une série d’observations ordonnées chro-
nologiquement . Elles se rencontrent naturellement dans une grande variété de domaines. On
peut citer : 'économie (taux de chomage, PNB ...), la finance (cours d’action, taux d’intérét,
...), I'écologie (pollution a l'ozone, au CO, ...), le transport (avec 'exemple célebre du trafic
aérien international), la démographie. Les objectifs d’étude sont multiples; La prévision est
sans doute le but le plus fréquent. Il s’agit de prévoir les valeurs futures d’une variable grace
aux valeurs observées dans le présent et le passé de cette méme variable , la problématique
n’est donc pas la méme qu’en régression ou l'on cherche a prévoir le niveau d’une variable (la
réponse) en fonction du niveau d’autres variables (les prédicateurs). Une classe trés importante
de modeles utilisés pour la prévision des processus stationnaires est celle des Auto-régressifs

Moyenne Ajusté (ARMA).

La majorité des travaux de modelisation en séries temporelles supposent que les séries
sont linéaires. Les modeles linéaires de type Autoregresifs ont été appliqués dans de nombreux
domaines, les praticiens sont de plus en plus confrontés a des données réelles non linéaires, ce qui
suggere des modeles appropriés a ce type de données. pour tenir compte de ces comportement
dynamiques en utilisant des données de séries chronologiques, des modeles de changement de
régime ont été introduit, plus particulierement les modeles autoregressive a seuil introduit par

Tong, Tong et Lim (1980) sont largement discutés.

Le recours aux modeles non linéaires peut s’expliquer par le fait que I'hypothese de la
linéarité apparaiit étant une hypothese lourde concernant 1’évolution de nombreuses séries fi-

nancieres.
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L'un de fameux modele autoregressif a seuil est le modele SETAR(k,py, ..., pg,d) qui est
généralement appliqués aux données de séries temporelle comme une extension des modeles
autoregressifs a fin de permettre un plus grand degres de flexibilité dans les parametres du

modele grace au comportement du changement de régime.

le modele SETAR est un outil important permettant de comprendre et de prédir les valeurs
futurs d’une série temporelle, en supposant que le comportement de la série change une fois
que la série rentre dans un régime différent, le passage d’un régime a ’autre dépend des valeurs

passées de la série.

Nous articulons ce mémoire autour de trois chapitres .Dans le premier chapitre intitulé
”Processus univariés a temps discret 7, nous présentons quelques rappels sur les processus
linéaires stationnaires (AR, MA et ARMA) et non stationnaires (TS et DS).Cette présentation
nécessite que 'on définisse au préalable un certains nombre de notions essentielles a ’analyse

des séries temporelles, et en particulier la notion de stationnarité.

Dans le deuxiéme chapitre intitulé " processus non linéaires” ,nous étudierons les modeles
non linéaires et les modeles auto-régressive a seuil, leurs méthodes d’estimation et la procédure
d’identification de Tong et Lim (1980), la spécification du modele & seuil, et quelques tests de
linéarité.

Enfin , dans le troisiéme chapitre ”Simulations et Application” , on fait compléter
notre travail par la mise en place de quelques simulation de procressus SETAR en changent

ces différent parametres puis de modéliser une séries réelles par un modele AR et un modele

SETAR.

A la fin une conclusion générale dresse une synthese des principaux résultats obtenus au

cours de notre travails.
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Chapitre

Processus univariés a témps discret

Introduction

Ce chapitre présente les bases de la modélisation probabiliste des séries temporelles. Il définit
les notions de processus stochastique et de stationnarité, ainsi que des outils d’analyse comme
les autocorrélogrammes.

Soit (z;)er une famille d’observations d’un phénoméne qui peut étre physique, économique,
biologique... Chaque observation z; € R? a été enregistrée a un temps spécifique ¢t € T et on
appelle série temporelle cet ensemble d’observations.

Si T est dénombrable (en général T' C Z), on parle de série temporelle & temps discret .
Si T n’est pas dénombrable (en général un intervalle de R), on parle de série temporelle a
temps continu .

On considere des séries temporelles & valeur dans R%.Si d = 1, on parle de série univariée
. Sid > 1, on parle de série multivariée .

On désignera dans la suite par série temporelle une série temporelle univariée a temps
discret.

On considere en Statistique que 1’observation x est la réalisation d’une variable aléatoire X.
De maniére analogue, une série temporelle (X;)ier est considérée comme la réalisation d'un

processus stochastique (d’une suite de variables aléatoires) (X;)ier



1.1. Processus linéaires

1.1 Processus linéaires

Les modeles linéaires occupent une place centrale dans la théorie des séries chronologiques.
L’analyse classique des séries temporelles basée sur la construction de modeles du processus
stochastique sous-jacent.Celui-ci est ensuite utilisé d’un point de vue statistique, que ce soit
pour analyser la structure du processus ou pour produire des prévisions.Dans la pratique on

trouve plusieurs modeles linéaires de séries chronologiques, on cite :modeles AR, modeles MA,

modeles ARMA | modeles ARIMA | SARIMA | modeles TS et DS .

Rappels

Définition 1.1.1.

On appelle processus une suite (X,,), des variables aléatoires.| 3]

Définition 1.1.2.
Un processus linéaires est un processus stochastique (X¢)iez, formé par une combinaison linéaire

de bruits blancs (white noise €(t) ).[25]

Définition 1.1.3.
Un bruit blanc fort est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées (iid) (;)iez centrées et de variances o . On note (g;) ~ bbf(0,0%).[17]

Définition 1.1.4.
Un bruit blanc faible, tout suite de v.a.r (g¢)1ez centrées et de variance o* .
On note : (g) ~ bb(0, 0?).

i) V(t,t') € Z:t #t',Cov(es,ep) = 0.

i) Vt € Z: E(X,) =0 et BE(X2) = o2.[21]

Définition 1.1.5.

Le processus X, est stationnaire au sens strict si pour tout (t1,ta, ....,t,) avect; € T ;i=1,....,n
et si pour tout 7 € T avec t; + 1 € T,(Xy,, X4y, ..., Xy,) a la méme distribution de probabilité
jointe que (Xy,, ., Xigory ooy Xty ) -2

Définition 1.1.6.

Un processus X; est stationnaire au second ordre si :

- B(X,) =m < + .



1.1. Processus linéaires

i B(X?) <400 Vtel.
-111- Cov(Xy, Xewn) =y(h) Vit € Z. Ou est la fonction d’autocovariance du processus .[21][17]

Example 1.1.1.

& par la définition d’un bruit blanc fort (e;) ~ bbf(0,0?) est strictement (fortement)stationnaire.

& par la définition d’un bruit blanc faible (g¢) ~ bb(0,0?) est faiblement stationnaire .[1]

Définition 1.1.7.

On dit que (X})iez est un processus linéaire de moyenne p s’il peut étre écrit sous la forme

+oo
Xy =p+ Z biei_;.

i=—00

+oo
() ~ bbF(0,0%) Y bi< + 0.

1=—00
Définition 1.1.8. la fonction d’auto-covariance

La fonction d’auto-covariance d’un processus stationnaire (Xi)iez est définie par [21][30] :
Y = Cov(Xy, Xiyn)
= E[(X; — E(Xy))(Xi—n — E(X;_p)|Vh € Z.

Définition 1.1.9. la fonction d’auto-correlation(ACF)

La fonction d’auto-correlation d’un processus stationnaire (Xy)iez est définie par :
Vh €7 [30] :
_ Cov(Xy, Xiyn)

VVar(Xy)\/Var(X—s)

Ph

estimtion de la fonction d’autocovarince et la fonction d’autocorrélation

considérons un ensemble d’observation X, ...... Xr.

Définition 1.1.10. moyenne emprique

La moyenne emprique est donnée par [23)] :



1.1. Processus linéaires

Définition 1.1.11. la fonction d’autocovariance emprique [21]

1 T—h
Yr(h) = 7 = ) _(XeX1)(Xeon — X71)
1

t

Définition 1.1.12. la fonction d’autocorrelation emprique|l]

. Ar(h)
pr(h) = -
4r(0)
ci ces estimation sont biaisés (a distance finie ) ils sont malgré tout asymptotiquement sans

biais.

Proposition 1.1.1.
Les moments empiriques convergent vers les moments théoriques. Xo — m ; yr(h) — ~yr(h)

et pr(h) — pr(h) . quand T — +o0. asymptotiquement des moments empriques.|3|

Théoreme 1.1.2.

La fonction d’auto-covariance(résp.d’auto-corrélation) d’un processus X, stationnaire vérifie les
propriétés suivantes [30] :

i)- vr(0) = Cov(Xy, Xy) = E[X; — (B(Xy))?] = Var(X;) .

i)~ |yl <70 -

ii1)- v, = v_n (fonction paire) .

(resp: po =1, |pn| < po. pr = p-n)-

Définition 1.1.13. fonction d’auto-corrélation partielle

La fonction d’autocorrélation partielle est donneé par :

(bhh — |ph|
Ph

O :|p;|(resp |pn| ) est le déterminant de la matrice py, et p; est donnée par :

1 Pr -+ Ph-1
pP1 L. prs
Ph = ) .
| Ph-1 Ph—1 .- P1 |

pn est la matrice symétrique formés des (h-1) premiers autocorrélations de X .



1.2. Processus stationnaire ARMA

1 P1 P1

R PR B

Pn = . )
| Ph—1 Ph—1 --- Ph]

p; est ainsi la matrice p;, dans laquelle on a remplace la derniere colonne par le vecteur

(p1eeeeeopn)’[31]

Définition 1.1.14.

Un processus linéaire (Xy),o, s’appelle causal s’il peut étre représenté sous la forme [1] :

+o0
X = E Vi€
i=0

+o0
Ot g, est un bruit blanc et wa < +o0
=0

Définition 1.1.15.

Un processus (X¢),e, est dit inversible s’il existe une suite de constantes (m;) telle que [30] :

+oo
ou E T < +00.
i=0

1.2 Processus stationnaire ARMA

La classe des modeles ARMA peut étre décomposée en deux sous classes : la classe des

modeles autorégressives AR et la classe des modeles moyenne mobile MA.

1.2.1  Processus MA(q)

Définition 1.2.1.
On appelle processus moyenne mobile ("moving average”) d’ordre q, noté MA(q), un processus
stationnaire (X;) vérifiant une relation du type :

pour tout t € Z.



1.2. Processus stationnaire ARMA

q
Xt =& + Z@St_i (11)

i=1
ou les 0 i sont des réels et (g;) est un bruit blanc de variance o2,(1.1) est équivalent d
Vécriture X; = O(B)ey 0w O(B) =14+ 6B+ oo +0,B9.

comme O(B) < 400 est stationnaire.| 5|

Proposition 1.2.1.
Soit {x;}1ez un processus MA(q),alors :

i) E(X)) = 0.
(14+60f+ oo, +602)a? sih=0
ii)- v(h) = var(Xe) = < (0 + Opsrby + oo +0,0,_1)02 sil<h<q.
0 st h > 0.
1 sih=0
iii)- o(h) = cov(Xy, Xoyn) = B(Xi Xon) = ("h*9“;%?f:fg:fg;é?eq—h) sil<h<q.
0 st h >q.

1l covient dintroduire 'operateur retard B ce qui permettra de simplifier les écritures. En géneral
soit { Xy hezun modéle MA(q)et B Uoperteur retard.

avec B’Y, =Y,_; , alors ona :

Y=+ 601601+ oo + 0464
=(1+6B+ ... +6,B%)¢,.
= @(B)Et

ou O(B) est un polynéme moyenne mobile d’ordre q.[1]

Représentation stationnaire et causale :
La définition d'un MA(q) est explicite et ne pose donc pas de probleme :
le processus X; est parfaitement défini et est automatiquement stationnaire. La représentation

est causale par définition.[23]



1.2. Processus stationnaire ARMA

Représentation inversible
O(B) est un polynoéme en B de degré q , que 'on peut factoriser en ayant calculé ses racines

Zi=5i=1,..q:

Si ©(Z) n’a pas de racine de module égale & 1, on peut calculer I'inverse de ©(B) , qui est alors

donnée par :

OB) ' = (1 - \B) (1= AB)  ee(1 - A,B)L,

K n Ko T K,

(1-MB) (1—-XB) 7 (1—-X\,B)’
Si toutes les racines de © (c-a-d /\i , @ = 1,...,q) sont distinctes et ou Kj,...K, sont des
parametres qui dépendent de Aq, .....A,.

On obtient alors I'expression suivante :

+00
OB) " = > mX, =«
j=—o00
Ou ) 7w < oo (alternativement, les racines du polynéme caractéristique sont a l'intérieur du
cercle unitaire). Dans ce cas : Les coeflicients 7; sont les coefficients de la série Taylor de
m(z) = ﬁ :

* Si les racines ©(Z) = 0 sont tout de module supérieur 1 , on peut montrer que 7; = 0 et

g; s'interprete comme l'innovation du processus , on dit que le processus est inversible .
* Siles racines de ©(Z) = 0 sont inférieures a len module , mais qu’il n’y a pas de racines de
module égale al , on peut inverse les racines , quitte a changer de bruit blanc et supposer

que le processus inversible.[27]

1.2.2  Processus AR(p)

Définition 1.2.2.

Soit (e¢)iez un bruit blanc (faible) de variance o* et p > 1.

On dit qu’un processus (X;)iez est un processus autorégressif ou encore processus AR (Auto-
Regressive) d’ordre p, noté AR(p), si :

* (X}i)iez est stationnaire.



1.2. Processus stationnaire ARMA

p
*Vtel X, = Z¢iXt_i + et ot (¢1, ..., ¢p)sont des constante ¢, # 0.
i=1
On utilise généralement la notion suivante :

O(B)X, =& ot ®(B)=1-Y  ¢;B".[2]]
i=1

Représentation inversible

La représentation AR(p) est inversible par définition.[30]

Représentation causale
Si le polyndome ¢ a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1, 'opérateur inverse
®(B)~! admet un développement ne faisant intervenir que les puissances positives de B . On a

alors :
—+00
Xt: E hjé’ft,j.
Jj=0

Dans ce cas , on montre que l'ona :

+o0
Zhj<00 , hog =1.
=0

Dans ce cas X;_1, Xy o,...sont fonctions linéaires de &, 1,&; o, ...,et en particulier sont non

corrélés avec g;. Projetant la relation AR sur le passé de Y , on obtient :
p
B(X/ X1 Xy 2,..) = Y ¢iXis
i=1
Ainsi, le bruit blanc est aussi I'innovation puisque :

Xt — E(Xt/Xt,IXt,Q, ) = &¢.

Lorsque les racines de ®(z) sont de module différent de 1, On peut montrer que, quitte a changer
de bruit blanc, on peut toujours supposer que ces racines sont de module supérieur a 1. Mais

si certaines racines de ®(z) = 0 sont de module inférieur a 1, alors ; n’est pas I'innovation.[27]

Remarque 1.2.1.
* Un processus autoregressif (AR) est toujours inversible d’aprés la définitions de ['inver-

sibilité.



1.2. Processus stationnaire ARMA

* Pour lexistence d’une solution stationnaire causale il faut que les racines du polynome
sotent inférieur a 1.

* Un processus MA(q) est toujours stationnaire (car défini a partir d’un bruit blanc sta-
tionnaire).

* Un processus MA(q) est toujours causale par définition de la causalité..[27] [30] [23]

1.2.3 Processus ARMA (p.q)

Définition 1.2.3.
On dit que le processus (Xy)wez suit un modele ARMA (p,q). S’il est défini par la relation sui-

vante :

P q
X — Z ¢thfj = Z Orer—r.
j=1 k=0

p q
Xt = Z ¢th_j + Z Qkat_k.
j=1 k=0

Ou les ¢y, 0, sont des nombres réels et €; est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance

o2. Le modéle peut aussi écrit [1] :
P . q
(1= ¢;B)X,=(1-> 6Bz
j=1 k=0

Ou :

& stationnarité ARMA (p,q)
Un processus ARMA (p,q) est stationnaire si le polynome ®(B) admet des racines en dehors du

cercle unité en module. [30]

& causalité ARMA (p,q)
Un processus ARMA(p,q) est dit causal s'il existe des constantes 1); tels que :Z;’i0|¢j|<oo est :

Xt = Z wjgtfj-
7=0



1.2. Processus stationnaire ARMA

La condition de la causalité est équivalente a :
D(X)=1— X1 — poXo — ccooe. — 9 X, = 0= | X|>1.

La détermination des coefficients 1; se fait par identification :

O(B)X; =0(B)er = X; = gég; et = U(B)ey.
Tel que : ®(B)¥(B) = O(B)
= (1 —¢1B — ¢ B> — ... — ¢, BP) (o + 1B + o B* + ... + 1, BP)

=(1+6,B+0,B>+ .. +0,B").

En développant cette relation et par identification, on peut vérifier que les coefficients 1; se

calculent comme suit :

Yo = 1,901 — ¢190g = 01,199 — P11 — P2tby = 0. Et d’une maniere générale, on a :

p
Y; — Z¢k¢j—k =0; pourj=0,1,2 ...

k=1
Ou
6p =1,0; = 0 pour j>q et ¢»; = 0 pour j<0.[25]

& Inversibilité du processus ARMA (p,q)

Théoréme 1.2.2.
Soit Xy un processus ARMA(p,q). On suppose que ®(z) et O(z) qu’ils ne partagent pas une
valeur de zéros. Alors il existe une suite {m} causale absolument sommable telle que :

[e.9]

Zt = Z 7T]€Xt_]€.

k=0

Si et seulement si O(z) pour Z < 1 . On dit alors que le modéle ARMA(p,q) est inversible.

La suite 7y est la suite des coefficients du développement en série de ggz% dans le disque {Z :

|2|<1}.[8]

Démonstration.

Remarquons que la notion d’inversibilité, comme celle de causalité, est bien relative au modele

10



1.2. Processus stationnaire ARMA

ARMA (p,q) lui-méme et pas uniquement au processus X; . Un modele ARMA(p,q) est causal
et inversible lorsque les racines des polynome ®(z) et ©(z) sont toutes situées a 'extérieur du
filtre unité . Dans ce cas, X; et Z; se déduisent mutuellement I'un de I'autre par des opérations
de filtrage causal, la réponse impulsionnelle de chacun de ces filtres étant a phase minimale

(c-a-d inversible causale-ment).[§]

Example 1.2.1. ARMA(1,1)

Considérons un processus ARMA(1,1) de représentation minimale :
Xy — ¢Xi 1 =g — Oy

On a donc |¢| < 1 et|@] < 1. Déterminons le développement en moyenne mobile infinie.

On a

—+00
Xy = Z ¢j(5t—j - 951&—]‘—1)'
=0

+oo
=c ) (¢ =00 ey,
j=1
+oo
=a+ (-0 ¢ ey

j=1

On peut directement calculer la fonction d’auto-covariance ou d’auto-corrélation a partir de

cette expression. La variance ~(0) vaut
+o00 ‘
7(0) = o (1 +@=07) ¢2<J—l>)
j=1

60
(1025 )
De plus h > 0.
+oo
Cov(Xi, Xipn) = 0° (<¢> — )¢+ (908" ¢2<j—1>) .
j=1
On wvoit alors que
(¢ _ 9)2¢h> |

v(h) = o ((Cb — )" + 1o

11



1.3. Processus non stationnaires ARIMA et SARIMA

1.3 Processus non stationnaires ARIMA et SARIMA

Un processus non stationnaire est un processus qui ne satisfait pas I'une ou 'autre de cas
deux conditions .Ainsi ,l’origine de la stationnarité peut prévoir d’'une dépendance du moment
d’ordre 1 (I'espérance) par rapport au temps ou d’une dépendance de la variance ou des auto-

covariance par rapport au temps.

1.3.1 Processus ARIMA

Lorsque 'on a une série X; a non stationnarité stochastique, il convient de la modéliser a

I'aide d’un processus ARIMA(p,d,q) ou d désigne 1'ordre de différenciation (ou d’intégration).

notons

A Topérateur de différenciation AX; = X; — X;_1 .

L’opérateur de différenciation d’ordre K correspondant est :
AFX, = A(AFLX).

On peut remarque AX; = (1 — B) X, et plus généralement .
AYX,; = (1 — B)?X;. Ainsi un processus ARIMA est défini ainsi :

Définition 1.3.1.
e Un processus stationnaire X;.Admet une représentation ARIMA (p,d,q) minimale s’il satis-

fait :
®,(B)(1 — B)*X; = 6,(B)e;. pour tout t € Z.

Avec :

Awvec les conditions suivantes :

S ¢y £ 0 et 0, £ 0.

-ii- ® et © polynome de degré résp p et q ,n’ont pas de racines communes et leurs racines

sont de module> 1.

-131- Ou (Et)tEZ ~ bb(O, 0‘?)

12



1.3. Processus non stationnaires ARIMA et SARIMA

e Un processus ARIMA (p,d,q) convient pour modéliser une séries temporelle comprenant une
tendance polynomiale de degré d en une constante pour estimer d’une modele ARIMA ,on

procéde de méme que pour un ARMA sur le processus différence (1 — B)?X,.[36]

Remarque 1.3.1.
Si d=0 on obtient un processus ARMA (p,q).

1.3.2 Processus SARIMA

Le processus SARIMA est un modele ARIMA dans lequel une composante saisonniere est

ajoutée.

Définition 1.3.2.
Soient p,q,d et s > 0, un processus (X;)iezest un processus SARIMA (p,d,q)(P, D, Q)5

(multiplicatif saisonnier auto-régressif moyenne mobile intégré)s’il vérifie l’équation :

Vi, (B)VP®p(B*)X; = 0,(B)0g(B*)s;.
(1= B)'®,(B)(1 = B*)P®p(B*)X; = 0,(B)Oq(B°)e:.

Ou

Ve =(1- B).

VD = (1- B,

00, (B) =14+ ¢1B+ ... + $,B” Ot (¢y,......,¢,) €R et ¢, # 0.

edp(B*) =1+ ¢ B+ ..... + ¢,B".

O,(B)=1+6B+....+6,B7 Ou (by,...... 0,) eRet,#0.

0O, (B*) =1+ 6,B°+ ... + 6,B%.

e Les polynome®,(B), ®,(B*),0,(B),0q(B*) sont a coefficient inconnus.

o(s) correspond a la période du processus SARIMA qu’on peut identifier regardant [’auto-
corrélogramme.

o Les entiers det D sont choisis de sort que la série différenciée (1 — B)%(1 — B*)P X, soit
stationnaaire.

eLes ordres p et q s’obtiennent comme pour les modéles ARMA (p,q)(auto-corrélation partielle
et simple).

e Les ordres P et () en regardent les order de S de l'auto-corrélogramme.[24][29][30)]

13



1.4. Processus TS et DS

1.4 Processus TS et DS

Dans ce dernier cas, la non stationnarité du processus (X, t € Z) tient au fait que les chocs
g; s’accumulent au cours du temps, ce qui accroit la variance de X; au fer et a mesure que le
temps passe.
L’origine de la non stationnarité provient ici de 'accumulation de chocs stochastiques ¢; :

la non stationnarité peut donc étre de type stochastique. Le fait que la stationnarité puisse
étre de type déterministe ou stochastique nous amene a présent a définir la classe des processus
TS (Trend Stationary), qui correspondent & une non stationnarité de type déterministe et la
classe des processus DS (Differency Stationary), qui correspondent & une non stationnarité de
type stochastique.
Cette distinction selon 'origine de la non stationnarité est essentielle tant sur le plan statistique

que sur le plan de 'analyse économique.

1.4.1 Les processus TS

Commencons par définir ce qu’est un processus TS pour Trend Stationary , selon la termi-

nologie proposée par Nelson et Plosser(1982).

Définition 1.4.1.

(Xy,t € Z)est un processus TS s’il peut s’écrire sous la forme
Xe=f({t)+e ou Xy= fi+e ou f(t) est une fonction du temps(ou déterministe du temps)
et g4 est un processus stochastique stationnaire.
Dans ce cas, le processus X; s’écrit comme la somme d’une fonction déterministe du temps et
d’une composante stochastique stationnaire, éventuellement de type ARMA.

En effet,on montre immédiatement que :

E(Xt) — E(ft + 515)'
= fi + E(ey).
=f+0,  comme & ~ N(0,1).
= fi

La définition d’un processus stationnaire.[10)

Example 1.4.1.

L’exemple le plus simple d’un processus TS ou la fonction f; est une fonction polynomial d’orde

14



1.4. Processus TS et DS

1.
On pose f(t) = ag+ ait et X; = ag + ait + &; avec (ag,a1) € R e, ~ i.1.d (0,0%). Dans ce cas,
on vérifie que le processus Xy est non stationnaire. E(X;) = E(ag + ait + &) = ap + aqt.

Ona Xy — (G + ait) = &, est un bruit blanc, par définition stationnaire.

1.4.2 processus DS

Comme nous I’avons précédemment mentionné, il existe une autre forme de non stationna-
rité, provenant non pas de la présence d'une composante déterministe tendancielle, mais d’une
source stochastique. C’est pourquoi nous allons a présent introduire la définition des processus

DS pour Differency Stationnary.

Définition 1.4.2.

Un processus non stationnaire (X, t € Z) est un processus DS (Differency Stationnary) d’ordre
d, ot d désigne Uordre diintégration, si le processus filtré défini par (1— B)?X; est stationnaire.
On dit aussi que (Xy,t € Z) est un processus intégré d’ordre d, noté I(d). Ainsi, on peut définir
une classe de processus stochastiques qui ne satisfont pas les conditions de la stationnarité, mais

dont la différence a lordre d satisfait elle les propriétés de la stationnarité.[10]

Example 1.4.2.
Si un processus non stationnaire,on dit que ce processus est DS, intégré d’ordre un, noté I(1),

si le processus défini par la différence premiere :
AX;=(1-B)X;
= X, — BX;
=X, — X 1.
Est quant a lui stationnaire.

proprieté 1.4.1.
Un processus non stationnaire (X;,t € Z) est un processus DS intégré d’ordre d, noté I(d) , si
le polynome ®(B) définie l'opérateur retard B , associé a sa composante auto-régressive admet

d racines unitaires :

®(B)X, = ¢

avec

®(B)=(1-B)" & (B).

15



1.5. Test de linéarité

Ot €, est un processus stationnaire, et si les racines du polynome ®(B)sont toutes supérieures

strictement a l'unité en module.[10]

1.5 Test de linéarité

Avant de construire un modele non-linéaire, il est recommander de vérifier qu'un modele
linéaire ne suffit & modéliser correctement la série. Il peut arriver (surtout si les séries temporelles
sont courtes ) que l'on estime - avec succes - un modele non-linéaire alors que la vraie relation
sous-jacente est linéaire.

Le danger est alors de compliquer inutilement la construction du modele tester la linéarité
peut alors aider a ne pas compliquer a outrance, mais cela peut, en outre, aider pour la
spécification du type de non-linéarité. un type de test sont alors utilisés :

- Les tests contre un modele non-linéaire spécifique (comme les tests du multiplicateur de La-

grange et le test du Cusum).

1.5.1 Le test du multiplicateur de Lagrange (LM)

L’estimation de modeles non-linéaires est en général plus difficile que celle des modeles
linéaires, il est naturel de considérer des tests qui, bien qu’avec des alternatives non-linéaires
spécifiques, ne requierent pas ’estimation de ces alternatives.

Tester ’hypothese de linéarité contre I'alternative fournie par les modeles a seuil revient a tester

I’hypothese nulle suivante :
(ﬁ[()l) +>0, ¢§1)Xt—z‘ + 51%1) st Xy g <

Hy : ﬁbél) = ¢é2) et 92551) = qé,(?) conter Hy:X;=
¢(()2) +> ¢§2)Xt7i + 652) st Xy_qg >

Le processus (g;) bruit blanc gaussien , (g;) ~ (0,0?).

La statistique du test du multplicateur de Lagrange est :

LM =52 [Z 21,7&5\1:} []\//-711 — ]/\4\10]/\4\&)1]/\4\01] [Z Z\l,té\t] :

Z\O,t = <—1, Xt—l; e ,Xt_p)/ et ]/\4\” = Z Z\i,tz\i,t pour 1= 0, 1.

’

Ou:q _ 1, X1, Xy~ ~ JUN
Zyy = Moy = Mg =) ZiyZsy.
_1>Xt—17 s aXt—p
- Il est possible de montrer que sous Hy , LM est asymptotiquement distribuée comme un

chi-deux a p degrés de libertés. 5]
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1.5. Test de linéarité

1.5.2 Le test du CUSUM

Le test du CUSUM permet de détecter l'existence de régimes ou de seuil. Il consiste a
reclasser les observations suivant les variables de transition.
On estime alors les parametres de maniere récursive et on considere les sommes cumulées des
résidus obtenus.
Dans le cas d'un modele SETAR, on suppose que ’on connait le délai d, et que ’on dispose des
observations X;_4,...,Xq,...,X7r. On ordonne les observations Xi,..., X, selon les valeurs
de Xi_g4,...,X;_4. Soient X(:q), . ,X(TT) les observations ainsi réordonnées. Pour tout j , on

considere le modele linéaire suivant :
X =20 o1 X ()i + e(;) pour tout i < j.

L’hypothese (Hy) est alors ¢; = ¢, ¢}, = ¢, pour tout k, et 'hypothese alternative (H;) est que
(Hp) n’est pas vérifiée.[1]

1.5.3 Test du rapport de la vraisemblance

Supposons qu’on s’intéresse a tester '’hypothese linéaire générale suivante :
Hy:C'b=p contre H, :bec REFL

- C’est a dire on regarde si les données statistique prévoient des raisons pour la rejeter ou
non ,selon en seuil , o prédéterminé.

- le test du rapport de fonction de vraisemblance , associé au modele de régression adjacent et
qui est , sous ’hypothese de normalité donnée par :

Cltio®) = 2ro®) F exp { ~ (0 - X0) (- X0)}.

Ce test consiste en les étapes suivante :

1/- On calcul la valeur maximal de la fonction de la vraisemblance £(.), sous I'hypothése H ,
dite hypothese nulle ,cette valeur est note max L, .

2/- On calcul la valeur maximal de la fonction de la vraisemblance £(.), sous ’hypothése H; ,
dite hypothese nulle ,cette valeur est note max Ly, .

Par définition le rapport de la vraisemblance , donnée par :

o mazxL g,

maxLpy,

17



1.5. Test de linéarité

Et le test du rapport de la vraisemblance consiste a né pas rejeter , au seuil « nulle si :

L= marLp, > A\
max Ly,

Pour une certaine valeur de A a déterminer , a partir des données statistiques disponible.
Concernant la valeur maxz Ly, , est d’apres les résultats obtenus en estimations sous la contraintes,

donnée par [15] :

mazLy, = (2m6%) % exp {—Q—{Q(y — Xb)'(y — XE)} :
2 Yy
(. SSE+QH\? n
= (QWT) exp <—§> .

Et la valeur max Ly, est donnée par :

n 1 A7 A~
maz Ly, = (276%)” 2 exp {——(y — Xb) (y — Xb)} :

= <27TSSTE) E exp (—g) .

Alors |, le rapport de la vraisemblance est donnée :

marLy,  SSE

£= maxLy, SSE+QH

1.5.4 Critéres d’information

Revenons a l'ordre ARMA (p,q), nous avons vu plus haut que 'examen de pour 'auto-
corrélation et ’auto-corrélation partielle peut permettre un nombre présélectionné de modeles.
Une fois que les parametres de ces modeles sont estimés a , nous pouvons choisir quel critere

minimise les éléments suivants :

AIC (AKaiKe Information Criterion)
Ce qui est généralement préféré lorsque le but de I'étude est de produire des prédictions et
qui est défini par :
AIC(p,q) = —2logL + 2(p + q).

BIC (Bayesian Information Criterion)
En général, il est préférable que le but de ’étude soit d’ajuster la série observée, qui est
définie par :
BIC(p,q) = —2log L + (p + q)log T.

18



1.5. Test de linéarité

Ou
log L : la log-vraisemblance du modele ARMA(p, q) estimé.
T : le nombre d’observations.

Les modeles ayant la plus petite valeur du critere devront étre choisi.[19] [3]
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Chapitre

Processus non linéaire

Introduction

Il existe des séries temporelles , particulierement dans la finance (par exemple : les indices des
prix , les indices boursiers, I'inflation , taux de change,... ) dont la modélisation des différentes ca-
ractéristique est difficile a obtenir par de modelés linéaires de type ARMA | car ces modelés sont
incapables de capter toutes les asymétries cycliques . Les variation instantanées alors un grand
intéret est accordé aux spécifications non linéaires , ces modeles introduisent une distribution
significative entre les phases d’expansion et les phases de récession , il sont alors suffisamment
flexibles et permettant de tenir compte des différentes spécifications et des relations correspon-
dant a chaque phase. Parmi les modeles non linéaires , on peut citer les modeles ARFIMA (p,d,q)
les modeles autoregressives a seiul TAR(p) (tong,1978),les modéles SETAR(terasvirta et adder-
son,1992), modéles ESTAR (exponentiel STAR), les modeles bilinéaies BL(p,q,P,Q)(grangerand
joyeux,1980 et hosking 1981) et les modeles ARCH et GARCH.

Dans ce chapitre , nous nous sommes intéressés a la famille des modeles a changement de
régime (SETAR ESTAR ,STAR et TAR).

Nous allons toute fois appliquer un test de non linéarité pour justifier ce choix , et montré

qu’effectivement ces séries sont non linéaires.
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2.1. Les processus ARCH et GARCH

2.1 Les processus ARCH et GARCH

Le processus ARCH(q) (Autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques) est le modéle
de base des processus ARCH proposé par engle (1982)lors d’une étude sur la variance de l'in-
flation en grand bretagne.

Le modeles ARCH(q) est basé sur une paramétrisation quadratique de la variance condi-
tionnelle .07 apprait comme une fonction linéaire des q valeur passées du processus du carré

des innovation.

2.1.1 Hétéroscedasticité

Définition 2.1.1.

Le modéle est dit hétéroscédastique si E (2 /e, 1) n’est pas constant.[7]

Définition 2.1.2.
En statistique. On parle d’hétérosédasticité lors que les variances des variables examinée sont
différentes .

La notion d’hétéroscédasticité s’oppose a celle d’homoscédasticité, qui correspond au cas ot la
variance de l’erreur des variables est constante. Tandis que dans le cas d’homoscédasticité, nous
avons Var(g;) = 0®Vi , nous avons désormais Var(e;) = 62 Vi ,ou o? peut étre différent de o?

j
, pour i # j.[20)

2.1.2 Processus ARCH

L’hypothese fondamentale sous-tendant les ARCH linéaires est la symétrie des spécifications

quadratiques de la variance conditionnelles des erreurs.

Définition 2.1.3.
Un processus Xy satisfait une représentation ARCH(q) si :

Xy :5t\/h_t

avec :
q
E : 2
ht = ag + QiXt—i'
=1

2
-

et ot ; désigne un bruit blanc faible tel que F(g;) =0 et E(e?) = o

Pour ce type de processus, on retrouve les deux propriétés essentielles vues précédemment, a
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2.1. Les processus ARCH et GARCH

savoir la propriété de différence de martingale (ou bruit blanc faible) F(X;/X,—1) = 0 et la

propriété de variance conditionnelle variable dans le temps puisque :
q
Var(X;/Xi—1) = hy = ag + ZaiXiQ_l
i=1

et ap, v constant Vi.[9]

Propriétés des processus ARCH

proprieté 2.1.1.

On peut noter que pour tout s<1 :

E(Xt/[t—s) = 0.

Pour démontrer cela utilisons la propriété des espérances itérées. En effet, ona :
E<Xt/It—1) - E(E(Xt/-[t—l)/]t—s)'

= FE(0/1;—s).
=0 ,Vs<l.

Car :Iy_s C I;_4 , Vs<1.[19]

proprieté 2.1.2.
La variance conditionnelle du processus X, satisfaisant une représentation ARCH(1), définie

par l'équation Xy = €41/ hy est non constante dans le temps et vérifie :

1—af
Var(Xy/I,_1) = ao 1] + oz‘iX2

t—s

Vt.

1-— (0%}
C’est la propriété centrale des processus ARCH, le processus X; a une variance condi-
tionnelle qui dépend du temps. En effet, On sait que E[X;/I;_5| = 0 dés lors, Var[X;/I;—s| =

E[X?/I,_,). Considérons le processus X? défini par la relation :
Xt2 =y + 061Xt271 + &¢

ou € est un bruit blanc faible. Par itération successive.|[7]
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2.1. Les processus ARCH et GARCH

proprieté 2.1.3.
Les auto-covariances conditionnelles du processus X;, ARCH(1), définies par l’équation :

X, = e,/ hy sont nulles
Oav[gt’5t+k/]t—s] = O,Vk, S Z 1.

Le processus est donc un processus sans mémoire conditionnellement a I;_s, Vs > 1 .[20]

Remarque 2.1.1.
L’absence de corrélations entre les valeurs d’un processus ARCH est une caractéristique trés
importante de cette famille de modeéle, qui les rend utiles pour modeliser certaines séries fi-

nanciéres. Toute, ces propriétés peuvent étre généralisées au cas d’un processus ARCH(p).|2]

2.1.3 Processus GARCH

Définition 2.1.4.
Un processus X, satisfait une représentation GARCH(p,q) si :

X, = 5t\/E avec hy = ap + iaini + iﬂthQJ‘
i—1 j=1
Ou g4 est un bruit blanc faible et ou :
ap>0,0;>0,0=1,....,p et B;>0,j=1,...,q.
X admet pour moments conditionnels :
E(X:/Xi-1)=0

p p
Var(X;/Xi—1) = hy = ap + Z X2, + ZﬁiXtQ_j si Var(e) = 1.
i=1 i=1

Le modéle GARCH peut étre représenté comme un modéle ARMA dans les erreurs au carré.
Tout comme pour le modéle ARCH, on peut par inversion exprimer le processus X} sous la

forme (d’un processus ARMA défini dans une innovation), on a :

p p
ht = Q) + Z ainfi + Z ﬁlXEf]
i=1 i=1

p p
th = -+ Z Oéith_i —+ Zﬁlh?_ﬂ + (Xf_l - ht) (21)
=1 =1
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2.1. Les processus ARCH et GARCH

Avec : pu= X2, — hy.

Introduisant cette notation dans l’équation (2.1), il vient :
P q
X} =a0+ Z aX?, + ZB;‘(XE_]' + pi—j) + pa.
i=1 j=1

D’ou l'on tire que

maz(p,q) q

X} =ag+ Z (i + Bi) X7i + e — Z Bt
i—1 =1

Avec la convention a; = 0 pour i > p et 3; = 0 pour i > q, en plus le processus X? d’une
représentation GARCH(p, q) peut étre représenté sous la forme d’un processus

ARMA [max(p, q), p] avec innovations :

e = X2 — Var(X;/ X, 1).
Note bien : Ce modele a les méme propriétés que le modele ARCH(p).[13][9]

Propriétés de processus GARCH

proprieté 2.1.4.
Le processus €, est un bruit blanc, si E(e?) < oo [20)] :

On a :

Ele] = E[E(,/1,_1)] = 0.
Et

Cov(ey, 1) = Eleier—i] = FlerkE(er/Li-1)] =0, Vx> 0.

proprieté 2.1.5.

Une condition nécessaire de l’existence de la variance d’un processus GARCH (p,q) est :

p q
Z o; + Z Bj < 1.
i=1 j=1
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Proposition 2.1.1.
Si le processus X, satisfait une représentation GARCH(p,q) conditionnellement gaussienne,

telle que :

Xt:5t+\/h_t
q

p
Var(X;/Xi—1) = ap + Z o XE, + Zﬁiht—i =y

i=1 i=1
ou ¢ désigne bruit blanc faible gaussien, alors
(i) La loi marginale de e; a des queues plus épaisses qu’'une loi normale (distribution leptokur-
tique) :

E(X}) = 3[B(X)*.

(ii) Son coefficient d’excés de kurtosis peut s’exprimer sous la forme suivante [9] :

4 2
Exces de Kurtosis = w —3= Var[E(X7 /X 1)]

[E(X2)P? [E(X?)P?

Remarque 2.1.2.
St cette condition est vérifiée avec les contraintes de non négative donnée ci-dessus, elle est
également suffisante. Donc le processus GARCH est faiblement stationnaire ou stationnaire au

second ordre.[20]

2.2 Processus ARFIMA

Les processus ARFIMA qui sont les modeles le plus simples présentant la longue mémoire .
Le processus a mémoire longue tres répandu est le processus auto-régressif fractionnaire intégré
et a moyenne mobile dit processus ARFIMA(p,d,q) ou p représente le nombre de coefficient de

la partie AR, d le paramétrer de mémoire et q le nombre de coefficients de la partie MA.

2.2.1 Les processus ARFIMA(0,d,0)

Les processus ARFIMA(0,d,0) noté (X;) encore appelé bruit fractionnaire FN(d, o?) ,ou d
est le parametre de mémoire ou parametre de différenciation fractionnaire et o2 la variance de
I'innovation est une classe particuliere de processus ARFIMA (p,d,q) dans laquelle les polynéme
®(B) et O(B) des parties AR et MA sont réduits a 'opérateur identité I.

Ainsi il se définit par :
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2.2. Processus ARFIMA

Définition 2.2.1.

Soit d €] — X est un processus ARFIMA(0,d,0) s’il satisfait [’équation :

2’ 5[
(1-B)X, =¢,
X, =(1-B) %,

gr ~ bb(0,0?) et B lopérateur retard (B'X; = X;_;) .[1]

Remarque 2.2.1. On a :[12]

o
—d _ RJ
—E ;B
Jj=0

et ( )
I'j—d
I[I(B) =
(B) L'y + HI(=d)
alors : -
Fj+1

Théoreme 2.2.1.
Soit X; un processus ARFIMA(0,d,0) lorsque d < % , X; est un processus stationnaire et possede

une représentation moyenne mobile infinie :

Xy =Y(B)u = Z%Mt—k-
=0

Ou
['(k+d)
vy = o
D(d)T(k+1)
Et llm 1/)1@ kd "
Lors que d > —5 Xt est un processus inversible est posséde une représentation auto-régressive
infinie :
= Z TR Xk = [t
k=0
Ou
Ik —d)
T — .
L(—d)'(k+1)
. o k.fdfl
Bt me= g
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2.2. Processus ARFIMA

Fonction d’auto-covariance

Supposons que —% <d< % et que p; soit de variance unitaire, alors :

(1 - 2d)0(k + d)
Tl —dC(k+1—d)

Yk =

Avec : yp ~ %sz*l quand K — +o00.[31]

2.2.2 ARFIMA (p,d,q)

Définition 2.2.2.
Soit d E]—%, %[ , (Xt)iez est un processus ARFIMA (p,d,q) si (Xi)iez est un solution stationnaire

de ’équation :
®(B)X; = 0(B)(1 — B) %, (2.2)

Ou @ et © sont des polynomes premiers entre eux de degré respectif p et q et €, un processus
de bruit blanc (0,0?).

On voit immédiatement que (X;)iez est un processus ARFIMA (p,d,q) ssi X; = (1 — B)?X; est
un processus ARMA (p,q).

On peut remarque aussi , que si de plus O(Z) n’a pas de zéro dans le disque unité fermé
alors le processus Yy = ®(B)O~Y(B)X; vérifie (I — B)Y; = ¢ et ®(B)X; = O(B)Y; , on
peut donc voir un processus ARFIMA (p,d,q) comme un processus "ARMA (p,q)” conduit par

un bruit fractionnaire[12].

Théoréme 2.2.2.

Considérons un processus ARFIMA (p,d,q) défini par (2.2). Supposons que les polynomes P(z)

et ©(z) n'ont aucun zéros en commun et que d € [—%, %} alors :

— s1 les zéros de ®(B) sont a lextérieur du cercle unité {z : |z| = 1}, alors il existe une unique
solution stationnaire pour (2.2) donnée par :
Xt = Z ¢j€t—j’
€T

\ — O(z
o (z) = (1 —2)7¢ ¢Ez§~

— Si les zéros de ¢(z) sont a Uextérieur du disque unité {z :|z| < 1}, alors la solution Y est
causale.

— Si les zéros de 0(z) sont a Uextérieur du disque unité {z : |z| < 1}, alors la solution Y est

inversible.[ 28]
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2.3. Processus Bilinéaires

Remarque 2.2.2.
D’apres le théoreme (2.2.2),si les racines des polynomes ®(B) et ©(B) sont a 'extérieur du
11

disque unité et d € [—5, 5] alors le processus ARFIMA (p,d,q) est stationnaire, causal et inver-

sible. Danc ce cas , on a [12] [28] :
X, =(1-B)"®(B)'0(B)s; = ¥(B)z,.
et

e = (1 - B)'®(B)O(B)'X, = I(B)X,.

2.3 Processus Bilinéaires

Ces modeles ont été introduits par granger et andersen (1978) en économie.lls permettent
de modéliser des séries présentant des périodes de tres forte volatilité , suivies de périodes de
calme . Du fait de cette caractéristique les processus bilinéaires ont été initialement dans le

domaine financier.

Définition 2.3.1.

Les processus bilinéaire notés BL(p,q,P,Q) , s’il peut étre écrit sous la forme :
p q P Q
Xt = Z gZSiXt_Z‘ + Z Hjﬁt_j + Z Z bint—gft—j'
i=1 §=0 i=1 j=1
Ou g, est un bruit blanc , ¢; ,0; et b;; sont des réels.[32]
Remarque 2.3.1.
Un processus bilinéaire est dit [31] :
o Super diagonal si P > Q).

e Diagonal st P = Q.
e Sous diagonal si P < Q.

Example 2.3.1.
Processus BL(0,0,2,1) de type :

Xt =&+ )\Xt,QEtfl. (23)
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2.3. Processus Bilinéaires

Ou X € R et ot & esti.i.d(0,02) . Ce processus est de moyenne nulle car :

E(Xt) = E(Eft) + )\E(Xt_gé‘t_1>.
— Be)) + AE(Xy_2)E(er1).
= 0.

Sa fonction d’auto-covariance v(h) = E(X:X;—p) est définie de la facon suivante :

Y(h) = E(ee + AXi—ogi—1)(€t—n + AXy—o_nEt—1-1).
= E(e-n) + P E(X—261Xi-2-net—1-1n) + AB(Xi2et161-1) + AE (64 X402 nEt—1-1)-

Pour h > 0, il n’apparait aucun terme en €2_, et puisque l’opérateur espérance est linéaire, la

fonction vy(h) est par conséquent nulle. En revanche, pour h =0, on a :
7(0) = E(ef) + NE(X{,)E(ef_y).
=02+ NE(X}?,)o2.
Ainsi la fonction génératrice d’auto-covariance s’écrit :
02+ NE(X2,)02 si h=0.

E(XtXt_h) —
0 st h>1.

Examinons la variance et la variance conditionnelle du processus X; défini par ce processus
bilinéaire BL(0, 0, 2, 1). La variance du processus X; sous la condition d’ergodicité \*o? < 1

est obtenue par la solution de l’équation de récurrence :
2 2 2\ 2 2 _
Oxt — (A Us)ax,td —o0;=0

£

. . 7 . 2 \
On montre alors que la variance marginale s’écrit Var(X;) = (1_‘;—302) . Parallelement, la va-
€

riance conditionnelle du processus X, se dérive directement a partir de l’équation (2.5).
Var(X:/ X, o) = o2[1 + \2X2 ,].

La variance conditionnelle du processus X; dépend des valeurs passées de ce processus.|9|
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2.4. Les processus auto-régressifs a seuil

2.4 Les processus auto-régressifs a seuil

Les modeles auto-régressifs a seuils Ou modeles a changement de régimes indépendants
constituent 'une des spécifications possibles de la grande famille des modeles non-linéaires,
appelés modeles a régime. L’idée consiste a postuler I'existence de plusieurs dynamiques pour
une méme série (plusieurs régimes) et a spécifier un mécanisme de transition d’un régime a
I'autre.

Les modeles a seuils ont été introduit par Tong (1978). Il existe toute une classe de modele
suivant la définition retenue de la fonction de transition : TAR, STAR, ESTAR , SETAR etc.. Le
modele le plus simple est le modele SETAR (Self Exciting Threshold AutoRegressive) introduit
par Tong, mais popularisé par Hansen (1996).

Processus auto-régressifs généraux

Le modele auto-régressif univarié général est de la forme :
Xt = f(Zt> + &;.

Otu 2 est un vecteur pouvant inclure les variables retardées X,_q,..., X; .

Dans le cas ou la fonction f n’est pas linéaire en le passé de X; et &; est un bruit blanc.[14]

2.4.1 Processus TAR

Le modele non linéaire le plus élémentaire est le modele auto-régressif a seuil limite notes

TAR ( Threshold Autoregressive) , Il est définit comme suit :

Définition 2.4.1.
Un processus non linéaire { Xy, t > 0} suite le modéle auto-régressif a seuil limité , noté TAR(p).

Un modele TAR d’ordre p satisfait I’équation suivante :

)
¢él) + Zle Qﬁgl)Xhi + e’:‘gl) st Xpq <T1.
o HSLePX e s < Xea<n
t p—
\Qbék) + Z?:l ¢z(k)Xt7i + 5§k) st Xe—q > Tp-1.

Awvec : d entier positif appelé paramétre délai (ou retard).

ri, 7 =1,...,k —1,s0nt les parametres délai pour les quels le systeme passe d’une régime a
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2.4. Les processus auto-régressifs a seuil

Uautre.

Xi—q les variable de seuil. les {61(51), e ,5@} sont bruit blancs non corrélés.[15]

Théoréme 2.4.1. (chan,petrucelli,Tong et Woolford 1985)

Un processus TAR(1) a k régime est ergodique si et seulement si l'une des conditions suivantes
est vérifice [22] :

eoi’ <1 0" <1, 40" < 1.

otV =1, ¢ <1, ¢V > 0.

eV <1, oM =1, ¢ <.

o) =1, 0" =1, ¢ <0 <o

o i) =1, 61 <0, ¢ + oMoy > 0.

2.4.2 Processus STAR

Les méthodes préconisées ci-dessus dans le cadre des modeles TAR ont toutes une particu-
larité commune : les changements décrits par le modele a seuils se font de maniere brutale. Les
modeles STAR (Smooth Transition Autoregressive ou a transition souple), proposés par Chan et
Tong (1986), Luukkonen, Saikkonen et Terédsvirta (1988), et Terdsvirta (1994), introduisent une
progressivité dans le processus du changement (transition lisse, ou souple). Une interprétation
intéressante de la transition lisse est suggérée par Granger et Terdsvirta (1997), selon lesquels
le changement au niveau agrégé sera plus adéquatement représenté par un modele STAR si
I’économie est constituée d'un grand nombre d’individus ou de firmes dont chacun change de
régime de fagon brutale mais a des dates différentes. Dans le cas simple caractérisé par une
seule fonction de transition qui vient pondérer les équations différentes AR a deux dynamiques
différentes dans lesquelles on suppose pour simplifier I’égalité des variances des résidus ,un

modele STAR a deux régimes.Il est défini comme suit :

Définition 2.4.2.
Un modele STAR d’ordre p s’écrit :

Xe=Hi( X1, .., Xip) + Ho( X, .., Xop) X F(Sk;v,¢) + 4.

Ou Hy et Hy sont des fonctions (linéaire ou non linéaire) des valeurs passées de X;.
F(Si;7,¢) est la fonction de transition d’un état a un autre (comprise entre 0 et 1),S; étant la
variable de transition , la variable de transition peut étre une variable endogéne retardée(X;_1,étant

\ /’ - . \ .. 2
le paramétre délai) ou une variable exogéne , €, ~ i.i.d (0,07).
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2.4. Les processus auto-régressifs a seuil

Dans le cas ot Hy et Hy sont des fonctions linéaires , on peut écrire le modéle STAR (p)comme

suit :

p P
Xe =Y 1iXei+ (O X )F(Siiv.c) + & (2.4)
=1 =1

Soit encore :

Xy = ¢, Zi(1 = F(S;7,¢)) + ¢3Z:(1 = F(Si;7,¢)) + &
OuZy = (Xi1,. .., Xip) et ¢ = (b14,...,05) pouri=1,2.[11][51]

Théoreme 2.4.2. chang et Tong

Si l'une des deuz conditions suivantes est vérifiée[31] :
ep=1,d=1,0¢0n <1, ¢u+ou <1, du(on+¢a) <1
o sup (D7 |du + adyl) < 1.

0<a<1
alors le processus Xy Défini en (2.4) est un processus ergodique et il existe un seul processus

stationnaire vérifiant(2.4).

2.4.3 Processus LSTAR

Définition 2.4.3.
Un modéle LSTAR (logistic STAR), on peut écrire comme suit :

P P
Xy = Z P1iXi—i + (Z 02i X1—i)F(Si; v, ¢) + &
=1 i=1

soit encore :
Xy = ¢\ Z(1 = F(Si;7,0)) + 02 Z(1 — F(Si;7,¢)) + &4

et F(Sy;7,c) est une fonction logistique :
F(Sy;7,¢) = [1+exp(—(Si — o).

Ou E¢ ~ ZZd(O, O'?) et Zt = (Xt_l, e aXt—p) et le = (¢1ia c. ,¢ip)l pOUT’i = 1, 2[26][]1]

2.4.4 Processus SETAR

Parmi les modeles a seuils existants, nous retenons ceux dans lesquels la transition entre les
régimes est brutale (modele SETAR) pour le cas des transitions douces.

Les modeles SETAR (7 Self-Exciting Threshold autoregressive ”) sont le prolongement des
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2.4. Les processus auto-régressifs a seuil

modeles de classe TAR (7 Threshold autoregressive ”) introduits par Tong et Lim(1980).
L’idée sous-jacente de ce type d’approche est qu’une relation peut étre non linéaire sur la

période globale considérée mais linéaire par sous périodes.

Définition 2.4.4.
Un processus non linéaire X;, t > 0 suit un modele selfe-exaciting thershold autoregressive
modeles SETAR (k,p1,...,pk,d) a k régimes , s’il est solution de l’équation caractéristique aux

différence stochastiques suivantes :

(
¢(()1) + > ¢§1)th‘ + 651) st Xi—a <71
¢E}2) + 202 ¢§2)Xt7i + 5152) st 1 S Xya <72
Xt —
\(b(()k) + 20 ¢z('k)Xt7i + 5§k) st Xi—q > Tp-1.

avec : d entier positif appelé parametre délai (ou retard).

ri,J=1,...,k —1,s0nt les parametre délai pour les quels le systeme passe d’une régime a
lautre.
Xi_q les variable de sewil. les {egl), e ,egk)} sont bruit blancs non corrélés. La valeur seuil

donne une premiere interprétation économique des régimes définissant la dynamique de proces-

sus .[22)]

Lemme 2.4.3.

Un modéle a deuz régimes (k = 2), on constate que le processus SETAR suit un certain régime
AR(p) quand X, 4 <r, et tombe dans régime AR(p) différent a la période suivante si :
Xi_qr1 > 1, et lorsque la valeur seuil r est nulle on définit deux états :un régime croissante

positive et un régime croissante négative.[15]

Remarque 2.4.1.
On notera que ces modeles permettent de prendre en cosidération des structures de retards

différentes pour chaque sous période étudiée , et donc de mener une modélisation relativement

souple .[22]

Remarque 2.4.2.
Un cas particulier de ce type de modeéle est lorsque les ordres des retards sont les mémes pour

toutes les équation , c’est a dire p; = p Vi on dira que les modeles SETAR se raménent aux

modéles thershold autoregressive (TAR).[31]
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Example 2.4.1.

Soit un modéle SETAR (k,p,d) ot tous les AR sont du méme ordre P :

la condition nécessaire et suffisante de stationnarité et max S Plogil< 1 et sip=1 cette condi-
tion de vient mgx|qbk1|< 1, ce qui revient a imposer la stationnarité de chacun des k processus
AR(1).

Dans un modeéle a deux régimes , les conditions a la fois nécessaires et suffisantes sont connues
et correspondent aux contraintes : ¢11 < 1,91 < 1 et ¢p11¢91 < 1, selon la condition suffisant
de Chang est alors trop restrictive et il est possible de construire un modéle SETAR stationnaire

dans lequel un des régimes est gouverné par AR non stationnaire. [15]

2.5 Identification , spécification et estimation du modéle

SETAR et STAR

2.5.1 Identification d’un modele SETAR

Dans cette parties , nous exposons la procédure d’identification de tong et lim (1980) .
La technique de tong et lim (1980) repose essentiellement sur 1'utilisation du critéere d’informa-
tion ’AKAIKE (AIC).
- considérons le modelés SETAR(2,p,q), ce choix permet de simplifier la représentation dans la

mesure ol une seuil r est a estimer :

X ¢él) + Zf:l ¢Z('1)th’i + 5§1) St thd <r.
t pu—
¢(()2) +>0 ¢z('2)Xt7i + 5§2) st Xigq>T.

Trois étapes sont nécessaires a ’application de la méthode de Tong et Lim :

e étape 1 : On commencer par se fixer arbitrairement un ensemble de valeurs pour le pa-
rametre de délai d et pour le seuil r» .On estime chacun des deux modeles par les méthodes des
moindres carrés ordinaires (MCO) en choisissant les valeurs de p et ¢ qui minimisent le critere
d’information AIC. On calcul un critere AIC global égal a la somme des deux criteres AIC
déterminés pour chaque modele.

e étape 2 : On cherche ici a identifier la valeur du seuil .On conserve fixée la valeur de d et
I’on fait varier la valeur r . On répete la premiere étape pour les différence valeurs de r et 'on

retient comme valeur optimale de seuil celle qui minimise le critere AIC global.
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e étape 3 : Cette étape a pour objet de déterminer la valeur optimale de d , a cette fin ,
on répete les deux étape précédente pour chaque valeur choisie de d ’on retient comme valeur
optimale du prémetre de délai celle qui minimise le critere AIC global.
Cette technique et tres couteuse en termes de temps de calcul.
Il existe une autre procédure , plus directe , a fin choisir la variable transition et donc

Le parametre de délai d. On utilise pour cela les résultats des test de linéarité . L’idée
générale sous-jacente est en effet que la linéarité sera d’autant plus fortement rejetée que le
modele SETAR (donc non linéaire) sera bien spécifié.En d’autres termes le test de linéarité est
d’autant plus puissant que la variable transition est correctement choisie .Une stratégie consiste
alors a appliquer les test de linéarité pour plusieurs valeurs du parametre de délai d (1 < d < p)
et a retenir comme valeur de d celle pour laquelle le linéarité est la plus fortement rejetée (c-a-d

celle qui minimise la probabilité du test)[15].

2.5.2 Spécification d’un modéle SETAR

La spécification du modele a seuil nécessite de choisir certains parametres qui ne peuvent
étre estimés par des méthodes usuelles. Il s’agit du nombre de régresseurs ainsi que du parametre
définissant la variable de transition. Ils sont alors sélectionnés préalablement a l'estimation des
autres parametres du modeles.Pour faire choisir on fait recours aux test de linéarité contre

I’alternative donnée par le modele a seuil .

Choix des régresseur

Le choix des régresseurs, c’est a dire les k variables explicatives et les p retards de ’endogene,
du modele a seuil s’effectue sur la base de criteres d’information (AIC, BIC, Hannan), du test
du portemanteau et du test de significative du retard le plus élevé présent dans la régression.

Cette premiere étape est tres importante puisque le modele linéaire constitue 'hypothese
nulle du test de linéarité. Comme le fait remarquer Terédsvirta (1994) dans le cadre d’un modele
STAR, si le retard auto-régressif est sur estimé, cela peut avoir un effet inverse sur la puissance
du test (comparé au cas ou p serait connu). Alternativement, si le retard sélectionné est trop
faible et qu’il reste de 'auto-corrélation résiduelle, les tests de linéarité sont biaisés (la linéarité

est rejetée a tort).
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Choix de la variable de transition

Le choix de la variable de transition, ou 'estimation du parametre de délai dans un modele
TAR jne releve pas des méthodes usuelles. En effet, la fonction de vraisemblance n’est pas
dérivable par rapport a ce parametre. Par conséquent La variable de transition est choisie
par une procédure particuliere, basée sur les résultats des tests de linéarité. Sachant que cette
variable est inconnue , on construit le test de linéarité pour toutes les variables de transition
possibles, i.e. Pour ’ensemble des variables X ou pour toutes les valeurs du parametre de délai
d telles que(1 < d < p) dans le cas du modele TAR.

On retient en suite la variable de transition pour laquelle la linéarité est la plus fortement
rejetée, c’est-a-dire celle qui minimise la probabilité du test. En effet le test de linéarité est
d’autant plus puissant que la variable de transition est bien choisie.

Les méthodes de spécification du modele a seuil proposées par Tsay (1989) et par Hansen (1996)

incorporent un test de linéarité est une procédure de détection du seuil[6].

Procédure de spécification de Tsay (1989)

Afin de simplifier la présentation du test , considérons un processus T'AR(p) a deux régimes :

Oa5? o0, eV s X<
Xi= (2.5)
82) + 2321 ¢§2)Xt7i + 5,52) st Xi_g>r.
Soit encore :
x 05 + oV X, + et si Xpqg<r.
t p—
o + 6P X, + el si Xpg>T

avec X; = (X 1,...,X;p) , V) = (d)@, o ,¢,(7j)) , pour j =1,2.

et g 1.1.d (0,02).

e étape 1 : On estime un modele autoregressif usuel d’ordre p sur la série et 'on se donne un
ensemble de valeurs possible pour le paramétrer de retard d.

e étape 2 :Cette étape consiste a effectuer le test de linéarité de Tsay (1989) ce test repend la
logique des tests de type CUSUM adapté aux modeles & seuuil par petrucelli et Dries (1986) .
Pour mener a bien le test de linéarité , on ordonne les observations selon les valeurs croissante de

la variable de seuil . On obtient alors deux régressions : la premiere est relative aux r premieres
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2.5. Identification , spécification et estimation du modéle SETAR et STAR

observation correspondant aux faibles valeurs de la variable de seuil , le seconde correspond a
lautre régime , le modele ordonné ainsi obtenu corresponde au modelé (2.5) dans lequel le seuil

se suit entre 7" et la (r + 1)“¢ observation ordonnée et s’ecrit :

pour les r premieres observation de 7.

(
X, = E (2.6)
(

pour les observation restantes.

Ou Z est la variable de seuil (Z; = X;_4) et L est 'ordre correspondant au classement des
observations selon les valeurs croissantes de la variable de seuil Z;) < Zg)41, (I) € L cette
régession ordonnée en (1) est estimé de fagon récursive pour chaque valeur de d. Sur la base du
modele ordonné (2.6), I'hypothese nulle testée est :Hy : ¢§1) = ¢§2) pour i =0,1,...,p.

la statistique de test de linéarité de Tsay (1989) , notée Q(p) est donnée par :

2> np? T—K—2p—1

ou les ¢ les résidus &; normalisés , fi; sont les résidus de la régression de ¢ sur (1, X z/ ) et K
est le nombre d’observations utilisées pour initialiser les estimation récursive . Sous I’hypothese
nulle de linéarité la statistique @Q(p) suite une loi de fishier & (p+ 1,7 — K — 2p + 1) dégrées
de liberté . Si I'’hypothese nulle est rejetée , on pour suit la procédure et 'on . Retient comme
variable de seuil ;| celle qui maximise la statistique du test de Tsay (1989). Ou de maniere
équivalente celle qui minimise la probabilité du test associée.

On peut prendre K = % + p dans le cas d’une modele auto-régressif de type TAR . Nous
proposons K = max(lio,p + 3).

e étape 3 : On cherche a déterminer la valeur du fagon graphique une méthode couramment
employée consiste a représenter graphiquement les t student des coefficients auto-régressifs es-
timés de maniere récursive et a repérer le moment ol une rupture apparait.

L’idée sous-jacente est la suivante : dans le modele ordonnée (2.5) le processus associé aux r
premieres observations est linéaire , dés que I'on introduit I'observation dont la valeur corres-
pond au seuil , le processus de vient une combinaison de deux régression . La trajectoire des
résidus récursifs et des autres statistique va alors de déforme en passant par la valeur du seuil.
On repeére ainsi la seuil de facon graphique en portant sur 'axe des abscisses la variable de du
seuil ordonnée et sur I'axe des ordonnées statistique considérée (notamment , les t de student
des coefficient autoregressifs estimées) le seuil est ainsi donné par le premiere rupture repérée.
e étape 4 : On estime le modele SETAR par les méthodes de régression usuelles , connaissant

le seuil et le parametre de délai.[15] [31]
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Procédure de spécification de Hansen (1996)

Le test de linéarité qu’il propose est fonction de ces deux parametres.
e étape 1 : On estime un modele auto-régressif usuel d’ordre p sur la série et on note &; les
résidus estimés. On se donne un ensemble de valeurs possibles pour le parametre de délai d.
e étape 2 :Pour chaque valeur du parametre de délai on procede a un test de linéarité du type
multiplicateur de Lagrange (LM). On calcul ainsi une séquence de statistiques LM(c) pour
toutes les valeurs possibles du seuil 7, ¢’est a dire pour toutes les observations de la variable de

seuil :

et S(r) =~ SN XE(r).

Ou S(r) est le score du modele a seuil estimé sous Hy, et I(r) est la matrice d’information de
Fisher.

On calcule les statistiques SupL M (r),expLM (1) et moyLM (r), Ou expLM (r).Si 'hypothese
nulle de linéarité est rejetée , on pour suit le procédure et I'on retient comme valeur du paramétré
de délai celle qui maximise les statistiqueSupL M (r),expLM (r) et moyLM (r).

e étape 3 : La valeur du seuil est estimée en minimisant la variance résiduelle du modele
SETAR estimé parmi toutes les valeurs possibles du paramétrer de délai.

e étape 4 : On estime le modele SETAR par les méthodes de régression usuelles connaissant

le seuil et le parametre de délai[31].

Estimation d’un modele SETAR

L’estimation des modeles SETAR nécessite I’estimation de plusieurs parametres : Le nombre
de régime ( nombre de seuil), le parametre de retard d , la valeur des seuil ¢;,j =1,...,k — 1.
Ainsi que les coefficients auto-régressifs relatifs a chaque régime. Pour un ensemble donné
d’observation X; = (y;_1,. .. ,yt_p)/. Et pour une valeur de parametre de délai d et de seuil ¢
les estimateur par moindre carrée ordinaire des coefficients auto-régressif (bf,z' =0,...,p. Du
régime sont asymptotiquement normaux (chan et tong 1986).1ls minimisent la somme des carrés

des résidus du régime j :

SSEW — Z (Y, — (bgj) _ ¢(j)Xt)2.

JEK(J)
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2.5. Identification , spécification et estimation du modéle SETAR et STAR

Ou k(7) est 'ensemble (p <t < n : W, appartient au régime j) . L’estimateur de la matrice de

variance-covariance des coefficients estimée est donnée par :
i 2 "y —1
SSE()

nj—(p+1)"
n; est le nombre d’observation dans le régime j. [22]

ot X = (1; X, )iek(j) ot 00y =

2.5.3 Estimation d’un modele STAR

Une fois la variable de transition S; et la fonction de transition G(Sy, 7, ¢) ont été sélectionnés.
L’étape suivante du cycle de modélisation est I'estimation des parametres du modele STAR.
Notons 6 est vecteur des parametres § = (¢, ¢y, 7, ¢) .

o est vecteur vrais parametres . Pourez étre estimé comme :

T-1
Q(6) = argminQ(®) = argmin Y (X, — f(6,v1-1))*
t=p
Ou T est le nombre d’observation ,f(0,1;_1) = Eg[X;/1i1]. Et ¢y = 0(Xs, s < t) et posons
s _ QO)
o = T -

Soit la matrice V définie positive telle que :

Of (0o, 4,) O (00, ,)
00 00, |

V = By,

Chan et Tong (1986) ont alors montre que :
- 1l existe une suite d’estimateurs © tels que 6 — O, prés que stirement.
- Pour € > 0, il existe un évenement E, avec P(E) =1 — ¢ et T tel que :

T > Ty, Q(©) attenigue un minium relatif en © avec :
VT (6 — ©y) — N(0,02V7Y).

et 62 —» 6.[31][33]

p.s
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Chapitre

Simulations et Application

L’objectif de ce chapitre est de renforcer les résultats théoriques présentés précédemment ,
par le biais des simulations et une application empirique .Trois processus générateurs de type
SETAR(2,p1,pa,d) et SETAR(3,p1,pa, p3,d) , sont utilisés pour simuler des séries temporelle
de taille petite , modérée et relativement grande (N=100,500,1000).L’ordre du modele SETAR
est p;=2,3; i=1,2,3 et le paramétrer de délai d=1,2 (a titre d’essai) . Le vecteur des erreurs
{e¢+} suit la loi normale de moyenne 0 et de variance 1.

Nous allons utiliser la bibliotheque tsDyn de logiciel R |, version 4.0.5 pour cette partie empi-

rique.

3.1 Simulations

Afin d’apprécier la performance des estimateurs discutés ainsi que la qualité de ’approxi-
mation asymptotique, nous entamons cette phase de simulation de quelques modeles SETAR

pour des tailles 100,500 et 1000 et k=2,3.

3.1.1 modele SETAR(2,2,2,1)

Nous simulons tout d’abord le modele SETAR (2,2,2,1) qui prend la forme suivante :
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3.1. Simulations

14 O.4Xt_1 — 0.5Xt_2 + & st Xt—l < 1.

Xy

0.1Xt71 + O.2Xt72 + &4 st Xt,1 > 1.
Ou encore :
Xt = (1 + O.4Xt_1 — 0'5Xt—2)[(Xt—d S 1) + (0'1Xt—1 + OQXt_g)(l — -[(Xt—d > 1)) + &;.

Avec :

1 St thl § 1.
I(X;—q <1)=

0 St Xt—l > 1.

Ce modele peut étre réécrite de facon équivalente comme suit :
Xt = (1 + O.3Xt,1 — 0-7Xt72)[(Xt7d S 1) + (O.lXt,1 + O.2Xt,2) + Et. (31)

Les résultats de simulation de modele (3.1) sont présentés au tableau suivant :
On a:

| Vraie valeur — Estimation moyenne |

Z. ,
Ecarte — type empirique
N=100 9" P 0} ¢ 0" 0
Vraie valeur 1 0.3 -0.7 0 0.1 0.2

Estimation moyenne 1.04266 0.2019 -0.6693 0.0940 0.16336 0.13044
Ecarte—type empirique  0.17367 0.11064 0.17774 0.54685 0.15812 0.26270
Z 0.2456383 4.5624548 3.0658265 1.3510103 0.4007083 2.9166349

TABLE 3.1 — Moyennes et écarts-types de modele SETAR (2,2,2,1) avec N =100.
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FIGURE 3.1 — Trajectoire, ACF et PACF du modele SETAR(2,2,2,1) avec N=100

1= =D

3.1.2 modele SETAR(2,3,1,1)

Nous simulons le modele SETAR(2,3,1,1) qui prend la forme suivante :

1+ 0'3Xt—1 — O.7Xt_2 + Xt—3 + & s1 Xt—l S 1.

O]_ + O.QXt_l + Et SZ. Xt—l > ].

Les résultats de simulation de modele (3.2) sont présentés au tableau suivant :

N=500 0 0" 95" 5 o5 0

Vraie valeur 1 0.3 -0.7 1 0.1 0.2
Estimation moyenne  0.197714 -0.182056 -0.457317 -0.140786 0.471414 -0.590105
Ecarte-type empirique  0.086377  0.069855  0.050032  0.055999  0.275962  0.121808

Z, 9.288190 6.900809  4.850556 20.371542 1.345888  6.486479

TABLE 3.2 — Moyennes et écarts-types de modele SETAR (2,3,1,1) avec N=500 .
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FIGURE 3.2 — Trajectoire, ACF et PACF du modele SETAR(2,3,1,1) avec N=>500 .

3.1.3 modele SETAR(3,3,3,3,2)

Nous simulons le modele SETAR(3,3,3,3,2) qui prend la forme suivante :

1—-01X;_1402X;_5— 0.5Xt_3 + & st Xi_o < 1.
Xt =4q405X;_14+03X;_2+ 0.6Xt_3 + &¢ st 1< X9 <2, (33>
1+ 0.2Xt_1 + 0.4Xt_2 + 0.1Xt_3 + & st Xt_g > 2.

Les résultat de simulation de modele (3.3) sont présente le table suivante :
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3.1. Simulations

1 1 1 1 2 2
N=100 U . U L

Vraie valeur 1 -0.1 0.2 -0.5 0 0.5
Estimation moyenne  0.961381 -0.16527 0.21127 -0.50083 -0.40938  0.53870
Ecarte—type empirique 0.572056 0.638021 0.564889 0.833286 1.697781 0.294118

Z. 0.0675 0.1023 0.01995  0.00099 0.2411 0.1315
2 2 3 3 3 3
R T U
Vraie valeur 0.3 0.6 1 0.2 0.4 0.1

Estimation moyenne  0.32026 -0.048433 1.077619 0.228778 0.397166 0.106302
Ecarte—type empirique 0.382191 0.966117 0.669474 0.111129 0.114158 0.151040

Z. 0.0530 0.6711 0.11598 0.2589 0.0248 0.0417
Vraie valeur 1 -0.1 0.2 -0.5 0 0.5

Estimation moyenne  0.999323 -0.098072 0.210717 -0.527195 -0.030497 0.506190
Ecarte—type empirique 0.245729 0.145568 0.182960 0.276871 0.651211 0.117469

Z. 0.00276 0.01324 0.05858 0.09822 0.04683 0.05269
SR . S R
Vraie valeur 0.3 0.6 1 0.2 0.4 0.1

Estimation moyenne  0.325340 0.639998 1.032932 0.214642 0.406917 0.108584
Ecarte—type empirique 0.100706  0.430096  0.276298 0.050572 0.051459 0.064571

Ze 0.2516  0.0929978  0.11919  0.2895  0.1344  0.1329
N=1000 ¢ o1 9 5 ¢ 6
Vraie valeur 1 -0.1 0.2 -0.5 0 0.5

Estimation moyenne  0.998494 -0.072296 0.204599 -0.502451 0.041564 0.490667
Ecarte—type empirique 0.144199 0.087214 0.103073  0.144691 0.555828 0.099529

Z. 0.01044 0.317655  0.04462 0.01694 0.07478  0.09377
2 3 3 3 3
R S R X X
Vraie valeur 0.3 0.6 1 0.2 0.4 0.1

Estimation moyenne  0.331687 0.604832 1.034028 0.199113 0.405774 0.100560
Ecarte-type empirique 0.080516 0.377461 0.178956 0.036085 0.036508 0.043555
Z, 0.010444 0.317655 0.044619 0.01694  0.07478  0.0938

TABLE 3.3 Moyennes et écarts-types de modele SETAR (3,3,3,3,2) avec
N=100,N=500,N=1000 .
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FIGURE 3.3 — Trajectoire, ACF et PACF du modele SETAR(3,3,3,3,2) avec N=100.
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FIGURE 3.4 — Trajectoire, ACF et PACF du modele SETAR(3,3,3,3,2) avec N=>500.
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FIGURE 3.5 — Trajectoire, ACF et PACF du modele SETAR(3,3,3,3,2) avec N=1000.

Discussion des résultats de simulations

Les estimations des parametres et de leurs écarts-types selon les tailles d’échantillon sont

présentés aux tableaux précédents.

Nous observons que les estimateurs des parametres convergent vers les vraies valeurs lorsque la

taille d’échantillon de la série simulée augmente. Toutefois, lorsque la série comporte un petit

nombre de valeurs N=100, les estimations des parametres sont parfois tres éloignés des vraies

valeurs .

Les modeles comportent des estimateurs des parametres éloignés des vraie valeur pour certains

tailles possedent des écarts types énormes .De plus lorsque N augmente , les écarts types

diminuent.
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3.2 Application

La série des taches solaires ,”sunspot” en anglais , provient de 1’observation du soleil , dont
I’activité varie au-cours du temps .Plusieurs phénomenes liés a cette activité sont observables,
dont des éruptions ou des taches noires , entre autres .Ces taches noires apparaissent quotidien-
nement selon un cycle approximatif de onze ans.

Le relevé du nombre de taches présentes a la surface du soleil est particulierement intéressant
du fait de 'ancienneté des données disponibles (pour les moyennes mensuelles), la série notée

par suns comporte 228 observations mensuelles couvrant la période de 1998-2016.

3.2.1 Représentation graphique de la série suns
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FIGURE 3.6 — Trajectoire, ACF et PACF du série ”Sunspot american” .

On remarque du graphique un changement de régime dans la trajectoire de la série ”"suns”,

cela nous permet de suggérer une modélisation non linéaire de la série étudiée .

3.2.2 Estimation du modele autorégressive simple

Le tableau suivant , représente les résultats d’estimation du différents modeles autorégressive.
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auto-régressive 01 02 03 04 o5 AIC BIC
AR(1) 0.9120 - - - - 1931.720  1942.008
AR(2) 0.7228 0.2069 - - - 1923.704 1937.421
AR(3) 0.6477 -0.0492 0.3544 - - 1895.161 1912.308
AR(4) 0.5999 -0.0430 0.2677 0.1337 - 1893.043 1913.619
AR(5) 0.5943 -0.0538 0.2695 0.1101 0.0395 1894.686 1918.691

TABLE 3.4 — Estimation des modeles AR(p) avec p=1,2,3,4,5 .

AR(1)-AR(2)

AR(3)-AR(4)

AR(2)-AR(4)

AR(4)-AR(5)

0.01184

0.6001

7.169¢97

0.5366

TABLE 3.5 — les tests du rapport de vraisemblance .

Suite aux résultats le test du rapport de vraisemblance et vue les criteres d’information , le

modele AR(4) est le plus adéquat pour notre série, il s’écrit comme suit :

Xy =0.5999X, 1 —0.0430X;_o + 0.2677X;_5 + 0.1337X;_4 + &

(0.0655)

(0.0745)

(0.0746)

(0.0656)

AIC =1893.04 , BIC = 1913.619 , 62 = 221.9.

3.2.3 Estimation de modele autorégressive a seuil

Le tableau suivant regroupe les résultats d’estimation du différents modeles SETAR.
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3.2. Application

S U U U U U U
SETAR(2,2,2,1) 0.629317 0.936899 0.071671 - - - 72.35631
SETAR(2,3,3,2) 1.758079 0.755760 -0.098696 0.299792 - - 56.678999
SETAR(2,4,4,3) 0.813102 0.686526 -0.019688 0.243963 0.075408 - 20.87969
SETAR(2,5,5,4) 1.564535 0.816428 -0.108304 0.066597 0.236541 -0.063970 8.849446
SETAR o @) o o2 o  AIC  BIC
SETAR(2,2,2,1) 0.2353845 0.1017637 - - - 1247 1271.356
SETAR(2,3,3,2) 0.267914 -0.089238 0.310055 - - 1237 1268.163
SETAR(2,4,4,3) 0.39091  -0.20209  0.25638  0.32382 - 1240  1277.657
SETAR(2,5,5,4) 0.419085 -0.042980 0.398605 0.076373 0.049213 1238 1282.628

TABLE 3.6 — Estimation des modeles SETAR avec p;=2,3,4,5; i=1,2 .

D’apres les criteres d’information mentionnés dans le tableau ci dessus, le modele

SETAR(2,3,3,2) est le plus adéquat pour notre série, il s’écrit sous la forme suivante :

.
1.758079 4 0.755760.X;_1 — 0.0986961.X;_o + 0.299793.X;_3

¥ (1.908450) (0.076301) (0.105087) (0.084725)
t p—t

56.678999 + 0.267914.X; 1 — 0.089238X;_» + 0.310055X;_3

| (22.359290) (0.122766)  (0.113768)  (0.136032).

AIC =1237, BIC = 1268.163 , 62 = 210.1 .
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3.2. Application

3.2.4 Prévisions

mois Jan Feb Mar Apr May Jun

Vraie valeur 18.4 14.4 11.3 21.5 12.5 15.0
prédiction SETAR(2,3,3,2) 15.52497 16.60267 16.07118 16.91969 17.93650 18.46188
prédiction AR(4) 17.70364 18.84278 17.25828 17.65226 19.15803 19.77252

RMSE(prédiction SETAR)=4.049714
RMSE(prédiction AR) = 4.789498

TABLE 3.7 — Prévisions de AR(4) et SETAR(2,3,3,2) .
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FIGURE 3.7 — Prévision par le modele AR(4) et SETAR(2,3,3,2) .
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3.2. Application

Le tableau ci dessus vise a calculer les prévisions et leurs qualités issues de modele linéaire AR
et le modele non linéaire SETAR choisit. Par le biais de critere RMSE, il compare les valeurs
prévues avec les valeurs réelles de la période allant de Janvier jusqu’a Juin 2017. En générale,
en terme de RMSE, la prévision par le modele SETAR(2,3,3,2) a fournit des bonnes prévisions
par rapport aux celles données par le modele AR(4).

Le graphique ci-dessus vise a représenter les prédictions du modele AR(4) linéaire et du
modele SETAR(2,3,3,2) non linéaire.Nous notons que le graphique SETAR(2,3,3,2) correspond

mieux a la courbe d’'une série que la courbe AR(4).
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Conclusion

Dans notre mémoire, nous avons étudié un élément de la famille des processus non linéaires

a savoir les modeles autoregressive a seuil.

Tout d’abord, nous avons présenté ’ensemble des processus linéaire stationnaires et non

stationnaires en exposant leurs modeles et faire apparaitre leurs caractéristiques.

Au fait que 'hypothése de la linéarité restreint automatiquement le comportement dyna-
mique dans la série, des modeles particuliers commence a apparaitre régulierement dans la

littérature des séries temporelles. Ces modeles c¢’étaient ’objet du deuxieme chapitre.

L’application empirique discutés dans ce mémoire comporte deux parties : dans la premiere
partie, nous avons simulé trois processus SETAR en faisant changer chaque fois un de leurs
parametres. Nous avons conclut que lorsque la taille N augmente, la qualité des estimateurs
s’améliorent. Dans la deuxieme partie, nous avons présenté une modélisation de la série réelle

Sunspot Américain par un modele linéaire AR(4) et non linéaire SETAR (2,3,3,2) .

L’étude de cette série était orientée essentiellement dans une optique prévisionnelle,les deux
modeles estimés sont utilisé par la suite au calcul des prévisions pour une période de 06 mois.
En terme de RMSE, le processus SETAR (2,3,3,2) avait donné des prévisions mieux que celles
données par le modele AR(4).

Nous espérons avoir répondu au probleme posé et les résultats trouvés seront d’une utilité

pertinente.
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Annexe

Les fonctions sous R

1.Simulation des modeles SETAR/TAR

library(tsDyn)

# pour lancer le package tsDyn #

set.seed(100)

TvarMat = ¢(1,0.3,-0.7,0, 0.1,0.2)

TvarMat

sim=setar.sim(B=TvarMat,lag=2,n1=100, type="simul”, nthresh=1, Thresh=1 starting=c(2.8,2.2))
#simulation d’un modele SETAR(2,2,1) de taille n=100#
sim

acf(sim$serie)

# tracer le autocorrélations de la série ”"sim$serie” #
pacf(sim$serie)

# tracer le autocorrélations partiel de la série ”sim$serie” #
plot(sim$serie,type= "1")

# tracer le graphe de la série ”sim$serie” #

mod.setar =setar(sim$serie, m=2, thDelay=1, th=1)
#Estimation du modele obtenu#

summary (mod.setar)

# L’affichage des caractéristique statistiques du ”"mod.setar” #
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set.seed(100)

TvarMat = ¢(1,-0.1,0.2,-0.5,0,0.5,0.3,0.6,1,0.2,0.4,0.1)
TvarMat

sim=setar.sim(B=TvarMat,lag=3,1=100, type="simul”, nthresh=2, Thresh=c(1,2))
sim

mod.setar =setar(sim$serie, m=3, thDelay=2, th=c(1,2))
#simulation d’un modele SETAR(3,3,3,3,2) de taille n=100#
sim

mod.setar= setar(sim$serie, m=3, thDelay=2, th=c(1,2))
mod.setar

summary (mod.setar)

acf(sim$serie)

# tracer le autocorrélations de la série ”sim$serie” #
pacf(sim$serie)

# tracer le autocorrélations partiel de la série ”sim$serie” #
plot(sim$serie, type= "17)

# tracer le graphe de la série ”sim$serie” #

2.Applications

library (tseries)
library(aod)
set.seed(100)

suns

# la table de donnée#
length(suns)
# numéro de observations#
x = ts(suns, start=1998, end=c(2016,12),frequency=12)
# Transformer la a une série temporelle#

X
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plot(x, xlab="mois”)

# tracer le graphe de la série "x” #

acf(x, xlab="1lag(mois)”)

# tracer le autocorrélations de la série "x” #
pacf(x, xlab="1ag(mois)”)

# tracer le autocorrélations partiel de la série "x” #
arl =arima(x , order = ¢(1, 0, 0))

#Estimée un modele AR(1)#

arl

ar2 =arima(x , order = ¢(2, 0, 0))

ar2

ar3 =arima(x , order = ¢(3, 0, 0))

ar3

ar4 =arima(x , order = c¢(4, 0, 0))

ard

arb =arima(x , order = ¢(5, 0, 0))

ard

res = AIC(arl, ar2, ar3, ar4, arb)

res

#la valeur de log-vraisemblance peut étre obtenue#
res2= BIC(arl, ar2, ar3, ar4, arb)

#la valeur de log-vraisemblance peut étre obtenue#
res2

ar4$res

#donner la série des résidus d'un modele AR(4)#
Box.test(ard$res,type = ”Box-Pierce”)

#tester 'autocorrelation des résidus#

mod.setar = setar(suns, m = 2, mL = 2, mH = 2, thDelay = 1)
mod.setar

mod.setar2 = setar(suns, m =3, mL = 3, mH = 3, thDelay = 2)
mod.setar2

mod.setar3 = setar(suns, m = 4, mL. = 4, mH = 4, thDelay = 3)

mod.setar3
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mod.setard= setar(suns, m = 5, mL = 5, mH =5, thDelay = 4)
mod.setar4

summary(mod.setar)

r1=BIC(mod.setar)

rl

summary(mod.setar2)
r2=BIC(mod.setar2)

r2

summary(mod.setar3)
r3=BIC(mod.setar3)

r3

summary(mod.setar4)
r4=BIC(mod.setar4)

r4

library(fNonlinear)

bds.test(suns,m=4)

#test de linéarité#

delta.test(suns)

delta.test(ard$res)
delta.test(mod.setar23res)

#test indépendance#
Box.test(mod.setar2$res,type = ”Box-Pierce”)
#tester 'autocorrelation des résidus#
mod.Istar=lIstar(suns, m = 3, thDelay = 2)
summary (arl)

library (lmtest)

Irtest(arl,ar2)

Irtest(ar3,ar4)

Irtest(ar2,ar4)

Irtest(ard,arb)

#comparaisons de modeles par vraisemblance asymptotique#
set.seed(15)

ardSres
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Box.test(ard$res,type = " Box-Pierce”)

#tester 'autocorrelation des résidus#

x.new = predict(mod.setar2, n.ahead =6)

# la prédiction de le modele setar)#

X.new

x.newl = predict(ar4, n.ahead =6)

# la prédiction de le modele ar)#

x.newl

sunsl length(sunsl)

x1= ts(sunsl, start=1998, end=c(2017,6),frequency=12)

#la série réel#

x1

suns2 length(suns2)

x2= ts(suns2, start=1998, end=c(2017,6),frequency=12)

x2

#la série réel plus les valeur prédictive de SETAR(3,3,3,2)#
suns3 length(suns3)

x3= ts(suns3, start=1998, end=c(2017,6),frequency=12)

#la série réel plus les valeur prédictive de AR(4)#

x3

plot(x1,main="Graph” type="1" col="blue”)

points( x2,main="SETAR, Graphs” type="1",col="red”)

points( x3,main="SETAR Graphs”,type="1",col="green”)
points( x,type="1")

legend (" topright” ,c(”serié” " SETAR(3,3,3,2)”,” AR (4)”),fill=c(”blue”,”red”,” green”))
#tracer les graphes des les séries "x1,x2,x3” #
y=c(18.4,14.4,11.3, 21,5, 12.5 , 15.0)

y2=c(15.52497, 16.60267, 16.07118 ,16.91969 ,17.93650 ,18.46188)
y3=c(17.70364 ,18.84278 ,17.25828, 17.65226 ,19.15803, 19.77252 )
plot(y,main="Graph” ,type="1" col="blue”)

points( y2,main="SETAR Graphs” type="1",col="red”)

points( y3,main="SETAR Graphs”,type="1",col="green”)
legend (" topright” c(”serié” | SETAR/(3,3,3,2)”,” AR (4)”) fill=c(”blue” ,”red”,” green”))
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#tracer les graphes les valeurs de prédiction #

library(Metrics)

rmse(y,y2)
rmse(y,y3)

# calcule 'erreur quadratique moyenne entre deux vecteurs numériques#
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