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Notation

e 1 :Indicatrice

e K(.) : Le noyau

e f.(X) : L’estimateur

e XY : Les variable aléatoire
e i.i.d : Indépendantes et identiquement distribuées.
e > : La somme

e [[ : produit

e [£ : L’espérons mathématique
e h : Le paramétre de lissage

e [ :lintégrale

e V(.) :La variance

e lim : La limite

e CV :Validation croise

e | . | :La valeur absolue



Introduction générale

Dans la statistique on trouve deux approches d’estimation dans la littérature, la premiére
est I’approche paramétrique qui se résume en 'estimation d’un nombre fini de parameétres réels
associés a la loi de ’échantillon. Dans ce cas, on construit les estimateurs en utilisant les diffé-
rentes méthodes d’estimation (méthode des moments, de maximum de vraisemblance,...)
Cependant, I'approche non-paramétrique consiste généralement & estimer a partir des obser-
vations une fonction inconnue élément d’une certaine classe fonctionnelle. Cette branche de la
statistique a subit un intérét croissant autant sur le plan théorique que pratique.
la statistique non-paramétrique regroupe 1’ensemble des méthodes statistiques qui permettent
de tirer de l'information pertinente de données sans faire I’hypothése que la loi de probabilité
de ces observations a partir & un famille connue.

L’estimation non paramétrique remonte & Rosenblatt (1956, |20]) et Parzen(1962,[19]) ou la
méthode du noyau de convolution est utilisée pour estimer la fonction de densité de probabilité.
Qui ont proposé une classe d’estimation a noyau d’'une densité uni variée .

Les estimateurs a noyau sont des fonctions de deux paramétres K appelé noyau, et h dit para-
métre de lissage(largeur de fenétre), les propriétés de convergence de 'estimateur & noyau ont
été étaliers par parzen (1962), silver-man et Nadaraya (1964,[17]), les théorémes relatifs a
lerreur quadratique moyenne et 'erreur quadratique moyenne intégrée ont obtenus par parzen
(1962).

Malgré leur intérét apporté ou domaine de la statistique, les estimateurs a noyaux connaissent
quelques inconvénients parmi les quels se situent les problémes de support. Le plus connu est
Ieffet du bort dans l'estimation des fonctions & support borné au moins d’un c6té. Plusieurs
solutions a ce probléme ont été proposées dans la littérature.

De multiples inégalités exponentielles existent dans l'estimation non-paramétrique fonction-
nelle, elles permettent de déterminer la vitesse de convergence des différents estimateurs.

La construction des inégalités exponentielles s’inspire principalement du théoréme central li-
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mite et de la loi fort des grands nombres. Cette construction requiert 'utilisation de 'inégalité
exponentielle de Markov, il s’agit de définir une borne supérieure idéale de la fonction généra-
trice des moments.

Les auteurs ont énoncé plusieurs types d’inégalités exponentielles selon le modéle utilisé. Dans
le cas otl les v.a sont i.i.d, Bernstein (1924) propose une inégalité trouvant un usage particulier
pour la démonstration de la convergence fort en estimation non-paramétrique.

Ce travail s’articule autour de 3 chapitres :

Le premier chapitre est d’établir certaines propriétés de ’estimateur de la fonction de réparti-
tion basé sur la méthode de noyau. Nous établissons ces propriétés statistiques (biais,variance,
erreur quadratique moyenne, I'erreur quadratique moyenne intégrée, choix de paramétre de lis-
sage et la méthode de la validation croisée).

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les différents modes de convergence et quelque in-
égalités exponentielles dans le cas ou les variables aléatoires sont i.i.d et quelque remarques
sont données concernant leurs preuve.

Et on termine notre travail par une application de la convergence présque compléte par 'utili-
sation de 'inégalité de Bernstein, ainsi une étude de simulation concernant la simulation de la
fonction de régression et son estimateur(f et f ) suivant les différents type de noyaux, puis une

représentations graphiques de (f et f ) suivant les valeurs de h (le paramétrer de lissage).



Chapitre

L’estimation fonctionnelle non-paramétrique

Introduction

Dans ce chapitre nous allons présentée une méthode d’estimation de la densité, c’est a dire
comment estimer non- paramétriquement la densité de probabilité f 7?7
Pour répondre a cette question on considére les observations x1,xs,--- ,x, , il existe plusieurs
méthodes d’estimation non- paramétrique d’une densité ( la méthode par histogramme, la
méthode de noyaux,...etc), 'objectif de notre étude dans ce chapitre est de la construction d’un
estimateur de f, noté f, par la méthode de noyau avec f, = flz, X1, Xo, -+, X,) -
Pour l'estimation non- paramétrique, ils existent plusieurs méthodes d’estimation mais, dans

ce chapitre on base seulement sur la méthode de noyau.

1.1 Estimation par la méthode des noyaux

L’estimateur & noyau est probablement l'estimateur le plus utilisé et certainement le plus
étudier mathématiquement car il posséde des propriétés qui le rendent fort intéressant. Suppo-
sons que nous observons n variables aléatoires i.i.d, x1, x9, ..., z,, de densité f, 'objectif de notre
étude est la construction d’un estimateur de f en un point fixe x, notons F(z) = P(X; < z) la
fonction de répartition de la loi de X7, la densité est la dérivé de la fonction de répartition, ce
qui permet d’écrire pour tout x :

f(x) = F'(z) = lim Fle—h) = Fz)

n—--0 h

Donc pour un h > 0 fixe < petite > on peut penser a estimer f(x) par :
1 1
ful@) = g (Fue + h) = Fu(a — h)) = %;ﬂ]m,ﬁm(m

10



1.2. NOYAUX

On a Alors :
E(fu(2)) = 55 (B[Fu(z + h)] = E[Fy(x = h)]) = 35 [F(z + h) = F(z = h)] — f(z)

Il faut donc faire dépendre h de la taille de I’échantillon, et le faire tend vers 0 quand n —
0o, de sorte que f (x) soit un estimateur asymptotiquement sans biais de f(z), h sera donc
dorénavant noté h,,. I'estimateur fn reste une fonction en escalier, pour obtenir quelque chose

de plus lisse, on peut remarquer que :

R 1 <&
n - ]la:— n,T 7
fu() Q”hn; b b (i)

1 1
= =1 z—hn,T
h 2 } h‘"l} +hn]

1 Xi
2 —1,1]

= K
nhn; ( hy, )

Cet estimateur appelé estimateur de Rosenblatt, est le premier exemple d’estimateur a noyau

construit a 1’aide du noyau K = %]1],171]

1.2 Noyaux

Définition 1.2.1. [10] Soit k :-R =R, on dit que K est un noyau si et seulement si :

+o00
K(u)du =1

o K est dit positive si K(u) > OVu .
o K est dit symétrique si K(u) = K(—u)Vu .

1.2.1 Quelques formes de noyaux

Les noyaux les plus couramment utilisée en pratique sont :

-Le noyau rectangulaire :

K(u) = 5111.(w)

-Le noyau triangulaire :

-Le noyau gaussien :




1.3. PRINCIPE DE LA METHODE DE NOYAU

-Le noyau d’Epanechikov :
3 2
K(u) = 1_1(1 — U )]1[,171]<U)

-Le noyau : Biweight (quadratique)

15
K(u) = E(l — )y g

1.2.2 Propriétés d’un estimateur a noyau

- K(u) > 0 (positive)
- Jo K(u)du =1
- Jo uK (u)du = 0 (symétrie)
L’estimateur a noyau est une fonction de densité fn qui a les méme propriétés de continuité et
de différentiable que K :
x Si K est continue, fn sera une fonction continue
x Si K est différentiable, fn sera une fonction différentiable.

x Si K peut prendre des valeurs négative, alors fn a aussi des valeurs négative. [30]

1.3 Principe de la méthode de noyau

L’estimation par la méthode de noyau (ou méthode de Parzen-Rozenblatt)est une méthode
non-paramétrique d’estimation de la densité d’une variable aléatoire. Cette méthode permet
d’obtenir une densité continue et de construire en ce sens une généralisation de la méthode de
I’histogramme, en effet la fonction indicatrice utilisée pour ’histogramme est ici remplacée par

une fonction continue (le noyau) est une somme des fonctions continue qui reste continues .

1.3.1 Estimateur & noyau :

Définition 1.3.1. Un estimateur a noyau noté fn de la fonction f est définit par :

fu(z) = — i[( (x;nX) (1.1)

nh
=1

Ot (hn)n>1 est une suite de réels positive appelée parametre de lissage ou largeur de la fenétre

qui tend vers 0 quand n tend vers [infine et K appelé fonction de poids ou noyau.

Propriété 1.3.1. Un estimateur a noyau est une densité

12



1.3. PRINCIPE DE LA METHODE DE NOYAU

Preuve. [10]

+Oofn(x)dx: 1 zn:/+OOK(x—Xi) e

o nhy, P

1 n 400

]

Pour mieux saisir I'intuition derriére I’estimateur a noyau, nous avons construit cet estima-
teur a partir de I’équation (1.1) en utilisant un ensemble de données constitué seulement de 7
observations. Le noyau K a été choisi comme étant la densité d’une loi normale de moyenne 0 et
de variance 1 et le paramétre de lissage h égale a 4. On centre d’abord un noyau individuel sur
chacune des 7 observations et la valeur de I'estimateur a noyau f (z) au point z est simplement

la somme des ordonnées de chacun des 7 noyaux individuels & ce point z comme représenté a

la figure (1.1).

13



1.4. QUELQUES DEFINITIONS
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FIGURE 1.1 — Estimateur a noyau basé sur 7 observations (h=4)

Par exemple si z = 5 on a f(x) = 0.03 qui est égale a la somme des densités des 7 noyaux

gaussiens au méme point r =5

1.4 Quelques définitions

Définition 1.4.1. [1] On dit qu’ un estimateur f de f est sans biais si :
E(fu(z)) = f
Définition 1.4.2. [1] On dit qu’ un estimateur f de f est asymptotiquement sans biais si :
lim E(f,(z)) = f
n—ao0
Définition 1.4.3. [1] Un estimateurf de f dit asymptotiquement uniformément sans biais st :

lim sup |F [fn(a:) — f(a:)” =0

n—aoo

14



1.5. LA REPRESENTATION GRAPHIQUE DE L’'ESTIMATEUR SOUS DIFFERENT
TYPE DE NOYAUX

1.5 La représentation graphique de ’estimateur sous diffé-
rent type de noyaux
[2]  Le noyau uniforme (Rosenblatt)

K(u) = 31(w)

Liniform (Rosentlat) cornparaison da fat { paurn=200 cas noyau rosentelatt

: : © | ——Couhe Thaotigua
Ddpoee R s ot | ——Estimmteur de f |+

035 e g 1 e e o]

........... ,9,.-,1._ Da. e

: 8025_ e
(N .................... SR [T (EETTRIRRRTIOPPRRRITN ROV , .......... !

Fréequences
Fréguen

] S [ J ............ e 1 ........... S [ 4
Lo ......... i 2 e ......... p 5k BTN [ T
Db e [ o UEA [T R

.................... ETIRRE: S RS ......... R . : : Y

“aleures e w il

FIGURE 1.2 — Noyau uniforme (Rosenblatt)

eLe noyau triangulaire : Ce noyau a un avantage par rapport au noyau de Rosenblatt,
c’est qu’ il est continu partout, ce qui conduit a une estimation de f,, continue. Ce noyau s’écrit

sous la forme :

K(u) = (1= fu)) T (u)

15



1.5. LA REPRESENTATION GRAPHIQUE DE L’'ESTIMATEUR SOUS DIFFERENT
TYPE DE NOYAUX

. comparaizon da Tat { pourn=200 cag noyad tiange
Triangulaire

Couibe Théarigue
Ectimmtour da{ |4

Frégusnces
Fréquence

i i i i i
25 002 445 4 05 0 05 A 15 2 15

Valeures de x X

FIGURE 1.3 — Noyau Triangulaire

¢ Le noyau d’Epanechnikov ou parabolique : est définit par la forme suivante :

K(u) = Z(l —u*) -1 (u)

comparaison de f et fh pour =200 eas noyau epanec hiik o

045 T T T i
: : : : Estimmieur de A
Rl """"" g Courbe Théorgue |
1k ls] S .......... s .......... L .......... T ]
1] SR R Y S ..... R O ......... 4
: ; ,'
E E 1] PP RTUIPURPUINE PP ........ b
: 1 :
3z F 1] P SO R P ]
- w :
DASF ot B ................ ]
Db gl ........................................ ]
111 SER e Feers SRR B """ A
] :
-4 3 2 1 0 1 z 3 4

walalr da x

FIGURE 1.4 — Noyau d’Epanechnikov ou parabolique

¢ Le noyau gaussien : L’avantage du noyau gaussien est que plus la valeur de h est élevée
plus on élargit la fenétre, ce qui a un effet de lissage globale important, mais le cotit de calcul

dans le cas de ce noyau est trés élevé du fait de son support infini. Ce noyau s’écrit sous la

16



1.6. PROPRIETES DE I’ESTIMATEUR A NOYAU

forme :

Freguences

comparaison de f et f pour =200 cas noya Rormal

045 ' ! T T T T i
: : : : : Estimrateur de fn

— Coure Théotique | 7

B

Frégquence

=
P

“aleures de «

F1GURE 1.5 — Noyau gaussien

1.6 Propriétés de ’estimateur a noyau

Nous allons maintenant donner quelques propriétés statistiques élémentaires de I’estimateur

de la densité f.

1.6.1 Etude du Biais

Supposons que 'on dispose d’un échantillon d’observations 1, s, ..., x,, issu d’une variable

aléatoire possédant pour fonction de densité, f que 'on désire estimer. On suppose que fn est

Iestimateur & noyau obtenu en utilisant le noyau K et le paramétre de lissage h,, et fn défini

par 1'équation (1.1)

HYPOTHESES

On suppose que K vérifie les 4 conditions suivantes :
1- [ K(u)du = 1
2-K est une fonction paire ou, plus généralement [ UK (u)du =0
3-[pu? | K(u) | du < oo
4- [ K (u)*du < oo

17



1.6. PROPRIETES DE I’ESTIMATEUR A NOYAU

Proposition 1.6.1. 5% les trois premiéres conditions de [’hypothése sur K sont remplies, alors :

Biais[f,(x)] 2 = f"(x)ph® + O(h?)

DO | —

O = [p K(uw)u*du
Si, de plus la condition 4 de Uhypothese est satisfaite alors :

Wfal@)] = - F(x) Rlx) + o )
Ou R(z) = [, K*(u) du

Preuve. [14]
Commencons par le calcul de Biais :

Considérons l'estimateur a noyau :

fulz) = %me —th-) _ n—ZZKh(w ~ X))

O nous avons introduit la notation :

Pour une version transformée de K :
E[f.(2)] = E[Kp(z — X;)] car les X; sont i.id
/ Kp(x —vy)f(y)dy
= / K(u)f(z —uh)du avecu = % et du = —%dy
/ K(u f(x)uh + = f”( Yu?h? 4+ O(h*)]du  par le développement de Taylor d’orde

:f(x)/RK(u)du—f’(a:)h/RK(u)u+%f”(x)hszK(u)umu+O(h2)

Alors :
Biais[fn(z)] = E[fu(2)] — f(2)
1 " h2 2d hQ
:§f (7) /RK(u)u u+ O(h7)
= 7 @hdu+ O(1?) (12)
Avec pig = [ K(u)u*du

D’ou la premiére assertion de la proposition.

18



1.6. PROPRIETES DE I’ESTIMATEUR A NOYAU

Pour la variance on calcule :

o[fu(@)] = Elf ()] = Elfu(@))?
= B}~ X)) - [B((x — X))

:%/K( dy—[/K y)dy

= /K2 (x — uh)du avec u = —

h
— o [ K@) = @
— ot [ K= ) [ Kt o (13)

Donc nous trouvons que :
)] = 2 f @) | K+ ol
1 1
= L jw)R@) + o)
(1.4)
AvecR(z) = [, K*(u)du O

La figure suivante nous permet de mieux voir le comportement du biais et de

la variance.

Bias”2, Variance and MSE

Bias*2, Variance and MSE*E-4

Bandwidth h*E-2

FIGURE 1.6 — Le "trad-off" biais-variance en fonction de h

19



1.7. EXPRESSION D’ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE (MSE) ET MOYENNE
INTEGREE (MISE)

La variance est représentée par la courbe en pointillé et le biais par la courbe fine, la courbe

en gras représente le MSE.

Discussion du comportement du Biais et de la Variance

x Le biais décroit si h diminue mais la variance augmente.
x La variance diminue si A augmente mais le biais augmente.
x Pour que la variance tende vers zéro, Il faut que nh— oo.

x La variance est plus grande pour des valeurs, Plus grandes de la densité.

1.7 Expression d’erreur quadratique moyenne (MSE) et
moyenne intégrée (MISE)
Définition 1.7.1. L’erreur moyenne quadratique fn(x) de f(z) au point x est donnée par :

MSE(fu()) = Elfa(x) = f(2)] = var[fu(x)] + [Biais fu(x)]?

Preuve. [1]

MSE(fu(x)) = E(f(x) = fa(2))®
= B(f(2)?) = 2E(f(2)],(2)) + E(fa()?)
= B(f(2)?) = 2Ef(2) fu(@) + E(fu()?) + [Efa(@)]? = [Efa(@)]?
= f(2)* = 2f (@) B(fa(2)) + E(fu(2)?) + [E(fa)]* = [E(fal2)])*
= [E(fu(2)) = f(@)] + E(fu(2)?) = [B(fa(2)]?

= [Biais(fu(2))]* + v(fa(2))

Le MSFE est donné par :
MSE(fu(z)) = [Biais(fu(x))]* + var(fa(2))
Donc si hy, — 0 et nh, — 0o quand n — oo, On a que E[f,(x) — f(2)]2 — 0 pour tout

point z, Lestimateur simple f,(z) est alors un estimateur consistent de f(x) .

Définition 1.7.2. L’erreur moyenne quadratique intégrée MISE donnée par :

MISE(f,(x / MSE(f,(x))dx

20



1.8. LECTURE ASYMPTOTIQUE DE MSE ET MISE

1.8 Lecture Asymptotique de MSE et MISE

Les expressions asymptotiques du biais et de la variance nous permettant de trouver I'ex-
pression asymptotique pour la (MSE) et I'erreur quadratique moyenne intégrée (MISE), Ces
expressions ont été obtenues sous certaines conditions sur K et en supposant que la densité de
probabilité f avait toutes les dérivées (continues) nécessaires. A partir de (1.2) et (1.3) on peut

obtenir facilement I’expression suivante pour la MSE et la MISE :

MSE[fu(a)] = ghs3(f" (@) + - f(x) R(a) +o(h' + ) (1.5
MISE(fy(0)] = 3 [ (7"(@)Pda + = o) Rlo) + o + =) (1.6

Sous des conditions appropriées d’intégrabilité de f et ses dérivées. On note I'approximation
asymptotique de la MSE par :

AMSE[fo(x)] = A i3 (f"(2))? + 5 f (@) R(x)

Et 'approximation asymptotique de la MISE par :

AMISE[fu(2)] = th* 3 R(f") + o5 f (2)R(z)

T4

1.9 Choix du parameétre de lissage h

Comme nous ’avons précédemment signalé, pour avoir une bonne estimation par la méthode
des noyaux, il faut bien choisir le paramétre de lissage h,, puisque celui-ci joue un roéle essentiel
dans le processus. Les méthodes existantes pour le choix de h,, peuvent étre classées en deux
catégories La premiére catégorie est purement théorique. Elle consiste & minimiser l'erreur
quadratique moyenne intégrée (MISE). En effet, la valeur optimale théorique de h,, notée hp
s’obtient en minimisant la MISE asymptotique donnée en (1.6). Ainsi, pour un échantillon de
taille n donné et pour un noyau K fixé, Cette valeur optimale de h,, est donnée par :

o = { 4fRK2(u)du
1y [p(f"(x))*dx

-1
ns

Ut

}

Ou s = ([, K(u)u*du)?

On ne peut pas utiliser ce paramétre de lissage optimal h,,; car il dépend encore de la quantité
inconnue [, (f”(z))*dz.

La deuxiéme catégorie est celle dite des méthodes pratiques. Elle utilise seulement les observa-
tions. Plusieurs auteurs ont travaillé sur ces méthodes parmi lesquels on peut citer Scott et al.
[25], Rudemo [22], Stone [25], Bowman [5], Marron [16],Berlinet et Devroye [4|, Park et Marron
[23], Sarda et Vieu [24], Cuevas et al. [7] ainsi que Youndjé et al. [28, 29].
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1.9. CHOIX DU PARAMETRE DE LISSAGE 0

On s’intéresse dans la suite & une seul méthode (la méthode de la validation croisé) parmi les
deux méthode en pratique : La méthode de réinjections ("Plug-in”) et la méthode de validation

croisée par les moindres carrés ("Least Squares Cross Validation”)

1.9.1 Meéthode de la validation croisée par les moindres carrés

L’idée principale de cette méthode de validation croisée est celle de la minimisation par
rapport a h,, d’un estimateur de la MISE. Pour plus de détails, on peut se référer & de nombreux
auteurs tels que Bowman [5], Marron [16], Rudemo [22] et Stone [25]. L’approche de validation
croisée par les moindres carrés consiste & minimiser un estimateur convenable de la MISE qui

s’écrit :
MISE() = B | [ () - 5@t
:EURﬁf(m)dz—2Lfn(x)f(x)dx] +/Rf2(x)dx (1.7)

Comme le derniére intégrale fR f?(x)dz ne dépend pas de h,, La valeur h,y qui minimise la

MISE est aussi celle qui minimise la fonction

s =8 | [ 5wt -2 [ fuosas]

Pour trouver h,y, il suffit d’estimer sans biais J(h,,) par :
~ 9 2 LS
CV(hy) = / ful (2)de = =3 Fual(X)
R i=1

Avec

N 1 r— X
fn,z(J:) - (TL — 1)hn;K( h,, )

Est I'estimateur calculé a partir de ’échantillon privé de I'observation X;. La valeur optimale
de h,, est donnée par :

hopt = argming,, ~oCV (hy,)
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Chapitre

Inégalités exponentielles : Cas de variables

aléatoires 1.1.d

Dans ce chapitre nous présentons quelque inégalités exponentielles dans le cas des variables
aléatoires i.i.d qui permettent de donner une majoration de ’erreur de I’estimation qui quantifie
la qualité de ’estimateur et ainsi la convergence prés que compléte de I'estimateur, des précisions

et des remarques sont données concernant leurs preuves

2.1 Les modes de convergence aléatoires

On considére ici, une suite infinie de v.a. X1,Xs, ...,X,, notée en bref X,,. On peut définir
plusieurs modes de convergence pour une telle suite. On notera F'y, la fonction de répartition
de X,,.

2.1.1 Convergence présque compléte

On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X,,),en converge présque complétement
vers une variable aléatoire X lorsque n — oo (et on note lim, ., X, = X), si et seulement
si:

Ve >0, P[IX, — X|[>¢] < o0

neN

Définition 2.1.1. [8] On dit que la vitesse de convergence presque compléte de la suite de
variables aléatoires réelles (X, )nen vers X est d’ordre(U,) ( (U,) étant une suite numérique

déterministe), et on noteX, = Op,(Uy,), si et seulement si :

Veo >0, P[IX, — X[> U] < o0

neN
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2.1. LES MODES DE CONVERGENCE ALEATOIRES

Notons que la convergence présque compléte entraine a la fois la convergence presque sire et la

convergence en probabilité.

2.1.2 Convergence présque stirement

Définition 2.1.2. [15] On dit que X,, converge presque sirement (ou converge avec probabilité
, ou converge fortement) vers la v.a. X si, quelque soit € > 0 donné,

lim P(sup|Xm—X| <€) =1

n—>o0 m>n

Et l'on note X, 25X
n—oo
Cette définition est complexe mais on peut voir qu’elle équivaut & dire que la suite M,
ot M,, = sup|X,, — X| converge vers 0 en probabilité. Comme pour tout n sup|X,, — X| >
m>n m>n
| X, — X|, il est clair que la convergence presque sire entraine la convergence en probabilité
(d’ou les qualificatifs de convergence forte et convergence faible).On admettra les propositions

ci-apres, qui pourront nous étre utiles par la suite.

Proposition 2.1.1. soit X,, elle que X,, 25 X et g une fonction continue

9(Xn) == g(x).

n—00

Proposition 2.1.2. soit X, elle que X, P2 X et Y, telle que Y, 2y, S f est continue dans
R? alors :

F(Xn, Ya) =5 f(X,Y).

Ces deux propositions sont également vraies pour la convergence en probabilité. Elles s’étendent

également a des fonctions de k variables aléatoires ot k > 0

2.1.3 Convergence en moyenne quadratique

Définition 2.1.3. [15] On dit que X,, converge en moyenne quadratique vers la v.a. X si les

v.a X1,Xo,...,X, ont un moment d’ordre 2 et si :

lim E[(X, - X)} =0

n—ao

Et l'on note X,, =% X
n—oo

La convergence m.q. est particuliérement facile & manipuler car elle repose sur la convergence

usuelle d’une suite de nombres E[(X,, — X)?]. Nous y recourrons abondamment, d’autant plus

24



2.1. LES MODES DE CONVERGENCE ALEATOIRES

qu’elle implique la convergence en probabilité. On admettra la hiérarchie d’implications sui-

vantes entre les différents modes de convergence :
c.p.c = C.p.8 = Pymg = L

En outre P <= L dans le cas de la convergence vers une constante. Notons que, dans le cas
général, il n’y a pas, entre convergence m.q. et convergence p.s de domination de I'une sur

lautre.

2.1.4 Convergence en loi

Définition 2.1.4. [13] On dit que X, converge en loi vers la v.a. X si l'on a, en tout z ou sa
fonction de répartition Fx est continue.

lim Fx, (z) = Fx(x)

n——~oo

Et l’on note X, Lo x

n—oo

On dira aussi que la loi de X est la la loi limite ou asymptotique de la suite z,,. En pratique
la loi limite sera utile pour donner une approximation pour le calcul de la probabilité d’un

événement sur X,, quand n sera assez grand :
P(X,€A)=P(X €A

Pour la convergence en loi comme pour les autres modes de convergence un cas particulier

important est celui o X est une v.a, c’est-a-dire, que la suite converge vers une constante c.

2.1.5 Convergence en probabilité

Définition 2.1.5. [15] On dit que X,, converge en probabilité (ou converge faiblement) vers la
v.a X st, quelque soit € > 0 donné :

lim P (X, — X|<¢)=1

n—aoo

FEt l’on note X, EiN's
n—oo

Pour ce mode de convergence comme pour les suivants la convergence vers une constante c

s’explicite naturellement en remplacant X par c.
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2.2. INEGALITES EXPONENTIELLES : CAS DE VARIABLES ALEATOIRES 1.I.D

2.2 Inégalités exponentielles : Cas de variables aléatoires
i.i.d

La plus part de ces résultats ont été obtenus par une approche basée sur 'utilisation de
I'inégalité de Markov exponentielle. Le role de cette méthode est de trouver la meilleure borne

supérieure de la fonction génératrice des moments.

2.2.1 Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire réelle finie. On suppose que X est prés que sirement positive

ou nulle, alors pour tout réel strictement positif, on a

E(X)

P(X >a) < ——= (preuve voir [9])

2.2.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (1853-1884)

Théoréme 2.2.1. [15] Soit r > 0 un nombre réel, et X une variable aléatoire réelle définie sur
un espace probabilisable. On suppose que | X|" est fini (on dira que X admet un moment d’ordre
r ou encore que X est r-intégrable). alors o na :

E1X]"

P(X|21) < =5

Pour r = 1 (resp. v = 2), ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de Markov (reps.
d’inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Il s’agit des premiéres inégalités pouvant servir a évaluer

des déwviations par rapport a la moyenne.

Preuve.
1-Inégalité de Markov :
Soit la fonction de densité de x, f(x)

Pour t>0

E(X) = /Oooch(:c)dx > /tooxf(x)dx

2- Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Vi>0:P(| X —EX)|>t)=P(| X — E(X) |*?> t?) en appliquant I'inégalité de Markov a la
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2.2. INEGALITES EXPONENTIELLES : CAS DE VARIABLES ALEATOIRES 1.I.D

variable aléatoire[X — E(X)]? nous obtenons :

P( X~ B(x) [z < DB BN _ o0 _ 7
Dans le cas ou E(X) =0
P(| X |>t) < Z—Z

2.2.3 Inégalité de Bernstein (1924)

Théoréme 2.2.2. [15] Soient X1,...,X,, n variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées d’espérance nulle. Posons s, = Y X; Supposons Vi, il existe une constant M > 0

=1
telle que :

B\ X< ¢!M2E(X?) < +00,q = 3,4, ...

Et posons

Alors Yt > 0 0 na :

t2

P( S, |>t) < 2€$P(—m)

Remarque 2.2.1. Cette inégalité est plus utilisée pour montrer la convergence présque sir et

la convergence présque compléte dans [’estimation non paramétrique.

Preuve.

Soit 0< s < %

— 1
E[esxi] < 1+Z_|SqE | X, |
=2 q:
q
<1+ s*E(X}) Z(SM)"’2 (par la condition de Gramer)
q=2
s?E(X?)
1—sM

-1+
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2.2. INEGALITES EXPONENTIELLES : CAS DE VARIABLES ALEATOIRES 1.I.D

On applique I'inégalité de Markov a s, on arrive a :

Optimiser ce majorant conduit a :

C’est-a-dire

On arrive a :

y 2
— ) 92
< stv? ) B <Mt+2fufb) " ( t >t

1 — sgM — spt Mt + 20?2

t? t2
T 2(Mt+202 Mt + 202
t2
2(Mt +2v2)

Conduit a l'inégalité de Berstein :

Donc :
()
P(Sn > t) <e 2(tM+2v3)
Les mémes calculs serons faits pour la variable aléatoire (—X;) car
plsn < —t) = P(=s, > 1)
Et
P(] sp |[>t) < P(s, >t)+ P(s, < —t)

Conduit a I'inégalité de Berstein

2
P 50 |2 ) < 260 T 50)
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2.2. INEGALITES EXPONENTIELLES : CAS DE VARIABLES ALEATOIRES 1.I.D

Lemme 2.2.1. [3] Soit X1, Xs, ..., X,, des v.a.r.centrées, indépendantes et de méme loi, telles

2

qu’il existe deux réels positifs d et o° vérifiant :

| X1 |[<d et, B(A?) < o?

o2

Alors, pour tout € € ]0, —[ 0 na:

d
P 1| - 6> <9 —ne?
- E > e ] < 2ex
n. = P 402

2.2.4 Inégalité de Kolmogorov (1929)

Théoréme 2.2.3. [15] Soient Xy, Xs,...X,, des variables aléatoires i.i.d d’espérance nulle, on

note v2 = S E(X;)? el s, = >.X;, telles que | X; |< Mv, p.s pour 1 <i < n ot M est un
i=1 i=1
constante positive , Pour tout t > 0

(a). si Mt <1 alors :
—? Mt
P(sy/v, > t) <exp (7 (1 - 7))

(b).si Mt > 1, alors :

Plsn/vn > 1) < eap (ﬁ)

Preuve.

Soit s > 0, pour sMt <t :

= 1
Elexp(sX;)]| =1+ Z%smE(sz)
m=2

<14 s?E(X?) L+ M sv, N M?s%0? N
- 2 3 4.3

2 2
< eap (8 EéXZ) (1—1-];481)”))

Par 'inégalité de Markov nous obtenons :

202 (14 Msv,
exp(—sv,t)E(exp—ss,) < exp{—svnt—i— ;)” ( i 5 ik )}

En considérant :

s = vi ou s = ﬁ pour les cas Mt < 1 et Mt > 1 respectivement on optimise le membre de

droit de la derniére inégalité et on conclut la preuve. O]
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2.2. INEGALITES EXPONENTIELLES : CAS DE VARIABLES ALEATOIRES 1.I.D

2.2.5 Inégalité de Hoeffding (1963)

L’inégalité de Hoeffding est une inégalité de concentration concernant les sommes de va-

riables aléatoires indépendantes et bornées.[15]

Théoréme 2.2.4. Soient Y1,Y5,...Y, des variables aléatoires indépendantes telles que :
a; <Y; <b; et E(Y;) =0
On note que A; = b; — a;

o na : Pourt >0

. —2t?
P <ZYZ > t) <exp | — (2.1)

a2
i=1

Pour la preuve de cette inégalité, Et afin d’obtenir une magjoration de la fonction génératrice

des moments, Hoeffding utilise la convexité de la fonction exponentielle.

Preuve.
Par la majoration de Chernoff (i.e, une application de I'inégalité de Markov & I'exponentielle

de la somme de variable aléatoire d’intérét), nous obtenons pour tout s > 0

Vvt > 0,
P (Zn:YZ > t> =P (52”:}/; > st>
i=1 i=1

=P (exps (ZY) > exp(st))

e (50)

=1

exp(st

= exp(st)HE(exp(sYi))
i=1
Le but est d’optimiser cette inégalité, Avant cela Hoeffding donne une majoration de E(expsY’),

Dans un lemme dit de Hoeffding. O

Lemme 2.2.2. sia <Y <b,E(Y)=0 et A=b—a,Alors :

E(esY) < 6(%2A2)
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2.2. INEGALITES EXPONENTIELLES : CAS DE VARIABLES ALEATOIRES 1.I.D

Preuve.

Pour i fixé, on décompose Y en une combinaison convexe Y = Aa + (1 — \)b, avec 0 < A < 1
b—Y b—Y Y-a

On pose A == et Y = =—a+ 3=2b=Aa+ (1 - A)b

La convexité de la fonction exponentielle conduit a :
e(sY) _ es()\a+(1—)\)b) < e 4+ (1 . /\)esb

Par passage a 'espérance, Comme FE(Y) =0, on a

b —a
E sY < sa sb
(e >_b—a6 +b—a

On pose

—a

b—a

—a=—(b—a)a=—-Aa
On obtient :
E(eY) < (1 — a)etd 4 (1-a)sd
log(E(e”)) < —asA + log(1 — a + asA)
E(e?Y) < v

Avec Y(u) = —au + log((1 — a) + ae™) et u = sA
Nous avons 9 (0) = 0

u

7vbl(u) = —a -+ m
vy ae"((1—a) + ae*) — (ae”)?
Vi) = (1 —a)+ aev)?
_ (1 —a)ae*
(1 —a)+ae)?
1 (1 —a)?+2a(1 — a)e + a?e®"
) (1 — ayaer
~ (1—-a) ae”
 aev 2 (1—a)
=zr+2+ i

La fonction z + 2 4+ 1 un minimum en z = 1, par conséquent ¢”(u) < 1 comme ¢ (u) = 0 et

Y'(0) = 0, on a par la formule de Taylor qu’il existe une constante © € R, avecO <| O [< u
telle que :

$(u) = 0(0) + ¥(0) + 5 (0)
< -u

<
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O na :

Eleap(sY)) < e

82

< exp(gAQ)

2

B = [[B(e™) < [[e% %

i=1 i=1
Ainsi, pour tout t > 0,Vs > 0

" (iY > t) < (g

i1
En considérant :s = —%—
> A2

=1
On optimise le membre de droite de la derniére inégalité et on conclut la preuve.

Exemple 2.2.1.

Si X1, ..., X,, sont des variables aléatoires de Rademacher (i.e. P(X; = 1) = P(X; # 1) = 3)

1.1.d. Alors, d’apres Uinégalité de Hoeffding, nous avons :

—t2

P(S>t)<e? pour tout t>0

D’ou, en pose r= \/Lﬁ, nous avons

1 « 2
Pl—=) X;>r| <e2 pourtoul r>0

2.2.6 Inégalité de Talagrand (1996)

Les inégalités de concentration de type Talagrand sont une extension aux fonctions de va-

riables indépendantes des inégalités exponentielles de Bennett ou de Bernstein pour les sommes

de variables indépendantes. Ce type d’inégalités est apparu la premiére fois dans les travaux de

Hoeffding (1963,|11]). Talagrand (|27], théoréme 4.2.) donne une extension du résultat de Ben-

nett aux fonctionnelles de variables aléatoires indépendantes. Les inégalités de Talagrand s’ap-

pliquent en particulier & la fonctionnelle Z,, = supS,,(f), f € S ,ou S,.(f) = f(X1)+ ...+ f(X,)

et une famille dénombrable de fonctions mesurables a valeurs dans R. On obtient alors :

Théoréme 2.2.5. SoientXy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans un

espace mesurable (x, A). Soit & une famille dénombrable de fonctions mesurables o valeurs

n
dans R, vérifiant || f ||< b < 0o pour tout f € .soient Z = supsesy, f(X;)
i=1

et v=F (sup 3", f2(X; : f € 3)).Alors pour tout x strictement positif

1 b
P(Z > E(Z)+x) < Kexp <_F%l09 (1 + %))
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Et

P(Z > E(Z)+z) < Kexp (—m) (2.2)

Ou K, K’, c1 et co sont des constantes universelles strictement positives. De plus, Les mémes
wmnégalités sont valables si l'on remplace Z par —Z La preuve de Talagrand repose sur des in-
égalités isopérimétriques pour les mesures produits. Ledouz (1996) retrouve ces inégalités par
des méthodes entropiques en utilisant la méthode dite de Herbst. Il obtient (2.2) avec K = 2,
cl =42 et ¢2 = 8. Mais il prend v de la forme E(supfjlfQ(Xi) :f€X)+ COE(Z))

Exemple 2.2.2. [9]

De la loi binomiale : On réalise n expériences indépendantes et on suppose que lors de chacune
de ces expériences, La probabilité d’un événement appelé “succés” est p. Soit S,le nombre de
succes obtenus lors de ces n expériences. La variable aléatoire S,, somme de n variables de
Bernoulli indépendantes, de méme paramétre p, Suit une loi binomiale : S, — B(n;p). On
s’intéresse alors a la variable aléatoire %, proportion de succes sur n expériences, a donc pour
espéranceE(52) = p et pour variance V (%) = LV(S,) = ’#.Comme p(1 — p) atteint
son mazximum lorsque p = %, on a ainsi p(1 —p) < %. En appliquant l'inégalité de Bienaymé-

Chebyshev, il vient

pl—p) _ 1
ne? T 4ne?

P(| Su/n—pl|>¢) <

Ainsi pour tout € > 0, il existe n > 0 (plus précisément n > 47362 tel queP(| S,/n—p|>¢e)<n
Sn

ou encore lim, oo P(| Sn/n—p|> ) = 0. La variable aléatoire>™ converge en probabilité vers

Pp.

Théoréme 2.2.6. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires sur le méme espace probabilisé

(Q; P) admettant des espérances et des variances vérifiant
lim E(X,) =10 e lim V(X,) =0
n—-—+00 n—-+00

alors les (X,,) convergent en probabilité vers X

Preuve.
Soit € > 0
Posons F(X,,) =1+ u, avec limu, = 0, Alors il existe N € N tel que :

n>N=|u,|<e/2
et donc a partir du rang N,

| X, — E(X,) |<e2=]X,—1|<¢, (2.3)
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Car | X — 1 |=| Xo = E(Xy) + E(Xy) = U [<] X — E(X,) [+ ] E(X5) — 1

L’implication (2.3) peut étre encore écrite sous la forme
| X =1l |>e=| X, — E(X,) >¢/2

Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev,

P(| Xn —1]>2¢) < P(] X,, — E(X,) [>¢/2) <

qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini

Conséquence : Pour que (X,) converge en probabilité vers X, il suffit queE (X, — X) —
Oet V(X,, — X) — 0 lorsque n — oo(la démonstration passe par 'inégalité de Bienaymé-
Chebychev). O
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Chapitre

Simulation

Dans les deux chapitres précédents, nous avons donné des résultats théoriques sur I'estima-
tion fonctionnelles non- paramétrique ainsi quelques inégalités exponentielles.
Et dans cette section nous proposons une simulation effectuée pour confirmer les différents as-
pects théoriques abordés dans notre étude.
On commence notre travail dans ce chapitre par une présentation d’un modéle de régression,

puis une simulation a ’aide de logiciel R.

3.1 Modéle de régression

Définition 3.1.1. [12] Le modéle de la régression est l'un des modéles les plus fréquemment
rencontrés en statistique paramétrique et non paramétrique.

On considére (X1, Y1), . .., (Xn, Ya) des couples de variables aléatoires indépendantes réelles et
de méme loi que (X, Y). Dans le modéle de régression non paramétrique on suppose l’existence
d’une fonction f qui exprime la valeur moyenne de la variable & expliquer Y en fonction de la
variable explicative X, c’est a dire :

Y =0(X)+¢ (3.1)
Telle que :€ est un bruit blanc indépendante de X.

On commence notre simulation par :

Algorithme de simulation

Les étapes de I'algorithme pour effectuer des bons estimateurs (courbe de régression) sont

comme suite :
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3.2. SIMULATION DE LA FONCTION DE REGRESSION SOUS DIFFERENT TYPE DE
NOYAUX

e Générer un échantillon de couple aléatoire (X;, Y;) de taille n.
e Estimer la courbe de régression Y = f(X) + ¢ par la méthode du noyau.
L’estimateur de la courbe de régression pour le modeéle Y = f(X) + ¢ par la méthode du noyau

est :

. 1 < X-X;
fn(X)zg;YiK( - )

Le paramétre de lissage est choisi par la méthode de validation croisée (Voir le chapitre 1).

3.2 Simulation de la fonction de régression sous différent
type de noyaux

Ici, les noyaux considérées sont les suivants :
1.Le noyau triangulaire :K;(u) = (1— | u |)1j—117(u).
2.Le noyau biweigh :Kj = 12(1 — u?)1_1 y)(u).

_u?

3.Le noyau gaussien :K;(u) = =e2 ,u € R

3.2.1 Plan de simulation

On définit le modéle de régression suivant :
Y=X+1+¢ (3.2)

e Générer I’échantillon X ~ N(0,1) et € ~ N (0, 1).
e Donner le nombre d’observation N de cette simulation.
e Choisir le noyau K(.)

e Choisir la fenétre de lissage h( dans ce cas h = log(n(%))

3.2.2 Résultats de simulation

Les résultats obtenus sont des représentations graphiques de f et f selon différents types de

noyaux (K, Ky, K3) pour différents taille d’échantillon n (n=150; n=200; n=250; n=300)
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3.2. SIMULATION DE LA FONCTION DE REGRESSION SOUS DIFFERENT TYPE DE

NOYAUX

Cas de noyau K

Frx)

Frix)

=20 15 -10 -05 00 05 1.0

x

n=300

| | | | | | |
-20 -15 1.0 -05 00 05 1.0

x

FIGURE 3.1 — La représentation graphique de 6 et 6 sous le noyau Triangulaire

n=150
=
=1
Lo
20 -15 1.0 05 00 05 1.0
x
n=250
= o :/
T -
Lo
W
< | | | | | | |
20 -15 1.0 05 00 05 1.0
x
Interprétation

Les résultats obtenus dans la figure (3.1) montrent que pour la taille de I’échantillon "n"

augmente, la courbe de 0 (représenté par la courbe en pointillé coloré) converge que la courbe

de 0 (représenté par la courbe noir fine) sous le noyau K (le noyau triangulaire).



3.2. SIMULATION DE LA FONCTION DE REGRESSION SOUS DIFFERENT TYPE DE
NOYAUX

Cas de noyau K,

n=150 n=200
5 =
1= =
L L
o4 ey ™
| | | |
-2 -1 0 1
X X
n=250 n=300
E 21 £ v
c ] c -
L ™ —
Lo —
= a |
| | | | = | | | |
-2 -1 0 1 -2 -1 0 1
X x
FIGURE 3.2 — La représentation graphique de 6 et 0 sous le noyau Biweigh
Interprétation

Les résultats du figure (3.2) montrent que lorsque la taille de I’échantillon "n" augmente la
courbe de 6 (représenté par la courbe en pointillé coloré) diverge vers la courbe de 6 (représenté

par la courbe noir fine) sous le noyau K .
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3.2. SIMULATION DE LA FONCTION DE REGRESSION SOUS DIFFERENT TYPE DE
NOYAUX

Cas de noyau K3

n=150

L LTI} |||.-"|_':. i [iu)

i
— — =
= =
L = e o

- =

x X
n=250 n=300

[} =
Eoqd Z o |
[= ! =
[ = L !

— _

' o
| | | | | | W | | | | | |
-1.0 05 00 05 10 15 -1.0 05 00 05 10 15
x X
FIGURE 3.3 — La représentation graphique de 6 et 0 sous le noyau Gaussien

Interprétation

Les résultats du figure (3.3) montrent que lorsque la taille de I’échantillon "n" augmente, la
courbe de 0 (représenté par la courbe en pointillé coloré) converge vers la courbe de 6 (représenté

par la courbe noir fine) sous le noyau gaussien.

Comparaison

D’aprés les trois figures (figure 3.1, figure 3.2, figure 3.3) on remarque que le meilleur noyau

qui nous donne le bon estimateur pour le modéle(3.2) c’est le noyau K3 (le noyau gaussien).
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3.3. SIMULATION DE LA FONCTION DE REGRESSION SUIVANT DIFFERENTS
VALEURS DE H

3.3 Simulation de la fonction de régression suivant diffé-

rents valeurs de h

3.3.1 Plans de simulation

On défini le modéle de régression suivant :
Y =X?+¢ (3.3)

e Générer I'échantillon X ~ N(0,1) et e ~ N(0,1).

e Choisir le noyau K(.)

e Choisir la fenétre de lissage h (dans ce cas (h1=0.1000; hy=0.3625; h3=0.8875; hy=1.1500))
Les noyaux utilisés dans cette partie sont les suivants :

Le noyau gaussien : K3(u) = \/Lz?e_Tuz, ue R

Le noyau triangulaire :k;(u) = (1— | w )11 1(u).
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3.3. SIMULATION DE LA FONCTION DE REGRESSION SUIVANT DIFFERENTS

VALEURS DE H

Cas de noyau K

Fnix)

Fnix)
I

Fnix)

Fnix)

02468

10 20

-3 -1 0 1 2 3
=

T | I 1

-3 -1 0 1 2 3

FIGURE 3.4 — Représentation graphique de 8 et 0 pour(h=0.1000, 0.3625, 0.8875, 1.1500)res-

pectivement

Interprétation

Les résultats du figure (3.4) montrent que le meilleur h qui nous donne le bon estimateur

c’est le h=0.3625 pour le noyau gaussien.
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3.3. SIMULATION DE LA FONCTION DE REGRESSION SUIVANT DIFFERENTS
VALEURS DE H

Cas de noyau K3

=
ﬁj_ —
— _ — uy |
= oo = L |
= = 7 = ]
Le_ - Le_
— Ly |
ol | -—
- IrF 1 1T 1T 1T 1T 1 I 1°r 1T 1T 1T 1T 1
-3 -1 0 1 2 3 -3 -1 0 1 Z 3
= =
= _
.-'—\-\.E_ .-'—\-\.‘:.—
Z = R = _]
E =7 E o=
= =
e IrF 1 1T 1T 1T 1T 1 ! I 1°r 1T 1T 1T 1T 1
-3 -1 o 1 2 3 -3 -1 0 1 Z 3
= =

FIGURE 3.5 — Représentation graphique de 6 et 0 pour(h=0.1000, 0.3625, 0.8875, 1.1500)

respectivement

Interprétation

Les résultats du figure (3.5) montrent que le meilleur h qui nous donne le bon estimateur

c’est le h=0.8875 pour le noyau triangulaire.

Comparaison

D’apreés les figures (figure 3.4, figure 3.5) on remarque que le meilleur noyau qui nous donne

le bon h (h=0.3625) pour le modéle(3.3) c’est le noyau K3 (le noyau gaussien).
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3.4. ETUDE DE LA CONVERGENCE PRESQUE COMPLETE PAR L’UTILISATION DE
L’INEGALITE DE BERSTEIN

3.4 Etude de la convergence présque compléte par 'utili-

sation de I'inégalité de Berstein

Dans cette partie, on va appliquer la convergence présque compléte par 1'utilisation du
lemme(2.2.1) indiquée dans le chapitre (2), pour cela on considére le modeéle Y = 0(X) + ¢ et

on va essayer de montrer la convergence p.c de §(X) vers 6(X) C-a-d :

[én(X) erg Qn(X)] = Ve, >0

lim P <| 0,(X) — 0,(X) |> 51> ~0

n—-~o0

Preuve.

On a :

[ 0(X) = 0u(X) | =[ 0u(X) = E(0a(X)) + E(6(X)) — 6u(X) |
<[ 6,(X) = E(0(X)) | + | B(Bu(X)) = 6(X) |

On a: E(0,(X)) —0,(X) =0 (car 6, est sans biais voir[18])
Donc :

P (100(X) = 0u(X) [> 1) < P (1 0u(X) = EGu(X) |> =1)
On va montrer que :

lit, 0 P (\ 0,(X) — E(@0,(X)) |> €1> ~0

Par 'utilisation de I'inégalité de Bernstein :

On a :

. 1 — X -X;
i=1

Alors
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3.4. ETUDE DE LA CONVERGENCE PRESQUE COMPLETE PAR L’UTILISATION DE
L’INEGALITE DE BERSTEIN

On pose ;K (£551) = ¢,
E(&) =0 car E(g;) = o (e est une bruit blanc)
O na:

R —ne?

P (E | ;& |> 51> < Qexp{ 12 }
11, < 1 —ng?

P (EE ’ ;fl |> E&j) < 26.’17]?{ 102 }

D’apres 'inégalité de Berstein :

P (% ‘ Zfi |> 5’) < 2exp{—gn(X)} avecg,(X)= {_47;&;/ }

Donc :

P (1 0.(X) = BO.(X)) [> &) < 2ewp{~gu (X))

limy e P (| 62(X) = B(0u(X)) [> &') < Ty oo 26wp {~ga(X)}
| (6 (X))

Alors

Donc : La convergence présque compléte de 6, (X) vers 0, ().

Et on écrit :

0,(X) <25 6,(X)
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Chapitre

Conclusion

La littérature sur I'estimation non paramétrique et les inégalité exponentielles reste encore
d’actualité, notamment ce qui concerne l'estimation non paramétrique pour la fonction de
régression.

Les simulations que nous avons réalisées, nous permettent de montrer la performance de notre
estimateur et compte tenu aussi des résultats des simulations, le choix de paramétre de lissage
est crucial dans le comportement asymptotique de ’estimateur, ainsi le choix du noyau, nous
avons alors sélectionné la valeur de paramétre de lissage h qui fournisse le meilleur estimateur
de la fonction de régression.

Par ailleurs nous avons montré que la méthode du noyau est un outil trés efficace pour estimer
la fonction de régression.

Dans ce travail aussi, nous avons établi un résultat de la convergence présque compléte par
I'utilisation de l'inégalité de Bernstein dans le cas des variable aléatoire i.i.d.

Perspectives de recherche :

e Estimer la fonction de régression dans le cas multidimensionnel.

e Estimer la fonction de régression dans le cas des variables aléatoires associées mélangeants.
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Résume

Dans ce mémoire, nous étudions I’estimation non paramétrique du modéle de régression pour
les variable fonctionnelles i.i.d ainsi quelques illustrations graphiques concernant le meilleur
noyau qui nous donne la bons estimateur sous différents modéles de régression.

Nous avons donné la convergence présque compléte de I'estimateur non paramétrique pour la
fonction de régression par l'utilisation de I'inégalité exponentielle et construisons I'estimateur

par la méthode du noyau pour la fonction de régression .

Mots clés : Estimation non paramétrique, la convergence présque compléte, inégalité ex-

ponentiel, la méthode du noyau.
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