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Notations générales

Notations générales

R Ensemble des Nombres réels.

R Ensemble des Nombres réels Positives.
R™ Espace des vecteurs a n entrées réels.

N Ensemble des Nombres entiers Naturels.
C Ensemble des Nombres Complexe.

[a, b] Intervalle fermé de R d’extrémités a et b.
0,77 Un intervalle de R, 7" > 0.

|.] Valeur absolue d'un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.
1Nl Norme sur R".

C([0,T],R) L’espace de Banach des fonctions vectorielles définies sur [0, 7] dans R.

mazx Fonction Maximum.

min Fonction minimum.

Sup Fonction supérieurement

inf Fonction Inférieurement.

= fl—f Dérivée de la variable x par rapport au temps ¢.
M Un sous ensemble de C([0, 7], R).

Ty — T Convergence forte de z,, vers x .
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INTRODUCTION

Les équations différentielles a retard constituent un champ d’étude tres important pour mo-
déliser des phénomenes d’hérédité rencontrés en physique, biologie, chimie, économie, écologie,
etc. Malgré que dans la plupart des modeles, le retard est estimé non indicatif et ignoré pour
simplifier I'étude, il a été prouvé que dans de nombreux cas, le retard joue un réle dominant
dans plusieurs domaines et que les modeles avec retard fournissent des résultats plus précis et
réalistes que leurs homologues sans retard.

A notre connaissance I’apparition de ces équations remonte au 18-¢me siecle, elle est due a J.
Bernoulli, L. Euler, J.L.. Lagrange, P. Laplace, S. Poisson et d’autres : Par exemple, en 1728
dans ses expériences sur la corde vibrante et en partant d’'une équation aux dérivées partielles

de type hyper bolique, Bernoulli a trouvé I’'équation a retard suivante :

y'(t) =y(t—1),

Mais malheureusement il décida la tenir pour fausse et il est dit qu’il y a eu plusieurs erreurs
a déduire I’équation.

Ce type d’équations est resté cognitive jusqu’au début du 20 siecle et les travaux pionniers qui
établissent le début de la théorie ont été dans la géométrie et la théorie des nombres et les
premiers papiers traitant les équations fonctionnelles retardées linéaires sont dus a Polossuchin
(1910) et Schmidt (1911).

Dans I’age d’or de I’écologie théorique, ’étude de ce type d’équations connut un essor considé-
rable avec les séries de travaux de V. Volterra, sur les modeles prédateur-proie et les modeles

de viscoélasticité. Il a utilisé la méthode d’énergie pour étudier une classe générale d’équations
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a retard non linéaires et il a écrit dans son ceuvre majeure sur le role des étes héréditaires sur
les modeles de la dynamique de plusieurs espéces en interaction.

Il y a eu d’intensives recherches sur le sujet depuis 1940 (surtout en l’ex-Union soviétique).
La régulation sur base de modeles linéaires et stationnaires avec retard fut abordée en 1941
par Y. Zypkin. En 1949; A. D. Myshkis a posé les bases de la théorie moderne des EDR. En
particulier, il fut le premier & formuler I’énoncé du probléeme de Cauchy pour des équations a
retard arbitraire.

Les années cinquante, ont vu une explosion de la théorie qui a été largement développée et les
EDR fait partie du vocabulaire des chercheurs travaillant sur la viscoélasticité, les problemes
mécaniques, les réacteurs nucléaires, le lux de chaleur, les réseaux de neurones, la combustion,
I'interaction des espéces, les modeles microbiologiques, épidémiologiques ou physiologiques, ainsi
que beaucoup d’autres.

La littérature concernant les EDRs dans cette période est abondante et de nombreux travaux
ont établi des résultats génériques dont on cite les résultats de Krasovskii, qui a étendu la
deuxieme méthode de Liapunov aux équations retardées, sans oublier aussi les travaux de My-
shkis, Krasovskii , Bellman et Cooke, Halanay.

Les années suivantes ont donné naissance a un grand nombre de travaux dans cette direction,
et surtout ceux qui concerne 'analyse de la stabilité des équations différentielles, avec un ar-
gument retardé comme Elsgol’'ts et Norkin, Hale, Hale et Lunel, Diekmann, Van Gils Lunel et
Walther.

Les équations différentielles avec des retards dépendant de I’état attirent 'intérét des spécia-
listes car elles proviennent largement de modeles d’application, tels que le probleme a deux corps
de 'électrodynamique classique [14],[13], le controle de position [9],[6], les modeles mécaniques
[20], transmission de maladies infectieuses [34], modeles de population [5],[27], la dynamique
des systémes économiques [4], etc. En tant que type spécial d’équations différentielles de retard
dépendant de 'état, les équations différentielles itératives ont des caractéristiques distinctives
et ont été étudiées ces dernieres années, par ex. lissage [31],[10], équivariance [36], analyti-
cité [32],[37],[38], monotonicité [16],[33], convexité [30] ainsi que solution numérique [28]. Dans
la théorie des équations différentielles, 'un des problemes fondamentaux et importants est le

probleme de la valeur initiale, il existe de nombreux résultats d’existence, [35] sur les équa-
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tions différentielles itératives spéciales. En 1984, Eder [16] a prouvé 'existence de la solution

monotone unique pour la 2-éme équation différentielle itérative
(1)
y(x(]) = Zo, Tg € [_17 1]7

par principe de contraction. Plus tard, M. Feckan [19] a étudié I’équation différentielle général

2-éme itérative
(2)

et obtenu la solution locale appliquant le principe de contraction. En utilisant le théoreme du
point fixe de Schauder, Wang [35] a obtenu les solutions de ’équation (2) associées a y(a) = a,
ol a est un point final d’un intervalle bien défini. Par conséquent, Ge et Mo [20] ont fourni les

conditions suffisantes pour le probléme de valeur initiale de (2) associé a

y(ﬂfo) = Yo,

sur un intervalle compact donné, ot les extrémités de 'intervalle sont deux points nuls adjacents

de f. La 2-eme équation non autonome

y'(x) = f(z,y(z),y(y(x))),
y(0) =¢, ¢>0,

(3)

a été étudié par P. Andrzej [I] en utilisant 'approximation successive de Picard, ou 0 est
I'extrémité gauche du domaine.
Dans notre mémoire, nous nous intéressons aux travaux de EL-Sayed A.M.A et Ebead H.R

[18, 17] ou ils ont étudié le probleme

Go(t) = [t 2(g(t,x(1))), te€[0,T]

x(O) =9 € [O,T],

(P)

Sous deux conditions différentielles sur la fonction retard g donée comme suit
(1) g: [0, 7] x R™ — [0, 7] est une fonction continue et g(t, z(t)) < t.
(2) g : [0,T] x Rt — [0,7T] est une fonction continue et g(¢,z(t)) < z(t). Le travail de ce

mémoire est alors divisé en trois chapitres principaux :
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* Dans le premier chapitre : ce titre qui nommé préliminaire nous avons donné quelques

définitions et théoremes par exemple :
— Théoreme du point fixe de schauder.
— Théoreme d’Arzela-Ascoli.

* Dans le deuxieme chapitre, nous avons étudié I'existence et I'unicité de la solution, et sa
dépendance continue sur les données initiales positives d’un probléme de valeur initiale d’une

équation différentielle avec retard dépendant ¢, et 'unicité de cette solution :

Gr(t) = f(t2(g(t,x(1))), te€[0,T]

z(0) =z € [0, T,

(P)

ou g :[0,7] x Rt — [0, 7] est une fonction continue et g(¢, z(t)) < t.
* Dans le troisieme chapitre, nous traitons l'existence et 1'unicité de la solution unique posi-
tive d’un probleme de valeur initiale d'une équation différentielle avec retard auto-référence

(dépendant x(t)) i.e. g : [0,T] x RT — [0, T] est une fonction continue et g(t, z(t)) < x(t) .



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

Le but de ce chapitre est de donner les definitions et les resultats essentielles utilisers dans

ce memoire

1.0.1 Fonction bornée

Définition 1.0.1. Une fonction f définie sur un ensemble X a valeurs réelles ou complexes
est appelée bornée si l’ensemble de ses valeurs est borné. Autrement dit, il existe un nombre réel
M tel que :

|f (@) < M,

pour tout x dans X (on remarque que M est nécessairement positif). Une fonction qui n’est
pas bornée est dite non bornée. Si f est a valeurs réelles et si f(x) < A pour tout x dans X,
alors la fonction est dite majorée par A. Si f(x) = B pour tout x dans X, alors la fonction
est dite minorée par B. Une fonction a valeurs réelles est bornée si et seulement si elle est a
la fois majorée et minorée. Un cas particulier important est celui d’une suite bornée, ou X est
considéré comme [’ensemble des nombres naturels N. Ainsi une suite : f = (ag,a1,a9,...) est

bornée s’il existe un nombre réel M tel que :

pour chaque entier naturel n. L’ensemble de toutes les suites bornées forme l'espace des suites
bornées, noté [°°. La définition de borne peut étre généralisée aux fonctions f : X —'Y a valeurs

dans un espace plus général Y en exigeant que l'image f(x) soit un ensemble borné dansY .
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1.0.2 Fonction continue

Définition 1.0.2. Soit f : D - R

Soit xg € D

e [ continue en xo — [ a une limite finie en xo (qui est alors f(xg))
& fle) — f(a0)

< fzo+h) —— f(xo)

& Ve>0,3a >0,V € D,(|zr —zo| <a=|f(x) — f(xo)] <e)

e On dit que f est continue (sur D) lorsque f est continue en tout point xo de D, c’est-a-dire :

Vzg € D,Ve > 0,3a > 0,Vx € D, (|z — x| < a = |f(zx) — f(x)| <€),

1.0.3 Fonctions et ensembles convexes

Définition 1.0.3. Etant donné un ensemble convere X C R", une fonction a valeurs réelles

f: X — R est convexe si pour toute pair de points x,y € X,
fOx+ (1 —=0)y) <0f(x)+(1—-0)f(y), V0e€][01]

2(0t + (1 — 0)ty) < Oz(t) + (1 — O)x(ts), VO € [0,1]

81 (x)+(1-8) 1 (¥) f
F(y

7 (%)

1.0.4 Ensemble fermé

Définition 1.0.4. Un ensemble F' est fermé si et seulement si la limite (dans E) de toute suite
généralisée a valeurs dans F' appartient a F'. L’espace E est dit séquentiel si cette caractérisation
de ses fermés reste vraie en remplacant « suite généralisée » par « suite ». Tout espace métrique

est séquentiel.
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1.0.5 Fonction uniformément bornée

Définition 1.0.5. Ca ne veut rien dire pour une fonction toute seule, l’expression "uniformé-
ment borné" ne peut s’appliquer qu’a un ensemble de fonctions, ou une suite de fonctions, alors
cela veut dire que toutes ces fonctions sont bornées, avec des bornes "uniformes’, c’est-a-dire
que ces bornes sont les mémes pour toutes ces fonctions.

Considérons par exemple, une suite de fonctions réelles (f,), mn € N.

Dire que pour chaque n, la fonction f, est bornée signifie que, il existe des bornes A(n) et B(n)

(qui peuvent dépendre de n, mais pas de x) telles que, pour tout z :
A(n) < fu(z) < B(n).

Dire que la suite f,, est uniformément bornée signifie qu’il existe des bornes A et B, telles pour
tout z et pour tout n
A< fu(x) < B.

1.0.6 Fonction compacte

Définition 1.0.6. Soit K une partie d’un espace métriqgue E. On dit que K est compacte s’il
vérifie la propriété (Propriété de Borel-Lebesgue) de tout recouvrement de K par des ouverts on

peut extraire un sous-recouvrement fini.

1.0.7 Equicontinuité

Définition 1.0.7. Soient (X, d), (Y,d') deuz espaces métriques. Une partie H de F(X,Y) est

dite équicontinue au point x € X i :
Ve>0,In>0Ve' e XVfeH:|x—2'|<n=|flx)— f@)|| <e

e H est dite équicontinue sur X st elle est équicontinue en tout point x € X.

1.0.8 Application lipschitzienne

Définition 1.0.8. Soient (X1, ||.||lx,), (X2, ||-l|lx,) deux espaces vectoriels normés, et

f X1 — X5 une application. On dit que f est lipschitzienne si :

3k > 0,Vz,y € Xy, [f(2) = F(¥)llx, < Fllz = yllx,

o k est appelé le rapport de lipschizité de la fonction f.
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Proposition 1.0.1. Soit f : [a,b] — R™. Si f est lipschitzienne, alors f est absolument conti-

nue.

1.1 Théoreme de point fixe de Schauder

Le théoreme de point fixe de Schauder élaboré en 1930, assure l’existence d’au moins un

point fixe pour une application continue sur un convexe compact dans un espace de Banach|[7].

Théoréme 1.1.1. Soit M un sous ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de
Banach E et T : M — E une application compacte.

Alors T posséde un point fize.

Remarque 1.1.1. Si M est compact et convexe, il suffit que T soit continue pour avoir un

point fize pour T

1.2 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Ci-dessous on rappelle le théoréeme d’Ascoli-Arzela qui est un outil classique pour montrer

qu’une partie de I'espace des fonctions continues sur un compact est relativement compacte [7].

Définition 1.2.1. Soit M un sous ensemble de E = C([a,b],R), M est dit équicontinue si et

seulement si
Ve >0, Vzelab], 30>0,Vyelab], (|r—yll<d)=(VfeM/|f(x)-[f(yl<e)

Exemple 1.2.1. Si k est un nombre réel positif, alors I’ensemble des fonctions lipschitziennes

de E dans R de rapport k est équicontinu. En effet, pour € fizé, il suffit de prendre :

S
o = —.

M

Théoréme 1.2.1. Soit C([a,b],R); —oc0 < a < b < +o0; l'espace des fonctions continues

définies sur le compact [a;b] a valeurs réelles muni de la norme :

Jull = mas Ju(t)|.

Une partie F' de C([a,b],R) est relativement compacte dans C([a,b],R) si et seulement si

elle est uniformément bornée et équicontinue.
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Remarque 1.2.1. Le Théoréeme d’Ascoli-Arzela ne permet de caractériser que les ensembles
relativement compacts de C(Ey,K), (avec Ey compact et métrique, K = R ou C), et non les

ensembles relativement compacts de n’importe quel espace de Banach.

Exemple 1.2.2. Soient ky et ko deux réels strictement positifs. Le sous-ensemble F' des fonc-

tions réelles continues sur [a,b], dérivables sur |a,b| qui vérifient :
|f)] < ket sup|f' ()] < ko,

pour tout t € [a, b] est relativement compact dans C([a, b], R).
En effet, pour tout f € F'; le théoréme des accroissements finis, prouve que pour tout to, t € [a, b]
il existe ¢ €]ty, t[ tel que :

|F(8) = f(to)] = |f ()l — tol,

Donc |f(t) — f(to)| < kalt —to|. On fixe to € [a,b], soit € > 0 et n = 7, alors

Vt € fa,b], |t —to] Sn=|f(t) — f(to)| <&
Ce qui est exactement 1’équicontinuité de F' en t;. Comme nous pouvons prendre pour i

n’importe quel point de [a, b], on en déduit que F est équicontinue.

On a |f(t)| < ki pour tout f € F ce qui implique || f||oo < k1 et partant
VfeF, [feB(0,k),

1.€.

F C B'(0,ky).

D’otu la bornitude de F'.
Finalement, Comme F' est borné et équicontinue, alors le Théoreme d’Ascoli-Arzela assure que

I est relativement compact.

1.3 Condition Caratheodory

On présente dans cette section quelques résultats connus sur l'existence et L’unicité de

solutions au sens de Carathéodory d’un probleme de Cauchy.
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1.3.1 Probleme de Cauchy

Définition 1.3.1. Soit f : RT x R"® — R" une fonction continue. On appelle solution du

probléme de Cauchy
'T/ = f(t7 x)?
x(0) = xo,

(1.1)

Toute application t — x(t) continue, différentiable en tout pointt € I C RT telle que x(0) = zq

et qui est sur lintervalle I satisfait la relation x' = f(t,z).

Une fonction ¢ — z(t) est solution du probleme de Cauchy si et seulement si

() = w0+ /Otf(s,x(:c))ds,Vt T, (1.2)

Remarquons que si la fonction f(¢,z) est discontinue en t et continue en x alors la fonction
qui satisfait I’équation ((1.3.1)) ne peut pas étre une solution de I’équation ' = f(t,x), dans ce
cas en utilisant la notion de 'intégrale de Lebesgue on obtient la définition d’une solution qui

est a la base de la théorie des équations différentielles au sens de Carathéodory.

Définition 1.3.2. L’équation z' = f(t,x) ou x(t) est un scalaire ou un vecteur et la fonction

f satisfait les conditions de Carathéodory est appelée U équation de Carathéodory.

Définition 1.3.3. Une fonction x(t) définie sur un intervalle (fermé et borné) I est une solution
de l’équation de Carathéodory si elle est absolument continue sur chaque intervalle [a, ] C I et
elle satisfait I’équation x' = f(t,x) presque partout sur I ou si elle satisfait ’équation intégrale
pour ty € I en satisfaisant les conditions de Carathéodory.

Lemme 1.3.1. Soit la fonction [ qui satisfait les conditions de Carathéodory et soit la fonction

x(t) qui est mesurable sur I = [a,b] alors la fonction composée f(t,x(t)) est intégrable sur I.

Théoréme 1.3.1. Théoréme d’existence de solutions au sens de Carathéodory [20].
Pourty <t <ty+a et |z — x| <b, supposons que la fonction f(t,x) satisfait les conditions
de Carathéodory, alors il existe une solution du probleme de Cauchy dans un intervalle
fermé [to, to + d] ou d > 0.

Dans ce cas on définie un nombre arbitraire d qui satisfait ["inégalité :

t
Plto+d) <b oul0<d<a avee p(t)= / m(s)ds, (1.3)

to

10
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Théoreme 1.3.2. Théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables sur 'espace mesuré (X, M, ) a valeurs dans R
ou C, qui converge simplement —p.p. (pour u) vers une fonction f. Supposons qu’il existe une

fonction intégrable positive g : X — R, dite dominante, telle que :
Vn € N= |fn| < g —Dp-p-

Alors :
1. f et f, sont intégrables (pour tout n € N).

2. lim f |fn — fldu =0 ( autrement dit || f — fnlls = 0 lorsque n — 400).
8. lim [ fudp = [ fdp.

11



CHAPITRE 2

LSOLUTION POSITIVES D'UN PROBLEME DE VALEUR
INITIALE D’'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE AVEC
RETARD G(T, X(T)) < T

Dans ce chapitre on va étudier 'existence et 1'unicité de la solution positive du probléme de
valeur initiale de I’équation suivant :

(py @) =1 (6(gt2 @), ¢ [0.7]

z(0) = xo € [0, 7T

(2.1)

On considere g(t,x(t)) < t, supposons que la fonction f : [0,7] x Rt — Rfet g : [0,T] x

R* — [0, 7] vérifiant les conditions suivantes :

1. f:]0,T] x RT — R" satisfait la condition caratheodory.

2. Tl existe une fonction mesurable bornée m : [0,7] — R* tel que M = sup |m(¢)| et une
te(0,7
constante b > 0 telle que :
[f (&, )] < [m(t)] + bl].

3. sup |f(t,0)| <M.
t€[0,T]

4. bT' < 1.
On définit I'ensemble Sy, de C([0,T]) par

Sp=A{x € C([0,T]) : |o(t2) — 2(tr)| < Ltz = ]},

12



Chapitre 2 Equation différentielle

ou L est une constante donnée par :

I — M + b|[L’0|’
1—-0T

5. |f(t,x) = f(t,y)] < blz —yl.

6. g:[0,7] x Rt — [0, 7] est continue et g(t,z(t)) < t.

7. 1l existe une constante k € (0,1) tels que

lg(t,z) —g(t,y)| < klz —y|.

2.1 Existence de solution

Dans le théoreme suivant on va montrer que le probleme (P) admet une solution.

Théoréme 2.1.1. Si les hypothése (1),(2),(4),(6) sont satisfaites, alors le probleme (P) a au

moins une solution positive x € Sy, de C([0,T]).

Preuve 1. Soit x € S une solution du probléme (P). En intégrant l’équation différentielle

, nous obtenons [’équation intégrale correspondante.

(1) = 70 + /Otf(s,x(g(t,a:(s))))ds >0, tel0,T] (2.2)

x(t) est positive car xg >0 et f:[0,T] x Rt — R*.

Etape 1:

Montrons que Sy, est un sous ensemble non vide fermé borné et conveze de C([0,T)). En effet,
e 0 € Sy, alors, S;, non vide.

e S; est fermé : soit (x,) une suite dans Sp, qui converge vers l, supposons que l € Sy, alors

pour touts ti,ts € [0,T], on a

[[(t) = 1(E2)| = | lm (zn(t) — 2a(t2))]

n—-+oo

= lim [(2a(t)) — zn(t2))]

n——+00

< lim L‘tl—t2|,

n—-+o0o

car x, € Sr, d’oi
|[(t1) = 1(t2)] < Lty — tof.
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Chapitre 2 Equation différentielle

Donc | € Sy, est Sy, est fermée.

e S;, est bornée : Soit v € Sy, comme x(0) =z € [0,T]. Alors

|2(t) — 2(0)] = [(t) — ol

donc
lz(t)| S Lt + 2o < LT+ T =T(L+1),t 0,717,

ou ||lz[| = sup |z(t)| < T(L+1)
te[0,7

d’ou Sy, est bornée.

eS; est convexe :

Soit x1,x9 € S et a € [0,1]. On a : Vi, ty € [0,T] tel que

[z1(t2) — 21(t1)| < Llt2 — ta,

et
|22(t2) — 22(t1)| < Lt — ta,
donc
a(z1(t2) — 21(t))] < aLlts — U],
et

(1 — a)(z2(t2) — 2(t1))| < (1 — @) L[ts — t],

par addition on trouve :
oz (t2) + (1 — a)aa(te)] — lowi(ty) + (1 — a)za(ty)]] < Lltz — ti]

|(azy 4+ (1 — a)z2)(te) — (awy + (1 — a)xs)(t1)| < Llta — t1],

d’ou axy + (1 — a)zg € S

Donc U'ensemble St est conveze.
Etape 2 : Définissons Uopérateur F associé d Uéquation par :

Fa(t) =0+ | " Fls,2(g(t, 2(5)))ds.

Montrons que l'opérateur F' est définie de S, dans Sp, de plus il est uniformément borné, com-

pact.
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1- F est uniformément borné : Soit x € C([0,T]), alors pourt € [0,T] on a

Pa(0)] < Jool + [ 1505, 2(g(s,2(5)lds
<l + [ (o)1 + lotato, o) s
<l + [ (01 + letato.ao0)] s

comme, x € Sp, on a
[2(g(s,2(s)))| — [wo| < |z(g(s,2(s))) — 2(0)]
= Llg(t,z(1))]-

Donc

[2(g(s, 2(s)))| < Lg(t, x(t))] + [zo]. (2.3)

Alors
Fa (o) < fool + [ (M +b(Llg(s, 2(s)] + lroD)ds
< |zo| + /Ot(M+ b(Ls + |zo|))ds

< [wo| + (M + B(LT + |ao))t
|zo| + ((M + blxo|) + LTt
\

<
< wo| + (L(1 —bT) + bLT)t

Cela prouve que les fonctions de classe(Fx) sont uniformément bornées sur Sy,.

2 - F est compact : Soit x € S, et t1,ty € [0, T] avec t1 < ty tels que |t; — ta| < § alors :

Fat) = Fa(t)| = | [ Fls.(g(s,0(5)ds

< [ f(s,(g(s,2(9))))ds

t1

< [0 + bla(g(s, x(s)) s

t1

< [+ biLlgs,x()] + fo])ds

to
< /t (M + b(Ls + |zo|))ds

< Lty — t.
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Donc F : S;, — Sy, et la classe de fonction (Fx) Sont équicontinue sur Sy. Par le Théoréme
d’Arzéla Ascoli [], F est relativement compact sur Sy

3- F est continue : Soit (x,) C SL, une suite qui converge vers x € [0,T], i.e

|2n(t) = ()] < &1 = |zn(g(t, 2n(t))) — x(g(t, x(1)))] < &2,

pour tout 1,9 = 0 arbitraire, on peut obtenir

2 (g(t, 2n(t))) — 2(g(t, (1)) = len(g(t, 2u(t))) — xnlg(t, (1)) + 2ulg(t, (1)) — 2(g(t, 2(2)))]
< Jn(g(t, (1)) = 2nlg(t, ()] + |2ng(t, 2(t)) — 2(g(t, x(1)))|
< Ll(g(t, n (1)) = g(t, 2(t))] + [2ng(t, 2(1)) = 2(g(L, 2(1)))]

Donc x,(g(t, x,(t))) converge vers x(g(t,z(t))). De la continuité de la fonction f, on obtient

lim [t 2a(g(t, 2a(1)))) = F(t 2(g(t,2(2)))).

n—-+oo

D’apres le Théoreme de convergence dominé de Lebesgues, nous avons
t

lim x,(t) =zo+ Lim [ f(s, f(s,2,(9(s,2,(5)))))ds = xo + /Ot f(s,2(g(s,x(s))))ds.

n—-+o0o T—=00 J(

Alors Uopérateur F est continu.

Etape 8 : Maintenant toutes les conditions du Théoréme du point fize de schauder [7] sont
satisfaites, alors l'opérateur F' a au moins un point fire x € Sp. Par conséquent, il existe au
moins une solution positive z € C([0,T]) de Uéquation intégrale (2.9).

Pour compléter la démonstration, On dérivons [’équation intégrale nous obtenons l’équa-
tion différentielle (1). Si on pose t =0 dans (2.9), nous obtenons la donnée initiale (2).

D’ou on aura [’équivalence entre le probléme (P) et l’équation intégrale . Par conséquent

le probléme (P) a au moins une solution positive x € C([0,T7]).

2.2 Unicité de la solution

Dans cette partie, nous prouvons l'unicité de la solution de 1’équation intégrale (12.2)).

Supposons que les hypotheses suivantes :

3. sup |f(t,0) < M.

t€[0,T]

5. [f(tx) = ft,y)l <ble —yl.
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7. 1l existe une constante k € (0,1) tell que

lg(t,z) — g(t,y)| < klz —yl.

Théoréme 2.2.1. Soit les hypothéses (1),(4),(6) du Théoréme 2.1.1 et (3),(5) et (7) satisfaites,
si bT(LK + 1) < 1, alors la solution de l’équation intégrale est unique.

Preuve 2. Soit yo = 0 dans [’équation on obtient :

Je(t) = u(@)ll = | [ Flsxlols, x(s))ds = [ F(s.vlgls, u(s)))ds|
< [ 156 g5, 2(5))) = (s, gl uls)))lds
<b [ latg(s.a(5)) = ylos.y())Ids
< b/Ot [2(g(s,2(s))) — 2(g(s,y(s)))|ds + b/Ot [2(g9(s,9(s))) —y(g(s,y(s)))|ds
<o [ lg(s,2(5)) gl 9(sD)lds + b [ lelo(s, 9(5))) — wlos.yls))lds
<k [ fals) — yls)lds+ b [ e(gls,u()) — ylo(s, y(5)))lds

< bLK||x — y||/ 1ds + bz — y||/ 1ds
0 0
< OLkllz — y[|t + bllz — yl|t
SOLET ||z =yl + 0T ||z — y|
= bT (LK +1)[lz =yl

et
|z —yl| <VT(Lk +1)[|z — yl|.

Comme VI (LK + 1) < 1, il s’en suit que x(t) = y(t), t € C([0,T)), et la solution de
I’équation est unique, d’aprés le Théoremd?2.2. 1.

2.3 Dépendance continue

Nous montrons ici que la solution de I’équation intégrale (2.2)) dépend continuellement des

données initiales x( et de la fonction retardée g.

17
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2.3.1 Dépendance continue par rapport a condition initial

Définition 2.3.1. La solution de l’équation intégrale dépend continuellement de la donnée

initiales xq st :

Ve > 0,30(e) >0:|zg—zf| <0 = ||z — 2| <¢, (2.4)

ol
x est la solution du probleme avec condition initiale xg.
x* est la solution du probléme avec condition initiale x.

Donc on a

(1) =i+ [ 1 s @ ©))ds, L€ 0.T) 25)

o(t) =0+ [ Fls.(o(s, (e(&)))ds, £ € [0,7)

On Suppose les hypotheses suivantes :

e /:[0,7] x Rt — R* est de carathéodory, c’est-a-dire que f est mesurable en ¢ pour tout
xz € C(]0,T]) et continue en z pour presque tout t € [0, 7.

e g:[0,7] x R" — [0,T] est continue et g(t,z(t)) < t.

e bT' < 1 On définir 'ensemble Sy, de C([0,77]) par

Sy, ={z € C([0,T)) : |z(t2) — z(t1)| < Llt2 — ta]},

ou L est une constante définir par :

10T

o [f(t, ) — f(t,y)] < bz —yl,

sup |f(¢,0) < M.
t€[0,T]
e 1] existe une constante k € (0,1) tell que

lg(t,z) —g(t,y)| < klz —y|

Théoreme 2.3.1. Supposons que les hypothéses du théoréme sont satisfaites, alors la
solution de dépend continuellement des données initiales xy.
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Preuve 3. Soit x,x* de solution des équations intégrale et , alors pour tout t € [0,T]

o) = 2 ()] = b+ [ £(s. g, 0)))ds — i+ [ fGs% (o5, 2(5))) s
< oo — gl + [ 1f(s,0lgls,a(5)) = (5,0” (g5, () |ds
< oo — il +b [ felo(s, 2(5))) — o (gls,2°(5))lds
< Joo — il + 0L [ lgls,2(5)) = g(s. 0 (s))lds +b [ [algls"(5)) = " (gs.2"(5))|ds
< foo = i) + LK [ fals) = 2 (s)lds +b [ lalgls, 2*(s))) — (g5, 2" (5)Ids
<O+ bLk|x — 2||T + bllz — || T
<6+ WT(LK + 1)z — 27|,

donc

sup |(t) — x*(t)] < 0+ 0T (LK + 1)||z — 27|
te[0,7

|lx —2*|| <0+ T (LK + 1)||z — z¥||,

alors

)
(1—=bT(Lk+1))
puisque bT'(LK + 1) < 1, il s’ensuite que la solution de dépend continuellement des

[ — 27| <

données initiales xq.

2.3.2 Dépendance continue par rapport a g

Définition 2.3.2. La solution de [’équation intégrale dépend continuellement de la fonc-
tion g st :
Ve >0, 3Ji(e)>0
l9(t,2(t)) = g"(t, x(t)] < 6 = [lv — 27| <, (2.6)
et
() =a+ [ Fs, 0 (5 (s, (2 ())ds, £ (0.7,

Théoréme 2.3.2. Si les hypothéses du Théoréme sont satisfaites, alors la solution de
dépend continuellement de la fonction g.
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Preuve 4. Soit x,z* les solutions des équations intégrales (2.3) et (2.5). Alors on a :
o(0) = 2 (O] = b+ [ F(s. g, 0()))ds — 0 — [ Fls,2%(s,°(5))ds
< [ 15 algls,2(9)) = Fs, 2,27 (5))lds
b/|a; 5,2(5))) — 2 (g"(s, 2" (5)))|ds
<b [ algls, 2(9) = (g5, 27 (D) lds + [ Jalg*(s,27(5)) — (9" (s, 2°(5))lds
<L [ lgfs,2(s)) - 9" (5,2 ())lds + blle = 2°] [ 1ds
<L [ lgls,2(5)) = 6" (5,2°(5))ds + bllz — 27
< oL [ gt 2(9) — gl 2" ()lds + 0L [ (s, () = g°(s. 2* (s + bl — 27T
<LK /Ot 2(s) — 2*(s)|ds + 6bL /Ot 1ds + b|lz — «*||T
<BLK |z — 27| /t 1ds + 6bLt + bz — 2| T

< OLK||z — 2|t + 6bLT + b||x — z*||T

N

bLKT||z — «*|| + 0bLT + b||lz — «*||T
< bT'(1 + Lk)||z — *|| + 6bLT,

et
|lx —2*|| < bT(1 + Lk)||z — || + SOLT
obLT
1—=0T(Lk+1))’

[l — 27| < (

puisque VT (Lk 4+ 1) < 1.
1l s’en suit que la solution de dépend continuellement de la fonction g.

Exemple 2.3.1. Considérons I’équation différentielle non linéaire :

(= i), rcomo= 27
donc f:[0,1] x RT — RT définie par
es 3
t —
et g:[0,1] x R™ — [0, 1] définie par
tsin“x
t
g( ? ) 2+x47
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On va montrer que le probleme admet une solution unique, alors il suffit de vérifier

que les conditions (1),(2),(4),(6) sont satisfaites :

1. on montre que f est lipschitzienne il suffit de montrer que

Vae,y € RT et t € [0,1], b > 0 tel que

[f(t,2) = f(ty)| < ble—yl.

On a
e‘% 3 e‘% 3
f(0.0) = 50| = g el = g+
< 2lal - 31y
S 3 4y
<2l — 1y
S Yy
<le—yl
\4 Y1,
aors 30 = el que | (t,4(0) = 1.5(0)| < Yett) = (0.

D’ou f est une fonction lipschitzienne donc f est continue.
On remarque que le constante de lipschizité est le méme par rapport da la deuziéme variable

de la croissance linéaire.

2. On va montrer qu’il existe une fonction bornée mesurable m(t) et une constante b > 0

telle que :
|f(t,2)| < [m(t)] + blz],
on a
es 3
t _
=5+ B
<2+ 2
—lz
Slt4+5) 0 47"
_t
done m(t) = S5 etb=13.
Posons .
M = sup |m() -
= sup |m(t)| = sup = —
t€[0,1] tejo, [t +9] 5
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Chapitre 2 Equation différentielle

3. Maintenant On montre que g : [0,1] x Rt — [0, 1] est continue et g(t,x(t)) < t
On a

oltolt) = 5y

g est une fonction continue car ¢’est une division de deux fonctions continues.

D’autre part on a :

Donc

4. On va montrer que bT < 1

onab:%ethl,donch<1.

Alors on définie Uensemble Sp = {x € C([0,1]) : |x(t) — 2 (t1)| < L[t — t1|}

="
1 =0T
Ll

= 3,

D’aprés le théoréme (2.1.1) le probléme admet une solution positive x € Sp,.
Exemple 2.3.2. On a ’équation différentielle non linéaire suivante

e—2ct (1) -1
fC(M)| tel0 3]

= dn(l+ %)+ 4

(2.8)
z(0)=0

Soit f:[0,1] x RT — R+

1 2 1
ft,z) = =in(1+ ;) + Z|x|
Soit g : [0, 3] x RT — [0, 1]
t6—2x4—1
t N
g(t,2) = e
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Pour montrer que le probleme (@ admet une solution unique.

On va vérifier que Les conditions sont : du (1),(2),(4),(6) sont satisfaites :

1. On va prouver que f est lipschitzienne alors il suffit de montrer que

Vo,y e RT ett € [0,5], 3b > 0 tel que

[f(t,2) = f(t )] < bl —yl.

On a
o 1 1 ot 1
#(0.0) = 7.9)| = |ginta+ )+ Glel = 5nc1 + ) = L
<[ Har - Ly
S X 4 ()
< 1|
B Z T — y|
Donc
3b = L tetque |f(t,2(0)) — £ty < bla(t) — y<t>\

D’ou f est une fonction lipschitzienne alors f est continue.

2. On montre qu’il existe une fonction bornée mesurablem et une constante b > 0 telle que :

[f(t, )] < [m(t)] + bl].

On a
1 2t 1
0] = gim(1+ 5 + Jb
1 2t 1
= = .
< 3ln(1—|— 3)‘+4|x|
Donc
1 2t 1
= -tn(l+ Dyetb="
mit) = S+ 2y ern= 1
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POSONS

M = sup |m(t)| = sup
te[0,3] te[0,1]

1 NER
S = | Py
3m<'%3ﬂ 9

3. On va prowver que g : [0, 3] x RY — [0, 1] est continue et g(t,z(t)) <t

)
On a
t672x4(t)71

14 a2(t)’

g est une fonction continue car ¢’est une division de deux fonctions continues.

g(t, x(t)) =

D’autre part, on a

t€—2x4(t)—1

g(t,x(t)) = T+ 2200

Donc g(t,z(t)) <t
4. On montre que bT < 1
onab:i<1,T:%, alorst:é<1.

Et cette condition est remplie.

On définie Uensemble Sy, = {z € C([0,1]) : |x(ts) — x(t1)| < Llt2 — t1}

1 8
Si=fa € C(0.3) : lelt) —2(t)] < g5lta — ta]}

2
M + bl
L===r
_ 5 +1l0]
I-1
8
T 63

D’aprés le théoréme (2.1.1) le probléeme (@) admet une solution positive v € Sp.
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CHAPITRE 3

LSOLUTION POSITIVES D'UN PROBLEME DE VALEUR
INITIALE D’'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE AVEC
RETARD G(T, X (T)) < X(T)

Dans ce chapitre on va étudier 'existence et I'unicité d’une solution positive du probleme

de valeur initiale :
doip) = £t olalt. o
(P) 7 (t) = f(t.a(g(t,2(1))), [0, T]
2(0) =z € [0, 7]

(3.1)

On considere g(t, z(t)) < z(t), supposons que la fonction f : [0,7] x [0,T] — RTet g : [0,T] x

R* — [0, T] vérifiant les conditions suivantes

1. f:]0,T]x[0,T] — R* satisfait la condition carathéodory, c’est-a-dire que f est mesurable

en t pour tout x € C([0,7T]) et continue en x pour presque tout ¢t € [0, 7.

2. il existe une fonction bornée mesurable m(¢) et une constante b > 0 telle que
|f (&, )] < [m(t)] 4 bl].

3. [f(t,x) = f(t,y)] < blr —yl.

41,0 < M.

5. L=M+0T < 1.

6. LT + |2(0)| < T.

7. g:[0,T] x Rt — [0, T] est continue telque : g(t,z(t)) < x(t).
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8. lg(t,x) — g(t,y)| < klz —y|.

Quelques exemples pour la fonction g

2
1. g(t,x(t)) == (1—1-3157%4(15)’ a > 0
2(t)e—az(t)
2. g(t,x(t)) = %, a,b}()
z2(t)+3t
3. g(t,z(t)) = 41%;)%“7 a>0

Existence de solution :

Théoréme 3.0.1. Soit les hypotheses (1),(2),(5),(6),(7) satisfaites alors le probléme (P) a au

moins une solution x € Sy,.

Preuve 5. Soit x une solution du probléme (P) En intégrant I’équation différentielle (3.1, nous

obtenons [’équation intégrale correspondante :
t
2(t) = w0+ [ f(s,2(g(t2(s)))ds >0, t€[0,7] (3.2)
0

x(t) est positive car xo >0 et f:[0,T] x [0,T] — R*.

E‘tape 1:

Définir L par L = M + 0T et Sp, est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et conveze de
C([0,T]).

Définissons l'opérateur F' associé a l’équation par

Fa(t) ::z:o—i-/Otf(s,:c(g(t,:c(s))))ds, te0,7)

Montrons que l'opérateur F est définie de Sp dans Sp, de plus il est uniformément borné,
compact.

1- F est uniformément borné : Soit v € C([0,T]) alors pourt € [0,T] on a

Fa(t)] < |x0]+/t\f (s, 2(g(s, 2(s))[ds, ¢ € [0,T]
< |ao] + / s) + blz(g(s, (s))))ds

< Jool + [ (M +balg(s, 2(5)ds.
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Comme, x € S;, on a

[2(g(t, z(1)))| — |wo| < Llz(g(t,2(t))) — z(0)] < Llg(t, (t))|
Donc
[2(g(t, (1)) < Llg(t, (1)) + |zol- (3.3)

En utilisant nous obtenons :
t
[Fa(t)] < [aol + [ (M +b(Lla(s)] + [zo]))ds

t
<ol + [ (M + (LT + fao]))ds

< [wol + (M + B(LT + |ao))t
|zo| + (M + 0T)T

N

N

T.

N

Cela prouve que les fonctions de classe F'x sont uniformément bornés.

2- F est compact : Soit x € S, et t1,ty € [0,T] avec t; < ty tel que |[t; < ta| < § alors :

att) = Palen)] = [ F.atals o)

< [ 1 Gssatg(s, 2()))lds

< [ m(s) + blatg(s. als))])ds

< [+ bla(gls, 2(5)) s

< [7O1 4+ 8Lyl 2(5))| + L)

< [+ bl ()] + o))

Ceci prouve que Fx est équi-continues.
D’aprés le Théoréme d’Ascoli-Arzéla [7], F est compact.

3- I est continue :
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Soit (x,) C Sy une suite qui converge ver x € [0,T] alors

|20 (g(t, 2a (1)) — 2(g(t, (1)) = J2a(g(

~
&
3
~
N—
N—
N—

— za(g(t, 2(1))) + n(g(t, (1)) — z(g(t, x(1)))]
(

( (
< Jzn(g(t, 2n(t))) — 2ng(t, 2())] + |2n(g(t, (1)) — 2(g(t, z(1)))]
< Llg(t, 2n(t)) = g(t, 2(0))] + |2 (g(t, 2(1))) — 2(g(t, 2(1)))]
< Llg(t, 2 (t) = 9(t, (1))

Ce qui implique que x,(g(t,z,(t))) converge vers x(g(t,x(t))) dans S

Aussi, & partir de la continuité de la fonction par rapport a la 2°™¢ variable on obtient :

lim f(t, 20 (g(t, 2n(1)))) = F(1,2(g(t, x(1))))

n—-+0o0o

ftan(g(t, xn(t)))) = [t 2(g(L, 2(1)))).

En utilisant ’hypothese (2) et le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, nous déduisons

que

lim x,(t) = zo + lim f s, xn(g(t, z,(t))))ds

n—-+o0o ——+00

=2+ /0 f(s,x<g<t,xn<t>>>>ds.

Alors F est continue.

Etape 2:

Maintenant toutes les conditions du Théoréme du point fixe de schauder [7] sont satisfaites,
alors 'opérateur F' a au moins un points fixe.xz € Sp. Par conséquent, il existe au moins une
solution x € C([0,T]) de I’équation intégrale ({3.2]).

Maintenant, pour compléter la preuve on dérivons I'équation intégrale (3.2]), nous obtenons
I’équation différentielle (1). On pose t = 0 dans (3.2)), nous obtenons les données initiales de le
probleme (P).

D’oti on aura de I’équivalence entre le probleme (P) et I’équation intégrale . Ainsi le pro-
bleme (P) a au moins une solution positive € C([0,7]) qui complete la démonstration.

Maintenant, nous avons le corollaire suivant qui généralise les résultats en [2].

Corollaire 3.0.1. Supposons que les hypothéses du Théoreme (3.0.1) satisfaites si

gt x(t)) = x(t),
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alors le probleme admet une solution

(1) :xo—i—/otf(s,x(x(s)))ds t 0,7,

a au moins une solution x € C([0,T])conséquent le premier probléme de valeur

WO _ f(t,2(x(t), te[0,T] (3.4)

z(0) = xg

a au moins une solution x € C([0,T]).

3.1 Unicité de la solution

Dans cette section, nous prouvons l'unicité de la solution pour 1’équation intégrale (3.2])
Supposons que les hypotheses suivantes :
B3) f(t,x) = f(t,y)| < bz —yl,
(4) [£(£,0)] < M,
(8) lg(t, ) — g(t, y)| < kle—yl,

Théoréme 3.1.1. Soit les hypothéses (1), (2), (3) du Théoréme et et (3), (4), (8) il
satisfait, si VT (Lk + 1) < 1, alors la solution de ’équation est unique.

Preuve 6. L’hypothése (2) du Théoréme peut étre déduite des hypotheses(3), (4), en
mettant y = 0 dans (3) on obtient :

|[F(t, )] < bl + [£(2,0)].

Par conséquent, nous en déduisons que toutes les hypothéses du Théoreme sont satis-
faites.

Alors la solution de I’équation existe. Maintenant supposons x,y sont deux solutions de
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Alors
o(t) = o0 = | [ (s, gls,2(s))ds = [ S5, ulo(s, p()ids
<b [ 15, 2lg(s,2(9)) = (5. ulgls,5(5))lds
< b/Ot |(g(s, 2(s))) — =(g(s,y(s)))lds + b/ot (g(s,y(s))) — y(g(s,y(s)))|ds
< b [ felgs,w5)) = gs,uo))lds + b [ e(gls,u()) — ylo(s, y(5)))lds
<01 [ lgts.(5)) = gls. y(s)ds + [ gl (5)) = ylals.(5)))lds
<bLk/0 |x(s)—y(s)|d8—|—b/0 l2(g(s,y(s))) — y(g(s, y(s)))|ds
<oLklle =gl [ 1ds+ble -yl [ 1ds
< bLE||lz — yllt + bllz — yllt
<BLKT |z — || + 0Tl — y]
= 6T (Lk + 1)}z — ]|
donc

l(t) —y(@)[l = sup |z(t) —y(?)]

te[0,7)

sup |z (t) — y(t)| < 0T (Lk + 1)z — y
te[0,7
|z —yl| < OT(LE+ 1)[lz —yl|.

Comme VT'(Lk 4+ 1) < 1, il s’en suit que x(t) = y(t), t € C([0,T]), la solution de l’équation
est unique d’apres le Théoréme .

3.2 Dépendance continue

Nous montrons ici que la solution de 1’équation dépend continuellement des données

initiales z.
Définition 3.2.1. La solution de l’équation intégrale dépend des données initiales xq st
Ve>0 30(e)>0: |xg—z5<0=|lxr—2"] < (3.5)

x est la solution du probleme avec condition initiale xq

ou x* est la solution unique de l’équation intégrale.

) :xS—|—/Otf(s,x*(g(s(x*(s)))))ds, Wt € [0, 7] (3.6)

30



Chapitre 3 Solution positives

Théoreme 3.2.1. Supposons que les hypothéses du Théoreme satisfaites alors la solution
dépend continuellement de la donnée initiale xg.

Preuve 7. Soit x,x* deux solutions des équations intégrales et (@, alors on a pour tout
te0,7]

lz(t) = 27 (1)]] = suprepo,ry]x(t) — =7(2)],

donc
2(t) =" (8)] = |eo + [ Fls,a(gls,a())ds =i+ [ f(s.2"(gls2"())))ds
t
<lao =il + [ 1F(s.2(g(s.2(5)) = f (5" (g(s.°(5))))ds
t
<lao =il +b [ [e(gls,a(s))) = 2" (g(s,2" () Ids
t
< Jao — il + 0L [ lgls,2(s)) = gls,2"(s))Ids
t
b [ felgls,a"(5))) = 2 (g(s,2" () ds
t
< |zo — x| + bLk/ |z(s) — z*(s))|ds
0
t
b [ Jelgls,a" () = 2" (g(s, 2" () ds
t
< leo — | + bLk]lz | [ 1ds
0
t
bl|lx — x* 1d
+blle =27 [ 1ds
< |wo — xg| + OLE||x — ™|t + bl|lz — «™||¢
< |xo — zg| + bLE||x — 2| T + b||x — «*||T
<0+ bLk|x — 2| T + b||x — «*||T
<O+ VT(LK + 1)z — ™.
Donc
sup |z(t) —z*(t)| < 0 + VT (LK + 1)||lx — 2|
t€[0,T]
|lx —2*|| <0+ 0T (LK + 1)||z — z¥||,
alors

5
(1 —bT(LK + 1))

[ — 27| <

car bT'(Lk + 1) < 1, il s’en suit que la solution de (3.2)) dépend continuellement des données

initiales xg.
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Définition 3.2.2. La solution de [’équation intégrale dépend continuellement de la fonc-
tion g si Ye > 0, 3d(e) > 0 telle que

lg(t, x(t) = g* (L, 2(1)] < 6 = |z — 27| <, (3.7)

x la solution du probleme avec condition initiale x

x* la solution du probléme avec condition initiale x;
t
2(t) = a0+ [ fls.a'(g" (s, (" ())ds, € [0,T] (38)

Théoréme 3.2.2. Si les hypothéses du Théoréme satisfaites,
alors la solution de l’équation dépend continuellement de fonction g.

Preuve 8. Soit x, x* solution de l’équation intégrale et (@ Alors nous avons soit x, x*
La solution des équations intégrales et (@) En suite nous avons :

Je(t) = 2 (O] = Jso+ [ Flsx((s, (s)))ds — 20+ [ F(5,0°(g"(s,2°(5)))ds
< [ 15 gls,2(51)) = F(s (" (s 2" ()l
<b [ falgls,0()) = 27 (5", 2°(5)) s
<b [ falgs,2(5)) — g (s,2°(5))lds
b [ el 5,27 (5) = 26" (5, 2" (5)) s
<L [ lgls, 2(5)) — g°(s,2°()lds
0L [ 1075, 2°(9) = " (5, 2°(5))ds + blle — 7] [ 1ds
<0 [ lgfs,0(5) = (5,07 (5)lds
0L 1475 0°(3))) — (5,27 (5)) lds =+ blle — o7
<0l [ lgls.0(9) = (5,07 (5)ds
0L 1970507 (3))) — 97 (5,27 (5))|ds + 0T o = |

< bOLTE||x — 2*|| + bLT6 + bT ||z — 2™ ||
< OLTS + 0T (Lk + 1)||z — 27|,
donc

sup |z(t) —a*(t)] < LTS + bT(Lk + 1)||x — =¥
te[0,7)
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|z — || < OLTO + 0T (Lk + 1)||z — z*||,

alors
bLTé

(1 —bT(Lk+1)

[ = 2"|| <

Comme T (Lk + 1) < 1 il s’en suit que la solution de (P) dépend continuellment sur la

fonction g.

Exemple 3.2.1. Considérations l’équation différentielle non linéaire

de _ 1/1 , 1502 , 1. z@)e=®
E — ?(5 —|— gt) + 6I<3+5052x(t)> (39)

Soit : f:]0,2] x Rt — R* définie par

11 1 1
t,x)==(=+-t)* + -x.

Soit g : [0,2] x RT — [0, 2] définie par

On va montrer que le probléeme (3.9) admet une solution unique, c’est a dire vérifier Les
7

conditions (1),(2),(5),(6),(7).

1. La lipschitzité de f : il suffit de montrer que
Vr,y € RT et b >0, tel que

‘f(t,x) =t <ol — .
On a
11, 1 11 1, 1
r(00) - £0.9)] = 3G+ 307+ o - 3G+ 3
I
— 5t T 6Y
Ly
= —\|\T — .
6 )

33



Chapitre 3 Solution positives

Donc il existe une constante b tel que

|f<t, o) — F(t,y)

f est une fonction lipschitzienne alors [ est continue.

2. Montrer qu’ il eziste une fonction bornée mesurable m(t) et une constante b > 0 telle

que :
|f(t,2)| < [m(t)] + blz].
On a
1.1 1 1
t S e G R
el = (15 + 307+ g2
1.1 1 1
X | ~\A *t 2 - .
|7<2 3t) +‘+6‘”|
Done m(t) = (5 + 5t)? et b= 1.
1 1
Posons M = sup |m(t)|, alorsM = sup |=(= + =t)*| = .
t€[0,2] e |72 3 5

3. Montrons que g :[0,2] x Rt — [0,2] est continue et g(t,z(t)) < x(t)
On a

z(t)e=*®

gt z(t)) = 3+ cos2a(t)’

g est une fonction continue car c’est une division de deux fonctions continues.

Montrons que g(t,x(t)) < z(t)

B z(t)e *®
3+ cos?x(t)

g(t, x(t))

Donc pour tout t € [0,2]on a g(t, z(t)) < x(t).

4. Montrer que L =M + 0T < 1.
Onab:% ethg—ZetT:Q.
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On définie l'ensemble S;, = {x € C([0,2]) : |z(ta) — x(t1)| < L|ta — t1|} avec

L=M+bT

71
L= 42xo
36 6"

19
L=—
36

dou: L= % <1
Et cette condition est remplie.
5. LT +[2(0)| < T
OnaT=2etL =3 et [1(0)] = g5,

donc

19 119 , 1 _ 55
36X2+28_18+28_504<2'

D’apreés le Théoréme le probléeme admet une solution unique.

Exemple 3.2.2. Considérations l’équation différentielle non linéaire
de 1 3 1, [ x5
g = g(t2—|—1)6 t —|—3$<1+x4(§)> (310)
Soit : f :[0,3] x RT — R définie par
1 1
f(t,z) = 5(152 + e + 37

g:10,3] xRt = [0, 3], définie par
1
g(t,z) = 2

On va montrer que le probleme admet une solution unique, c’est a dire vérifier Les

conditions (1),(2),(5),(6),(7).

1. On va montrer que f est lipschitzienne il suffit de montrer que

Vr,y € RT et b >0, tel que

< blz —y

‘f(t,fc) ity
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On a

1 1
0.0) = S0 = |50+ e 4 o= 2+ 0 4 5y

|1 1

IR

37 3Y

< Lo -yl

\733_
3 y

Donc il existe une constante b tel que

|ﬂt@—f@w)

f est lipschitzienne alors f est continue.

2. Montrer qu’il existe une fonction bornée mesurable m(t) et une constante b > 0 telle que :

[f (&, )] < [m(t)] + bl],

On a
1 1
|f(t,z)| = |5(zf2 + 1)e_t3 + 535
1 1
<|F(E+ e + Slal
Donc

m(t) = 1(#* + 1) etb=1.

1
(24 1)e V| =

Posons M = sup |m(t)| donc M = sup
te[0,1] te(0,3]

3. Montrons que g: [0,3] x Rt — [0, 1] est continue et g(t,z(t)) < z(t)

2
On a

g(t, x(t))

g est une fonction continue car ¢’est une division de deux fonctions continues.
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Montrons que g(t,x(t)) < z(t)

Donc pour tout t € [0, 3], g(t, z(t)) < z(t).

4. On va montrer que L = M +bT < 1
Onab:éetM:%etT:%

’ 3 _ 11
dou.L—@<1

Et cette condition est remplie.

5. montrer que LT + |x(0)| < T

OnaT:%etL:% et |z(0)] = &

i1, 1 _ 1L, 12
50 <2t5 =60 e~

5
23 -1
60 < 2

D’aprés le Théoréme le probléme admet une solution positive x € ST,
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