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Introduction

On a mené dans ce mémoire une étude détaillée du papier récent Vilches-Nguyen
[19]. Ce théme (d’actualité) s’inscrit dans le cadre d’étude des inclusions différentielles du
premier ordre gouvernées par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps
avec perturbations. Dans la littérature, il existe des papiers sur ce sujet, on peut citer par

exemple [1], [5], [6], [8], [11], [16], voir aussi les autres références en relation.

Un bref schéma du contenu présenté dans ce mémoire peut se décrire comme suit : Le
premier chapitre est intitulé “Préliminaires”. Il comporte des notations et quelques espaces
usuels. Aussi, il réunit un ensemble de définitions, propositions et théorémes sur I’analyse
fonctionnelle ainsi que les propriétés fondamentales des opérateurs maximaux monotones
qui vont nous servir de clé dans le chapitre qui suit. Dans le deuxiéme chapitre intitulé
“Problémes d’évolution gouvernés par des opérateurs maximaux monotones dépendant du

temps”, on démontre 'existence de solutions liée au probléme suivant, sur un espace de

Hilbert H,
@(t) € —Ay(x(t) + f(E, 2(t) pp. t € [0,T],

z(0) = o,

(P)

ou A; est un opérateur maximal monotone dépendant du temps de domaine D(A) égal
a H,et f:[0,T] x H— H est une perturbation dépendant du temps et de 1'état.
Notre démonstration repose sur une méthode de régularisation. On construit une suite de

fonctions "solutions" au probléme régularisé

i(t) = F(t.a(t) = 4 (2() = Ji(@ (1)) pp. t € 0,7,
x(0) = xo,

(Px)

ot J} est la résolvante Yosida. Ensuite, on montre sa convergence vers la solution du

probléme (P).

On termine ce mémoire par une application du théoréme d’existence et d’unicité aux

11



Introduction 1ii

inclusions différentielles du second-ordre de la forme

B(t) € —A(@(t)) + f(t,2(t)) p-p.- t € [0, T,
x(0) = xg, 2(0) = .

(S)

La démonstration consiste a se ramener au cas du premier ordre, en effectuant un chan-

gement de variable convenable.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rassemblons des notions de base, quelques résultats fondamen-
taux utiles, notamment les définitions et les propriétés des multi-applications et celles des

opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hilbert.

1.1 Notations générales et espaces usuels

Tout au long de ce mémoire nous adoptons les notations suivantes :
e R est I’ensemble des nombres réels.
e | - | est la valeur absolue définie sur R.
e R, est 'ensemble des nombres réels positifs.
e N est ’ensemble des entiers naturels.
e H est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-) et de la norme
associée || - ||.
e w— désigne au sens de la topologie faible sur H.
e conuS est le plus petit convexe fermé contenant ’ensemble S (S C H).
e By(0,7) est la boule fermée dans H de centre 0 et de rayon r.
e Pour une multi-application A : H = H, le domaine D(A), le graphe Gr(A) et
I'image R(A) sont définis par
DA)={z € H: Az #0}, R(A) = [J Az
z€D(A)

Gr(A) ={(z,y) € D(A) x H : y € Az}.

1



1.2. Rappels et résultats fondamentaux 2

e P(X) ou 2% est I'ensemble des parties d’'un ensemble X.
e — désigne la convergence faible.

e — désigne la convergence forte.

e [:=1[0,7], T > 0 est un intervalle fermé borné de R.

e 1g est la fonction caractéristique d'un sous-intervalle S de I, définie par 1g(x) = 1

siz € S et 0 sinon.

e C([0,T]; H) est I'espace des fonctions continues de [0, 7] dans H muni de la norme

de la convergence uniforme ||z|| = sup ||z(?)||.
te[0,7

e AC([0,T]; H) est I'espace des fonctions absolument continues de [0,77] dans H.

e i (resp. ¥) est la dérivée premiére (resp. seconde) de x : [0,7] — H quand elles

existent.
e [P([0,T];H), p € [1,+00[, est l'espace des fonctions mesurables = : [0,7] — H

T T
telles que/ ||z(t)|[Pdt < 400 muni de la norme ||| 2o (o.17,1) = (/ ||x(t)||Pdt)/P.
0

0
Si p =2 alors L*([0,T); H) est un espace de Hilbert.

o W12([0,T]; H) est lespace des fonctions x : [0,7] — H absolument continues a
dérivée dans L2([0,T]; H).

o W?22([0,T]; H) est l'espace des fonctions x : [0,7] — H absolument continues a

dérivée w absolument continue avec w dans L?([0,T]; H).
o [ est 'identité de H.
e D.p. presque partout.

Une bonne partie du contenu du chapitre a été prise des références [4], [8], [9], [18].

1.2 Rappels et résultats fondamentaux

Dans tout ce qui s’en suit X est un ensemble non vide.

Définition 1.1. Soit I' C P(X). Alors, I est dite topologie si
1.0erl', Xel.
2. Toute intersection finie d’éléments de I appartient a I.

3. Toute réunion quelconque d’éléments de I appartient a I'.



1.2. Rappels et résultats fondamentaux 3

Dans ce cas, le couple (X, I") est dit espace topologique.
Les éléments de 1" sont appelés ensembles ouverts.

Les sous-ensembles fermés de X sont les complémentaires des ouverts.

Caractérisation 1.2.

Soit (X, I") un espace topologique. On dit qu’une partie V de X est un voisinage de x € X
sl existe un ouvert U de X tel que x € U C V.

On appelle adhérence de A notée A le plus petit fermé contenant A.

On appelle intérieur de C' noté Int(C) le plus grand ouvert de X inclus dans C.

Définition 1.3. On dit que X est un espace séparé si pour tous points distincts x ety
dans X, il existe un voisinage V,, de x dans X, et un voisinage V, de y dans X tels que
V.NV,=0.
Définition 1.4. On appelle tribu sur X toute famille X de parties de X telle que :

L. 0eX.

2. X est stable par passage aux complémentaires.

3. X est stable par passage aux réunions dénombrables.

Dans ce cas, le couple (X, X)) est appelé espace mesurable.

Définition 1.5. (Application mesurable)
Soient (X1, X1) et (Xo,Xs) deux espaces mesurables. Une application f : (Xq1,X)) —
(Xo, X5) est dite mesurable si f~1(A) € Xy, pour tout A € Xy.

Définition 1.6. Soit (X, X) un espace mesurable. Une mesure sur (X, X) est une appli-
cation p = X — [0, +oo] vérifiant
L. u(0) =0.
2. Pour toute famille {A,, n € N} d’éléments de X deux & deux disjoints (c’est-a-dire
que Apn N Am =0 lorsque n # m), on a la propriété d’additivité dénombrable
p(U A0) = 5 p(A,)
On dit alors que (X, X, ) est un espace mesuré.
Lorsque u(X) < 0o, on dit que la mesure p est finie.

Un ensemble A est dit u-négligeable s’il existe B € X tel que A C B et u(B) = 0.

Définition 1.7. (Mesure de Lebesgue) Il existe une plus petite mesure définie sur une
tribu de R™ qui soit compléte et coincide sur les pavés avec leur volume (c’est-a-dire le
produit des longueurs de leurs cotés). Cette mesure est appelée la mesure de Lebesque et

sa tribu de définition la tribu de Lebesgue.
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Définition 1.8. (Propriété vraie p-presque partout)
On dit qu’une propriété est vraie p-presque partout sur l'espace mesuré (X, X, u) si la
propriété est fausse sur une partie p-négligeable de X, on note pp.p.

St est la mesure de Lebesgque, on écrit p.p. pour simplicité.

Définition 1.9.

L’application d : X x X — [0, +o0o[ est une distance sur X si pour tous x, y, z € X, on a

1. d(z, y) =0 si et seulement si x =y,

2. d(z, y) =d(y, ),
3. d(z, z) < d(z, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Dans ce cas, on dit que (X, d) est un espace métrique.

Caractérisation 1.10. Soit X un espace métrique.
(1) Un sous-ensemble K de X est dit relativement compact, si de toute suite dans K
on peut extraire une sous-suite convergente dans X .
(ii) Un sous-ensemble D de X est dit compact, si de toute suite dans D on peut

extraire une sous-suite convergente dans D.

Définition 1.11. On appelle norme sur un espace vectoriel X réel ou compleze, de di-
mension finie ou infinie, toute application v — ||x|| de X dans R, vérifiant les conditions
i) Ve e X: ||z]| =0< 2 =0,
ii) Ve € X, VA e R || z|| = |A].||z]],
i) o, y € X+ o+ yll < [J2l] + 1yl

Toute norme définit naturellement une distance : d(z,y) = ||z — y||.
Définition 1.12. On appelle espace vectoriel normé le couple (X, ||-|]) ot X est un espace
vectoriel et || - || est une norme sur X.

Définition 1.13. Soit X un espace métrique. La suite (x,),en est dite une suite de

Cauchy si et seulement si :

Ve>0,3ng € N,Vp, g € N, p>q>mng: ||z, — 2] <e

Définition 1.14. Soit (X,|| - ||) un espace vectoriel normé. On dit que (X,||-||) est un
espace complet si et seulement si toute suite de Cauchy pour || - ||, composée d’éléments

de X, admet une limite dans X. On dit aussi que X est un espace de Banach.

Définition 1.15. (Continuité séquentielle)
Soient (Xq, I'1), (Xg, I'y) deux espaces topologiques et f : Xy — Xg. La fonction f est
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dite séquentiellement continue en x € Xy si pour toute suite (x,) C X1 telle que x,, — x,
alors, on a f(x,) — f(x).
La fonction f est séquentiellement continue sur X; si elle est séquentiellement continue

en tout point de Xj.

Remarque 1.16. Dans les espaces métriques, la continuité séquentielle est équivalente a

la continuité.

Définition 1.17. Soit (X, I") un espace topologique et soit A C X. On dit que A est dense
dans X si A = X.

Définition 1.18. On dit qu’un espace topologique (X, I") est séparable s’il existe un sous-

ensemble A C X dénombrable et dense dans X.

Définition 1.19. (1) Un recouvrement de X est une famille (A;);er de partie de X telle
que X C | A,.

Si de plusz,ej' est un ensemble fini, on dit que (A;)ier est un recouvrement fini de X.

(2) Soit (A;)ier un recouvrement de X . Soit J C I tel que X C |J A;, on dit que (Aj)jey
est un sous-recouvrement de (A;)ier- <

(3) Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (U;);e tel que X C |J Us.
iel

Définition 1.20. On dit que (X, I') espace topologique est compact s’il est séparé et de

tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.21. Soit (X, I') un espace topologique. On dit que

(i) K C X est compact si de toul recouvrement de K par des ouverts, on peut extraire

un sous-recouvrement fini.
(ii) A C X est relativement compact si A est compact.

(111) D C X est compact si et seulement si D est fermé et relativement compact.

Soient E, X deux espaces normés, (f, : X — FE),cn une suite d’applications et

f: X —FE.

Définition 1.22. (Convergence ponctuelle)
On dit que (fn)nen converge ponctuellement vers f (sur X) si et seulement si, pour tout

z de X, la suite (fn(2))nen converge vers f(x) dans E.
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Définition 1.23. (Convergence uniforme)

1) On dit que (fn)nen converge uniformément vers f(sur X) si et seulement si :
Ve>0,dN € N,Vn € N, Ve € X, (n> N =||fu(z) — f(2)]| <e).

2) Si la suite (fn)nen et Uapplication f sont bornées, alors pour montrer que (fn)nen

converge uniformément vers f sur X, il faut et il suffit de montrer que :

1fn = flloo = 0.

Définition 1.24.
Soient X un espace topologique et X' = {f : X — R/f linéaire continue} son dual
topologique. Soit f € X' et soit

pr: X — R
z— op(x) = (f,2)x x,
ou l'on note (-,-)x x les crochets de dualité.
Lorsque f parcourt X', on obtient une famille d’applications (¢f)exr. On appelle topologie

faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applications (¢y)ex: continues

sur X et on la note o(X, X").

Définition 1.25. (Convergence faible)

Soit (x,,) une suite de points de X, alors on a

Ty — T & <f7xn>X’,X — <f, $>X’,X Vf e X'

On note que la convergence forte entraine la convergence faible.

Définition 1.26.
Soient X un espace topologique et X' son dual topologique. Soit x € X et soit

0 X' — R
fr—=0a(f) = (f,2)x x.
Lorsque x parcourt X, on obtient une famille d’applications (¢.)zcx. On appelle topologie

faible* sur X', la topologie la moins fine sur X' rendant les applications (py)zex continues

sur X' et on la note o*(X’', X).



1.2. Rappels et résultats fondamentaux 7

Définition 1.27. (Convergence faible*)

Soit (f,) une suite de points de X', alors on a
In - & <fn7x>X’,X — <f7$>X/7X Ve e X.

Définition 1.28. (Produit scalaire) Soit H un espace vectoriel réel. Un produit scalaire
sur H est une application de H x H dans R qui associe a tout couple (z,y) le produit
scalaire noté (x,y) telle que

(1) L’application x — (x,y) est linéaire, i.e., pour tous x,y1,ys € H, ay, 0 €ER on a

(x, 0191 + asya) = o (@, 11) + ao(z, ya),

(i7) Pour tous x,y € H, on a : {z,y) = (y,x).
(1i1) Pour toutx € H, on a : (x,z) >0 et ((x,z) =0 <z =0).

Définition 1.29. Un espace préhilbertien (réel) est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire (H, (-,-)). Sur cet espace, on définit une norme par ||z|| = \/{(x,z), x € H, dite

norme induite par le produit scalaire.

Définition 1.30. Un espace de Hilbert réel est un espace préhilbertien (réel) complet, i.e.,

un espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui est complet pour la norme associée.

Théoréme 1.31. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit H un espace préhilbertien, alors,

on a pour tous xr,y € H
(2, 9)| < V{z, 2)V/ (Y, y)- (1.1)

De cette inégalité, résulte la continuité des applications de H dans R : v —— (z,y) et

y — (7).

Théoréme 1.32. (Théoréeme de Banach-Alaoglu-Bourbaki)
Soit E un espace de Banach, soit E' son dual topologique. La boule unité fermée dans E’

notée Bp/(0,1) est compacte pour la topologie o*(E', E).

Corollaire 1.33. Soit H un espace de Hilbert. Alors
Toute suite convergente de H est bornée.
Toute suite bornée dans H admet une sous-suite faiblement convergente.

Soit (x,) C H, si x, — x, alors (||z,||) est bornée et ||x|| < liminf||z,]||.
n—oo
Définition 1.34. Un ensemble S C H est convexe si

Ve,y € S,vt € [0,1]: te+(1—t)yeS.
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Définition 1.35. Soit un intervalle [a,b] de R. Une fonction ¢ : [a,b] — H est dite
absolument continue si pour tout réel € > 0, il existe un 6 > 0 tel que pour toute suite

finie ([an, by])n<n de sous-intervalles de [a,b] d’intérieurs disjoints,

D (ba—an) <= lp(ba) — plan)l <e.

n>0 n>0
Théoréme 1.36. Soit un intervalle [a,b] de R. Une fonction ¢ : [a,b] — H est dite
absolument continue si et seulement si il existe une fonction g intégrable sur [a,b] telle

que pour tout x € [a,b] on a

g=¢ pp

Remarque 1.37.
1. Toute fonction absolument continue est une fonction continue.
2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.
3. Toute fonction continue est mesurable.

Définition 1.38. (Fonction Lipschitz)
Soit p: I — H. On dit que ¢ est Lipschitz de rapport L >0 si et seulement si

Va,yel:|[lp) =)l <Llz—yl|
On dit que @ est une contraction si, elle est Lipschitz de rapport 0 < L < 1.

Remarque 1.39.

Toute fonction Lipschitz est absolument continue.

1.3 Multi-applications et sélections

Pour commencer, nous définissons les multi-applications, aussi appelées correspon-
dances, applications multivoques ou multi-fonctions. Pour plus de détails sur les propriétés

des multi-applications, on peut se référer par exemple a [4], [10], [12].

Définition 1.40. Soient X, Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application
définie sur X & valeurs dans Y toute application de X ayant ses valeurs dans 2¥. On
note

F:X=2Y ou F:X—2",

c’est a dire pour tout x dans X : F(x) est un sous-ensemble de Y.
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Définition 1.41. Soit F': X =Y wune multi-application a valeurs non vides. On appelle
sélection de F toute application f: X — Y wvérifiant f(x) € F(z), Vx € X.

Définition 1.42.
Soient (X, I') un espace mesurable, Y un espace métrique, et F : X = Y une multi-

fonction. On dit que F est mesurable si pour tout ouvert V de 'Y

F'(V)y={zeX, Flx)yNV #0} € I

Théoréme 1.43. Soient (X, ") un espace mesurable, Y un espace métrique complet sé-
parable et soit F': X =Y une multi-application mesurable a valeurs non-vides fermées.

Alors, F' admet au moins une sélection mesurable.

Exemples 1.44. 1) Toute multi-application constante est mesurable.

2) Soient (X, I') un espace mesurable, Y1, Yo deux espaces métriques séparables, et F; :
X =Y, Fy: X = Y5 deur multi-applications mesurables. Alors, la multi-application
F: X =2Y) xYs, définie pour tout x € X par F(z) = Fi(x) X Fy(x) est mesurable.

Définition 1.45. Soient X, Y deux espaces topologiques et F' : X = Y wune multi-
application. On dit que F' est semi-continue supérieurement (scs) au point ty € X si pour
tout ouvert V- de Y tel que F(to) C V, il existe un voisinage W de tq tel que F(t) C V,
Vte W.

On dit que F' est scs sur X si elle est scs en tout point de X.

Proposition 1.46. Soient X, Y deux espaces topologiques. Soient F : X =Y une multi-
application et f : X — Y une application. Si F(x) = {f(x)} alors F est semi-continue

supérieurement si et seulement si f est continue.

On rappelle Proposition 5 [1].

Proposition 1.47. Soit X un espace de Banach. Soit F' : [0,T] x X = X une multi-
application & valeurs non-vides convexes fermées telle que pour tout x € X : F(-,x)
est mesurable, et pour presque tout t € [0,T] : F(t,-) est semi-continue supérieurement
de X dans X muni de la topologie faible. Soient u,, f, : [0,T7] — X (n € N) des
fonctions mesurables telles que (u,) converge presque partout sur [0,T] vers une fonction
w:[0,T] — X, et (fn) converge faiblement dans L'([0,T]; X) vers f : [0,T] — X. Si
fu(t) € F(t,un(t)) pour tout n € N et presque tout t € [0,T], alors f(t) € F(t,u(t)), p.p.
sur [0,77.
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On rappelle Théoréme 10.5 [13].

Théoréme 1.48. Soit F': [ x H = H une multi-application a valeurs convexes fermées
telle que :
(a) F(-,z) a une sélection mesurable, F(t,-) est semi-continue supérieurement,

(b) pour tous (t,x,y) € I x Hx H, f(t) € F(t,z), g(t) € F(t,y),

(f(t) = g(t),x —y) < k(t)l|z —yII%,
ou k(-) € L' (I;R),
(c) sup{llyll, y € F(t.2)} < c(®)(1 + ||2]]) sur I x H ot c() € L'(I;R).
Alors, Uinclusion différentielle

x(t) € F(t,z(t)) p.p. t € I, 2(0) = xo,

admet une unique solution sur I.

1.4 Opérateurs maximaux monotones

Définition 1.49. Un opérateur A : H =% H est dit monotone si pour tous xi,xs € D(A)
et tous y; € Axy, Yo € Axo, on a

(1 — 22,51 — y2) > 0. (1.2)

Définition 1.50. Un opérateur A : H = H est dit maximal monotone s’il est monotone

et st toute extension monotone de A coincide avec A.

Proposition 1.51. Soit A: D(A) C H = H, on a équivalence entre les deux propriétés

sutvantes :
1. A est mazimal monotone.

2. A est monotone et R(Iy + A) = H.

Caractérisation 1.52. Si A : H = H est un opérateur mazimal monotone, alors pour
tout x € Int(D(A)), Az est un ensemble non-vide conveze fermé, faiblement compact. De

plus, il existe y € Ax unique que [’on appelle élément de norme minimale de Ax tel que

Iyl = |Az|, ot |Az| = inf{||z||, z € Az}

Définition 1.53. Soit A : D(A) C H = H. On appelle Uopérateur Jy : H — H défini
par

Jy=(Ig +2A)7, (1.3)



1.5. Quelques résultats utiles 11

la résolvante de A, et l'opérateur Ay : H — H défini par

1
A)\ — X(IH — J)\),

Papproximation de Yosida de A, pour tout A > 0.
Les opérateurs Ay, Jy sont univoques et définis sur l’espace H tout entier.
On aura besoin du résultat suivant (voir Théoréme 6.1.7 [7] ou Exercice 1.17 [17]).

Théoréme 1.54. Soit A : H = H un opérateur maximal monotone, alors la multi-
application x — Az est fortement-faiblement semi-continue supérieurement sur Int(D(A))

(de H muni de la topologie forte vers H muni de la topologie faible).

1.5 Quelques résultats utiles

On rappelle le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Théoréme 1.55. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fn)n une suite de fonctions dans LP([0,T]; H), 1 < p < +oo. On suppose que
1) fult) — £(8) p.p sur (0,7,
2) Il existe une fonction g € LP([0,T];R,) telle que pour tout n : || f,(t)|] < g(t) p.p
sur [0,T7].
Alors, on a f € LP([0,T]; H) et ||fu — fllrro,07:) — 0.

On rappelle Définition 2.3.30 [14].

Définition 1.56. Soit {A,},>0 C P(H) \ {0}. On pose

w—limsup A, ={z € H: z,, = x (k— +00), x,, € Ay, N1 <ng <---}.

n—+o0
On rappelle Proposition 2.3.31 [14].
Proposition 1.57. Soient (u,) C LP([0,T]; H) et uw € LP([0,T]; H), p € [1,+0o0] tels que
(uy,) converge faiblement vers u dans LP([0,T); H),

et pour presque tout t € [0,T], la suite (u,(t)) est relativement faiblement compacte, alors
on a

u(t) € conv w — lim sup{u,(t)} p.p. t € [0,T].

n—-+4o0o
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On termine ce chapitre par rappeler le lemme de Gronwall (voir [3]).

Lemme 1.58. (Lemme de Gronwall)

Soient p : [To, T] — R une fonction absolument continue sur [Ty, T], a : [To,T] — R et
b: [Ty, T| — R des fonctions intégrables sur [Ty, T.

Si pour presque tout t € [Ty, T] on a

p(t) < b(t) +alt)p(t),

alors, il résulte pour tout t € [Ty, T

t t

plt) < p(Th) exp ( /T Oa(s)ds) + /T i) exp ( / ta(s)ds)dr.



Chapitre 2

Problémes d’évolution gouvernés par
des opérateurs maximaux monotones

dépendant du temps

Tout au long de ce chapitre, on considére H un espace de Hilbert séparable.

Notre but est d’étudier 'existence et 'unicité de la solution au probléme

#(t) € —Ai(z(t)) + f(t, z(t)) p.p. t € [0, T],

z(0) = xo,

(P)

o A; est un opérateur maximal monotone tel que D(A;) = H pour tout ¢ € [0,7]. La

démonstration fera appel au probléme régularisé suivant

#(1) = Jt2(0)) — £ (2() — H(2(0) p. ¢ € 0.7
x(0) = zo,

(Px)

pour tout A > 0. Ensuite, on passe a 1’étude du cas du second ordre.

Pour mener cette étude, nous allons adopter les hypothéses suivantes :
Hypothéses sur les opérateurs A; : D(A;)) = H = H

(Ha) (a) Pour tout t € [0,7], 'opérateur A, : H = H est maximal monotone.
(b) Pour tout x € H, la multi-application ¢ — A,(x) est mesurable.

(c) Pour tout ¢ € [0, 7] et tout x € H

| Ae(z)| < a(®)]|z]] + B(1),
ot a, B € L*([0,T];R).

13
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Hypothéses sur ’application f:[0,7]| x H — H
() (a) Pour tout z € H, 'application t — f(t,x) est mesurable.
(b) Pour p.p. t € [0,T] et tous z,y € H

1F @t x) = f( )l < k@) = yl],

ou k € L*([0,T|;R).
(¢) Pour p.p. t € [0,T] et tout x € H,

F @)l < ~(@)]l2]] + (),

ou v, § € L*([0,T]; R).

2.1 Existence et unicité de la solution au probléme du

premier ordre

Avant d’aller plus loin, on introduit quelques résultats : Proposition 5.1, Définition

5.2, et Proposition 5.5 [15] (voir aussi [2]), utiles dans la démonstration du Lemme 2.4.

Proposition 2.1. Si A, : H = H est mazimal monotone pour tout t € [0,T], alors les
deux propriétés sont équivalentes :
(a) La multi-application de [0,T] dans H x H définie par t — Gr(A;) est mesurable.
(b) Pour tout A > 0, et tout v € H, Uapplication t — (I + NA;)"!(x) est mesurable
de [0,T] dans H.

Définition 2.2. La famille d’opérateurs mazimaux monotones A, - H = H (t € [0,T))

est dite mesurable si (a) ou (b) de Proposition 2.1 est satisfaite.

Proposition 2.3. Si A, : H = H (t € [0,T]) est une famille d’opérateurs mazimauz
monotones, alors on a équivalence

(a) {Athicjor est une famille mesurable (au sens de Définition 2.2).

(b) Pour tout x € H, la multi-application de [0,T] dans H définie par t — Az est

mesurable.

Le lemme suivant rassemble certaines propriétés importantes de ’approximation de

Yosida d’un opérateur maximal monotone A; dépendant du temps.

Lemme 2.4. Soit A, : H = H un opérateur tel que D(A;) = H et tel que
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(a) Pour tout t € [0,T], l'opérateur A, : H = H est mazimal monotone.

(b) Pour tout x € H, la multi-application t — Ai(x) est mesurable.
Alors, les assertions suivantes ont lieu
(i) Pour toutx € H ett e [0,T],
1
X (:c - Jﬁ(:c)) € At<J§\(:c)>.

(i1) Pour tout x,y € H et pourt € [0,T],

173 (=) = W)l < [lz = yll-

(it3) Pour tout x € H, Uapplication t — Ji(x) est mesurable.

(iv) Pour toutx € H ett € [0,T]
|z — JA(@)]] < AlA(2)].

(v) Pourtoutt € [0,T), lopérateur x — A(x) est fortement-faiblement semi-continue
supérieurement.

A noter que J: est donné par (1.3), en substituant A par A,.

Démonstration. (i) Soit z € H. On pose v = Ji(z) = (Ig + A\A;)"'x. Alors, il résulte
x =v+Ay oty € Aw. On pose pour tout ¢ € [0,T] et tout A > 0: Af(2) = +(x — Ji(x)),
on trouve

Al (z) = %(:p —v) =y € Aw.
Or v = Ji(x), on conclut que

1 t t
1@ = Ji(2)) € A(Ji(2)).

(11) Soient x,y € H alors, d’apreés (i) on a :

(z = Jy(x)) € Ay(JA(2)),

>l >

(y = A(y) € A(Ji(v))-

Comme A; est monotone pour tout ¢ € [0, 7] (voir Définition 1.49) alors,

(5 = @) = 5o = JA), J3(2) — Tiw) 2 0.

Aprés simplification, on obtient

S = J4() = ) — 3 ) — ) ) — ) 20,
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ce qui donne

~ e = @) = ) + 5

. (J4(@) = Jily), Ji(w) = i) < 0.

Enfin, en utilisant (1.1), on trouve
173(2) = RII* < (2 =y, Ji(z) = JA(y)
< lz = yllllA(z) = AW,

ce qui donne
13 (z) = K@) < Mz — .
L’assertion (ii7) se déduit facilement en combinant Proposition 2.1, Définition 2.2, et
Proposition 2.3.
(1v) Soit
y € Ai(x) tel que ||y|| = |Ai(x)], (2.1)

pour x € H et t € [0,T] (voir Caractérisation 1.52). D’aprés (i), on a
1 t t
1@ = Ji(2)) € A(Ji(2)).
Comme A; est monotone, alors il résulte que
1 t t
(v~ 5 = Ji(@), 2~ Jy(x) > 0
En utilisant (1.1), on obtient aprés simplification
|z = T3 (@)1 < Mlyllllz — T3 ()]
En tenant compte de (2.1), il résulte
|z — Ji(@)l] < AlAi(2)].
Comme A; est maximal monotone, l'assertion (v) résulte directement du Théoréme 1.54.
La démonstration du lemme est alors compléte. [ |
Nous allons démontrer le résultat principal du chapitre.

Théoréme 2.5. Supposons que (Ha) et (Hy) soient satisfaites. Alors, pour tout xy € H,

il existe une unique solution x(-;x¢) € WH2([0,T]; H) de Uinclusion différentielle (P)

(t) € —Au(z(t)) + f(t,z(t)) p.p. t € [0,T7,

x(0) = xo.

(P)
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De plus, Uapplication xog — x(-;x¢) est du type Lipschitz, et pour p.p. t € [0,T] on a

o(t;w0)l| < p(t) := (Ifzoll + fi (8(s) + b(s))ds ) exp ( fy(als) +(s))ds)
(t;20)l| < 0(2) = (alt) +7(8))p(t) + (B(2) + 8(1).

(2.2)

ot «, B, v et & sont les fonctions définies dans (Ha) et (Hy).

Démonstration. Soit (\,),>1 une suite de nombres strictement positives telle que A, | 0.

Pour n > 1, on considére la famille des équations différentielles

i(t) = f(t,2(t) — A3, (z(t)) pp- t € [0, T,
x(0) = xo,

(Pn)

ou Y (a(t) = 1= ((t) = I3 (2(1))).

On va démontrer que le probléme (P,) admet une unique solution z, et que (z,)n>1
converge uniformément vers 'unique solution x € AC([0,7]; H) de l'inclusion (P). La
démonstration sera divisée en plusieurs étapes.

Etape 1 : Dans un premier temps, on va montrer que pour tout n > 1, il existe une

unique solution x, au probléme (P,). De plus, les estimations
lzn ()] < p(t) et [|2.()]] < O(¢) pour p.p. t € [0, 7], (2.3)

sont vérifiées ol p et 0 sont les fonctions définies dans (2.2).

Pour tout n > 1, on définit g,, et F,, sur [0,T] x H par

gult,z) = f(t.7) — %}“f I (@), Fa(t.z) = {ga(t 2)}.

Le probléme régularisé (P,,) s’écrit sous la forme

x<t) = gn<t7x(t>> pp.te [OvT]v

z(0) = xo.

(2.4)

On va utiliser Théoréme 1.48 pour montrer que (2.4) admette une unique solution.

On remarque que g,(-,z) est mesurable pour tout x € H. En effet, cela se justifie
par le fait que g,(-,z) est la somme de fonctions mesurables f(-,x) (par hypothése (Hy)
(a)) et t — J§ (x) (par Lemme 2.4 (iii)), pour tout x € H. Ainsi, la multi-application
F,(-,z) admet une sélection mesurable g, (-, z).

Montrons g,(t,-) est continue pour tout ¢ € [0,7] :
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On a pour tout ¢ € [0, 7] et tous z,y € H

19a(t,2) — galt, )| = [1£(t, ) — Aincv C (@)~ F(t ) + %ﬂ(.y — L W)

1
< |1F ) = £t )l + [l =il + 115, () = 5, W)l
D’aprés 'hypothése (Hy) (b) et Lemme 2.4 (4), on trouve

L
An

2
= k(O)le —yll + —llz = yll

lgn(t,) = gnlt, I < k)l = yll + = [le = Il + Il = yl]

Donc,

1gn(t, 2) = gn(t Y)I| < kn()]l2 = yl]; (2:5)
ol k, € L'([0,T]; R) est définie par k,(t) = k:(t)+% pour tout ¢ € [0, 7] (car L*([0, T]; R) C
LY([0,T];R)). Tl résulte que g,(t,-) est continue pour tout ¢ € [0, 7). Ainsi, d’aprés Pro-
position 1.46, il s’en suit que F),(t,-) est semi-continue supérieurement. D’ou la condition
(a) du Théoréme 1.48 est vérifiée.

En utilisant (1.1) et (2.5), on trouve

IN

gn(t, ) — gn(t, vl — yl|
k()| — yl|*.

(gn(t,x) — gult,y), T —y)

IN

La condition (b) du Théoréme 1.48 est donc vérifiée.

Montrons qu’il existe ¢ € L'([0, T]; R) telle que
gn (8, 2)|] < c(t)(1 + [|z]]), (,2) € [0,T] x H.
On a par définition des g,, pour tout (t,z) € [0,T] x H

lgn(t, )] = [[ (8, 2) = A—ln(:v = 25, @))ll

< Ift. )l + 3l = T3, @)L
D’aprés 'hypothése (Hy) (¢) et Lemme 2.4 (iv), on trouve
[gn(t, 2)I| < ()] |2]] +0(2) + )\—ln)\nlAt(x)\
= @) +6() + |Au(2)]

De plus, d’aprés 'hypothése (H4) (¢) on obtient

gn(t, 2)I| < v(D)]|2]] +6(2) + a(®)]|=]| + 5(2)
(v(8) + a®) ][ + (5(£) + B(1))
< () (1 + [[]]),
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ot ¢ € L'([0, T]; R) est définie par c(t) = y(t) + a(t) + 6(t) + 3(t) pour tout t € [0, T] (car
a, 7, 0, B € L*([0,T];R) et L*([0,T];R) c L*([0,T];R)). 1l résulte que la condition (c)
du Théoréme 1.48 est vérifiée.

Par conséquent, ¢, satisfait toutes les hypothéses du Théoréme 1.48, alors I’équation
(2.4) admet une unique solution x,,. Le probléme (P,) admet donc une unique solution
z, € AC([0,T); H), pour tout n > 1.

Montrons que pour tout ¢ € [0, 7]

[lzn (O] < p(t) et [J2a ()] < 6(2), (2.6)

ou les fonctions p, 6 sont définies dans (2.2).

Soit z,, la solution de (P,), n > 1. D’une part, pour tout ¢ € [0,7] on a

balt) = S0 0(8)) = 5 (8) = I8, (eal0)

n

et

(O = [t 2n(t)) — %(fﬂn(t) = I (@ ()]

n

1
S G @O + = llza(t) = I3, (zaO)]]- (2.7)
D’aprés Lemme 2.4 (iv), pour tout ¢ € [0, 7],
|2 (t) = JX, (@) < An] Aezn(t))].
Or d’aprés 'hypothése (H4) (¢), on a pour tout ¢t € [0, 7]

[An(zn ()] < a@)l|zn (O] + £(2)-

De retour a (2.7), en tenant compte de I'hypothése (Hy) (c)

(@] < v(Ollzn @] +0(E) + a®)][za(@)]| + B(2).

Il résulte que
Zn ()] < (a(t) + () |Jan ()] 4 (B(2) +6(2)). (2.8)

D’autre part, pour tout ¢ € [0,7] on a
t
2a(®)]] = || + / () s
0 t
< faoll + 1| [ auls)ds]
tO
< llzoll + / lin(s)]]ds.
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Alors,
[lzn (]| < ¥ (1),

ott pour tout ¢ € [0, : 9(t) = ||wo|| + [y ||a(s)||ds.
En tenant compte de (2.8), on trouve pour tout ¢t € [0, 7]

»(t) < (a(t) + ()9 () + (B() + (1))

D’aprés le lemme de Gronwall (voir Lemme 1.58), on trouve

o) < 00 e [ (@) +a0ds) + [ 6+ s ( [ (@) +()ds)r

Pour 0 <7 <t<7Tona
[ @) #2605 < [ (ats) +(6)as.
Il s’en suit alors que
o) < w0 exp ([ (@) +2(60)5) + o ([ (als) +206)s) [ (507)+ v
= (v + [+ sar) esp ([ (ats) +2060)5)
= (loall+ [ 601+ 8t7tr) o ( [ (a6 +(69)ds).
On rappelle de ce qui précede que ||z, (t)]| < B(t). Dot
lea @)l < plt) 29)
ou pour tout ¢t € [0,7] :
o(6) = (lleal + [ 56 +3(60)ds) exp ( [ () +2(69)ds).
De plus, de (2.8) on a pour tout ¢ € [0, T]
|2 ()] < 0(), (2.10)
ou pour tout ¢t € [0,77] :
B(t) = (a(t) +~(1)(®) + (B(0) + 5(0).

Etape 2 : Nous allons montrer qu'il existe une fonction o € L'([0, T]; R) telle que pour

us n,m imations suivantes :
tous n,m € N*, les estimations suivantes

2 (t) — 2 (DI < 400, + )\m)/o o(s)ds t e [0,T].
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ont lieu, ol z,, (resp. z,,) est 'unique solution du probléme (P,) (resp. (Pn)).
On définit la fonction & par h(t) = ||z, () =z, (t)]|?, pour tout ¢ € [0, T], pour n,m € N*.

Alors h est absolument continue et de la formule de Moreau on a pour tout ¢ € [0, 7]
h(t) = (@n(t) = dm (1), 2a(t) = 2m(1)).

On a pour tout ¢ € [0, 7]

(@n(t) = 2m(t), 3, (2m (1) — Tm(1)). (2.11)
Comme z,, vérifie
. 1 .
a(t) = F(t2(1)) = 3~ (w0(1) = T3, (2(0))) DD £ € [0.T], 4(0) = 20,
et x,, vérifie
. 1 .
Em(t) = [t 2m(t) — E(fﬂm(t) - JA,,L(:vm@))) p-p. t € [0,T], 2, (0) = o,

alors, il résulte

(Zn(t) = &m(t), 3, (2a(t)) = I3, (2m (1))
= (f(t,zn(t) = f(t 2m(t)) + )\L(fcm(t) — L (@m(1))

m

— 5 () = Do (@n(t))), I3, (a(t) = T, (@m(1)))

= (f(t;2a(t)) = f(t, 2m(t)), I3, (@a(t)) = J3,, (@m(D))
1

+ <$<xm(t) - J5 (fcm(t))> bW (:zcn(t) —Ji (xn(t))> LT (2a(1)) — Jﬁm(xm(t))>_

On a d’aprés Lemme 2.4 (i), pour tout ¢ € [0, 7] et tous n,m € N*

%(mn@) — I8, (@) € AL, (2(8)),
ﬁ (a:m(t) - Jf\m(:vm(t))) € Ay(Jy, (wm(1))).

Comme A; est monotone pour tout ¢ € [0,7] (voir (1.2)), il résulte alors que

<Ain(xn(t) - Jin(:z:n(t))> - i(xm(t) —J5 (xm(t))>, Ji (wa(t)) — J;m<$m(t))> >0,

ce qui donne

<$<$m(t) - Jim(wm(t))> - —(azn(t) — Jﬁn(xn(t))>, Ji (a(t) — T ($m(t))> <0.
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Donc,

(@n(t)=2m(t), Iy, (@ (1) =I5, (@ (1)) < (f(E 20 ()= f(t, 2m(1), I3, (@n(t) =I5, (@m(1)))-
De retour & (2.11), on trouve
h(t) < {dn(t) = m(t), 2alt) = T3, (2a()) + {@a(t) = Em(t), T3, (2m(t)) = (D))
Hftza(t) = f(E am(D)), Ty, (@a(t) = I3, (2m(1)))- (2.12)

En utilisant (1.1) et (2.10), on obtient

(n(t) = 2m(t), za(t) — J5, (2a(t))) ln (8) = & (O)lll2n(t) = T3, (@n ()],

<
< 20(8)||wa(t) = I3, (za())]]-
D’aprés Lemme 2.4 (iv), il résulte que

(@0 (t) = Zm(t), 2o (t) = I3, (20(1))) < 20(8)Aa] Al (1)),

qui se simplifie encore par I’hypothése (H4) (c)

De (2.9), il s’en suit que pour tout n € N* :

(nlt) = i (8), 2a(t) = T3, (2() < 200 (aW)p) + B®)).  (213)

De maniére analogue, de (1.1) et (2.10), on a

(@n(t) = 2 (t), I3, (Tm(t) = 2m(®) < ||Ea(t) = Za(B[[]5,, (@ (t) — zm(D)]]
< 200)|173,, (zm(t) — 2 (D)1

Du Lemme 2.4 (iv), de 'hypothése (H4) (c), on trouve

(@n(t) = dm(t), 3, (2m(t)) — 2m(t)) 20(t) A | Ae (21 (1))

<
< 20(n (al®)lln ()] +5(0)).
De (2.9), il résulte
(in(t) = m(8), T3, (2 (1) = 2(D)) < 2000 (at)p(t) + BO)). (214)

Maintenant de (1.1), on sait que

(f(t2n(t) = f(tzm(t), 3, (@a(t) = I3, (2 (1))
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< £t za(®) = f(E m @A, (20 (E) = T3, (@ ()]
D’apres 'hypothése (Hy) (b), on trouve
(f(t2a(t) = f(tzm(t), 3, (@a(t) = I3, (2 (1))
< k(@)llzn(t) = @3, (@a(t) = T3, (@ (©)]],
et alors
(f(t,2a(t) = f(t, 2 (1)), I3, (@a(8)) = T3, (2 (1)) < K(E)l|20(t) — 2 (2)]] [||J§n(xn(t))—
()| + [J2n(t) — 2m @O + |3, (Tm(t)) — l’m(t)H]
= k(O)[|2n(t) =2 (O +E ) ||lzn () —2m ()] ||Jtn($n(t))—l’n(t)|!+||J§m($m(t))—xm(t)|!]-
Du Lemme 2.4 (iv), on obtient
(f(t,za(t)) = f(t (1), T3, (@a(t)) = T3, (2 (t)))
< k(O)l|ea(t) = zn @I + kO)l|20(t) — 20 (O] | Al Ae(@a(t))] + Am!At(Im(t))\]‘
De I'hypothése (Ha) (c¢), on trouve
(f(t,za() = [t 2m(t), 3, (@a(t) = T4, (2 ()))
< k(O)lJen(t) = 2n@)I* + kO)l|2a(t) — 2w ()]
(@@ llza®I] + B)) + A (a@®llen(®]] + B®) |

En tenant compte de (2.9), il résulte pour tout ¢t € [0, 7]
(f(t,zn(t) = [t 2m(1)), J}, (2a(t) = T}, (@m(1)))

< k(B)l|za(t) = 2n@F + k) M (a(p(t) + B0)) + A (a()p(t) + D)) | llea(t) = 2 (D)

< k(O)|za(t) = 2m@IF + k() M (@()p(t) + B)) + A (alp(t) + B®)) | (llen(®)]] + llzm(e)]1)
< k(B)|za(t) = 2n @I + k() M (alp(t) + B0)) + A (al)p(t) + B®)) ] (o) + p(1))

< KO]20(1) — 2 (B + 26(2) O+ M) (a(B)p(t) + B(1) ) (1)

On rappelle que h(t) = 3|z, (t) — ,»(t)|[, on peut simplifier I'estimation précédente

(f(t,zn(t)) = [t 2m(t)), 3, (2n(t) = I3, (2m(t)))
< 2k()(t) + 2(An + Am) k(1) (a(t)p(f) + ﬁ(t)>p(t)- (2.15)

De retour a (2.12), en combinant (2.13), (2.14), et (2.15), il s’en suit
h(t) <

200 + An)O() (at)p(t) + B(L)) + 2K(A(E) + 200 + A () (at)p(t) + B(L) ) (1),
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et alors,

h(t) < 200 + ) (H(t) + k(t)p(t)) <a(t)p(t) + 5(75)) + 2k()A(1).

On remarque que h(0) = 0, une application du lemme de Gronwall (Lemme 1.58) donne

h(t) < 2(An + Am) /Ot <k:(s)p(s) + 9(3)) (a(s)p(s) + ﬁ(s)) exp <2 /st k‘(T)dT) ds.

Comme par définition h(t) = 3|2, (t) — zm(t)|]%, pour tout ¢ € [0, T] alors,

H%@ﬂm@WS4@ﬁ%wAXMWMHW$ﬂM$m%W@Dwp@[}ﬁﬂﬁ@-
D’ou, I'estimation
|20 (t) — 2 ()] < 4(An + A) /Ot o(s)ds t € 10,7, (2.16)

a lieu, en définissant o € L*([0,T]; R) par

o(s) = (k:(s),o(s) + 9(s)> <a(s)p(s) + 5(3)) exp (2 / tk(T)dT), s €0,7).

Etape 3 : On va montrer que (,),>; est une suite de Cauchy dans C([0,T]; H) et, par
conséquent, elle converge uniformément vers une fonction = € C([0,T]; H).

De (2.16), on a pour tous n,m € N*
[120(t) = 2mOI* < 4(An + M), ¢ € [0, 7],

ce qui donne

sup ||z, (t) — 2w (1)[]* < 4\ + A,
te[0,T]

oun= fOT o(s)ds < 400 est une constante positive.
En faisant tendre n et m vers l'infini, il s’en suit que

lim  sup ||z, (t) — z,(t)|| =0,

n,m—o0 te [07T]

ie.,

lim_[[z,(-) — 2 (") |oc = 0.

n,m—o0
Alors, (x,)n>1 est une suite de Cauchy dans C([0,7]; H) qui est complet. D’ott, (x,,)n>1
converge uniformément vers une certaine fonction = dans C([0,7]; H).

Etape 4 : Tout d’abord, on remarque que (i, ),>1 est une suite bornée dans L?([0,T7]; H)
(d’aprés (2.10)). Alors, on peut extraire de (&,),>1 une sous suite notée encore (&,),>1 qui

converge faiblement dans L*([0, T]; H) vers v dans L*([0, T]; H) (et donc dans L* ([0, T]; H)),



2.1. Existence et unicité de la solution au probléme du premier ordre 25

lorsque n — oo (voir Corollaire 1.33).

On note que pour tout n € N*, x,, est absolument continue

zn(t) = zo + /Ot tn(s)ds, t €10,T).

De la continuité absolue des z,, pour tout n € N* et pour tout e € H et pour 0 < s <

t <T, on trouve
<e,/ Tn(T)dr) = /0 (elysq(T), Tn(7))dT
= (e, za(t) — 2a(s)),

ol 1), 4 est la fonction caractéristique de I'intervalle s, ¢].

Ensuite, par un passage a la limite quand n — oo, il résulte

<e,/ o(7)dr) = (e, 2(t) — a(s).

Ainsi, étant donné s, t € [0,7] avec s < ¢, on obtient f:v(T)dT = z(t) — x(s), et alors z(+)

est absolument continue et v(-) coincide p.p. sur [0, 7] avec &(-). D’on,
&, — & faiblement dans L'([0, T]; H) quand n — oo. (2.17)
Etape 5 : Nous allons établir
z(t) € —Ai(x(t)) + f(t,z(t)) p.p. t € [0,T].
Montrons que

To(t) € f(t,za(t)) — At(Jf\n(xn(t))) p.p. t €[0,T]. (2.18)

On a d’aprés Lemme 2.4 (i) pour tout ¢ € [0, 7]

Ain<xn<t) — I8 (@) € AL (2a(8)),

et alors

1

3 (1) = T8 0] + S 2(0)) € — AT, (a() + £ (D).

Or on sait que

balt) = S0 20(0)) = 5 (20(8) = 5, (2 0)).

n

alors, il s’en suit que (2.18) est établie.
Montons que J§ (z,(t)) — z(t), lorsque n — oo :

D’aprés Lemme 2.4 (iv), pour tout ¢t € [0,7] et pour tout n € N*, on a

120 (t) = I3, @n @) < AalAu(za ()],
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et
13, (@a(8)) — 2] = |5, (2a(t)) = 20 (t) + 2a(t) — 2(t)]]
< A Ag(@n (8))] + [|2a (t) — z(t)]]

De I’hypothése (Ha) (¢) et (2.9), il résulte

[Au(zn ()] < a@)llzn(®)]] + B(2) < alt)p(t) + £(1),

i.e., la suite (|Ai(x,(t))]) est bornée. Il s’en suit que A, |A:(z,(t))] — 0 quand n — oo.

De plus, de la convergence uniforme de (z,,) vers z, il résulte que pour tout ¢t € [0, 7]
||zn(t) — z(t)|| — 0 quand n — oo. (2.19)
Par conséquent, pour tout ¢ € [0, 7] on obtient
J} (zn(t)) = 2(t) quand n — oo. (2.20)

On rappelle que pour tout x € H et tout ¢ € [0,T], Ai(z) est un ensemble non-vide
convexe fermé (voir Caractérisation 1.52). On note que de I’hypothése (Ha) (b) : Pour
tout x € H, la multi-application t — A;(z) est mesurable. D’aprés Lemme 2.4 (v) : Pour
tout ¢ € [0,7], la multi-application x +— A;(x) est fortement-faiblement semi-continue
supérieurement.

En combinant 'hypothése (Hy) (b), et (2.19), on conclut que pour presque tout ¢t € [0, 7]
ft,x,(t)) — f(t,z(t)) quand n — oo. (2.21)
Cette convergence avec les hypothéses (Hy) (a)-(c), et (2.9) entrainent que

1f (& 2 ()] < g(t) = v(t)p(t) +0(t) p-p- £ € [0,T],

ou g € LY([0, T); R).
Par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (voir Théoréme 1.55), on déduit
que

fC,zn()) = f(-,2(+) dans L*([0, T]; H) quand n — oo,
ce qui implique

fC () = f(-,z(-)) faiblement dans L*([0, T]; H) quand n — oo. (2.22)

En combinant cette convergence avec (2.17), (2.20), et de ce qui précéde les conditions de

Proposition 1.47 étant satisfaites, on conclut que x est un solution de (P).
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Il nous reste a vérifier les estimations (2.2) :

Soit « la solution du probléme (P). Alors, du Corollaire 1.33, (2.9) et (2.19), on en déduit
lz()]| < p(t) p-p. £ € [0,T].
On rappelle de (2.17) que
i, — i faiblement dans L*([0,T]; H) quand n — oo.
De plus, on a de (2.10) pour presque tout ¢ € [0, 7T
|z, (t)]| < 6(t), pour tout n € N¥,

cela dit que (Z,(t)) est bornée dans H, donc elle est faiblement relativement compacte
pour presque tout ¢ € [0, 7.
De Proposition 1.57, on en déduit que

&(t) € conv w — lim sup{z,(t)} p.p. t € [0,T]. (2.23)

n—o0

On fixe maintenant ¢ € [0, T pour lequel z(t) existe. Alors, pour tout v(t) € w — limsup{z,(¢)},
n—oo

il existe une sous-suite (&, )r>1 de (&,) telle que &, (t) — v(t). Alors, du Corollaire 1.33,

on obtient que

[o(t)[| < liminf |2, (£)[] < 6(2),
k—o0

la derniére inégalité est due a (2.10), ce qui implique que

w — limsup{i,(t)} C By(0,0(t)).

n—oo
Do,

conv w — limsup{z,(t)} € Bu(0,0(t)).

n—oo
Enfin, en utilisant (2.23), on trouve i(t) € By (0,0(t)), ce qui justifie I'estimation de z(-)
dans (2.2).

La démonstration du théoréme est alors compléte. [ |

2.2 Application au probléme du second ordre

On présente dans cette section une application du Théoréme 2.5 aux problémes d’évo-
lution du second-ordre régis par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps

a domaine D(A;) = H.
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Corollaire 2.6. Supposons que les hypothéses (Ha) et (Hy) soient satisfaites. Alors,
pour tous Ty, vo € H, il existe une unique solution z(-; o) € W*2([0,T]; H) de linclusion

différentielle

(S) i(t) € —Ai((t) + f(t,z(t) pp- t € [0, 7],

z(0) = zg, 2(0) = wvo.
Démonstration. Pour tout ¢ € [0, 7], on définit Uopérateur B, : H x H = H x H par
By(z,v) = {0} x A pour tout (z,v) € H x H.
Soit I’application g : [0,T] x H x H — H x H définie par
g(t,z,v) = (v, f(t,x)) pour tout (¢,z,v) € I x H x H.

Montrons que B; est un opérateur maximal monotone satisfaisant aux hypothéses du
Théoréme 2.5 :

Montrons d’abord que B; satisfait ’hypothése (H,) (a) :

Montrons que B; est monotone :

Soient (z,v), (2',v"), (y,2), (v/,2') € Hx H tels que (y, z) € Bi(z,v), (¢, 7') € Bi(z',0').
De la définition de lopérateur By, (y,z) € Bi(z,v) = {0} x A entraine que y = 0,
z € Aw, et (v,2') € By(a',v") = {0} x Ay’ entraine que ¢y = 0, 2/ € Ap’. Or, A; est un

opérateur monotone (voir (1.2)) alors (v —v’, z — 2/) > 0. En simplifiant, on trouve

(=2 v =), (y -y, 2z —2))
(x — 2’0 —0"),(0,2 — 2"))

((z,0) = (@', 0), (y,2) = (v, 7)) =

{
{
= (z—2/,0)+ (v =0,z — 2')
=

v—1',z—2") >0.

Par conséquent, B; est un opérateur monotone pour tout ¢ € [0, T7.

Montrons que B; est maximal :

Pour cela, on va montrer que R(Iyxy + B;) = H x H (voir Proposition 1.51). Il suffit de
montrer que H x H C R(Igxy + By) (Uinclusion R(Iyxy + B;) C H x H est évidente).
Soit (y,z) € H x H, on étudie l'existence de (x,v) € H x H tel que

(y,2) € Upxu + Bi)(z,v) = (x,v) + Bi(z,v) = (z,v) + {0} x Aw. (2.24)

On sait que A; est maximal alors R(Iy + A;) = H, et donc z € H, il existe v € H : tel
que z € (Ig + Ay)v = v+ Aw. Do, il existe (z,v) € H x H tel que (2.24) soit vérifiée
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(il suffit de prendre = = y). Par conséquent, 'opérateur B, est maximal monotone.
Montrons que B; satisfait ’hypothése (H4) (b) :

Soit t € [0, T, Vopérateur B, est défini pour tout (z,v) € H x H par B(z,v) = {0} x A0,
qui s’écrit By(z,v) = (Fi(t), F5(t)). Les multi-applications Fy, Fy : [0,7] = H définies
par Fi(t) = {0} multi-application constante mesurable (voir Exemples 1.44), F5(t) = A
(par hypothése (H4) (b) : t — Av est mesurable) sont mesurables. Il est clair que d’aprés
Exemples 1.44, l'espace H étant métrique séparable, la multi-application F' : [0,7] =
H x H définie par F(t) = (Fi(t), F»(t)), pour tout (z,v) € H x H est mesurable. D’ou le
résultat.

Montrons que B; satisfait ’hypothése (H4) (¢) :

On a pour tout t € [0,77], et tout (z,v) € H x H

Bu(a,0)] = mt {10, )| : > € Aw)
= inf{||z]| : z € Aw}
= [Aw]

< a(t)|l]| + B(#)
a(t)]|(z, v)[] + B(?).

IN

L’inégalité se justifie par le fait que I'opérateur A; vérifie I'hypothése (Ha) (c).
Montrons que 1’application ¢ satisfait aux hypothéses du Théoréme 2.5 :
D’abord, montrons que g satisfait 'hypothese (Hy) (a).

Il est clair que Papplication t — ¢(t, z,v) = (v, f(t,x)) est mesurable tout (z,v) € Hx H
car f satisfait I'hypothese (Hy) (a).

Montrons que g satisfait 'hypothese (Hy) (b) :

Soient (¢,z,v), (t,2',v") € [0,T] x H x H, alors on a

lg(t, z,v) — g(t, 2", V)| = [|(v, f(t, 2)) — (¢, f(£,2"))]|
= [|(v =, f(t.z) = f(t, )]
= |lv =[] + || f(t,2) = f(t,2)]].
Comme f satisfait I'hypotheése () (b), alors
g (t, z,v) — g(t, 2, 0')]] <o =[] + k(t)| |z — /||
< L+ k@)l =+ [lz —2']])
< (L+k@)l(z,v) = (@ )]
< ki(@)[[(z,v) — (@),
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o ky € L*([0, T|;R), ki (t) = (1 + k(t)), t € [0,T).
Montrons que g satisfait 'hypothese (Hy) (c) :
Soit (t,xz,v) € [0,T] x H x H, alors on a

g (t, 2, o)l = |[(v, f(t,2))]]
= [[oll + 111 (&, )]

Comme f satisfait ’hypothese () (c), alors on trouve

g (t, 2, )] < [Jvl| + v (@)]|2]] +0(2)
< (v(®) + Dl + [Jo]]) + 0(2)
< n@|l(z, )l + (1),
ot 11 € L*([0, T R), 7 (t) = (1 +~(2)), t € [0,T].

Ainsi, une application du Théoréme 2.5 assure l’existence d’une unique solution absolu-

ment continue X = (z,2) (telles que x, & € WH2([0,T]; H)) au probléme suivant

X(t) € =B X(t) 4+ g(t, X(¢)) p.p- t € [0,T],
X(0) = (zo,v0) € H x H,

qui équivaut a
(#(t),£(t)) € {0} x =A(2(t))) + (&(2), f(t, z(1))) p.p- t € [0,T7,
x(0) =z, ©(0) = vy.
On en conclut que le probléme du second ordre
i(t) € —Au(x(2) + f(t, z(t) pp. t €[0,T],
x(0) =z, ©(0) = vy,

admet une unique solution = € W2([0,T]; H).

La démonstration du corollaire est alors compléte. |



Conclusion

Ce mémoire concerne le papier récemment publié [19] qui établit dans le cadre d’un
espace de Hilbert un résultat d’existence et d’unicité de la solution au probléme régi par
des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps, a domaine égal a ’espace tout
entier, et une perturbation du type Lipschitz par rapport a sa deuxiéme variable. La
technique adoptée est celle de la régularisation Moreau-Yosida. Dans I'étude de sujets en
relation, d’autres auteurs utilisent la discrétisation, le théoréme du point fixe... Le lecteur
peut s’adresser a divers travaux existant dans la littérature concernant différentes classes
d’inclusions différentielles avec perturbations (univoques ou multivoques) gouvernées par

des opérateurs maximaux monotones sous des hypothéses appropriées.
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