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INTRODUCTION

L’un des problèmes du calcul différentiel classique est la recherche des points mini-
mums et maximums d’une fonction à valeurs réelles. La théorie du sous-différentiel a
trouvé plusieurs applications dans les travaux de Moreau et Rockafellar pendant les an-
nées 60
(voir [12]).
A l’heure actuelle, un large éventail de concepts et de méthodes calquées sur la théorie de
l’analyse différentiable ont été développés.
Soit H un espace hilbertien réel, C une partie convexe fermée non vide de H et soit z ∈ H,
on sait que l’application u 7→ ‖z−u‖ de C dans R atteint sa borne inférieure en un unique
point x de C, usuellement appelée projection de z sur C ( noté x = ProjCz).
Les besoins de la mécanique, plus précisément la dynamique des systèmes matériels à
liaisons unilatérales [15] et aussi la statique de tels systèmes (milieu élastique de com-
pressibilité limitée de W. Prager [17]) ont conduit les chercheurs à l’extension suivante de
l’idée de projection sur un convexe fermé :
Etant donné une fonction f propre convexe semi continue inférieurement partout définie
sur H et z un point quelconque dans H, la fonction numérique u 7→ 1

2‖z − u‖
2+f(u) at-

teint sa borne inférieure en un unique point x noté proxfz. On retrouve la projection sur
un ensemble convexe fermé C en prenant pour f la fonction indicatrice de cet ensemble,
c’est-à-dire f(u) = 0 si u ∈ C et f(u) = +∞ si u /∈ C.
La fonction proximale a donné lieu à de nombreuses applications, notamment l’étude des
problèmes d’évolution non linéaires, à titre d’exemple ceux qui sont régis par la classe des
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Introduction

opérateurs maximaux monotones. Il est bien connu de la théorie de Hille-Yosida, que pour
une condition initiale x0 ∈ D(A), il existe une unique solution x ∈ C1

H(R+) ∩ CH(D(A))
de

x′(t) + Ax(t) = 0, t > 0, (1)

où A : D(A) ⊂ H → H est un opérateur maximal monotone sur un espace de Hil-
bert. Dans le cas multivoque, c’est à dire pour des inclusions différentielles, les problèmes
gouvernés par les opérateurs maximaux monotones trouvent leurs motivations dans dif-
férentes applications en mécanique, élasto-plasticité, contrôle optimal, économétrie, etc...
et englobent différentes classe de problèmes. Ce type de problème a été d’abord étudie
lorsque A ne dépend pas du temps par H. Brezis [3] qui utilise la méthode de la régu-
larisation de Yosida pour démontrer l’existence d’une unique solution du type Lipschitz
de

−du
dt
∈ Au(t) p.p. t ∈ [0, T ]. (2)

Cependant dans le cas de la dépendance du temps, différentes contributions ont été don-
nées, citons [7], [8]. Lorsque l’opérateur A est le sous-différentiel d’une fonction convexe
propre semi continue inférieurement ϕ, les hypothèses sont en général prises sur la fonc-
tion ϕ au lieu de l’opérateur ∂ϕ. Ce type de problèmes a été étudie par [16] . Dans le
cas où ϕ est la fonction indicatrice d’un ensemble convexe fermé C(·), le problème (2)
est connu sous le nom de processus de rafle et a été largement étudié par Moreau et ses
étudiants, voir par exemple [13].
Ce mémoire vise l’étude des propriétés de la fonction proximale avec une application à
un problème d’évolution. Dans le premier chapitre, nous introduisons d’une manière suc-
cincte, tous les résultats qui nous seront utiles par la suite " sans aller loin dans les détails",
mais avec renvoi du lecteur y intéressé aux références que nous avons utilisés. Le deuxième
chapitre intitulé " Étude des propriétés de la fonction proximale ", a pour objectif de don-
ner des notions de bases sur l’application proximale, avec quelques simples exemples,
ainsi qu’un théorème des fonctions duales. Ce même chapitre contient la fonction primi-
tive d’une application proximale. Enfin dans le troisième chapitre, nous présentons l’étude
dans un espace de Hilbert réel, une inclusion différentielle du premier ordre de type,

−du
dt
∈ ∂ϕ(t, u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

où ∂ϕ(t, ·) est le sous-différentiel d’une fonction propre convexe semi continue inférieure-
ment ϕ(t, ·).
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES ET RÉSULTATS DE
BASE

Dans ce premier chapitre, nous commençons par présenter des notations utilisées tout
au long de ce mémoire, puis nous énonçons certains définitions et concepts fondamentaux
de l’analyse convexe et l’analyse fonctionnelle qui vont nous servir de définitions à la
bonne lecture du manuscrit et à la compréhension des preuves des résultats principaux.

1.1 Notations

On note par
• R Espace des nombres réels.
• R = [−∞,+∞].
• R+ L’ensemble des nombres réels positifs.
• N L’ensemble des entiers naturels.
• [a, b] Un intervalle de R (a < b) et I = [0, T ], T > 0.
• (F,A, µ) Espace mesuré.
• X Espace vectoriel topologique.
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1.1. Notations

• E Espace de Banach, E ′ son dual topologique et 〈., .〉 leur produit de dualité et ‖.‖E
( resp. ‖.‖E′) la norme associée dans E ( resp. E ′).
• H Espace hilbertien réel muni du produit scalaire 〈., .〉 et la norme ‖.‖.
• IH Opérateur identité de H.
• V (x0) Ensemble des voisinages d’un point x0.
• B(x0, ε) La boule ouverte de centre x0 et de rayon ε > 0.
• B(0, 1) ( resp. B(0, 1)) La boule unité fermé ( resp. ouvert de E).
• C Une partie convexe fermée non vide de H.
• ProjC La projection sur le sous ensemble convexe fermé non vide C de H définie par

ProjC(x) = {y ∈ C, dC(x) = ‖x− y‖}, (∀x ∈ H)

telle que dC(x) = inf
z∈C
‖x− z‖ .

• dom(f) Le domaine effectif d’une fonction f : H → R.
• f ∗ ( resp. f ∗∗ ) La fonction conjuguée (resp. biconjuguée de f).
• lim sup (resp. lim inf) Désigne la limite supérieure (resp. inférieure).
• Γ0(H) Ensemble des fonctions à valeurs dans ]−∞,+∞] partout définies sur H, propre
convexe, semi-continue inférieurement.
• σ(E,E ′) La topologie faible de E.
• xn → x Exprime que la suite (xn)n converge fortement vers x.
• xn ⇀ x Exprime que la suite (xn)n converge faiblement vers x.
• [., .] désigne le couple d’élément de E × E ′.
• A Un opérateur de H dans H.
• D(A) Le domaine de A.
• R(A) l’image de A dans H.
• ΨC La fonction indicatrice d’une partie non vide C de H, définie par

ΨC(x) =


0, si x ∈ C;

+∞, sinon.

• χC La fonction caractéristique de C définie par

χC(x) =


1, si x ∈ C;

0, sinon.

• ∂ϕ(x0) Le sous différentiel de ϕ au point x0.
• p.p. Presque partout.
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1.2. Quelques rappels

• s.c.i. Semi continue inférieurement.
• proxf Le point proximal de la fonction f .
• du

dt
La dérivée au sens classique de u qu’on note souvent par u̇ , u′ .

• CY (X) L’espace des fonctions continues de X dans Y muni de la norme ‖·‖∞,
définie par

‖u‖∞= sup{‖u(x)‖, x ∈ X}.

• C1
H(I) L’espace des fonctions continues sur I à valeurs dans H telles que leur dérivées

premières sont continues.
• L2

H(I) L’espace de Hilbert des fonctions carré Lebesgue-Bochner intégrables muni de
sa norme habituelle définie par

‖f‖L2
H

=
( ∫
I

‖f(x)‖2dx
) 1

2

et 〈., .〉L2
H
représente le produit scalaire associé.

• W 1,2
H (I) Espace des fonctions assolement continues u : I → H telle que sa dérivée

première dans L2
H(I).

1.2 Quelques rappels

Dans ce chapitre, nous allons exposer quelques résultats qui nous seront utiles dans la
suite. Ces résultats ont été pris des références [1, 2, 3, 4, 5, 18, 14].

1.2.1 Fonctions absolument continues

Pour plus de détails voir [1].

Définition 1.2.1. [2] Soient E,F deux espaces de Banach. On dit que la fonction
f : E → F est du type Lipschitz de rapport k ou k-lipschitzienne si pour un certain scalaire
positif k on a

‖f(x)− f(x′)‖F≤ k‖x− x′‖E,

pour tous x, x′ ∈ E.
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1.2. Quelques rappels

Définition 1.2.2. Une fonction numérique f d’une variable réelle définie sur un inter-
valle J est dite continûment dérivable si elle est dérivable sur cet intervalle et si sa dérivée
f ′ est continue sur cet intervalle.

Définition 1.2.3. [2] Soit E un espace de Banach et f : E → R une fonction. On dit
que f est contractante (ou bien f est une contraction) si elle est k-lipschitzienne avec
0 < k < 1.

Définition 1.2.4. Soit E un espace de Banach. Une fonction f : [a, b] → E est dite
absolument continue si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tels que pour toute partition
dénombrable de l’intervalle [a, b] par des intervalles disjoints [ak, bk], k ∈ N vérifiant

∑
k≥0

(bk − ak) < δ,

on a ∑
k≥0
‖f(bk)− f(ak)‖E< ε.

Théorème 1.2.5. Une fonction f : [a, b]→ E est absolument continue si et seulement si
elle est l’intégrale de sa dérivée, c’est-à-dire

f(b)− f(a) =
∫ b

a
ḟ(t)dt.

Remarque 1.2.6. • Toute application k-lipschitzienne est absolument continue.
• Toute application absolument continue est uniformément continue.

1.2.2 Topologie faible

Pour plus de détails sur cette section, se référer à [2].

Définition 1.2.7. Soit E un espace de Banach et f ∈ E ′. Considérons la fonction

ϕf : E → R

x 7→ ϕf (x) = 〈f, x〉.

Lorsque f décrit E ′, nous obtenons une famille d’applications (ϕf )f∈E′ définies sur E à
valeurs dans R. On appelle topologie faible sur E, que l’on note σ(E,E ′), la topologie la
moins fine sur E rendant continues toutes les applications (ϕf )f∈E′.

On note par xn ⇀ x la convergence faible d’une suite (xn)n ⊂ E vers x.

8



1.2. Quelques rappels

Proposition 1.2.8. Soit (xn)n une suite de points de E. Alors

(i) xn ⇀ x⇐⇒ 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 ∀f ∈ E ′ ;

(ii) xn → x =⇒ xn ⇀ x ;

(iii) si xn ⇀ x, alors (‖xn‖E)n est bornée et ‖x‖E≤ lim
n→∞

inf‖xn‖E ;

(iv) si xn ⇀ x et si fn → f fortement dans E ′, alors 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉 .

1.2.3 Quelques résultats de convexité

Pour plus de détails sur cette section et les deux sections qui suivent, le lecteur peut
référer à [18].

Définition 1.2.9. Une partie A d’un espace vectoriel E est dite convexe si pour tous
x, y ∈ A et tout λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ A.

Définition 1.2.10. Soit X un espace vectoriel topologique réel et f : X → R, on appelle
domaine effectif de f qu’on note dom(f) l’ensemble défini par

dom(f) = {x ∈ X : f(x) < +∞}.

Exemple 1.2.11. Soit C une partie non vide d’un espace de Banach E

dom(ΨC(·)) = C.

Définition 1.2.12. Soit X un espace vectoriel topologique réel et f : X → R. On dit que
f est convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ dom(f) et tout λ ∈ [0, 1], nous avons

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

f est dite concave si (−f) est convexe.

Définition 1.2.13. Soit X un espace vectoriel topologique réel et f : X → R. On dit que
f est strictement convexe si pour tous x, y ∈ dom(f) avec x 6= y et λ ∈]0, 1[, nous avons

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).
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1.2. Quelques rappels

Exemple 1.2.14. La fonction u 7→ ‖u‖2 est strictement convexe. En effet,

‖λu+ (1− λ)v‖2−λ‖u‖2−(1− λ)‖v‖2 ≤ λ2‖u‖2+(1− λ)2‖v‖2+

2λ(1− λ)‖u‖‖v‖−λ‖u‖2−(1− λ)‖v‖2

= (λ2 − λ)‖u‖2+
(

(1− λ)2 − (1− λ)
)
‖v‖2+2λ(1− λ)‖u‖‖v‖

= λ(λ− 1)‖u‖2+(1− λ)(−λ)‖v‖2+2λ(1− λ)‖u‖‖v‖

= −λ(1− λ)
[
‖u‖2+‖v‖2−2‖u‖‖v‖

]
= −λ(1− λ)(‖u‖−‖v‖)2 < 0 (u 6= v).

Définition 1.2.15. Soient E un espace vectoriel normé et f : E → R . On dit que f est
propre si f : E →]−∞,+∞] et f 6≡ +∞ (i.e. ∃x0 ∈ E : f(x0) 6= +∞).

1.2.4 Fonctions semi-continues inférieurements

Définition 1.2.16. Soit X un espace topologique et soit f : X → R.
f est dite semi-continue inférieurement (s.c.i. en abrégé) au point x0 ∈ X si et seulement
si,

∀h ∈ R, h < f(x0),∃V ∈ V (x0) tel que h < f(x), ∀x ∈ V.

Exemple 1.2.17. Toute fonction continue est s.c.i.

Proposition 1.2.18. [2] Soit E un espace de Banach, f : E → R une fonction et soit
x0 ∈ E alors, f est s.c.i. au point x0 si et seulement si

lim inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0), (1.1)

avec lim inf
x→x0

f(x) = sup
ε>0

inf
x∈B(x0,ε)

f(x).

Proposition 1.2.19. Une fonction f : E → R est dite séquentiellement s.c.i. au point
x0 ∈ E si et seulement si pour toute suite (xn)n ⊂ E telle que (xn)n converge vers x0,
on a

lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x0)

où
lim inf
n→∞

f(xn) = sup
n∈N

inf
k≥n

f(xk).

Proposition 1.2.20. Soit E un espace de Banach, f : E → R alors, f est séquentielle-
ment s.c.i. si et seulement si f est s.c.i.
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1.2. Quelques rappels

Proposition 1.2.21. Soient E un espace vectoriel et (fi)i∈J une famille quelconque de
fonctions définies sur E si (fi)i∈J est une famille de fonctions convexes s.c.i., alors sup

i∈J
fi

est une fonction convexe s.c.i. sur E.

Lemme 1.2.22. [18] Soit f : E → R une fonction propre convexe s.c.i. Alors f admet
une minorante affine continue. Plus précisément, pour chaque u0 ∈ H et chaque
α0 ∈]−∞, f(u0)[, il existe une fonction affine continue h telle que h(u0) = α0 et h ≤ f .

Théorème 1.2.23. [4] Soit f : H → R une fonction propre strictement convexe s.c.i. Si
f est coercive i.e.

lim
‖x‖→∞

f(x) = +∞,

alors il existe un unique y0 ∈ H tel que f(y0) = inf
x∈H

f(x).

Soit C une partie non vide de E.

Exemple 1.2.24. La fonction ΨC appartient à Γ0(E) si et seulement si C est convexe
fermé non vide. En effet, supposons que ΨC(·) ∈ Γ0(E). Il est clair que ΨC(·) est propre.
Soient x, y ∈ C et λ ∈ [0, 1], par définition de ΨC(·), on a

ΨC(x) = ΨC(y) = 0,

or ΨC(·) étant convexe. Donc

ΨC(λx+ (1− λ)y) ≤ λΨC(x) + (1− λ)ΨC(y) = 0,

d’où ΨC(λx+ (1− λ)y) = 0 et par conséquent λx+ (1− λ)y ∈ C.
Soit (xn)n ⊂ C telle que (xn)n converge vers x. On montre que x ∈ C.
On a ΨC(·) est s.c.i. i.e.,

0 = lim
n→∞

inf ΨC(xn) ≥ ΨC(x) =⇒ ΨC(x) = 0 =⇒ x ∈ C.

Donc C est fermé.
Supposons maintenant que C est convexe. Soient x, y ∈ E et λ ∈ [0, 1] :
• si x ∈ C et y ∈ C

λx+ (1− λ)y ∈ C et ΨC(x) = ΨC(y) = 0

alors
ΨC(λx+ (1− λ)y) = 0 ≤ λΨC(x) + (1− λ)ΨC(y)
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1.2. Quelques rappels

• si x /∈ C donc

ΨC(x) = +∞ =⇒ λΨC(x) + (1− λ)ΨC(y) = +∞

et donc ΨC(λx + (1 − λ)y) ≤ λΨC(x) + (1 − λ)ΨC(y) = +∞, d’où ΨC est convexe. Et
comme C est fermé alors ΨC(·) est s.c.i. d’où le résultat.

1.2.5 Différentiabilité des fonctions convexes

Soit E un espace vectoriel normé, E ′ son dual.

Définition 1.2.25 (Gâteaux différentiabilité). Soit f : E → R une fonction et
x0 ∈ dom(f). On dit que f est Gâteaux différentiable en x0 si pour tout h ∈ E, il existe
une forme linéaire continue u∗(u∗ ∈ E ′) telle que

lim
t↓0

f(x0 + th)− f(x0)
t

= 〈u∗, h〉 pour tout h ∈ E.

La forme linéaire continue u∗ est alors unique, et est appelée différentielle de Gâteaux (où
encore gradient) de f au point x0. On la note f ′(x0) ou bien ∇f(x0).

Exemple 1.2.26. Soit

f : R2 → R2

(x, y) 7→ f(x, y) = (xy, x+ y).

Soient (x0, y0) ∈ R2, (h1, h2) ∈ R2, nous avons

lim
t↓0

f((x0, y0) + t(h1, h2))− f(x0, y0)
t

= lim
t↓0

(t(x0h2 + y0h1) + t2h1h2, t(h1 + h2))
t

= lim
t↓0

(x0h2 + y0h1 + th1h2, h1 + h2)

= (x0h2 + y0h1, h1 + h2)

= (x0h2, h2) + (y0h1, h1)

= (x0, 1)h2 + (y0, 1)h1.

Donc f est Gâteaux différentiable avec

∇f(x0, y0) =

y0 x0

1 1

 .
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1.2. Quelques rappels

Définition 1.2.27 ( Fréchet différentiabilité). Soient f : E → R une fonction et x0

un point où f est finie. On dit que f est Fréchet différentiable en x0 s’il existe une forme
linéaire continue u∗ telle que

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)− 〈u∗, x− x0〉|
‖x− x0‖

= 0,

u∗ est unique et est appelé la dérivée au sens de Fréchet de f au point x0, on le note
df(x0).

Nous avons toute fonction Fréchet différentiable est Gâteaux différentiable.

Exemple 1.2.28. Soit z ∈ H 7−→ ϕ(z) = 1
2‖z − x‖

2. La fonction ϕ est Fréchet différen-
tiable en z0. En effet,

ϕ(z)− ϕ(z0) = 1
2‖z − x‖

2−1
2‖z0 − x‖2

= 1
2〈z − x, z − x〉 −

1
2〈z0 − x, z0 − x〉

= 1
2〈z − x, z − z0〉+ 1

2〈z − x, z0 − x〉 −
1
2〈z0 − x, z0 − x〉

= 1
2〈z − x, z − z0〉+ 1

2〈z − z0, z0 − x〉

= 1
2〈z − z0, z − z0〉+ 1

2〈z0 − x, z − z0〉+ 1
2〈z0 − x, z − z0〉

= 1
2‖z − z0‖2+〈z0 − x, z − z0〉.

donc
ϕ(z)− ϕ(z0)− 〈z0 − x, z − z0〉 = 1

2‖z − z0‖2.

En inter-changeant z et z0, on aura

ϕ(z)− ϕ(z0)− 〈z − z0, z0 − x〉 = −1
2‖z0 − z‖2

d’où ∣∣∣∣ϕ(z)− ϕ(z0)− 〈z − z0, z0 − x〉
∣∣∣∣

‖z − z0‖
= 1

2‖z − z0‖−→
z→z0

0.

Donc ϕ est Fréchet différentiable en z0 avec dϕ(z0) = z0 − x.

1.2.6 Fonctions conjuguées

Pour plus de détails sur cette section voir [18] et [4].
Soit E un espace vectoriel normé réel et soit f : E → R.

13



1.2. Quelques rappels

Une fonction affine continue x 7→ 〈x, x′〉 − β, x′ ∈ E, β ∈ R minore f si et seulement si
pour tout x ∈ E, 〈x′, x〉 − β ≤ f(x) i.e.,

sup
x∈E

(
〈x′, x〉 − f(x)

)
≤ β. (1.2)

ce qui conduit à s’intéresser à la fonction x′ 7→ sup
x∈E

(
〈x′, x〉 − f(x)

)
.

Définition 1.2.29. On appelle fonction conjuguée ou fonction duale de f , la fonction
f ∗ : E ′ → R telle que

f ∗(x′) = sup
x∈E

(
〈x, x′〉 − f(x)

)
(x′ ∈ E ′).

La fonction conjuguée de f ∗ est la fonction f ∗∗ : E → R telle que

f ∗∗(x) = sup
x′∈E′

(
〈x′, x〉 − f ∗(x′)

)
,

appelée aussi la biconjuguée ou bien biduale de f.

Exemple 1.2.30. 1) Soit j : E → R+ tel que j(x) = 1
2‖x‖

2
E, on a

j∗(x′) = sup
x∈E

(
〈x, x′〉 − 1

2‖x‖
2
E

)
= sup

t≥0

(
sup
‖x‖E=t

(
〈x, x′〉 − 1

2t
2
))

= sup
t≥0

(
sup
‖x‖E=1

(
t〈x, x′〉 − 1

2t
2
))

= sup
t≥0

(
t‖x′‖E′−

1
2t

2
)
.

Soit h(t) = t‖x′‖E′−1
2t

2 alors h′(t) = ‖x′‖E′−t qui s’annule en t0 = ‖x′‖E′.
D’autre part, h′′(t) = −1 < 0 donc t0 = ‖x′‖E′ est un maximum, d’où

j∗(x′) = h(t0) = 1
2‖x

′‖2
E′ .

2) Soient f, g : E → R deux fonctions convexes. On définit l’inf-convolution, que l’on le
note f�g, la fonction définie par

x 7−→ (f�g)(x) = inf
u+v=x

(
f(u) + g(v)

)
.
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Calculons à l’instant, (f�g)∗. Soit x′ ∈ E ′,

(f�g)∗(x′) = sup
x∈E

(
〈x′, x〉 − (f�g)(x)

)
= sup

x∈E

(
〈x′, x〉 − inf

u+v=x

(
f(u) + g(v)

))
= sup

x∈E

(
〈x′, x〉+ sup

u+v=x

(
− f(u)− g(v)

))
= sup

x∈E
sup
u+v=x

(
〈x′, x〉 − f(u)− g(v)

)
= sup

u,v∈E

(
〈x′, u〉 − f(u) + 〈x′, v〉 − g(v)

)
= sup

u∈E

(
〈x′, u〉 − f(u)

)
+ sup

v∈E

(
〈x′, v〉 − g(v)

)
= f ∗(x′) + g∗(x′)

= (f ∗ + g∗)(x′).

3) Soient E un espace vectoriel normé et C un ensemble non vide de E. La conjuguée de
la fonction indicatrice de C, notée par Ψ∗C est souvent désignée par

Ψ∗C(x′) = sup
x∈E

(〈x, x′〉 −ΨC(x))

= sup
(

sup
x∈C

(
〈x, x′〉 −ΨC(x)

)
, sup
x/∈C

(
〈x, x′〉 −ΨC(x)

))
= sup

x∈C

(
〈x, x′〉

)
.

Ψ∗C est appelée la fonction support de C (ou la fonction d’appui de C).

Remarque 1.2.31. 1) Si f(x) + f ∗(x′) = 〈x, x′〉 alors on dit que les deux points x, x′

sont conjugués par rapport au couple des fonctions f et f ∗.
2) Soit E un espace vectoriel normé, f : E → R̄ une fonction et λ > 0, alors

(λf)∗(x′) = sup
x∈E

(
〈x′, x〉 − λf(x)

)
= λ sup

x∈E

(〈
x′

λ
, x
〉
− f(x)

)
= λf ∗

(
x′

λ

)
3) Par la définition de f ∗, nous avons toujours

∀x ∈ E, ∀x′ ∈ E ′, 〈x, x′〉 ≤ f(x) + f ∗(x′), (1.3)

(cette inégalité est connue par l’inégalité de Young-Fenchel).
4) De la relation (1.2), on déduit que f ∗ ∈ Γ0(E ′) puisque elle est l’enveloppe supérieure
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d’une famille non vide de fonctions affines continues et qu’elle n’est pas partout égale à
+∞ ( car (1.2) est satisfaite par au moine β ∈ R).

Proposition 1.2.32. Soit E un espace vectoriel normé et soient f, g : E → R.
• Si f ≤ g alors g∗ ≤ f ∗.
• Si f ∈ Γ0(E) alors f ∗∗ = f .

1.2.7 La fonction sous-différentiel

Pour une étude détaillée des sous-différentiels, on peut se référer à [18].

Définition 1.2.33. Soient E un espace vectoriel normé, f : E → R et x0 ∈ dom(f). On
appelle sous-différentiel de f au point x0, noté ∂f(x0), l’ensemble définie par

∂f(x0) = {x′ ∈ E ′ : 〈x′, x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0),∀x ∈ E}.

Un point x′ ∈ ∂f(x0) est dit sous-gradient de f au point x0. On dit que f est sous
différentiable au point x0 si ∂f(x0) 6= ∅.
On a par convention, si f est infinie en x alors ∂f(x) = ∅.

Exemple 1.2.34. Soit C une partie non vide de E et x0 ∈ C.

∂ΨC(x0) = {x′ ∈ E ′ : f(x) ≥ f(x0) + 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E}

= {x′ ∈ E ′ : ΨC(x) ≥ ΨC(x0) + 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E}

= {x′ ∈ E ′ : 〈x′, x− x0〉 ≤ 0,∀x ∈ C}

= NC(x0),

où NC(x0) est le cône normal de C au point x0.

Proposition 1.2.35. Le sous-différentiel est toujours un ensemble convexe fermé (éven-
tuellement vide) et on a pour x ∈ dom(f).

∂f(x) = {x′ ∈ E ′ : f(x) + f ∗(x′) = 〈x, x′〉}, (1.4)

et nous avons si f ∈ Γ0(E),

x′ ∈ ∂f(x)⇐⇒ x ∈ ∂f ∗(x′). (1.5)
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Exemple 1.2.36. Soit

j : E → R+

x 7→ j(x) = 1
2‖x‖

2.

Soit x′ ∈ ∂j(x)⇐⇒ j∗(x′) + j(x) = 〈x, x′〉,∀x ∈ E.
D’autre part, par l’Exemple 1.2.30, j∗(x′) = 1

2‖x
′‖2
E′, alors

1
2‖x

′‖2
E′+

1
2‖x‖

2= 〈x, x′〉 ≤ ‖x′‖E′‖x‖,∀x ∈ E,

donc

‖x′‖2
E′+‖x‖2

E−2‖x′‖E′‖x‖E= 0⇐⇒ (‖x′‖E′−‖x‖)2
E = 0⇐⇒ ‖x′‖E′= ‖x‖E

et on a
〈x, x′〉 = 1

2‖x‖
2
E+1

2‖x
′‖2
E′= ‖x‖2

E= ‖x′‖2
E′ .

Alors
∂j(x) = {x′ ∈ E ′ : 〈x, x′〉 = ‖x‖2

E= ‖x′‖2
E′}.

Remarque 1.2.37. Évidemment, si f est sous-différentiable en un point x alors
f(x) < +∞. Mais le contre exemple suivant montre que si f(x) < +∞ n’implique pas
nécessairement que ∂f(x) 6= ∅.

Contre exemple.

On définit sur R la fonction f par

f(x) =


−2
√
x pour x ≥ 0,

+∞ pour x < 0.

Ce qui donne comme fonction duale

g(y) = sup
x∈H

(〈x, y〉 − f(x)), y ∈ R

= sup
(

sup
x≥0

(xy + 2
√
x), sup

x<0
(xy −∞)

)
= sup

x≥0
(xy + 2

√
x).
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On pose
h(x) = xy + 2

√
x =
√
x(
√
xy + 2),

alors h′(x) = y + 1√
x
qui s’annule en

√
x = − 1

y
. Donc

Si y < 0, on trouve g(y) = − 1
y
. Sinon pour y ≥ 0, g(y) = +∞.

Bien que f(0) 6= +∞, le point 0 ne possède pas de conjugué relativement à f et g,
puisqu’un tel conjugué soit y, devrait vérifier f(0) + g(y) = 0.y, c’est-à-dire g(y) = 0. Or
g ne prend nulle part la valeur 0 i.e. ∂f(0) = ∅.

Remarque 1.2.38. D’après la Définition 1.2.29, la borne inférieure de f est −f ∗(0) ;
l’ensemble des points où f atteint cette borne est ∂f ∗(0), autrement dit, encore f présente
un minimum au point x si et seulement si 0 ∈ ∂f(x).

Théorème 1.2.39. Soit f : E → R une fonction convexe et x0 ∈ dom(f), si f est
Gâteaux différentiable (ou Fréchet différentiable) au point x0 alors ∂f(x0) = {∇f(x0)}.

Théorème 1.2.40. Soient f, g : E → R deux fonctions propres convexes alors
s’il existe un point dans dom(f) ∩ dom(g) où f est continue alors

∂f(x) + ∂g(x) = ∂(f + g)(x) ∀x ∈ E.

1.2.8 Notions d’opérateurs maximaux monotones

Dans la suite, on désigne par H un espace de Hilbert muni de la norme ‖·‖ et le produit
scalaire 〈., .〉. Pour plus de détails voir [3] et [4].

Définition 1.2.41. Soit A un opérateur de H.
• On appelle domaine de A l’ensemble définie par,

D(A) = {x ∈ H;Ax 6= ∅}.

• On appelle l’ensemble des valeurs de A qu’on note R(A) l’ensemble définie par

R(A) =
⋃

x∈D(A)
Ax.

Définition 1.2.42. Un opérateur A de H est dit monotone si pour tous x1, x2 ∈ D(A),

∀y1 ∈ Ax1,∀y2 ∈ Ax2 : 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0. (1.6)
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Définition 1.2.43. Un opérateur A de H est dit maximal monotone s’il est maximal
dans l’ensemble des opérateurs monotones. Explicitons cette définition, A est maximal
monotone si et seulement si, A est monotone et pour tout [x, y] ∈ H ×H
tel que 〈y− ξ∗, x− ξ〉 ≥ 0,∀ξ ∈ D(A) avec ξ∗ ∈ Aξ. Alors, y ∈ Ax. Dans ce cas pour tout
x ∈ D(A), Ax est un sous ensemble fermé convexe de H.

Remarque 1.2.44. Si A est maximale monotone, alors λA est aussi maximale monotone
pour tout λ > 0.

Proposition 1.2.45. Soit A un opérateur définie sur H tel que D(A) = H. On a l’équi-
valence entre les trois propriétés suivantes,

1. A est maximal monotone,

2. A est monotone et R(IH + A) = H,

3. Pour tout λ > 0, (IH + λA)−1 est une contraction définie sur H tout entier.

Proposition 1.2.46. Tout opérateur maximal monotone défini sur H est demi fermé,
i.e. si xn ∈ D(A) : x = lim

n→∞
xn forte et y = lim

n→∞
yn faible tel que yn ∈ Axn p.p. ∀n,

alors y ∈ Ax et x ∈ D(A).

Théorème 1.2.47. [4] Le sous-différentiel d’une fonction f à valeurs dans ] −∞,+∞]
convexe propre définie sur un espace de Hilbert est un opérateur monotone. Si on suppose
de plus que la fonction f est s.c.i., alors son sous-différentiel est un opérateur maximal
monotone.

Définition 1.2.48. [3] Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur maximal monotone
définie sur H.

1) Pour λ > 0, l’opérateur Jλ : H → D(A) ⊂ H définie par Jλ = (I + λA)−1 est
appelé la résolvante de A.

2) Pour λ > 0, l’opérateur Aλ : H → D(A) ⊂ H définie par Aλ = 1
λ
(I − Jλ), est

appelé approximation de Yosida de A.

Proposition 1.2.49. Soit H un espace de Hilbert et soit A de H un opérateur maximale
monotone. Alors

1. Jλ, Aλ sont univoques.

2. Aλ est du type Lipschitz.

Proposition 1.2.50. Soit A un opérateur maximal monotone. On a

Aλx ∈ AJλx ∀x ∈ H et ∀λ > 0.
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1.3 Résultats divers

Définition 1.3.1. [11] Étant donnée une fonction f : I → E, on appelle variation totale
de f sur I l’expression

V ar(f ; I) = sup
{ n∑
k=1
‖f(tk)− f(tk−1)‖, ∀0 = t0 < t1 < · · · < tn = T

}

Si V ar(f ; I) < +∞, on dit que f est à variation bornée.

Proposition 1.3.2 (Formule de Moreau). [11] Soit u : I → H une application conti-
nue à variation bornée. Alors, la formule de Moreau est donnée par

d(‖u‖2) = 2〈u, du〉. (1.7)

Définition 1.3.3. [18] Un ensemble C ⊂ H est un cône si

∀x ∈ C, ∀λ ≥ 0, λx ∈ C.

Définition 1.3.4. [18] Soient dans H deux cônes convexes fermés, P et Q mutuellement
polaires, c’est-à-dire que

Q = {x ∈ H : 〈x, y〉 ≤ 0 pour tout y ∈ P}.

(relation symétrique entre P et Q).

Définition 1.3.5. [1] Soit E un ensemble non vide, f : E → E une application. Un point
a ∈ E est un point fixe de f si et seulement si f(a) = a.

Théorème 1.3.6 (Théorème d’existence de Cauchy). [3] Soient H une espace de
Hilbert réel et [a, b] un intervalle de R et f : [a, b]×H →]−∞,+∞] une fonction propre
continue et du type Lipschitz par rapport à la deuxième variable, soit y0 ∈ H fixé. Alors
l’équation différentielle suivante,


y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [a, b]

y(0) = y0

admet une solution unique y(·) ∈ C1
H([a, b]).

Théorème 1.3.7 (Théorème de convergence dominé de Lebesgue). [9] Soit (fn)n∈N
une suite de fonctions intégrables mesurables sur un espace mesuré (F,A, µ), à valeurs
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dans H, telle que :
• la suite de fonctions (fn)n∈N converge simplement sur F vers une fonction f ;
• il existe une fonction intégrable à valeurs positives g telle que :

∀n ∈ N, ∀x ∈ F, ‖fn(x)‖≤ g(x).

Alors f est intégrable et
lim
n→∞

∫
F
|fn(t)− f(t)|dµ(t) = 0.

En particulier :
lim
n→∞

∫
F
fndµ =

∫
F

lim
n→∞

fndµ =
∫
F
fdµ.

Définition 1.3.8 (Equicontinuité). [19] Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces mé-
triques. Une famille Λ de fonctions continues de X dans Y est dite équicontinue en x ∈ X
si

∀ε > 0 ∃δ ∀f ∈ Λ ∀x′ ∈ X [dX(x, x′) < δ]⇒ [dY (f(x), f(x′)) < ε].

A est dite uniformément équicontinue si

∀ε > 0 ∃δ ∀f ∈ Λ ∀x, x′ ∈ X [dX(x, x′) < δ]⇒ [dY (f(x), f(x′)) < ε].

Définition 1.3.9 (Relativement compacte). [19] Soit K ⊂ X une partie d’un espace
topologique. On dit que K est relativement compacte si son adhérence est compacte.

Théorème 1.3.10 (Ascoli-Arzéla). [19] Soient X un espace topologique compact et Y
un espace métrique complet. Soit une partie Λ de CY (X) telle que

1. Λ est équicontinue.

2. Pour tout x dans X, l’ensemble Λ(x) = {f(x) : f ∈ Λ} est relativement compacte
dans Y .

Alors Λ est relativement compacte dans CY (X) pour la topologie de la convergence uni-
forme. Autrement dit, toute suite dans Λ a une sous-suite convergeant uniformément.

Lemme 1.3.11. [16] Si (zn)n∈N est une suite d’élément d’un espace hilbertien H, (λn)n∈N
une suite strictement décroissante de réels positifs telle que

〈zn − zm, λnzn − λmzm〉 ≤ 0, ∀n,m ∈ N, (1.8)

alors la suite (‖zn‖)n∈N est croissante. Si de plus (‖zn‖)n est bornée, alors la suite (zn)n
converge dans H.
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Démonstration. Soient n,m ∈ N telle que n > m. Nous avons

2〈zn − zm, λnzn − λmzm〉 = 2(λn‖zn‖2+λm‖zm‖2−(λn + λm)〈zn, zm〉)

= 2λn‖zn‖2+2λm‖zm‖2−2(λn + λm)〈zn, zm〉

= (λn + λm)
[
‖zn‖2+‖zm‖2−2〈zn, zm〉

]
+ (λn − λm)

(
‖zn‖2−‖zm‖2

)
= (λn + λm)‖zn − zm‖2+(λn − λm)

(
‖zn‖2−‖zm‖2

)
.

En combinant avec (1.8) implique que

0 ≤ (λn + λm)‖zn − zm‖2≤ (λn − λm)
(
‖zm‖2−‖zn‖2

)
. (1.9)

En vertu de (1.9), on a
(λn − λm)

(
‖zm‖2−‖zn‖2

)
≥ 0.

Puisque (λn) est strictement décroissante alors λn < λm d’où

‖zm‖2−‖zn‖2≤ 0.

i.e. ‖zn‖≥ ‖zm‖. D’où, (‖zn‖)n est croissante.
D’autre part, par la relation (1.9), on a

0 ≤ (λn + λm)‖zn − zm‖2≤ (λm − λn)
(
‖zn‖2−‖zm‖2

)
.

Puisque (λn) est strictement décroissante i.e. λn < λm(
λn + λm
λm − λn

)
‖zn − zm‖2≤ ‖zn‖2−‖zm‖2. (1.10)

Or
λn + λm
λm − λn

= 1 + 2λn
λm − λn

≥ 1.

On aura de (1.10),

‖zn − zm‖2≤
(
λn + λm
λm − λn

)
‖zn − zm‖2≤

(
‖zn‖−‖zm‖

)(
‖zn‖+‖zm‖

)
.

Comme (‖zn‖)n est bornée, un passage à la limite quand n,m → +∞, nous affirme que
(zn)n est une suite de Cauchy dans H qui est complet, donc elle converge dans H. Ce qui
finit la démonstration du Lemme. �
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CHAPITRE 2

ÉTUDE DES PROPRIÉTÉS DE LA
FONCTION PROXIMALE

Dans la suite, on désigne par H un espace de Hilbert réel et f ∈ Γ0(H) et g = f ∗.
Les résultats de ce chapitre ont été pris de la référence [12].

2.1 Application proximale

Définition 2.1.1. Soit u ∈ H. On considère la fonction

u 7−→ Φ(u) = 1
2‖u− z‖

2 + f(u). (2.1)

L’unique point où Φ atteint son minimum sera noté x = proxfz, et est appelé point
proximal de z relativement à la fonction f .

Proposition 2.1.2. Soit f ∈ Γ0(H) et soit z ∈ H. Alors la fonction Φ(·) possède un
minimum.

Démonstration. Il est clair que la fonction Φ est propre strictement convexe (d’après
l’Exemple 1.2.14). Montrons qu’elle est s.c.i. Soit (un)n ⊂ H telle que (un)n converge
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fortement vers u, on a en vertu de la s.c.i. de f

lim inf
n→+∞

Φ(un) = lim inf
n→∞

(1
2‖un − z‖

2+f(un)
)

= lim inf
n→∞

(1
2〈un − z, un − z〉+ f(un)

)
≥ lim inf

n→∞

1
2

(
‖un‖2−2〈un, z〉+ ‖z‖2

)
+ lim inf

n→∞
f(un)

= lim
n→∞

1
2‖un‖

2− lim
n→∞
〈un, z〉+ 1

2‖z‖
2+ lim inf

n→∞
f(un)

≥ 1
2

(
‖u‖2−2〈u, z〉+ ‖z‖2

)
+ f(u)

= 1
2‖u− z‖

2+f(u) = Φ(u), (2.2)

d’où la fonction Φ est s.c.i. sur H.
On montre à présent que Φ est coercive. Sachant par le Lemme 1.2.22 que f ∈ Γ0(H)
possède au moins une minorante affine continue. Donc, ils existent β ∈ R, a ∈ H tel que
f(u) ≥ 〈a, u〉+ β, ∀u ∈ H.
Soit u 7→ 〈a, u〉+ β de sorte que Φ(u) est minorée par l’expression

1
2‖u− z‖

2 + 〈a, u〉+ β, β ∈ R, a ∈ H

ceci entraine que

Φ(u) ≥ 1
2‖u− z‖

2+〈a, u〉+ β

= 1
2‖u‖

2+1
2‖z‖

2−〈u, z〉+ 〈a, u〉+ β

= 1
2‖u‖

2+1
2‖z‖

2−〈u, z − a〉+ β

≥ 1
2‖u‖

2−‖u‖‖z − a‖+β

= ‖u‖
(1

2‖u‖−‖z − a‖
)

+ β.

Un passage à la limite quand ‖u‖→ ∞ assure que Φ(u) → ∞. En utilisant le Théorème
1.2.23 il existe un unique y0 dans H tel que Φ(y0) = inf

u∈H
Φ(u). �

Exemple 2.1.3. 1. Prenons pour f la fonction affine continue
f(u) = 〈a, u〉 − β (où a ∈ H et β ∈ R).
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Nous avons,

Φ(u) = 1
2〈u− z, u− z〉+ 〈a, u〉 − β

= 1
2

〈
u− z + a− a, u− z + a− a〉+ 〈a, u

〉
− β

= 1
2〈u− z + a, u− z + a〉 − 〈u− z + a, a〉+ 1

2‖a‖
2+〈a, u〉 − β

= 1
2‖u− z + a‖2+1

2‖a‖
2+〈a, u− u+ z − a〉 − β

= 1
2‖u− z + a‖2+1

2‖a‖
2+〈a, z − a〉 − β

= 1
2‖u− z + a‖2+1

2‖a‖
2+〈a, z〉 − ‖a‖2−β

= 1
2‖u− (z − a)‖2+〈a, z〉 − 1

2‖a‖
2−β, (2.3)

qui atteint son minimum en u = z − a. Donc proxfz = z − a.

2. Soient C une partie convexe fermée non vide de H, et f = ΨC.
Dans ce cas Φ prend la valeur +∞ hors de C ; c’est donc quelque part sur C que
cette fonction présente son minimum. Comme pour u ∈ C, on a

Φ(u) = 1
2‖u− z‖

2+f(u)

= 1
2‖u− z‖

2+0

= 1
2‖u− z‖

2

On sait que l’application u → 1
2‖u − z‖

2 de C dans R atteint sa borne inférieure
en un unique point c de C tel que c = ProjCz. D’où

proxfz = ProjCz.

3. Un cas usuel est la synthèse des deux exemples précédents. En appellent encore C
un ensemble convexe fermé, on prend

f(u) = 〈a, u〉 − β + ΨC(u),
c’est-à-dire, que f vaut +∞ hors de C et se réduit sur C à une fonction affine
continue. On trouve par le même calcul fait dans (2.3) que

Φ(u) = 1
2‖u− z‖

2+〈a, u〉 − β + ΨC(u)

= 1
2‖u− z‖

2+〈a, u〉 − β (u ∈ C)

= 1
2‖u− (z − a)‖2+〈a, z〉 − 1

2‖a‖
2−β (u ∈ C)

d’après 1. et 2. on trouve alors
proxfz = ProjC(z − a).
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2.2 Théorème des fonctions duales

Proposition 2.2.1. Soient f, g ∈ Γ0(H) deux fonctions duales l’une de l’autre i.e. f ∗ = g

et soient x, y, z trois éléments de H. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes
(a) z = x+ y, f(x) + g(y) = 〈x, y〉 i.e. y ∈ ∂f(x).
(b) x = proxfz, y = proxgz.

Démonstration. 1) Soient x, y, z ∈ H possédant la propriété (a) [ implique que
x ∈ dom(f)]. Il résulte de l’inégalité de Young-Fenchel (relation (1.3)), que pour tout
u ∈ H

f(u) + g(y) ≥ 〈u, y〉.

Par la relation (2.1) et cette dernière inégalité, on trouve (prenant en compte (a))

Φ(u)− Φ(x) = 1
2‖u− z‖

2 + f(u)− 1
2‖x− z‖

2 − f(x)

= 1
2‖u− x− y‖

2 + f(u)− 1
2‖x− x− y‖

2 − f(x)

= 1
2‖u− x− y‖

2 + f(u)− 1
2‖y‖

2 − f(x)

≥ 1
2‖u− x− y‖

2 − 1
2‖y‖

2 + 〈u, y〉 − g(y)− f(x)

= 1
2‖u− x− y‖

2 − 1
2‖y‖

2 + 〈u, y〉 − 〈x, y〉

= 1
2‖u− x− y‖

2 − 1
2‖y‖

2 + 〈u− x, y〉 (2.4)

et ce dernier membre se réduit à 1
2‖u− x‖

2 car

1
2‖u− x− y‖

2 − 1
2‖y‖

2 + 〈u− x, y〉 = 1
2〈u− x− y, u− x− y〉 −

1
2‖y‖

2+〈u− x, y〉

= 1
2‖u− x‖

2−〈u− x, y〉+ 1
2‖y‖

2−1
2‖y‖

2+〈u− x, y〉

= 1
2‖u− x‖

2≥ 0. (2.5)

Alors,
Φ(x) ≤ Φ(u),∀u ∈ H (2.6)

i.e. x est un minimum de Φ(·). Donc, d’après la Proposition 2.1.2

x = proxfz.

De même, procéder en inter-changeant f, g et x, y, on déduit que y = proxgz.
2) Réciproquement, soit z ∈ H et soit x = proxfz c’est à dire, x est le point où Φ atteint
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2.2. Théorème des fonctions duales

son minimum, [cela implique que f(x) 6= +∞].
Soit y′ = z − x. Pour tout u ∈ H et tout λ ∈]0, 1[, la convexité de f donne

f(λu+ (1− λ)x) ≤ λf(u) + (1− λ)f(x),

et comme la fonction Φ(·) atteint son minimum au point x, on a

Φ(λu+ (1− λ)x) = 1
2‖λu+ (1− λ)x− z‖2+f(λu+ (1− λ)x)

= 1
2‖λ(u− x) + x− z‖2+f(λ(u− x) + x)

≥ 1
2‖x− z‖

2+f(x) = Φ(x). (2.7)

En rapprochant ces deux inégalités, on obtient

f(λu+ (1− λ)x) ≥ 1
2‖x− z‖

2+f(x)− 1
2‖λ(u− x) + x− z‖2

≥ 1
2‖y

′‖2+f(x)− 1
2‖λ(u− x)− y′‖2, (2.8)

d’où
1
2‖y

′‖2+f(x)− 1
2‖λ(u− x)− y′‖2≤ λf(u) + (1− λ)f(x).

Il vient que,
1
2‖y

′‖2−1
2‖λ(u− x)− y′‖2≤ λf(u)− λf(x)

donc
1
2‖y

′‖2−1
2λ

2‖u− x‖2−1
2‖y

′‖2+λ〈u− x, y′〉 ≤ λf(u)− λf(x)

alors
λ
(
− 1

2λ‖u− x‖
2+〈u− x, y′〉

)
≤ λ

(
f(u)− f(x)

)
. (2.9)

Puisque λ > 0, cela équivaut à

−1
2λ‖u− x‖

2+〈u− x, y′〉 ≤ f(u)− f(x),

autrement dit,
−1

2λ‖u− x‖
2+〈u, y′〉 − 〈x, y′〉 ≤ f(u)− f(x),

par conséquent,
〈u, y′〉 − f(u) ≤ 〈x, y′〉 − f(x) + 1

2λ‖u− x‖
2. (2.10)

Comme λ peut être pris arbitrairement voisin de zéro, il en résulte que

〈u, y′〉 − f(u) ≤ 〈x, y′〉 − f(x), ∀u ∈ H.
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2.2. Théorème des fonctions duales

Alors

〈x, y′〉 − f(x) = sup
u∈H

(
〈u, y′〉 − f(u)

)
= g(y′),

ce qui donne
〈x, y′〉 = f(x) + g(y′) avec y′ = x− z.

D’autre part, on reprend les même étapes en permutant f, g et x, y, il en résulte que y, y′, z
possèdent la propriété (a). Ce qui achève la démonstration. �

Remarque 2.2.2. Pour z ∈ H, nous avons

z = proxfz + proxgz.

Cette formule est appelée "décomposition de Moreau". En effet, par la relation (1.5)

x = proxfz ⇔ z − x ∈ ∂f(x)

⇔ x ∈ ∂g(z − x)

⇔ z − x = proxgz.

Corollaire 2.2.3. Si P et Q sont deux cônes mutuellement polaires dans H et x, y, z
trois éléments de H. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) z = x+ y, x ∈ P, y ∈ Q, 〈x, y〉 = 0 ;
(b) x = ProjP z, y = ProjQz.

Démonstration. On prend f(·) = ΨP (·) (où P est le cône convexe fermé). On voit
immédiatement que la fonction conjuguée

g(y) = sup
x∈P
〈x, y〉,

qui est la fonction indicatrice du cône convexe fermé de

Q =
{
y ∈ H : 〈x, y〉 ≤ 0,∀x ∈ P

}
.

La relation des points conjugués f(x) + g(y) = 〈x, y〉 implique que f(x) et g(y) sont finis,
exige ici f(x) = g(y) = 0. Cette relation se réduit donc dans le cas présent à l’orthogonalité

〈x, y〉 = 0 avec x ∈ P et y ∈ Q.

Soit u ∈ P , on a Φ(u) = 1
2‖u− z‖

2. On voit que cette fonction atteint sa borne inférieure
en un unique point x ∈ P , appelé projection de z sur P . Alors l’application proxf (resp.
proxg) est ProjP (resp. ProjQ) (d’après l’Exemple 2.1.3 (2)). �

28



2.3. Questions d’images

Proposition 2.2.4 (Contraction des distances ). Soient z et z′ dans H, on a

‖proxfz − proxfz′‖≤ ‖z − z′‖, (2.11)

de sorte que l’application proxf est continue de H dans H muni de la topologie forte.

Démonstration. Soient z, z′ ∈ H, on pose

x = proxfz, x′ = proxfz
′;

y = proxgz, y′ = proxgz
′.

Nous avons d’après la Proposition 2.2.1 (a) ;

z = x+ y, z′ = x′ + y′, y ∈ ∂f(x) et y′ ∈ ∂f(x′).

En utilisant la monotonie du sous-différentiel de f (Théorème 1.2.47), il vient que

〈z′ − z, x′ − x〉 = 〈x′ + y′ − (x+ y), x′ − x〉

= ‖x′ − x‖2+〈y′ − y, x′ − x〉

≥ ‖x′ − x‖2.

i.e.

‖proxfz′ − proxfz‖2 ≤ 〈proxfz′ − proxfz, z′ − z〉

≤ ‖proxfz′ − proxfz‖‖z′ − z‖.

D’où
‖proxfz′ − proxfz‖≤ ‖z′ − z‖,

ce qu’il fallait démontrer. �

2.3 Questions d’images

Proposition 2.3.1. L’image réciproque d’un point a ∈ H par l’application proxf est
l’ensemble convexe fermé (éventuellement vide)

prox−1
f (a) = a+ ∂f(a). (2.12)
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Démonstration. Pour que proxfz = a, il faut et il suffit, d’après la Proposition 2.2.1,
que z = a+ y tel que f(a) + g(y) = 〈a, y〉 i.e., y ∈ ∂f(a). Autrement dit,

proxfz = a⇒ z ∈ prox−1
f (a).

Comme z = a+ y avec y ∈ ∂f(a) alors

prox−1
f (a) = a+ ∂f(a).

qui est un ensemble convexe fermé (éventuellement vide).
Ce qui achève la démonstration. �

L’image réciproque en question est non vide si et seulement si ∂f(a) est non vide i.e.,

prox−1
f (a) 6= ∅ ⇐⇒ ∂f(a) 6= ∅.

Corollaire 2.3.2. L’image proxf (H) de l’espace entier H est l’ensemble des points où la
fonction f est sous-différentiable, qui est appelé assise de f i.e.

proxf (H) = {x ∈ H : ∂f(x) 6= ∅}.

Remarque 2.3.3. En rapprochant le Corollaire 2.3.2 de la Proposition 2.1.2 (existence
du point proximal), on voit que l’assise de f ∈ Γ0(H) ne peut pas être vide.

Proposition 2.3.4. L’ensemble (éventuellement vide) des points fixes de l’application
proxf coïncide avec l’ensemble ∂g(0) des points où la fonction f atteint sa borne inférieure
(Remarque 1.2.38).

Démonstration. Soit z ∈ H par la Remarque 2.2.2, on a

z = proxfz + proxgz.

On voit que z est un point fixe de proxf si et seulement si

proxgz = 0,

c’est-à-dire, par la Proposition 2.3.1, z ∈ prox−1
g 0 = ∂g(0). �
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2.4 Fonction primitive d’une application proximale

La fonction proximale étant par définition le point où la fonction Φ(·) (relation (2.1))
atteint son minimum, il est naturel de s’intéresser à la valeur de ce minimum considéré
comme fonction de z.

Définition 2.4.1. La fonction à valeurs dans R, partout définie sur H,

z 7−→ ϕ(z) = 1
2‖y‖

2+f(x), (2.13)

où x = proxfz et y = proxgz, est appelée fonction primitive de l’application proxg.

Proposition 2.4.2. La fonction ϕ appartient à Γ0(H) et sa duale est la fonction

y 7−→ θ(y) = 1
2‖y‖

2+g(y).

Démonstration. 1) Soit κ un élément quelconque de H et soient ξ = proxfκ et
η = proxgκ. La fonction affine continue

z 7−→ µκ(z) = 〈η, z〉 − 1
2‖η‖

2−g(η), z ∈ H, (2.14)

est une minorante de ϕ. En effet, on a

ϕ(z)− µκ(z) = 1
2‖y‖

2+f(x)− 〈η, z〉+ 1
2‖η‖

2+g(η) (2.15)

et en vertu de l’inégalité de Young-Fenchel (relation (1.3))

f(x) + g(η)− 〈η, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ H,

La relation (2.15) donne ( en évoquant x+ y = z)

ϕ(z)− µκ(z) ≥ 1
2‖y‖

2+1
2‖η‖

2−〈η, z〉+ 〈η, x〉

= 1
2‖y‖

2+1
2‖η‖

2−〈η, z − x〉

= 1
2‖y‖

2+1
2‖η‖

2−〈η, y〉

= 1
2‖y − η‖

2≥ 0.

En outre, µκ est une minorante de ϕ. Elle prend au point κ la même valeur que ϕ puisque,
d’après la Proposition 2.2.1, on a

ξ + η = κ avec f(ξ) + g(η) = 〈ξ, η〉.
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Il s’en suit que

µκ(z) = 〈η, z〉 − 1
2‖η‖

2−g(η)

= 〈η, z〉 − 1
2‖η‖

2−〈ξ, η〉+ f(ξ)

= 〈η, z〉 − 1
2‖η‖

2−〈κ− η, η〉+ f(ξ)

= 〈z, η〉 − 1
2‖η‖

2−〈κ, η〉+ ‖η‖2+f(ξ)

= 〈z − κ, η〉+ 1
2‖η‖

2+f(ξ)

= 〈z − κ, η〉+ ϕ(κ). (2.16)

Donc
ϕ(z) = sup

κ∈H
µκ(z). (2.17)

Cela montre que ϕ appartient à Γ0(H), puisque ϕ est l’enveloppe supérieure d’une famille
de fonctions affines continues (Proposition 1.2.21).
2) Pour chercher la fonction duale de ϕ, on écrit (2.17) sous la forme

ϕ(z) = sup
κ∈H

[
〈η, z〉 − 1

2‖η‖
2−g(η)

]
= sup

η∈proxgH

[
〈η, z〉 − 1

2‖η‖
2−g(η)

]
≤ sup

η∈H
[〈η, z〉 − θ(η)] = θ∗(z),

c’est-à-dire que ϕ est majorée par la fonction duale de θ. Donc par la Proposition 1.2.32
θ∗∗ ≤ ϕ∗ et puisque θ ∈ Γ0(H), car de la relation (2.14)

θ(η) = 〈η, z〉 − µκ(z), z ∈ H

donc

θ(η) = sup
z∈H

(
〈η, z〉 − µκ(z)

)
= µ∗κ(η),

on en déduit que θ∗∗ = θ. D’où
θ ≤ ϕ∗. (2.18)

Il reste à prouver l’inégalité inverse,

θ(y) ≥ sup
κ∈H

[〈κ, y〉 − ϕ(κ)] = ϕ∗(y), ∀y ∈ H,
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ceci revient à montrer que, pour tous y, κ ∈ H,

θ(y)− 〈κ, y〉+ ϕ(κ) ≥ 0.

Notons que (g étant la fonction duale de f)

f(ξ) + g(y) ≥ 〈ξ, y〉, ∀ξ ∈ H.

On aura donc

θ(y)− 〈κ, y〉+ ϕ(κ) = 1
2‖y‖

2+g(y)− 〈κ, y〉+ 1
2‖η‖

2+f(ξ)

≥ 1
2‖y‖

2+1
2‖η‖

2−〈κ, y〉+ 〈ξ, y〉

= 1
2‖y‖

2+1
2‖η‖

2−〈κ− ξ, y〉

= 1
2‖y‖

2+1
2‖η‖

2−〈η, y〉

= 1
2‖η − y‖

2≥ 0,

par conséquent θ = ϕ∗. Ce qui achève la démonstration. �

Proposition 2.4.3. En tout point z de H, la fonction ϕ est différentiable au sens de
Fréchet et son gradient en ce point est y = proxgz.

Démonstration. Puisque la fonction µκ telle qu’elle est exprimée en (2.14) minore ϕ,
on a d’après (2.16)

µκ(z)− ϕ(κ) = 〈z − κ, η〉

et par (2.17), on trouve

ϕ(z)− ϕ(κ) ≥ 〈z − κ, η〉 ∀κ ∈ H, (2.19)

avec η = proxgκ. De même, échangeant z et κ,

ϕ(κ)− ϕ(z) ≥ 〈κ− z, y〉 ∀z ∈ H, (2.20)

avec y = proxgz. En évoquant (2.19) et (2.20), on obtient

0 ≤ ϕ(κ)− ϕ(z)− 〈y, κ− z〉 ≤ 〈κ− z, η〉 − 〈κ− z, y〉

= 〈κ− z, η − y〉.
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Comme η et y sont les images respectives de κ et z par l’application proxg, laquelle
contracte les distances (relation (2.11)), le dernier membre admet la majoration

〈η − y, κ− z〉 = 〈proxgκ− proxgz, κ− z〉

≤ ‖proxgκ− proxgz‖‖κ− z‖≤ ‖κ− z‖2.

Donc

0 ≤ lim
κ→z

∣∣∣∣ϕ(κ)− ϕ(z)− 〈y, κ− z〉
∣∣∣∣

‖κ− z‖
≤ lim

κ→z
‖κ− z‖= 0.

Ceci montre que la fonction ϕ est Fréchet différentiable au point z avec dϕ(z) = y.
Ce qui achève la démonstration. �

Exemple 2.4.4. Comme dans l’Exemple 2.1.3, on prend f = ΨC (C une partie convexe
fermée non vide de H). Alors

x = ProjCz i.e. ‖x− z‖= dC(z).

Donc
ϕ(z) = 1

2‖z − x‖
2= 1

2d
2
C(z).

Il est élémentaire que cette fonction est différentiable au sens de Fréchet et que son gradient
est y = z − x (voir Exemple 1.2.28).

34



CHAPITRE 3

PROBLÈME D’ÉVOLUTION RELATIF A
UN OPÉRATEUR SOUS-DIFFÉRENTIEL

L’objectif de ce chapitre est l’étude, dans un espace hilbertien réel, d’une inclusion
différentielle du premier ordre de type,

(P)


−du

dt
(t) ∈ ∂ϕ(t, u(t)) p.p. t ∈ I

u(0) = x;

où ∂ϕ(t, ·) est le sous différentiel d’une fonction propre convexe s.c.i. ϕ(t, ·).
Les résultats de ce chapitre sont pris de [16].

Hypothèses

Soit ϕ : I ×H →]−∞,+∞] vérifiant :
(H1) Pour chaque t ∈ I, u 7−→ ϕ(t, u) est convexe s.c.i. et différente de la constate +∞.
(H2) Il existe deux fonctions k : H → R+ lipschitzienne de rapport ρ et a : I → R

absolument continue et à dérivée dans L2
H(I) telle que pour chaque t, s ∈ I

γ(t, u) ≤ γ(s, u) + k(u)|a(t)− a(s)| (3.1)
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où γ(t, ·) représente la fonction duale de ϕ(t, ·) (c’est-à-dire, ϕ∗(t, ·)).
(H3) 0 ∈ dom(γ) (qui ne dépend pas de t d’après l’hypothèse (H2)).

Remarque 3.0.1. On a
inf
u∈H

ϕ(T, u) = −γ(T, 0).

En effet, on a par définition

−γ(T, 0) = −ϕ∗(T, 0)

= − sup
u∈H

(
〈0, u〉 − ϕ(T, u)

)
= − sup

u∈H

(
− ϕ(T, u)

)
= inf

u∈H
ϕ(T, u)

et donc quitte à remplacer la fonction ϕ par ϕ̃, définie par

ϕ̃(t, u) = ϕ(t, u)− inf
v∈H

ϕ(T, v),

et nous avons

(ϕ̃)∗(t, w) = sup
u∈H

(
〈w, u〉 − ϕ̃(t, u)

)
= sup

u∈H

(
〈w, u〉 − ϕ(t, u) + inf

v∈H
ϕ(T, v)

)
= ϕ∗(t, w) + inf

v∈H
ϕ(T, v)

avec

∂ϕ̃(t, u) =
{
w ∈ H, ϕ̃(t, u) + (ϕ̃)∗(t, w) = 〈u,w〉

}
=
{
w ∈ H,ϕ(t, u)− inf

v∈H
ϕ(T, v) + ϕ∗(t, w) + inf

v∈H
ϕ(T, v) = 〈u,w〉

}
=
{
w ∈ H,ϕ(t, u) + ϕ∗(t, w) = 〈u,w〉

}
= ∂ϕ(t, u)

on peut supposer que
ϕ(T, u) ≥ 0, ∀u ∈ H. (3.2)

c’est ce que nous fairons désormais.

Théorème 3.0.2. Soit ϕ : I × H →] − ∞,+∞] une fonction satisfaisant (H1), (H2)
et (H3). Alors, il existe pour chaque x ∈ dom(ϕ(0, ·)) une fonction unique u : I → H

absolument continue telle que
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a) du
dt
∈ L2

H(I) ;

b) u(t) ∈ D(∂ϕ(t, ·)) et −du
dt

(t) ∈ ∂ϕ(t, u(t)) p.p. t ∈ I

c) u(0) = x.

Autrement dit, le problème (P) admet une solution unique u ∈ W 1,2
H (I).

Démonstration. La démonstration est répartie en plusieurs étapes.
Si nous proposons pour chaque t ∈ I, A(t) = ∂ϕ(t, ·), il est bien connu par (H1) et le
Théorème 1.2.47 que chaque opérateur A(t) est maximal monotone. Dans le cas présent,

Aλ(t) = ∂ϕλ(t, ·)

où ϕλ(t, ·) est la fonction

ϕλ(t, u) = inf
v∈H

( 1
2λ‖u− v‖

2+ϕ(t, v)
)
. (3.3)

Étape 1 : "Régularisation du problème".

Par la relation (3.3), on peut écrire pour tout u ∈ H

ϕλ(t, u) = 1
λ

inf
v∈H

(1
2‖u− v‖

2+(λϕ)(t, v)
)
.

Via la Proposition 2.1.2, la fonction numérique

v 7→ 1
2‖u− v‖

2+(λϕ)(t, v).

possède un minimum strict que l’on note

xp = prox(λϕ)(t,.)u.

On déduit que,
ϕλ(t, u) = 1

λ

(1
2‖u− xp‖

2+(λϕ)(t, xp)
)
. (3.4)

Posons yp = u− xp i.e. xp = u− yp. Donc par la Proposition 2.3.1,

u ∈ prox−1
(λϕ)(t,.)(u− yp) = (u− yp) + ∂(λϕ)(t, u− yp).

Par conséquent,
yp ∈ ∂(λϕ)(t, xp),
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et en vertu de la Proposition 2.2.1, on déduit que

yp = prox(λϕ)∗(t,.)u.

Comparant (3.4) par (2.13), on conclut via la Proposition 2.4.3 que ϕλ est Fréchet diffé-
rentiable et son gradient est

yp = 1
λ
prox(λϕ)∗(t,.)u

= 1
λ
proxλγ(t, .

λ
)u.

par le Théorème 1.2.39, on a

∂ϕλ(t, u) = 1
λ
proxλγ(t, .

λ
)u. (3.5)

Les équations régularisées se présentent donc sous la forme :

(Eλ)


−duλ

dt
(t) = 1

λ
proxλγ(t, .

λ
)uλ(t) p.p. t ∈ [0, T ],

uλ(0) = x.

Proposition 3.0.3. Pour chaque λ > 0, il existe une fonction uλ : I → H continûment
dérivable et vérifiant


−duλ

dt
(t) = 1

λ
proxλγ(t, .

λ
)uλ(t) p.p. t ∈ [0, T ],

uλ(0) = x.

Cette Proposition résulte du Lemme suivant.

Lemme 3.0.4. Pour chaque λ > 0, il existe une fonction Mλ : H → R+ du type Lipschitz
de rapport 4ρ et vérifiant

‖proxλγ(t, .
λ

)z − proxλγ(s, .
λ

)z‖2≤Mλ(z)|a(t)− a(s)| ∀t, s ∈ I, ∀z ∈ H. (3.6)

Démonstration. z étant supposé fixé, nous posons

p(t) = proxλγ(t, .
λ

)z et Γ(t, u) = 1
2‖u− z‖

2+λγ(t, u
λ

).

Alors pour tout u ∈ H
Γ(t, u) ≥ Γ(t, p(t)) + 1

2‖u− p(t)‖
2. (3.7)

Cette inégalité dûe à Moreau se démontre de la manière suivante. p(t) étant le point où
la fonction Γ(t, ·) atteint son minimum on a alors,

Γ(t, p(t)) ≤ Γ(t, u) ∀u ∈ H,
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Or
Γ(t, u) ≥ Γ(t, p(t)) + 〈0, u− p(t)〉 ∀u ∈ H,

donc
0 ∈ ∂Γ(t, p(t)). (3.8)

On pose f(u) = 1
2‖u − z‖2. Il est clair que f est Gâteaux-différentiable (voir Exemple

1.2.28). En vertu de l’additivité des sous-différentiels des fonctions u 7→ 1
2‖u − z‖2 et

u 7→ λγ(t, u
λ
) (Théorème 1.2.40), on a

∂Γ(t, p(t)) = ∂f(t, p(t)) + ∂(λγ(t, .
λ

))(p(t)) = (p(t)− z) + λ∂(γ(t, .
λ

))p(t),

d’où l’expression (3.8) s’écrit aussi pour λ > 0

z − p(t)
λ

∈ ∂
(
γ(t, .

λ
)
)

(p(t)). (3.9)

C’est-à-dire, pour tout u ∈ H

λγ
(
t,
u

λ

)
≥ λγ

(
t,
p(t)
λ

)
+ 〈z − p(t), u− p(t)〉, ∀u ∈ H.

Donc

1
2‖u−z‖

2+λγ
(
t,
u

λ

)
≥ 1

2‖p(t)−z‖
2+λγ

(
t,
p(t)
λ

)
+
〈
z−p(t), u−p(t)

〉
+1

2‖u−z‖
2−1

2‖p(t)−z‖
2,

ce qui implique que

Γ(t, u) ≥ Γ(t, p(t)) + 〈z − p(t), u− p(t)〉+ 1
2‖u− z‖

2−1
2‖p(t)− z‖

2.

〈
z − p(t), u− p(t)

〉
+ 1

2‖u− z‖
2−1

2‖p(t)− z‖
2

= 〈z − p(t), u− p(t)〉+ 1
2〈u− z, u− z〉+ 1

2〈z − p(t), p(t)− z〉

= 〈z − p(t), u− p(t) + 1
2p(t)−

1
2z〉+ 1

2〈u− z, u− z〉

= 〈z − p(t), u− 1
2z −

1
2p(t)〉+ 1

2〈u− z, u− z〉

= 〈z − p(t), 1
2u−

1
2z〉+ 〈z − p(t), 1

2u−
1
2p(t)〉+ 1

2〈u− z, u− z〉

= 〈z − p(t) + u− z, 1
2(u− z)〉+ 1

2〈z − p(t), u− p(t)〉

=
〈1

2u−
1
2z + 1

2z −
1
2p(t), u− p(t)

〉
= 1

2

〈
u− p(t), u− p(t)

〉
= 1

2‖u− p(t)‖
2,
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d’où
Γ(t, u) ≥ Γ(t, p(t)) + 1

2‖u− p(t)‖
2.

Alors pour chaque u ∈ H et chaque s ∈ I, en vu de la définition de Γ, de l’hypothèse
(H2) et de l’inégalité (3.7)

Γ(s, u) = 1
2‖u− z‖

2+λγ
(
s,
u

λ

)
≥ 1

2‖u− z‖
2+λγ

(
t,
u

λ

)
− λk

(
u

λ

)
|a(t)− a(s)|

= Γ(t, u)− λk
(
u

λ

)
|a(t)− a(s)|

≥ Γ(t, p(t)) + 1
2‖u− p(t)‖

2−λk
(
u

λ

)
|a(t)− a(s)|

= 1
2‖p(t)− z‖

2+λγ
(
t,
p(t)
λ

)
+ 1

2‖u− p(t)‖
2−λk

(
u

λ

)
|a(t)− a(s)|

≥ 1
2‖p(t)− z‖

2+λγ
(
s,
p(t)
λ

)
− λk

(
p(t)
λ

)
|a(t)− a(s)|+ 1

2‖u− p(t)‖
2−λk

(
u

λ

)
|a(t)− a(s)|

≥ 1
2‖p(t)− z‖

2+λγ
(
s,
p(t)
λ

)
+ 1

2‖u− p(t)‖
2−λ

[
k
(
u

λ

)
+ k

(
p(t)
λ

)]
|a(t)− a(s)|

= Γ(s, p(t)) + 1
2‖u− p(t)‖

2−λ
[
k
(
u

λ

)
+ k

(
p(t)
λ

)]
|a(t)− a(s)|.

Alors Γ(s, u) ≥ Γ(s, p(t)) quand

‖u− p(t)‖2≥ 2λ
[
k
(
u

λ

)
+ k

(
p(t)
λ

)]
|a(t)− a(s)|.

Ce qui entraine, puisque p(s) est l’unique point où inf
u∈H

Γ(s, u) est atteint, que

‖p(t)− p(s)‖2≤ 2λ
[
k
(
p(t)
λ

)
+ k

(
p(s)
λ

)]
|a(t)− a(s)|. (3.10)

Comme k(·) est du type Lipschitz, on a∣∣∣∣k(p(t)λ
)
− k

(
p(s)
λ

)∣∣∣∣ ≤ ρ
∥∥∥∥p(t)λ − p(s)

λ

∥∥∥∥,
donc

k
(
p(s)
λ

)
≤ ρ

∥∥∥∥p(t)λ − p(s)
λ

∥∥∥∥+ k
(
p(t)
λ

)
,

il vient que

‖p(t)− p(s)‖2 ≤ 2λ
[
k
(
p(t)
λ

)
+ ρ

∥∥∥∥p(t)− p(s)λ

∥∥∥∥+ k
(
p(t)
λ

)]
|a(t)− a(s)|

= 2λ
[
2k
(
p(t)
λ

)
+ ρ

∥∥∥∥p(t)− p(s)λ

∥∥∥∥]|a(t)− a(s)|

= 4λk
(
p(t)
λ

)
|a(t)− a(s)|+ 2ρ‖p(t)− p(s)‖|a(t)− a(s)|
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Or

‖p(t)− p(s)‖2−2ρ‖p(t)− p(s)‖|a(t)− a(s)|+ ρ2|a(t)− a(s)|2

=
(
‖p(t)− p(s)‖+ρ|a(t)− a(s)|

)2

≤ 4λk
(
p(t)
λ

)
|a(t)− a(s)|+ ρ2|a(t)− a(s)|2.

D’où l’en tire

‖p(t)− p(s)‖≤ ρ|a(t)− a(s)|+
√

4λk
(
p(t)
λ

)
|a(t)− a(s)|+ ρ2|a(t)− a(s)|2.

Il en résulte donc, t étant fixé et a(·) est absolument continue, la continuité de s 7→ p(s)
au point t. La fonction réel t 7→ k

(
p(t)
λ

)
est ainsi continue sur I. Posons alors

Mλ(z) = 4λ sup
t∈I

k
(
p(t)
λ

)
.

On obtient, à partir de (3.10),

‖p(t)− p(s)‖2 ≤ 4λ sup
t∈I

k
(
p(t)
λ

)
|a(t)− a(s)|

= Mλ(z)|a(t)− a(s)|.

Il reste à vérifier que Mλ est Lipschitz de rapport 4ρ.
Soit p′(t) = proxλγ(t, .

λ
)z
′ et utilisant la lipschizité de k(·), on trouve

Mλ(z)−Mλ(z′) = 4λ sup
t∈I

k
(
p(t)
λ

)
− 4λ sup

t∈I
k
(
p′(t)
λ

)

≤ 4λ sup
t∈I

(
k
(
p(t)
λ

)
− k

(
p′(t)
λ

))

≤ 4λ sup
t∈I

∣∣∣∣k(p(t)λ
)
− k

(
p′(t)
λ

)∣∣∣∣
≤ 4λ sup

t∈I
ρ

∥∥∥∥p(t)λ − p′(t)
λ

∥∥∥∥
= 4ρ sup

t∈I
‖p(t)− p′(t)‖,

par la Proposition 2.2.4, on aura

Mλ(z)−Mλ(z′) ≤ 4ρ‖z − z′‖.

De même en interverssant z et z′, on déduit que∣∣∣∣Mλ(z)−Mλ(z′)
∣∣∣∣ ≤ 4ρ‖z − z′‖.

�
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Ce Lemme implique que la fonction

fλ(t, u) = 1
λ
proxλγ(t, .

λ
)u,

est continue en t. On sait par ailleurs, qu’elle est contractante en u. Par le Théorème
d’existence de Cauchy ( Théorème 1.3.6), il existe une solution unique pour le problème
(Eλ), uλ : I → H continûment dérivable donc du type Lipschitz, nous noterons kλ une
constante telle que

‖uλ(t)− uλ(s)‖≤ kλ|t− s| ∀t, s ∈ I. (3.11)

Étape 2 : "Majoration des solutions des équations ré-

gularisées".

Proposition 3.0.5. Il existe une constante K > 0, indépendante de λ, telle que∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥
L2
H

≤ K, ∀λ > 0. (3.12)

Démonstration. Posons, pour simplifier l’écriture

pλ(t) = proxλγ(t, .
λ

)uλ(t), qλ(t) = proxλϕ(t,.)uλ(t) (3.13)

et
Φλ(t, u) = 1

2‖uλ(t)− u‖
2+λϕ(t, u). (3.14)

Nous avons, d’après la définition du point proximal (Proposition 2.1.2), Φλ atteint son
minimum en u = qλ(t),

Φλ(t, qλ(t)) = inf
u∈H

Φλ(t, u). (3.15)

Ainsi comme
Φλ(t, qλ(t)) = inf

u∈H

[1
2‖uλ(t)− u‖

2+λϕ(t, u)
]

alors, en utilisant la notion d’inf-convolution

Φλ(t, qλ(t)) =
[1
2‖.‖

2�λϕ(t, .)
](
uλ(t)

)
,

égalité qui s’écrit encore,

Φ∗λ(t, qλ(t)) =
[1
2‖.‖

2�λϕ(t, .)
]∗(

uλ(t)
)
,
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où
[

1
2‖.‖

2�λϕ(t, .)
]∗

représente la duale de 1
2‖.‖

2�λϕ(t, .) et vaut de ce fait ( voir Exemple
1.2.30) [1

2‖.‖
2�λϕ(t, .)

]∗
= 1

2‖.‖
2+λγ(t, .

λ
)

Nous avons,
Φ∗∗λ (t, qλ(t)) = sup

u∈H

{
〈u, uλ(t)〉 − Φ∗λ(t, u)

}
Il vient donc (rappelons que Φ∗∗λ (t, .) = Φλ(t, .))

Φλ(t, qλ(t)) = sup
u∈H

{〈
u, uλ(t)

〉
− 1

2‖u‖
2−λγ

(
t,
u

λ

)}
. (3.16)

Notons, en outre que le suprémum est atteint pour u = pλ(t), ceci provient du fait que
Φλ(t, qλ(t)) vaut aussi

1
2‖uλ(t)‖

2− inf
u∈H

(
1
2‖u− uλ(t)‖

2+λγ
(
t, u
λ

))
.

En effet,

Φλ(t, qλ(t)) = sup
u∈H

(〈
u, uλ(t)

〉
− 1

2〈u, u〉 − λγ
(
t,
u

λ

))
= sup

u∈H

(〈
u, uλ(t)−

1
2u
〉
− λγ

(
t,
u

λ

))
= sup

u∈H

(1
2

〈
u− uλ(t), uλ(t)− u

〉
+ 1

2

〈
uλ(t), uλ(t)− u

〉
+ 1

2

〈
u, uλ(t)

〉
− λγ

(
t,
u

λ

))
= sup

u∈H

(1
2‖uλ(t)‖

2−1
2‖u− uλ(t)‖

2−λγ
(
t,
u

λ

))
= 1

2‖uλ(t)‖
2− inf

u∈H

(1
2‖u− uλ(t)‖

2+λγ
(
t,
u

λ

))
.

Lequel l’inf est atteint, d’après la définition du point proximal, pour u = pλ(t). Il en est
donc de même du supremum dans (3.16).
Avant de compléter la preuve, on aura besoin du Lemme suivant.

Lemme 3.0.6. La fonction t 7→ Φλ(t, qλ(t)) est absolument continue et donc presque
partout dérivable.

Démonstration. En utilisant les relations (2.11), (3.6) et (3.11), on trouve pour tous
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t, s ∈ I

‖pλ(t)− pλ(s)‖ = ‖proxλγ(t, .
λ

)uλ(t)− proxλγ(s, .
λ

)uλ(s)‖

= ‖proxλγ(t, .
λ

)uλ(t)− proxλγ(s, .
λ

)uλ(t) + proxλγ(s, .
λ

)uλ(t)− proxλγ(s, .
λ

)uλ(s)‖

≤ ‖proxλγ(t, .
λ

)uλ(t)− proxλγ(s, .
λ

)uλ(t)‖+‖proxλγ(s, .
λ

)uλ(t)− proxλγ(s, .
λ

)uλ(s)‖

≤
√
Mλ(uλ(t))|a(t)− a(s)|+ ‖uλ(t)− uλ(s)‖

=
√
Mλ(uλ(t))

√
|a(t)− a(s)|+ kλ|t− s|. (3.17)

Mais Mλ(·) étant Lipschitz de rapport 4ρ

Mλ(uλ(t))−Mλ(uλ(0)) ≤ 4ρ‖uλ(t)− uλ(0)‖,

la relation (3.11) et la condition uλ(0) = x entrainent pour t ∈ I que

Mλ(uλ(t)) ≤ 4ρ‖uλ(t)− uλ(0)‖+Mλ(x)

≤ 4ρkλ|t− 0|+Mλ(x)

≤ 4ρkλT +Mλ(x).

Posons alors Bλ =
√

4ρkλT +Mλ(x). On obtient, par la relation (3.17) que

‖pλ(t)− pλ(s)‖≤ Bλ

√
|a(t)− a(s)|+ kλ|t− s|. (3.18)

Fixons t dans I. Pour chaque h > 0 posons

ε(h) = Bλ sup
|t−s|≤h

√
|a(t)− a(s)|+ kλh

De (3.16) et (3.18), il découle alors de manière évidente que, pour chaque
s ∈ [t− h, t+ h] ∩ I

Φλ(s, qλ(s)) = sup
‖u−pλ(t)‖≤ε(h)

u
λ
∈dom(γ)

{
〈u, uλ(s)〉 −

1
2‖u‖

2−λγ
(
s,
u

λ

)}
,
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et ainsi, pour chaque s et s′ dans [t− h, t+ h] ∩ I, on a

Φλ(s, qλ(s))− Φλ(s′, qλ(s′)) = sup
‖u−pλ(t)‖≤ε(h)

u
λ
∈dom(γ)

{
〈u, uλ(s)〉 −

1
2‖u‖

2−λγ
(
s,
u

λ

)}
−

sup
‖u−pλ(t)‖≤ε(h)

u
λ
∈dom(γ)

{
〈u, uλ(s′)〉 −

1
2‖u‖

2−λγ
(
s′,
u

λ

)}

≤ sup
‖u−pλ(t)‖≤ε(h)

u
λ
∈dom(γ)

{
〈u, uλ(s)〉 −

1
2‖u‖

2−λγ
(
s,
u

λ

)
−

〈u, uλ(s′)〉+ 1
2‖u‖

2+λγ
(
s′,
u

λ

)}
= sup
‖u−pλ(t)‖≤ε(h)

u
λ
∈dom(γ)

{
〈u, uλ(s)− uλ(s′)〉 − λγ

(
s,
u

λ

)
+ λγ

(
s′,
u

λ

)}
.

(3.19)

Or nous avons les majorations suivantes. D’après l’hypothèse (H2) et la propriété de
Lipschitz de k(·) on trouve

−λγ
(
s,
u

λ

)
+ λγ

(
s′,
u

λ

)
≤ λk

(
u

λ

)
|a(s)− a(s′)|

≤ λ
(
ρ
∥∥∥∥uλ
∥∥∥∥+ k(0)

)
|a(s)− a(s′)|

≤
(
ρ‖u‖+λk(0)

)
|a(s)− a(s′)|

et par la relation (3.11),

〈u, uλ(s)− uλ(s′)〉 − 〈pλ(t), uλ(s)− uλ(s′)〉 = 〈u− pλ(t), uλ(s)− uλ(s′)〉

≤ ‖u− pλ(t)‖‖uλ(s)− uλ(s′)‖

≤ ε(h)kλ|s− s′|.

Alors

〈u, uλ(s)− uλ(s′)〉 ≤ ε(h)kλ|s− s′|+ 〈pλ(t), uλ(s)− uλ(s′)〉

D’où l’inégalité (3.19) devient ( notons que ‖u− pλ(t)‖≤ ε(h))

Φλ(s, qλ(s))− Φλ(s′, qλ(s′)) ≤ sup
‖u−pλ(t)‖≤ε(h)

u
λ
∈dom(γ)

{
ε(h)kλ|s− s′|+ 〈pλ(t), uλ(s)− uλ(s′)〉+

[
ρ‖u‖+λk(0)

]
|a(s)− a(s′)|

}
≤ ε(h)kλ|s− s′|+ 〈pλ(t), uλ(s)− uλ(s′)〉+[
ρε(h) + ρ‖pλ(t)‖+λk(0)

]
|a(s)− a(s′)|, (3.20)
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qui est vraie pour tous s, s′ ∈ [t − h, t + h] ∩ I. Si on applique (3.20) à t = h = T
2 , on

obtient, en évoquant (3.11)

Φλ(s, qλ(s))− Φλ(s′, qλ(s′)) ≤ ε
(
T

2

)
kλ|s− s′|+

〈
pλ

(
T

2

)
, uλ(s)− uλ(s′)

〉
+[

ρε
(
T

2

)
+ ρ

∥∥∥∥pλ(T2
)∥∥∥∥+ λk(0)

]
|a(s)− a(s′)|

≤ ε
(
T

2

)
kλ|s− s′|+

∥∥∥∥pλ(T2
)∥∥∥∥∥∥∥∥uλ(s)− uλ(s′)∥∥∥∥+[

ρε
(
T

2

)
+ ρ

∥∥∥∥pλ(T2
)∥∥∥∥+ λk(0)

]
|a(s)− a(s′)|

≤
[
ε
(
T

2

)
+
∥∥∥∥pλ(T2

)∥∥∥∥]kλ|s− s′|+[
ρε
(
T

2

)
+ ρ

∥∥∥∥pλ(T2
)∥∥∥∥+ λk(0)

]
|a(s)− a(s′)|

donc
Φλ(s, qλ(s))− Φλ(s′, qλ(s′)) ≤ Kλ|a(s)− a(s′)|+Hλ|s− s′|

où
Kλ = λk(0) + ρε

(
T

2

)
+ ρ

∥∥∥∥pλ(T2
)∥∥∥∥

et
Hλ =

[
ε
(
T

2

)
+
∥∥∥∥pλ(T2

)∥∥∥∥]kλ.
Puisque a(·) est absolument continue, on aura donc s 7→ Φλ(s, qλ(s)) l’est aussi. �

Suite de la démonstration de la Proposition 3.0.5
Soit t ∈ I, appliquant (3.20) à s = t+ h et s′ = t, h choisissant assez petit, on obtient

Φλ(t+ h, qλ(t+ h))− Φλ(t, qλ(t)) ≤ ε(h)kλh+ 〈pλ(t), uλ(t+ h)− uλ(t)〉+[
λk(0) + ρε(h) + ρ‖pλ(t)‖

]
|a(t+ h)− a(t)|

On divise par h que l’on fait tendre vers zéro, on arrive à (rappelons que lim
h→0

ε(h) = 0)

lim
h→0

Φλ(t+ h, qλ(t+ h))− Φλ(t, qλ(t))
h

≤ lim
h→0

ε(h)kλh+ 〈pλ(t), uλ(t+ h)− uλ(t)〉
h

+

lim
h→0

[
λk(0) + ρε(h) + ρ‖pλ(t)‖

]
|a(t+ h)− a(t)|

h
,

on déduit que

d

dt
Φλ(t, qλ(t)) ≤

〈
pλ(t),

duλ
dt

(t)
〉

+
[
λk(0) + ρ‖pλ(t)‖

]∣∣∣∣dadt (t)
∣∣∣∣. (3.21)
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Par le Lemme 3.0.6, t 7→ Φλ(t, qλ(t)) est absolument continue, de plus t 7→ a(t) l’est aussi,
donc presque-partout dérivables, l’inégalité obtenue est vraie pour presque tout t dans I,
or

pλ(t) = proxλγ(t, .
λ

)uλ(t) = −λduλ
dt

(t) p.p. t ∈ I.

Alors l’inégalité (3.21) s’écrit

d

dt
Φλ(t, qλ(t)) ≤

〈
− λduλ

dt
(t), duλ

dt
(t)
〉

+
[
λk(0) + ρ

∥∥∥∥− λduλdt (t)
∥∥∥∥]∣∣∣∣dadt (t)

∣∣∣∣
= −λ

∥∥∥∥duλdt (t)
∥∥∥∥2

+ λ
[
k(0) + ρ

∥∥∥∥duλdt (t)
∥∥∥∥]∣∣∣∣dadt (t)

∣∣∣∣,
on divise par (−λ), il reste∥∥∥∥duλdt (t)

∥∥∥∥2
≤ −1

λ

d

dt
Φλ(t, qλ(t)) +

[
k(0) + ρ

∥∥∥∥duλdt (t)
∥∥∥∥]∣∣∣∣dadt (t)

∣∣∣∣ p.p. t ∈ I.

Une intégration sur I donne
T∫

0

∥∥∥∥duλdt (t)
∥∥∥∥2
dt ≤ −

T∫
0

1
λ

d

dt
Φλ(t, qλ(t))dt+

T∫
0

[
k(0) + ρ

∥∥∥∥duλdt (t)
∥∥∥∥]∣∣∣∣dadt (t)

∣∣∣∣dt,
par l’inégalité de Hölder, on trouve

∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥2

L2
H

≤ −1
λ

T∫
0

d

dt
Φλ(t, qλ(t))dt+

T∫
0

k(0)
∣∣∣∣dadt (t)

∣∣∣∣dt+ ρ

T∫
0

∥∥∥∥duλdt (t)
∥∥∥∥∣∣∣∣dadt (t)

∣∣∣∣dt
≤ 1
λ

[
Φλ(0, qλ(0))− Φλ(T, qλ(T ))

]
+ k(0)

√
T
∥∥∥∥dadt

∥∥∥∥
L2
H

+ ρ
∥∥∥∥dadt

∥∥∥∥
L2
H

∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥
L2
H

.

(3.22)

Or, par les relations (3.14) et (3.15), on a pour tout u ∈ H

Φλ(0, qλ(0)) ≤ Φλ(0, u)

= 1
2‖uλ(0)− u‖2+λϕ(0, u)

= 1
2‖x− u‖

2+λϕ(0, u),

en particulier pour u = x,

Φλ(0, qλ(0)) ≤ Φλ(0, x) = λϕ(0, x). (3.23)

D’autre part,
Φλ(T, qλ(T )) = 1

2‖uλ(T )− qλ(T )‖2+λϕ(T, qλ(T ))

et comme ( voir Proposition 2.2.1 (a))

uλ(T ) = pλ(T ) + qλ(T )⇒ pλ(T ) = uλ(T )− qλ(T ).
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Alors, par (3.2)

Φλ(T, qλ(T )) = 1
2‖pλ(T )‖2+λϕ(T, qλ(T ))

≥ 1
2‖pλ(T )‖2

≥ 0.

Donc la relation (3.22) devient,∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥2

L2
H

≤ ϕ(0, x) + k(0)
√
T
∥∥∥∥dadt

∥∥∥∥
L2
H

+ ρ

∥∥∥∥dadt
∥∥∥∥
L2
H

∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥
L2
H

,

d’où ∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥2

L2
H

− 2
(
ρ

2

∥∥∥∥dadt
∥∥∥∥
L2
H

∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥
L2
H

)
≤ ϕ(0, x) + k(0)

√
T
∥∥∥∥dadt

∥∥∥∥
L2
H

,

donc ∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥
L2
H

≤ ρ

2

∥∥∥∥dadt
∥∥∥∥2

L2
H

+
√√√√k(0)

√
T
∥∥∥∥dadt

∥∥∥∥
L2
H

+ ρ2

4

∥∥∥∥dadt
∥∥∥∥2

L2
H

+ ϕ(0, x)

on conclut que ∥∥∥∥duλdt
∥∥∥∥
L2
H

≤ K, ∀λ > 0

avec K = ρ
2

∥∥∥∥dadt
∥∥∥∥2

L2
H

+
√√√√k(0)

√
T
∥∥∥∥dadt

∥∥∥∥
L2
H

+ ρ2

4

∥∥∥∥dadt
∥∥∥∥2

L2
H

qui est une constante finie car

da
dt
∈ L2

H(I) et du fait que x ∈ dom(ϕ(0, ·)). �

Étape 3 : "Passage à la limite".

Si nous considérons une suite (λn)n∈N strictement décroissante de réel positifs tendant
vers zéro, les résultats des paragraphes précédents se résument de la manière suivante :
Pour chaque entier n, il existe une suite de fonction (uλn)n vérifiant

(Eλn)


−duλn

dt
(t) = 1

λn
proxλnγ(t, .

λn
)uλn(t) p.p. t ∈ [0, T ],

uλn(0) = x,

avec ‖duλn
dt
‖L2

H
≤ K, ∀n ∈ N.

Proposition 3.0.7. Il existe une fonction u : I → R+ absolument continue et à dérivée
dans L2

H(I) telle que
lim
n→∞

uλn = u dans CH(I), (3.24)
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et
lim
n→∞

duλn
dt

= du

dt
dans L2

H(I). (3.25)

Démonstration. Soient m et n deux entiers quelconques tels que n > m. Soit
Aλn(t) = ∂ϕλn(t, ·) avec

Aλn(t) = λ−1
n [I − Jλn(t)] et Jλn(t) = [I + λnA(t)]−1.

Sachant que,

λnAλn(t)uλn(t) + Jλn(t)uλn(t) = [λnAλn(t) + Jλn(t)]uλn(t) = uλn(t),

et en vertu de la Proposition 1.3.2, on a

d

dt
‖uλn(t)− uλm(t)‖2 = 2

〈
uλn(t)− uλm(t), duλn

dt
(t)− duλm

dt
(t)
〉

= 2
〈
λnAλn(t)uλn(t)− λmAλm(t)uλm(t), duλn

dt
(t)− duλm

dt
(t)
〉

+

2
〈
Jλn(t)uλn(t)− Jλm(t)uλm(t), duλn

dt
(t)− duλm

dt
(t)
〉
.

De la monotonie de A(·), la relation (3.5), la Proposition 1.2.50 et du fait que

−duλn
dt

(t) = Aλn(t)uλn(t) ∈ A(t)Jλn(t)uλn(t), (3.26)

il résulte que 〈
Jλn(t)uλn(t)− Jλm(t)uλm(t), duλn

dt
(t)− duλm

dt
(t)
〉
≤ 0.

Ainsi

d

dt
‖uλn(t)− uλm(t)‖2 ≤ 2

〈
λnAλn(t)uλn(t)− λmAλm(t)uλm(t), duλn

dt
(t)− duλm

dt
(t)
〉

= −2
〈
λn
duλn
dt

(t)− λm
duλm
dt

(t), duλn
dt

(t)− duλm
dt

(t)
〉
.

Si nous intégrons cette dernière inégalité sur I, il vient
T∫

0

d

dt
‖uλn(t)− uλm(t)‖2dt ≤ −2

T∫
0

〈
λn
duλn
dt

(t)− λm
duλm
dt

(t), duλn
dt

(t)− duλm
dt

(t)
〉
dt

d’où
‖uλn(T )− uλm(T )‖2≤ −2

〈
λn
duλn
dt
− λm

duλm
dt

,
duλn
dt
− duλm

dt

〉
L2
H

.

Par la suite, pour tout n,m ∈ N,〈
duλn
dt
− duλm

dt
, λn

duλn
dt
− λm

duλm
dt

〉
L2
H

≤ 0. (3.27)

49



Problème d’évolution relatif a un opérateur sous-différentiel

Pour finir, appliquons le Lemme 1.3.11 appliquons à la suite (zn = duλn
dt

)n, on obtient
grâce à (3.27) et (3.12), la convergence dans L2

H(I) de la suite (duλn
dt

)n. Soit v(·) sa limite.
Posons

u(t) = x+
t∫

0

v(s)ds.

Il reste à prouver que u = lim
n→∞

uλn dans CH(I). Nous avons, par l’inégalité de Hölder

‖uλn(t)− u(t)‖ =
∥∥∥∥

t∫
0

duλn(s)
ds

ds−
t∫

0

v(s)ds
∥∥∥∥

≤
t∫

0

∥∥∥∥duλnds
(s)− v(s)

∥∥∥∥ds
=

T∫
0

∥∥∥∥duλnds
(s)− v(s)

∥∥∥∥χ[0,t](s)ds

≤
∥∥∥∥duλndt

− v
∥∥∥∥
L2
H

( T∫
0

χ2
[0,t](s)ds

) 1
2

≤
√
T
∥∥∥∥duλndt

− v
∥∥∥∥
L2
H

,

un passage à la limite quand n→ +∞, affirme que

lim
n→+∞

‖uλn(t)− u(t)‖= 0 ∀t ∈ I.

Donc (uλn(t))n est relativement compacte dans H. Clairement (uλn)n est équicontinue.
En effet, soient t, s ∈ I, s < t

‖un(t)− un(s)‖ =
∥∥∥∥x+

∫ t

0

dun
dτ

(τ)dτ − x−
∫ s

0

dun
dτ

(τ)dτ
∥∥∥∥

=
∥∥∥∥ ∫ t

s

dun
dτ

(τ)dτ
∥∥∥∥

≤
∫ t

s

∥∥∥∥dundτ (τ)
∥∥∥∥dτ

=
∥∥∥∥ ∫ t

0

dun
dτ

(τ)
∥∥∥∥χ[s,t](τ)dτ

≤
∥∥∥∥dundt

∥∥∥∥
L2
H

( ∫ t

s
dτ
) 1

2

≤ K(t− s) 1
2 −→
t→s

0.

Par le Théorème d’Ascoli-Arzéla, (uλn)n converge uniformément vers u dans CH(I).
Montrons maintenant que du

dt
= v p.p. t ∈ I.

Soit pour t ∈ I ((uλn)n est absolument continue)

uλn(t) = x+
t∫

0

duλn
ds

(s)ds.
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On déduit par le Théorème de convergence dominée de Lebesgue et la relation (3.12)

u(t) = lim
n→∞

uλn(t) = x+
t∫

0

lim
n→+∞

duλn
ds

(s)ds = x+
t∫

0

v(s)ds.

Puisque u(·) est absolument continue, alors v = du
dt

p.p. �

Proposition 3.0.8. La fonction u, limite de (uλn)n dans CH(I), vérifie

u(t) ∈ D(∂ϕ(t, ·)) et− du

dt
(t) ∈ ∂ϕ(t, u(t)) p.p. t ∈ I

u(0) = x.

Démonstration. La condition initiale u(0) = x résulte immédiatement du fait que
uλn(0) = x et de la convergence de (uλn)n vers u. Démontrons que

−du
dt

(t) ∈ ∂ϕ(t, u(t)) p.p. t ∈ I.

Puisque la suite
(
duλn
dt

)
n
converge vers du

dt
dans L2

H(I), on peut lui en extraire une sous-

suite, notée aussi
(
duλn
dt

(t)
)
n
qui converge presque partout vers du

dt
(t) dans H.

Pour un tel t nous avons,

uλn(t) −→

n→∞
u(t)

−duλn
dt

(t) −→
n→∞

−du
dt

(t) p.p.

−duλn
dt

(t) = Aλn(t)uλn(t) ∈ A(t)Jλn(t)uλn(t).

Si nous montrons que si n → ∞, Jλn(t)uλn(t) → u(t), nous pourrons alors, utilisant le
fait que A(t) = ∂ϕ(t, ·), déduire que

u(t) ∈ D(∂ϕ(t, ·)) et − du

dt
(t) ∈ ∂ϕ(t, u(t)) p.p. t ∈ I

On a par (3.26)

‖Jλn(t)uλn(t)− u(t)‖ ≤ ‖Jλn(t)uλn(t)− uλn(t)‖+‖uλn(t)− u(t)‖

= λn‖Aλn(t)uλn(t)‖+‖uλn(t)− u(t)‖

= λn

∥∥∥∥duλndt
(t)
∥∥∥∥+ ‖uλn(t)− u(t)‖

≤ λn

[∥∥∥∥duλndt
(t)− du

dt
(t)
∥∥∥∥+

∥∥∥∥dudt (t)
∥∥∥∥]+ ‖uλn(t)− u(t)‖.
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Passant à la limite quand n→ +∞, on trouve

‖Jλn(t)uλn(t)− u(t)‖ →
n→∞

0.

Puisque ϕ(t, ·) est propre convexe s.c.i., alors ∂ϕ(t, ·) est maximal monotone et donc par
la Proposition 1.2.46, ∂ϕ(t, ·) est demi fermé.

�

En conclusion la fonction u limite dans CH(I) de la suite (uλn)n vérifie (a),(b),(c) du
Théorème 3.0.2. Ceci termine la démonstration du Théorème 3.0.2. �
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CONCLUSION

Notre but dans ce mémoire était d’étudier la fonction proximale qui généralise la notion
de projection sur un sous ensemble convexe fermé d’un espace de Hilbert réel.
Pour illustrer ces notions, nous avons présenté un résultat d’existence et d’unicité pour
une inclusion différentielle du premier ordre relative à un opérateur sous-différentiel d’une
fonction propre convexe s.c.i. dans un espace de Hilbert.
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