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INTRODUCTION

L’étude de probleme de mathématique ou de physique conduit souvent a la résolution

d’équations et d’inclusions différentielles, d’ou I'importance de cette branche en mathématiques.
Objectif du mémoire

Dans ce mémoire on s’intéresse a étudier de I'existence de solutions extrémes pour une
classe d’inclusions différentielles non linéaire du second ordre dans un espace de Hilbert

séparable H de la forme

u(t) + A(t,u(t)) + Bu(t) € F(t,u(t),u(t)), p.psurl

u(0) = ug, u(0) = vy,

(Pr)

ou F : IxHxH — H est une multi-application a valeurs non vide, fermées et non convexe
vérifiant certaines conditions, A : D(A) C I x H == H est un opérateur monotone et B
est un opérateur auto-adjoint. Aussi on établi des relation entre les solutions de I'inclusion

(Pr) et les inclusions suivante : I'inclusion différentielle convexifiée

u(t) + A(t,u(t)) + Bu(t) € co(F(t,u(t),u(t))), p.psurl
(Pea(r))
u(0) = ug, u(0) = vy

et U'inclusion différentielle extrémale

u(t) + A(t,u(t)) + Bu(t) € ext(co(F(t,u(t),u(t)))), p.psurl
(Peat(za(r))) .
u(0) = ug, 4(0) = vo.

ii



Introduction

Historique

Nous commencgons par introduire un apercu sur les inclusions différentielles existant

dans la littérature [30], [10] et [37].

L’inclusion différentielle est une généralisation de la notion d’équation différentielle
ordinaire. Par conséquent, tous les problemes envisagés pour les équations différentielles,
a savoir |'existence de solutions, la continuation des solutions, la dépendance a des condi-
tions et parametres initiaux, sont présents dans la théorie des inclusions différentielles.
Cette théorie est relativement ancienne. Elle repose sur les travaux des pionniers comme
G. Bouligand (1932), P. Painlevée (1863-1933) et H. Marchaud (1938). Mais cette théorie
ne redevient a la mode qu’avec les travaux d’une école polonaise autour de T. Wazewski
(1961) qui a montré comment poser un probléeme de controle optimal dans le carde des
inclusions différentielles. Depuis, le champs s’est considérablement élargi et les applica-
tions de cette théorie touchent de tres nombreux domaines tels que la mécanique, le génie
électrique, la biologie médicale, 1’écologie, etc. (Abbas et Mouffak, 2013 ; Balasubrama-
niam, 2002). Il existe de nombreux probléemes appliqués en mathématiques qui incitent
le lecteur a étudier des systemes dynamiques dont les vitesses ne sont pas uniquement

déterminées par I'état du systéme mais qui en dépendent vaguement.

Filippov (1988) a systématisé la théorie des inclusions différentielles et a introduit
les principales propriétés des inclusions différentielles. En effet, il existe une littérature
abondante concernant les inclusions différentielles (Voir Aubin et Cellina [2]; Hu et Pa-

pageorgiou [24] ; Deimling [16]).

Les inclusions différentielles et d’évolution du coté droit fermé non convexe ont fait 1’ob-
jet de I'attention de nombreux chercheurs. De nombreuses publications dans ce théme sont
principalement consacrés aux questions d’existence et de densité de I’ensemble des solu-
tions de 'inclusion du coté droit non convexe F'(t, ) dans I’ensemble des solutions de I'in-
cluions du coté droit convexe ¢o(F'(t,x)) ou co( F'(t,x)) désigne ’enveloppe convexe fermée
de I'ensemble F'(t,z), un grand nombre de publications (voir, par exemple, [34],[3] et
autres) sont consacrées a l'existence et la densité de ’ensemble des solutions de différentes
classes d’inclusions du coté droit ext(co(F'(t,z))) dans 'ensemble des solutions d’une in-
clusion du coté droit convexe ¢o(F'(t,z)), ou ext(co(F(t,x))) est I'ensemble de tous les
points extrémaux de ’ensemble ¢o(F'(¢, z)). Cette derniére propriété est généralement ap-
pelée le principe de "Bang-bang” pour les trajectoires [34], [28]. Dans beaucoup de ces

publications les preuves sont basées sur les premiers résultats de Tolstonogov dans [34] et

v



Introduction

[35] sur les sélections extrémes continues des multi-applications. Les auteurs de ces publi-
cation voient que lorsqu’on considére des inclusions du coté droit non convexe F'(t,x), il
est plus naturel d’étudier des inclusions du coté droit F'(t,z) N ext(co(F(t,z))), puisque
I'ensemble ext(co(F(t,z))) est déterminé par ’ensemble ¢o(F'(t,z)) et 'ensemble F(t,x)
est essentiellement non revendiqué. De plus, dans le cas général ext(co(F (¢, x))) € F(t, x).
L’étude des inclusions du coté droit F(¢,x) Next(co(F(t,x))) peut étre fait en utilisant
les résultats de [32] et [40] sur l'existence et les propriétés topologiques des sélections
extrémes continues des multi-applications. Ce probléme pour les inclusions d’évolution du

premier ordre a été considéré dans le travail [36].
Présentation du travail

On présente le travail de Tolstonogov [38], ot il donne des théorémes d’existence de
solutions pour les problemes (Pr),(Pz(r)) €t (Pegtza(r)))- Ainsi que des approximations
des solutions de linclusion convexifiée (Pzr) par les solutions des inclusions (Pr) et
(Peat(ws(ry))- Cette propriété est appelé relaxation. Notons qu’on a fait des petits change-

ments concernant les espaces pour simplifier les démonstrations.

Tolstonogov, dans son papier [38], s’est intéressé par l'existence de solutions pour
les inclusions d’évolution du second ordre avec un coté droit non convexe (Ppg). Il a
donnée attention a l'existence de solutions extrémes [33] qui ne se pas seulement les
solution de I'inclusion différentielle convexifiée (Pz(ry), mais aussi ce sont des solution de
I'inclusion d’origine (Pp). Il montré que, sous des hypotheéses appropriées, un tel ensemble
de solutions est dense et co-dense dans ’ensemble de solutions d’inclusion différentielle
convexifiée.

L’hypothese de base sur la perturbation F' est la Lipschitzité par rapport aux deuxieme

et troisieme variables, c’est a dire

H(F@?mlayl)aF(t’x?y)) < k(t)(Hxl - {EH + Hyl - y”)

tel, (z,21), (y,y1) € H? ot H est la distance de Hausdorff sur I'espace des ensembles
non vides et fermés et k(.) est une fonction intégrable sur [0, 1]. Ces études sont basé sur le
théoreme du point fixe de Schauder-Tikhonov et la théorie des sélections continues d'une
multi-application a valeurs décomposables.

Les resultats du travail de Tolstonogov [38] complétent et généralisent les résultats de
Tolstonogov dans [36], concernant les inclusions différentielles du premier ordre, aux in-

clusions différentielles du second ordre.
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Organisation de mémoire

Ce mémoire se compose de trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on introduit des définitions, des lemmes et quelques théoremes
qui sont utilisés le long de ce mémoire.

Dons le deuxiéme chapitre, on étudie ’existence de solutions pour les inclusions différentielles

de second ordre.

Le troisiéme chapitre est composé de deux parties présentant des théoremes de relaxation.

vi



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

On commence par ce chapitre, dans lequel nous précisons nos notations et nous rap-
pelons certains définitions, propositions et théoremes dont on aura besoin tout au long de

ce mémoire.

1.1 Notations générales

On note
- 1 =10,1] l'intervalle unité de R.
Soit X un ensemble. On note
- R = [—00, +00].
X, T) un espace topologique.
X, d) un espace métrique.

(
(

- (X, X) un espace mesurable.
(

X, 3, i) un espace mesuré.

- L(I) la tribu sur I des ensembles mesurables au sens de Lebesgue et dans ce cas i

est la mesure de Lebesgue.

- B(X) la tribu Borélienne sur X.



1.1. Notations générales

.(X) Pensemble des parties fermées de X.
Pr(X) l'ensemble des parties compactes de X.

X\A le complémentaire de A dans X.

Soit (X, d) un espace métrique. On note

Byx la boule unité ouverte de X.

Bx la boule unité fermée de X.

Soit E un espace de Banach, alors on note

E’ sont dual topologique, (-, -) leur produit de dualité, || - || la norme de E et || - ||,

la norme de E'.

C(I,E) Tespace de Banach de toutes les applications continues définies sur I a

valeurs dans F muni de la norme ||f(-)||c = sup||f(?)].
tel

LP(I,E) (p € [1,+00[) 'espace de Banach de toutes les applications p-intégrables

au sens de Bochner définies sur I a valeurs dans £ muni de la norme

170l = ( [1r@Pan)”

L>(1, E) l'espace des applications u : I — E essentiellement bornée sur F.
co(D) I'enveloppe convexe de D C FE.
co(D) l'enveloppe convexe fermée de D.

W12(I, E) l'espace des applications u : [ — E de L*(I, E) ayant une dérivée faible

dans L*(I, F) muni de la norme ||ul|y12 = ||ullz + |||

ACY(I, E) I'espace des applications absolument continues et dérivables f : I — E

ayant une dérivée dans L*(I, E) presque partout.

o(E, E’) est la topologie faible sur E.

o(E', E) est la topologie faible* sur E’.

w — F T'espace F muni de la topologie faible.

Sk 'ensemble de toutes les sélections mesurables de la multi-application £ : I = E.
S% Tensemble de toutes les LP-sélections de la multi-application F': [ = E.

— signifie la convergence forte dans FE.

— signifie la convergence faible dans F.

Soit D € E. On note par

|D| le nombre positive donné par |D| = sup||z||.
xeD

2



1.2. Mesurabilité

- 1 : E — R la fonction caractéristique d’une partie D C E d’un ensemble donné,

définie par

1 sitxe D
Ip(z) =
0 sixé¢D,

- (., D) la fonction indicatrice de I'ensemble D C F, définie par

1 sixe D
d(z,D) =

0 sixé¢D.

- 6*(., D) la fonction polaire de J(., D), appelée aussi fonction d’appui de D, définie

sur E’ par
6*(2', D) = sup(z’, x),Va' € E'.
xzeD
On note par H un espace de Hilbert muni de la norme ||.|| et du produit scalaire

().

1.2 Mesurabilité

Les résultats de cette section sont pris de la référence [7].

Définition 1.2.1. Soient X un ensemble non vide, 3 une famille de sous ensembles de

X. Alors % est dite tribu sur X si
1. 0ex;
2. AeY =X \AeY;
3 (A)penCY = UA, €.

neN
e Le couple (X,Y) est appelé espace mesurable, et les éléments de ¥ sont appelés
ensembles mesurables.
e Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée par B(X), est la

plus petite tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.2.2. Soient (X1,31), (X2, Xo) deuz espaces mesurables et f une application
définie sur Xy a valeurs dans Xo. On dit que f est (31, 3;)-mesurables si pour tout
A€y, f7Y(A) e

Si Xy est un espace topologique, une fonction (3q, B(Xz))-mesurable est dite fonction

Borélienne ou Y.1-mesurable.



1.2. Mesurabilité

Définition 1.2.3. Soit (X,X) un espace mesurable et Y un espace métrique. Alors, une
application f : X — Y est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si f

est Y-mesurable et f(X) est séparable.

Proposition 1.2.4. Soient X et X, deux espaces topologiques et f : X1 — X5 une

application. Si f est continue alors f est B(X;)-mesurable.

Définition 1.2.5. Soit (X,X) un espace mesurable. Alors lapplication @ ¥ — R est

dite mesure si
1. p(0) =0;

2. wW(UA,) = S u(An), pour toute suite dénombrable (A,) d’éléments de ¥ deux a

deux disjoints.

e Le triple (X,%, i) est appelé espace mesuré.

e Sip(A) >0, pour tout A € X, on dit que p est une mesure positive et on note
>0, ou que l'espace (X, %, 1) est positif.

e Siu(A) < 0o, pour tout A € X, on dit que p est une mesure finie ou que l’espace
(X, 3, p) est fini.

o Si X est un espace topologique, la mesure p : B(X) — R est appelée mesure

Borélienne.

Définition 1.2.6. Soit X un espace topologique séparé et p une mesure Borélienne. Alors
w est dite réguliére si pour tout A € B(X) et tout ¢ > 0, il eziste un ouvert O et un
ferméV de X, tels que V.C A C O et u(O\V) <e.

Une mesure borélienne finie et régquliere est appelée mesure de Radon.

Définition 1.2.7. Soient (X, %, ) un espace mesuré avec pp > 0 et A un sous ensemble
de X tel que A € ¥. On dit que A est u-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas de
confusion), s’il existe C C X tel que A C C et u(C) = 0.
- On dit qu’une propriété sur X est vraie j-presque partout (u.p.p.), si l’ensemble
ot elle n’est pas vérifiée est p-négligeable.
- La tribu p-compléte de X notée X, est la tribu engendrée par ¥ et les ensembles
u-négligeables, c’est a dire
Y, ={AUZ: AecX etZensemble ;n — négligeable}.
- La tribu X est dite compléte si ¥ = X, c’est a dire, si tout ensemble p-négligeable

appartient a 3.

Définition 1.2.8. Soient (T, %) un espace mesurable, X et Y deuz espaces métriques et

soit f: T x X —Y wune application.



1.2. Mesurabilité

On dit que [ est de Carathéodory si elle est mesurable par rapport a t et continue par

rapport a x, c’est a dire pour tout x € X fixé l'application

fo T =Y
t= fo(t) = f(t @)

est Y-mesurable, et pour tout t € T fixé l'application

ft X =Y
v = filz) = f(t,7)

est continue.

On dit aussi que [ est séparément mesurable, séparément continue.

Lemme 1.2.9. Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et'Y
un espace métrique et soit f :T x X — Y une application de Carathéodory. Alors f est
¥ ® B(X)-mesurable (ici, T x X est muni de la tribu engendrée par les ensembles C' x D

ouCeXetDeB(X)).

Définition 1.2.10. (Tribu de Lebesgue).
La tribu de Lebesgue sur un intervalle I de R notée L(I) est la tribu p-compléte de la

tribu borélienne B(I) pour la mesure de Lebesgue.

Définition 1.2.11. (Voir [38]) Soit C € L(I) ett € 1. Si

o HCO 1)
h—0 h

=1,
alors le point t est dit le point de densité droite de C.
Proposition 1.2.12. (Voir [38]) Presque toutt € C' est un point de densité droite de C'.

Définition 1.2.13. (Fonction simple).
Soient (X, 3) un espace mesurable, Y un espace de Banach et f : X — Y une application.

On dit que f est une fonction simple si elle est de la forme

f = Z ]IAiy’h
=0

ou les Ay = f~ (y;),i € {1,--- ,n}, sont des éléments deux o deux disjoints de 3 et les
yi, 1 € {1,--- ,n}, sont des éléments distincts de Y .

Cette formule est appelée la représentation canonique de f.



1.3. Quelques notions de continuité

Proposition 1.2.14. Soient (X, ) un espace mesurable et (f,)n>1 une suite de fonctions
mesurables définies sur X d valeurs dans R. Si (f,)n>1 converge simplement vers [ alors

f est mesurable.

Théoréme 1.2.15. Soit (X,X, ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach
séparable. Si f : X — E est mesurable, alors il existe une suite (f,)n>1 de fonctions

simples qui converge p-presque partout tout vers f, et pour p-presque tout v € F,

| fr(@)]] < || f(x)]| pour tout n € N*.

1.3 Quelques notions de continuité

Les résultats de cette section sont pris des références [6], [19] et [31].

Définition 1.3.1. Soit X un espace topologique et soit f : X — R. Alors f est dite

semi-continue inférieurement (s.c.i) au point vo € X si et seulement si
Va € R, a < f(zg), IV € V(xy) tel que a < f(x), Ve € V.

Définition 1.3.2. Soit X un espace topologique et soit f : X — R. Alors f est dite

semi-continue supérieurement (s.c.s) au point vo € X si et seulement si
Va e R, a > f(xy), 3V € V() tel que a > f(z), Ve € V.

Remarque 1.3.1. Soit X un espace topologique et soit xo € X. Si f : X — R, alors

1. f est s.c.i au point x¢ si et seulement si

Ve >0, AV, € v(xg), Ve €V, = f(x) — f(xo) > —¢;
2. f est s.c.s au point xq si, et seulement si

Ve >0, AV, € v(xy), Ve € V,, = f(x) — f(z0) < g
3. f est continue au point xy si, et seulement si

Ve >0, 3V, € v(xo), Vo € Vo, |f(x) — flz0)] <e.

Définition 1.3.3. Soient X un espace topologique et f : X — R. Alors f est continue au

point xqy si et seulement si f est s.c.i et s.c.s au point xg € X.



1.4. Fonctions intégrables au sens de Bochner

Définition 1.3.4. Soient X un espace topologique, f : X — R et soit zo € X alors

liminff(z) = sup inf f(x);

T—T0 VGU(IO)IEV

limsupf(z) = inf supf(x).

T—T0 Vev(zo)zeV

Proposition 1.3.5. Soit (X,d) un espace métrique et soit f : X — R. Alors
f est s.c.i au point a < ligl_glff(x) > f(a),
f est s.c.s au point a < limsupf(z) < f(a).

T—ra

Proposition 1.3.6. Soient X un espace topologique et f : X — R. Alors les conditions

sutvantes sont équivalentes,

1. fests.cs surX;

2. les ensembles {x € X : f(z) > A}, A € R sont fermés.
Définition 1.3.7. Soient (X1, 1), (Xa, T2) deux espaces topologiques et f: X1 — Xo une
application.
L’application f est dite séquentiellement continue en v € Xi, si pour toute suite
(xn) C Xy telle que x, — = on a f(x,) — f(x).
L’application f est dite séquentiellement continue sur X si elle séquentiellement

continue en tout point de X;.

Proposition 1.3.8. Soient X1, X5 deux espaces métriques. Alors la continuité séquentiellemnt

est équivalente a la continuité.

1.4 Fonctions intégrables au sens de Bochner

Les résultats de cette section sont pris des références [20] et [2§].

Soient (X, X, 1) un espace mesuré fini et E un espace de Banach.

Définition 1.4.1. Si f : X — E est un application simple avec f = > y;1la,, ot

=0
(Ai)i<i<n €t (Yi)1<i<n sont données comme dans la définition alors l’intégrale
de Bochner de f est définie par

[ F®dnt) = X y(4))
i=1
Cette définition est indépendante des représentations.

7



1.5. Quelques résultats de convergence

Définition 1.4.2. Une application p-mesurable f : X — E est dite intégrable au sens
de Bochner, s’il existe une suite de fonctions simples (f,)n>1 telle que f, — f w1 p.p,

| fn — f || est intégrable au sens de Lebesque et

Jim [ fu= Wl dp =0,
X

ol

1A= X =R
v = | fll(x) = [[f ()]

On pose alors

/fdu = giggo/fndu-
X X

Dans ce cas /fdu est définie pour tout A € ¥ par /fdu = Jgrgo/fndu
A A A

Théoreme 1.4.3. Une application p-mesurable f : X — E est dite intégrable au sens

de Bochner si et seulement si / I flldu < oo.
b

Corollaire 1.4.4. Si f : X — E est une fonction intégrable au sens de Bochner et A € 3,

alors

| [ r@u] < [ 1) ldn.

Théoreme 1.4.5. Soit f : X — E une application intégrable au sens de Bochner et soit
G une application linéaire continue de E a valeurs dans F', ou F est un espace de Banach.

Alors G f est une application intégrable au sens de Bochner d valeurs dans F', et on a

G( ! f(w)du> = ! G f(x)dp.

En particulier, si x' € E' et f : X — E une application intégrable au sens de Bochner,

alors x — (f(x),2") est intégrable et

([ f@dna’) = [(f)dp,).

1.5 Quelques résultats de convergence

Les résultats de cette section sont pris de la référence [17].
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1.6. Quelques résultats d’analyse convexe

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue).
Soit E un espace de Banach, soit 1 < p < 400 et (f,) une suite d’applications mesurables

définies sur I a valeurs dans E. Si la suite (f,) vérifie
(i) fo— f p.p. surl,
(ii) il existe une fonction positive g € LP(I,R) telle que, pour tout n € N, ||f.(t)|| <
9(t) p.p.
Alors f, = [ dans LP(I, E). En particulier, dans le cas p = 1,

/1 Fu(t)dt — /1 F(t)dt

Théoréme 1.5.2 (Réciproque de la convergence de Lebesgue).
Soit E un espace de Banach. Soit 1 < p < 400 et (f,) une suite d’applications mesurables
définies sur I a valeurs dans E. Si f, — f dans LP(I, E) alors il existe (f,,) une sous

suite extraite de (f,) et une fonction positive g € LP(I,R) telles que
(i) for. = [ p-p,
(i) pour tout k, || fn, (D) < g(t) p.p.

Lemme 1.5.3. (Lemme de Fatou)
Pour toute suite (f,)n d’applications mesurables sur I a valeurs dans [0, +o0], la limite

inférieure (resp. supérieure) de la suite (f,), est mesurable et l'on a

/hm inf f,,(¢)dt < lim 1nf/fn(t)dt

n—-+4o0o n—-4o0o

(resp.
lim sup f,, (t)dt > lim sup fn( )dt

I n—+o0 n——+oo

L’égalité n’est en général pas vérifiée.

1.6 Quelques résultats d’analyse convexe

Les résultats de cette section sont pris des références [5] et [6].

Définition 1.6.1. On dit qu’une fonction ¢ : I — R est convexe si pour tout x,y € I

et pour tout A € [0, 1]

e(Az + (1= Ny) < Ap(z) + (1= N)p(y),

et on dit qu’elle est strictement convexe si pour tout x,y € I et pour tout X € [0, 1]

e(Az + (1= Ny) < Ap(z) + (1 = N)p(y).



1.6. Quelques résultats d’analyse convexe

Définition 1.6.2. (Ensembles convexes).
Soit E un espace vectoriel, et soit A C E. On dit que A est un ensemble convexe si

et seulement si
Vu,v € A VA €[0,1] : du+ (1 — MNv € A.

Autrement dit, pour tout u,v € A, le segment de droite
[u,v] ={u+(1-=XNv:Ael0,1]} C A

Définition 1.6.3. (Le simplexe de R").
On appelle Simplexe de R™ [’ensemble A, défini par

An={(A Ao M) ER™ N 2 0 et 3o A = 1}
=1

Définition 1.6.4. Soit E un espace vectoriel et soient x1,xo,...,x, € FE. On appelle

combinaison convexe des éléments xq, xs, ..., x, tout élément x qui s’écrit comme suit

T = i iz tels que (A1, Mgy ooy Ap) € A,
i=1

Proposition 1.6.5. Soit E un espace vectoriel, et soit A C E. On dit que A est convexe

st et seulement s’il contient toutes les combinaisons convexes de ces éléments.

Définition 1.6.6. Soient E un espace vectoriel et A C E. On appelle enveloppe convexe
de A qu’on note co(A), Uintersection de tous les sous ensembles convezes de E contenant
A, c’est en fait le plus petit convere qui contient A. Si FE est un espace vectoriel topo-
logique, on appelle enveloppe convexe fermée de A qu’on note co(A) le plus petit

conveze fermé de E contenant A.

Proposition 1.6.7. Soient E un espace vectoriel, A,B C E et a € R.
1. co(a.A) = aco(A).
2. co(A+ B) = co(A) + co(B).

Si E un espace vectoriel topologique, alors
3. Si A est un sous ensemble convere de X alors A et ;1 le sont aussi.
4. (A) = co(A).
5. to(aA) = aco(A).

10



1.7. Topologies faible et faible*

1.7 Topologies faible et faible*

Les résultats suivants sont pris des références [0] et [12].
Soient X un ensemble, I un ensemble quelconque et soit (Y;);c; une famille d’espaces
topologiques. Pour chaque ¢ € I on se donne une application ¢; : X — Y. Le probleme
posé est de munir X par une topologie 7 la moins fine (avec le minimum d’ouverts) qui

rend continues toutes les applications (;)ic;-

Proposition 1.7.1. Soit 7 [’ensemble des parties de X de la forme

ot U; est un ouvert quelconque de Y;, Fj est un sous ensemble fini d’indices quelconque
de I et J est un ensemble quelconque. Alors, T définit une topologie sur X . De plus, T est

la topologie la moins fine sur X qui rend continues toutes les applications @;(i € I).

1.7.1 Topologie faible

Soient F un espace de Banach et £’ son dual topologique, c’est a dire
E'={f:FE — R, f linéaire continue} = Z(E,R),
muni de la norme

Ifller = sup | (f,z) |= sup 1$f,2)]

+€Bp web\op} |17]

Définition 1.7.2. Soit f € E’ et soit

Pr: EF—R
x> pp(x) = f(z) = (f,z).

Lorsque f d’écrit E', nous obtenons une famille d’applications (py)ep définie sur E d
valeurs dans R. On appelle la topologie faible sur E, la topologie la moins fine sur £
rendant les applications (@y)fep continues et on la note o(E, E').

On note w — E, l'espace E muni de la topologie faible.

Proposition 1.7.3. La topologie faible o(E, E") est séparée.

11



1.7. Topologies faible et faible*

Remarque 1.7.1.

1. E étant un espace de Banach, donc E est muni d’une norme (c’est a dire d’une
distance) et donc on définit la topologie associée a cette norme, cette topologie sera

dite topologie forte.
2. Les ouverts (resp. fermés) faibles (pour o(E,E")) sont aussi des ouverts (resp.
fermés) pour la topologie forte.
Proposition 1.7.4. Soit (z,,),>1 une suite d’éléments de E.

1. La suite (z,)n>1 converge vers x pour o(E, E') (ou faiblement) si et seulement si

((f,n))n>1 converge vers (f,x) pour tout f € E'.
2. Si (xp)n>1 converge fortement vers x, alors (x,),>1 converge faiblement vers .

3. 8i (xn)n>1 converge faiblement vers x alors (||zy,||)n>1 est bornée et nous avons
|z|| < liminf ||z,]|.
n—oo
4. St (xp)n>1 converge faiblement vers x et (f,)n>1 converge fortement vers f dans E’,
alors ((fn, Tn))n>1 converge vers (f,x).

Proposition 1.7.5. Lorsque E est de dimension finie, la topologie forte de E et la topo-
logie faible o(E, E") coincident. En particulier, une suite (x,)n>1 C E converge faiblement

st et seulement si elle converge fortement.

Théoréme 1.7.6. Soit K un sous ensemble convexe de E. Alors K est faiblement fermée

st et seulement si K est fortement fermé.

1.7.2 Topologie faible*

Soit E' un espace de Banach, E’ son dual topologique et E” son bidual (c’est a dire le

dual de F’);
E’"={(: E' — R, { linéaire continue},

muni de la norme ||||g» = sup [((, f)].
fEEE/
Il existe une injection canonique J : E — E”. En effet, pour tout = € E fixé, application

J, B =R
f’—)Jx(f):<f,l‘>,

12



1.7. Topologies faible et faible*

est linéaire continue sur F’, c’est a dire, J, est un élément de E”, et

J:E— E"
r— J(x) = Jg,

est linéaire continue, de plus, elle est une isométrie, et on a
(J, [pre = {f,2)pp Vo € ENNf € E.

Sur 'espace E’ sont définies déja deux topologies :

— La topologie forte associée a la norme de E’ (|| f||zr = sup [(f,z)])-
fEEE/
— La topologie faible o(E’, E").
On définit une troisieme topologie sur E' qu’est la topologie faible*, définie comme
suit.

Définition 1.7.7. La topologie faible* sur E’ est la topologie la moins fine sur E' qui

rend continues toutes les applications (J)zep. On la note o(E', E).
Proposition 1.7.8. Soit E un espace de Banach. La topologie faible* o(E', E') est séparée.

Proposition 1.7.9. Soit (f,), une suite d’éléments de E'. Alors

1. la suite (fn)n>1 converge vers f pour o(E', E) (ou faiblement™) si et seulement si

((fn,x))n>1 converge vers (f,x) pour tout x € X ;
2. i (fn)n>1 converge fortement vers f, alors (fn)n>1 converge faiblement™ vers f ;

3. 51 (fn)n>1 converge vers f pour o(E', E), alors (|| fullg)n est bornée et nous avons
£l < liminf | £,[];

4. 80 (fn)n>1 converge vers f pour o(E', E) et (x,)n>1 converge fortement vers x dans

E alors ((fn,%n))n>1 converge vers (f,x).

Théoréme 1.7.10. Soit E un espace de Banach séparable et soit K C E', un sous
ensemble de E' faiblement™ compact (o(E', E)-compact). Alors K est métrisable, pour

cette topologie.

Proposition 1.7.11. Si E est de dimension finie, les topologies forte, faible et faible*

coincident sur E'.

Théoréme 1.7.12. (Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki).
Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E' est compacte pour la

topologie faible*, o(F', E).

13



1.7. Topologies faible et faible*

1.7.3 Espaces réflexifs

Soit E un espace de Banach.

Définition 1.7.13. On dit que E est réflexif si J(E) = E”, c’est a dire, si J est bijective

(on identifie alors E a E" d laide de l'isomorphisme J).

Théoreme 1.7.14. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. E est réflexif.
2. Bp={z € E: ||z|| <1} est o(E, E')-compact.
3. Pour tout suite (x,)n>1 bornée dans E il existe une sous suite (x,, )k>1 qui converge
pour o(E, E').
Proposition 1.7.15.
e Tout espace de Hilbert est réflexif.
e Tout espace de dimension finie est réflexif.

Corollaire 1.7.16. Soit E un espace réflexif et soit C' C E un convexe fermé borné.

Alors C est compact pour la topologie o(E, E').

Proposition 1.7.17. Si E est réflexif, alors les topologies faible et faible* sur E' coincident.

Dans la suite, on donne comme cas particulier les espaces LF(I, H) avec 1 < p < o0

et ou H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .).

= 1. Alors

Proposition 1.7.18. Soit p €|1,+o0] et soit q son conjugué, i.e, — +

==
Q| =

Uapplication

T LP(1, H) — (LI, H))'
f=J(f) =9y

o

or: LY(I,H) = R
9 05l9) = [ (D). g(®)dt,

1

est une bijection. On identifie alors f avec J(f) € (L1, H)) .
On a alors une notion de convergence faible* dans LP(I, H). Si 1 < p < 400 (on a alors

aussi 1 < g < +00), les notions de convergence faible et faible™ dans LP(I, H) coincident.

14



1.7. Topologies faible et faible*

Proposition 1.7.19. (Convergence faible dans L*(I,H))
Soient p € [1,400[ et q le conjugué de p, (fn)n>1 C LP(I,H) et f € LP(I,H). Alors, la

suite (fn)n>1 converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g € LI(I, H)

(fn, >—/(fn dt—>/ )Yt quand n — +oo.

Proposition 1.7.20. Soit p €1, +oo[. Alors LP(1, H) est un espace réflexif.

Dans l'espace LP(I, E) (p € [1,+oc[) on considére la norme "faible”

(1.1)

b
Jall =, max_ | /a w(s)ds

cette norme est équivalente a la norme

llzll] = maXH/Otx(s)dsH. (1.2)

0<t<1

En effet, pour tout t € T', et en prenant a =0 et b =t

H /Otx(s)dSH < max s)dsH = |||

0<a<b<t

D’ou,

[zl < fl]le- (1.3)

D’autre part, pour tout a,b € T', a < b,

dsH = H/ ds—/ (s)dsH
< H/o x(s)dsH + H/o x(s)dsH

< 2[|[]-

D’ou,

[l < 2[[l] (1.4)

De et (1.4), on déduit que |||, et |||.||| sont équivalentes.
On note par LP (I, E) l'espace LP(I, E) muni de la norme faible.

Lemme 1.7.21. (Voir [29])

Soit H un espace de Hilbert. Soit (f,)n>1 est une suite dans L*(I, H) et f € L*(I,H)
tels que sup|| ful|l2 < oo et || frn — fllw — 0.

Alors, [, nconverge faiblement vers f dans L*(I, H).
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1.8. Quelques résultats de la compacité

1.8 Quelques résultats de la compacité

Les résultats suivants sont pris des références [12] et [25].

Théoréme 1.8.1 (Théoréme d’Ebalein-Smiilian).
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes
(i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

(ii) S est faiblement (relativement) compact.

Théoréme 1.8.2. (Théoréme d’Alaoglu)
Soit E un espace de Banach séparable et soit M C E'. Si M est borné pour la norme de

E’ et fermé pour la topologie o(E', E). Alors M est compact pour cette topologie.

Théoréme 1.8.3. (Théoréeme d’Ascoli-Arzela).
Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet et K un sous ensemble
de C(X,Y). Alors K est relativement compact dans C(X,Y) si et seulement si les deux

conditions ci-dessous sont satisfaites.
1. K est équicontinue;

2. K(z) :={f(z): f € K} est relativement compact dans Y .

Théoréme 1.8.4. (Théoréme de Banch-Mazur).
Soit E un espace de Banach, et soit (z,,) une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x. Alors il existe une suite (z;); dans E telle que chaque z; est une combinaison

conveze des €léments de la suite (x,)n>; et (2;); converge fortement vers x.

Théoréme 1.8.5. Soit E un espace de Banach réflexif. Alors, WY2(I, E) s’injecte de
maniére compact dans L*(I, E), c’est a dire, l'application identique Id : W™(I, E) —
L*(I, E) est compacte (i.e. toute partie bornée S de W12(I, E)) est compacte dans L*(I, E)).

1.9 Distance de Hausdroff

Les résultats de cette section sont pris de la référence [6].

Définition 1.9.1. Soient A, B deuz sous ensembles d’un espace métrique (X,d). Posons
d(w, A) = inf d(z,y).
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1.10. Points extrémaux

e On appelle écart entre A et B que l'on note e(A, B) la quantité définie par

e(A, B) =supd(z, B).

€A
e On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note H(A, B) la quantité

définie par
H(A, B) = max{e(A, B),e(B,A)}.
Remarquons que H(A, B) = H(B, A).
Proposition 1.9.2. Soient A, B, C trois sous ensembles d’un espace métrique (X, d).
1. e(A,0) =00 si A#0.
2. e(h,B) = 0.
3. e(A,B)=0« ACB.
4. e(A,C) <e(A B)+e(B,C).
5. H(A,B)=0< A=B.
6. H(A,C) <H(A B)+H(C,B).
7. | d(z,A) —d(z,B) |< H(A, B), Vz € X.
Remarque 1.9.1.
e (Pu(X),H) est un espace métrique.
e Si(X,d) est un espace métrique complet, alors (Py(X),H) est complet.
e Si X est séparable, (Pr(X),H) est aussi séparable.
e Si X=F un espace vectoriel normé muni de la norme ||.||, alors

H(A, B) < sup||z|| + sup [|z]|.
z€EA r€B

1.10 Points extrémaux

Les résultats de cette section sont pris de la référence [27].

Définition 1.10.1. Soit E un espase vectoriel et K C E. On dit que x € K est un point
extrémal si, v = ax; + (1 — a)zy avec x1, 25 € K et a €0, 1] implique que x1 = 5.

Si K est convexe, un point x € K est extrémal a K si © ne puisse étre intérieur a un
segment de droite joignant deux points de K.

On note par ext(K) 'ensemble des points extrémaux a K.

Théoréme 1.10.2. (Théoréme de Krein-Milman) Soit E un espace topologique tel
que E' sépare les points de E. Alors tout ensemble convexe compact K de E admet au

moins un point extrémal, i.e., ext(K) # ().
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1.11. Multi-applictions

1.11 Multi-applictions

1.11.1 Multi-applications et sélections

Les résultats de cette section sont pris des références [6] et [41].

Définition 1.11.1. Soient X et Y deuz ensembles non vides. On appelle multi-application
(ou fonction multivoque) F définie sur X d valeurs dans Y toute application qui d
chaque élément v € X associe un sous ensemble F'(x) de Y, et on note F: X =3Y.

e On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom(F), le

sous ensemble de Y défini par
D(F) :=dom(F)={x € X : F(z) # 0}.
e On appelle graphe de F, qu’on note Gr(F'), le sous ensemble de X x Y défini par
Gr(F)={(z,y) e X xY :y € F(x)}.
e On appelle image de F, qu’on note Im(F), le sous ensemble de Y défini par

Im(F)={yeY :qxe X, ye Flx)} = U F(x).

zeX

e Si AC X, on appelle image de A par F qu’on note F(A) le sous ensemble de'Y
défini par F(A) = UAF(x), et on peut écrire
xe

FA)={yeY:dz € A ye F(x)}.

e Pour tout V C X, on appelle image réciproque large de F', le sous ensemble
défini par
F U V)={re X :F(x)nV #0}.

e Pour tout V C X, on appelle image réciproque étroite de F', le sous ensemble
défini par
F'V)y={zeX:F(z) CV}

Définition 1.11.2. Soit F : X = Y une multi-application. On appelle sélection de F
toute application f : dom(F) — Y vérifiant

f(z) € F(z), Yz € dom(F).
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1.11.2 Continuité des multi-applications

Les résultats de cette section sont pris des références [2], [4], [6] et [26].

Définition 1.11.3. Soient X etY deux espaces topologiques, et F': X =Y une multi-

application.

1. On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point xy € X si
pour tout ouvert U de X contenant F(xy) c’est a dire F(xy) C U, il existe un
voisinage ) de o tel que F'(2) C U, c’est a dire, I € V(xg) ; F(z) C U, Vz € .

Autrement dit F7'(U) est un voisinage de xy.
o [ est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point xy € X.

2. On dit que F est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point v € X si
pour tout owvert U de X vérifiant F(xo) NU # 0, il existe un voisinage de xq tel
que F(xo) NU # 0, Vz € Q. Autrement dit F~Y(U) est un voisinage de xy.

o [ est s.c.i sur X sielle est s.c.i en tout point xo € X.

3. On dit que F est continue au point xy si elle est s.c.s et s.c.i au point x

Proposition 1.11.4. Soient X et Y deux espaces topologiques, et considérons la multi-

application F : X =Y, alors
(i) F est s.c.s si et seulement si F~Y(U) est fermé de X pour tout U fermé de Y.

(ii) F est s.c.i si et seulement si F~1(U) est ouvert de X pour tout U ouvert de Y.

Lemme 1.11.5. La multi-application F : X == Y est semi-continue inférieurement si
et seulement si la fonction d, : X — R, définie par dy(z) = d(y, F(x)), Vo € X est

semi-continue supérieurement pour tout y € Y .

Théoréme 1.11.6. Soit X et Y deux espaces métriques et F' : X == Y wune multi-
application. Alors, F est semi-continue inférieurement au point ro € X si et seulement
si pour tout suite (x,) de point de X, telle que x,, — xo et pour tout yo € F(x), il existe

une suite (y,) telle que y, € F(x,) et yn — Yo.

Définition 1.11.7. (Continuité par rapport a la distance de Hausdorff).
Soient (X,d) et (Y,d') deuz espaces métriques, et F': X =Y une multi-application, alors
e F est dite H-semi-continue supérieurement au point ro € X si pour tout

e >0, il existe 6 > 0 tel que
F(B(x0,6)) C V(F(x0),¢) ={y €Y : d(y, F(xo)) < ¢}.
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e On dit que F est H-semi-continue supérieurement sur X si elle [’est en tout
point de X.
o I est dite H-semi-continue inférieurement au point xq € X si pour tout

e >0, il existe 6 > 0 tel que
F(xo) C [V(F(x),¢)]°; Vo € B(xg,9).

e On dit que F' est H-semi-continue inférieurement sur X si elle [’est en tout
point de X.
e On dit que F est H-continue si elle est H-semi-continue supérieurement et H-

semi-continue inférieurement.

Proposition 1.11.8. Soit F': X =Y une multi-application a valeurs fermées. Alors,
o I est H-semi-continue supérieurement au point xo € X si et seulement si,

pour toute suite (x,) C X convergente vers xo, on a,

lim e(F(z,), F(z)) =0.

n—oo

o I est H-semi-continue inférieurement au point xqg € X si et seulement si,

pour toute suite (x,) C X convergente vers xo, on a,

lim e(F(zo), F(z,)) =0.

n—oo

e [ est H-continue au point xo € X si et seulement si, pour toute suite (x,) C X

convergente vers xo, on a,

lim H(F(z,), F(z)) = 0.

n—oo

Proposition 1.11.9. Si F' est ‘H-semi-continue inférieurement au point xq alors F' est

semi-continue inférieurement au point xg.

Proposition 1.11.10. Si F'(zg) est compact alors
o I est H-semi-continue supérieurement au point xy si et seulement si F' est semi-
continue supérieurement au point .
o F est H-semi-continue inférieurement au point xo si et seulement si F' est semi-

continue inférieurement au point xg.

Théoréme 1.11.11. (Théoréme d’existence de sélections continues de Michael).
Soit X un espace métrique, E un espace de Banach et F': X = E une multi-application
semi-continue inférieurement a valeurs non vides, fermées et convexes. Alors F admet

une sélection continue.
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1.11.3 Mesurabilité des multi-applications

Nous allons donner maintenant des résultats fondamentaux de la théorie des multi-

applications mesurables [6], [14], [22] et [40].
Définition 1.11.12. Soient (X,3X) un espace mesurable, Y un espace métrique et F :
X =Y une multi-application .

1. On dit que F' est X-mesurable ou mesurable, si pour tout ouvert V de Y
FrV)={z € X :Fz)NV #£0} e .
2. On dit que F est fortement mesurable, si pour tout fermé W de 'Y
F'W)={ze X :Flx)nW #£0} € %.
Proposition 1.11.13. Si F : X =2 Y est fortement mesurable, alors F est mesurable.

Proposition 1.11.14. Soient (X, X)) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable

et soit ' : X =Y une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) F est ¥-mesurable.

(it) Pour chaque y € Y, la fonction d, : X — R est ¥X-mesurable.

Proposition 1.11.15. St F : X == Y est mesurable ou fortement mesurable, alors

dom(F) est mesurable.

Proposition 1.11.16. Soient X un espace topologique et Y un espace métrique séparable,
alors la multi-application F : X = Y est mesurable si et seulement si F : X =Y est

mesurable.

Théoréme 1.11.17. Soient (X, ) un espace mesurable et E un espace de Banach. Soit
F : X x E = FE une multi-application mesurable et v : X — FE une application -

mesurable. Alors, la multi-application x — F(z,u(z)) est mesurable.

Théoréme 1.11.18. (Théoréme de Lusin ).
Soit X un espace métrique compact tel que (X, %, 1) est un espace mesuré de Radon et
soit Y un espace métrique. Soit ¢ : X — Y une application X-mesurable, alors pour tout

e > 0 il existe un fermé X. C X tel que n(X\X:) < ¢ et p|x. est continue.

Lemme 1.11.19. Soit (X,X) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F . X =Y une multi-application mesurable a valeurs fermées. Alors le graphe de F

appartient a ¥ @ B(Y').
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Lemme 1.11.20. Soit (X, X, 1) un espace mesuré avec pn > 0, o-finie et 3 est u-compléte.
Soient Y un espace métrique séparable et F' : X =Y wune multi-application a valeurs

fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) F est ¥-mesurable.
(b) Gr(F) e ¥ B(Y).

(c) F est fortement mesurable.

Théoréme 1.11.21 (Théoréme d’existence de sélections mesurables).
Soient (X, X)) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : X =Y
une multi-application mesurable a valeurs non vides et fermées. Alors, F admet au moins

une sélection mesurable.

1.11.4 Ensembles décomposables et L’-sélections

Les résultats de cette section sont pris des références [23] et [2§].

Soit F un espace de Banach séparable.

Définition 1.11.22. Soit K un ensemble de LP(I, E). On dit que K est décomposable

st pour tous u,v € K et pour tout sous ensemble A € L(I), nous avons
Tqu+ (1 — ]IA)U € K.

Théoréme 1.11.23. (Théoréme de sélection continue).(Voir[23])
Soient X un espace métrique séparable, E un espace de Banach et F: X = LY(T, E) une
multi-application semi-continue inférieurement a valeurs fermées et décomposables. Alors

F admet une sélection continue.

Définition 1.11.24. Soit F': [ = E une multi-application.

e On définit I’ensemble des sélections mesurables par
Sp = {f : I — E mesurable : f(t) € F(t), p.p sur I}.
e Pour 1 <p < 400, on définit [’ensemble de toutes les LP-sélections de F par
St = {f € LP(I,E): f(t) € F(t), p.p sur [}.

Théoréme 1.11.25. (Voir [21)]) Soit X un espace métrique séparable. Soit F : I = X
une multi-application mesurable a valeurs non vides et fermées et ¢ : I x X — X une

fonction mesurable vérifiant.
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1.11. Multi-applictions

1. ¢(t,.) est semi continue supérieurement pour tout t € I,
1

2. il existe fo € ST telle que / o(t, fo(t)) < +oo.
0

Alors,
1 1
inf [ o(t, f(t))dt = /0 inf @(t, z)dt.

fesy Jo T€F(t)
Lemme 1.11.26. Soit F' : [ = E une multi-application de graphe mesurable et 1 < p <

+00, alors S%. est non vide si et seulement si
mf{||x|| Lx € F(t)} < h(t) p.p sur I, (1.5)
pour une certaine application h(.) € LP(I, E).

Proposition 1.11.27.
Soit F : I = E une multi-application. Alors les ensembles Sg et St sont décomposables.

Si F est a valeurs non vides et fermées, alors l'ensemble S% est fermé dans LP(I, E).

Proposition 1.11.28. Soit F' : I = E une multi-application mesurable d valeurs non
vides, convezes et faiblement compactes. On définit la multi-application ext(F) : I = E
par

ext(F)(t) = ext(F(t)), YVt € I.

Alors,
ext(S) = Sty (1 <p < +00).

Proposition 1.11.29. Soit F' : X = E une multi-application mesurable a valeurs non
vides et fermées. On définit la multi-application co(F') : I = E par co(F)(t) = co(F(t))
pour tout t € I et on définit la multi-application ¢o(F') : I = E par co(F)(t) = co(F(t))
pour tout t € I. Alors, co(F) est une multi-application mesurable d valeurs non vides et
co(F) est une multi-application mesurable d valeurs non vides fermées. De plus, si S # ()
(1 <p<+00), alors

@0 (Sp) = Syry, (1 < p < +00).

Proposition 1.11.30. S F' : X = E est une multi-application mesurable a valeurs non

vides et fermées alors F est a graphe mesurable.

Théoréme 1.11.31. (Voir [{0])
Soit M un espace métrique compact. Soit ' : M — LP(I,E) (1 < p < o0) une multi-

application a valeurs non vides, décomposables, convexes et faiblement compactes dans
LP(I,E).

SiT' est H,-continue, ou M, est la distance de Hausdorff générée par la norme de LP(1, E),
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1.11. Multi-applictions

et bornée sur M, alors, pour toute selection continue f : M — LP(I,E) de la multi-

ES

application I' et toute fonction semi-continue inférieurement ¢ : M — R, il existe une

selection continue g : M — LP(I, E) de T telle que
9(§) € eatl(g),

19(€) = f(E)llw < ¢(£), € € M. (1.6)

Théoréme 1.11.32. (Voir [{0]) Soit M un espace métrique compact. Soit I' : M
LP(I,E) (1 < p < 00) une multi-application d valeurs non vides décomposables, fermées
et bornées dans LP(1, E).

Si la multi-application T' = ¢o(F) vérifie toutes les conditions du Théoréme
alors pour toute selection continue f : M — LP(I, E) de la multi-application T et toute
fonction semi-continue inférieurement ¢ : M — R%, il existe une sélection continue

g: M — LP(I,E) de F telle que
9(&) € ext(co(F(€))), £ € M,

et @ est vérifiée.

Théoréme 1.11.33. Soit E un espace de Banach séparable, K C (C(I, H))* un ensemble
compact et F': I x E x E = E une multi-application a valeurs non vides et fermées.

Supposons que
1. la multi-application t — F(t,u(t),v(t)) est mesurable pour tous u,v € C(I,H) ;
2. la multi-application (x,y) — co(F(t,z,y)) est H-continue pour presque tout t € I ;

3. il existe une fonction strictement positive m € L*(I,R) telle que, pour tout x,y €
H, ona

|F(t,z,y)| <m(t) p.psurl.
Alors, pour toute application continue g : K — L*(I, H) telle que
g(u,v)(t) € eo(F(t,u(t),v(t))), p.p sur I, Y(u,v) € K
et pour tout € > 0, il existe une application continue g. : K — L*(I, H) telle que
9=(u,v)(t) € F(t,u(t),v(t)) Next(co(F(t,u(t),v(t)))), p.psurl,

et
||g(u,v) - gg(U,U)Hw <ég, v (U, 'U) e K.
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Démonstration.

Considérons la multi-application N : K = L*(I, E) définie par
N(u,v) = SEu(yaty (W) € K.

Alors, N est a valeurs non vides, décomposables, fermées (Prposition et bornées
(hypothese 3.).
On définit la multi-application I' : K = L*(I, E) par I'(u,v) = ¢o(N (u,v)), V(u,v) € K
Montons que I' vérifie les hypotheses du Théoreme [1.11.31}
Il est clair que I" est a valeurs non vides, fermées et convexes et par ’hypothese (3.), elle
est a valeurs bornées. En effet, soit (u,v) € K et h € co(N(u,v)), alors h = Y1 | o, f; ou
(fo)i, € N(u,v) et 37 a; = 1. Or, en utilisant ’hypothese (3.) et la définition de N,
on a

()] <m(t) ppsurl, Vie{l, .. n}.
D’ou

[ < Z%Hm | = [lm@)l, p.p surI.

De plus, si h € ¢o(N(u,v)), il existe une suite (h,,) C co(N(u,v)) telle que h,, — h dans
L*(I, E). Donc

|he ()] < m(t) pp sur I, Vn €N,
Dot ||hy]l2 < |lm|l2, Vn € N. En passant a la limite, on trouve que ||h||2 < ||m]|,. Par
conséquent, I" est & valeurs bornées dans L*(I, E).
Donc I est & valeurs faiblement compactes dans L(I, E) (Voir Théoreme [1.8.2)).
Montrons que I' est Ho-continue
Soit ((wy,vy)), C K une suite qui converge vers (u,v) dans C(I, H) x C(I, H).
Fixons n € N. Pour tout f € ['(u,,v,), on a

do(f, T (u,v)) = 1Fr(1f )dQ(f g) (ou dy est la distance associée a la norme || - [|2)
gel(u,v

= nt ([ 170 - st0r)
= (ot [T n) (L.7)

En posant, pour tout (t,x) € I x E, ¢(I,z) = || f(t) — x||?, ¢ est L(I) @ B(E)-mesurable
et continue par rapport & z (puisque la norme est continue et f € L?(I, E)), donc ¢ est

s.c.i par rapport & x, et puisque f € L*(I, E), pour tout g € S2 1 )¢y O1 &

/01 6(t, g())dt < +oo.
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De plus, en utilisant la Proposition [1.11.29, et 'hypothese 1, on a que la multi-application
co(F(.,u(.),v(.))) est L(I)-mesurable et que I'(u, v) = SZ 1 ,().0())- Pone, par le Théoréme

1.11.25| et la relation ([1.7)) on a

) = <xeco(F(iﬁaf<.),u(.>>) /o1 IF(t) = 9'3||2)1/2
= (/01 d2(f(t),co(F(t,u(t),v(t))))dt>l/2
1 1/2
< (/0 H2(CO(F(tvun(t)wn(t))),CO(F(t,u(t)w(t))))) (1.8)

Similairement, pour tout f € I'(u,v), on a
1 1/2
da(f, T'(u,v)) < (/0 HQ(CO(F(t,Un(t),Un(t))%CO(F(t,U(t%U(t))))dO (1.9)
De et , on trouve que
1 1/2
H(T (up, 00), T(u, 0)) < ( /0 Hz(co(F(t,un(t),vn(t))),co(F(t,u(t),v(t))))dt) (1.10)

Or, par la Remarque [1.9.1] on a que

De plus, par 'hypothese 2., on a

lim H(co(F(t, un(t), v, (t))), co(F(t, u(t),v(t)))) =0 p.p sur I.

n—oo

Donc, par le Théoreme et la relation ((1.10]), on obtient
lim Ho(T'(uwn, vn), (u,v)) =0

n—o0

D’ou I est Ho-continue
Dong, les conditions du Théoréme [1.11.32] sont vérifiées.

Pour toute application g : K — L?(I, E) telle que
g(u,v) € co(F(.,,u(.),v(.)), Y(u,v) € K,
on a,
9(u,v) € SZip( uiywty) = (St ui)uty) = 0N (u,v)) =T(u,v), Y(u,v) € K. (1.11)

Ceci suit de la Proposition [1.11.29| et en utilisant '’hypothese H(F)(1) et la Proposition
11500
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Donc, pour tout € > 0, on pose ¢, : K — R telle que ¢.(u,v) = ¢, V(u,v) € K.
Par le Théoreme [1.11.32] il existe une selection g. : K — L*(I, E) telle que

g=(u,v) € ext(co(N(u,v))) N N(u,v), ¥ (u,v) € K,
c’est a dire,
9e(u,v) € ext(S2r( uyn) N SFuey) ¥ (4,0) € K
et
lg(u,v) — ge(u,v)|lw < &, ¥ (u,v) € K.
Par ([1.11)) et en utilisant le Proposition [1.11.28] on trouve
g-(u,v) € Sfm(@(F(.,u(.),v(.)))) N Slzv(.,u(.),v(.)p V (u,v) € K.

Ce qui achéve la démonstration. |

Le théoréme suivant est une conséquence directe de la Proposition 8.2 dans [39] (On

le déduit de la preuve).

Théoréme 1.11.34. Soit E un espace de Banach séparable, K C (C(I, H))? un ensemble
compact et F' : [ x E x E = E une multi-application a valeurs non vides, fermées et
faiblement compactes.

Supposons que
1. la multi-application t — F(t,u(t),v(t)) est fortement mesurable pour tous u,v €
O(I, H)
2. la multi-application (u,v) — coF (t,u,v) est H-continue pour presque tout t € I.

3. 1l existe une fonction strictement positive m € L*(I,R) telle que, pour tout z,y €
H, ona

|F(t,u,v)| < m(t).

Alors, il existe une fonction continue g : K — L*(I, H) telle que, pour tout (u,v) € K,

g(u,v)(t) € F(t,u(t),v(t)), p.p sur .
De plus,
g(u,v)(t) € ext(co(F(t,u(t),v(t)))), p.p sur 1.

Proposition 1.11.35. (Bressan-Colombo) /71
Soient X un espace métrique, E un espace de Banach et G : X = L'(I, E) une multi-

application semi-continue inférieurement, a valeurs fermées et décomposables. Supposons
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que g : X — LYI,E) et ¢ : X — LY(I,Ry) sont deur applications continues telles que,

pour chaque x € X, [’ensemble

H(z) ={ue G@): |ut) —g(z)@)] < @(@)(t) pp. surl}

est non vide. Alors la multi-application H : X = L*(I, E) est semi-continue inférieurement

a valeurs décomposables.

1.12 Points exposés forts

Les résultats de cette section sont pris de la référence [39].
Soit E un espace de Banach séparable. Soit D un sous ensemble non vide, convexe, fermé
et borné de F et 2’ € E.

Si a > 0, on pose
C(D,x',a)={x € D: (' z) > 6*(2', D) — a}.

Définition 1.12.1. Soit D un sous ensemble non vide, convexe, fermé et borné de E et

x € D. Le point x est dit point exposé fort de D s’il existe 2’ € E tel que
(2',2) > (y,2'), quand y # x,y € D,

et la famille {C(D,2’,a),ac > 0} est une base de voisinage de x dans D muni de la
topologie trace déduite de la topologie associé a la norme.

On note par st(D) ’ensemble des points exposé forte de D.

Proposition 1.12.2. 57 D est un sous ensemble non vide, convexe et faiblement compact

de E, alors st(D) # 0, st(D) C ext(D) et co(ext(D)) = D.

Proposition 1.12.3. Soit D un sous ensemble non vide, fermé et borné de E tel que

st(eo(D)) # 0 et co(st(co(D))) = co(D). Alors st co(D) C D.

1.13 Opérateurs monotones

Les résultats de cette section sont pris des références [13], [§] et [23].
Soit E un espace de Banach, E’ son dual topologique. Soit A : E — E’ un opérateur

univoque. Alors le domaine de A est donné par
D(A) ={z € E: A(x) existe},
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I’image de A par
Im(A) = {y € E' : 3z € D(A), y = A()},
et son graphe par
Gr(A) = {(x,y) EEXE, y= A(x)}
Définition 1.13.1. Un opérateur A : D(A) C E — E’ est dit monotone si pour tout
x1, 22 € D(A)
(A(z1) — A(z2), 1 — x2) > 0.
et A est dit hemi-continue si pour tous xy, xo, x3 € D(A) Uapplication t — (A(xq +

txs), x3) est continue sur I.

Définition 1.13.2. (Voir [9]) Soit E un espace de Hilbert.

- Un opérateur A: H — H est dit auto-adjoint s’il vérifie
Va,y € H, (z,Ay) = (Az,y).

Un tel opérateur est linéaire continue.
-Un opérateur auto-adjoint A : H — H est dit coercif s’il existe C' > 0 tel que (Ax,z) >
Cllz|* Vz € H.

1.14 Théoréme du point fixe de Schauder-Tikhonov

Ce théoreme est pris de la référence [18].

Théoreme 1.14.1. Soient E un espace vectoriel topologique localement convexre, K un
sous ensemble non vide convexe compact de E et f : K — K une application continue.

Alors f admet un point five dans K, i.e., il existe un point x, € K tel que x, = f(x.).

1.15 Fonctions absolument continues

Les résultats de cette section sont pris des références [20], [0] et [2§].

Définition 1.15.1. Une application f définie sur I a valeur dans un espace vectoriel
normé E est dite absolument continue si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que pour
toute famille finie d’intervalle ouverts disjoints deuz a deux de I; (Ja;, b;]),i € {1,...,n},

nous avons

S a) < 6= En:le(bz-) - fla)] <.

=1

29



1.16. Projection

Définition 1.15.2. Soit E un espace de Banach. On définit
ACY (I,E) = {f : I — E : f est absolument continue, dérivable presque partout avec
felL*I,E).

Proposition 1.15.3. Soient E un espace réflexif et f € C(I, E). Alors f est absolument

continue si et seulement si il existe une fonction g € L*(I, E) telle que

7t = 10) + | "g(s)ds, Ve e I.
Alors f € ACY(I,E) et f(t) = g(t) p.p sur L.

Proposition 1.15.4. Si E est réflexif et f est absolument continue, alors f est dérivable

pour presque tout t € I, et on a

£(#) — £(0) = /Otf(s)ds, Vel

Théoréme 1.15.5. Soit E un espace de Banach réflexif et f € L*(I, E), alors les asser-

tions suivantes sont équivalentes :
(i) f € WH(I, E)
(ii) 1l existe f € ACY2(I,E) tel que f(t) = f(t) p.p sur I.

Théoréme 1.15.6. Soit E un espace de Banach et f,g € WY2(I, E). Alors la fonction

t— (u(t),v(t)) est absolument continue et

7). 90) = (0. 0(0) + (600), F(0)) pp sur T

1.16 Projection

Les résultats de cette section sont pris des références [12] et [23].

Théoréme 1.16.1. (Projection sur un convexe fermé).
Soient H un espace de Hilbert et C' une partie convexe fermée non vide de H. Pour tout

x € H, il existe un et un seul point y € C' tel que
—yl = = inf ||z — z||.
&~ yll = d(z,C) = inf || 2|
On lappelle la projection de x sur C et on le note Pro(x). Il est caractérisé par :

y=Pro(z)eyeCetVzel, (y—x,y—2) <0
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Proposition 1.16.2. Sous les hypothese de Théoréme|1.16.1|, la projection Pro : H — H

est 1-lipschitzienne, i.e,
|Pro(z1) = Pro(z)|| < |1 — 22|, Vay,22 € H

Proposition 1.16.3. Soit H un espace de Hilbert et soit C' un sous espace vectoriel. Soit

ye C. Siy= Prc(z) alors, v —y € Ct ie., (x—y,2) =0 Vz e C.

1.17 Lemme de Gronwal

Le lemme suivant est pris de la référence [13].

Lemme 1.17.1. Soit m € L'(I,R) telle que m(t) > 0 p.p. t € I et soit o une constante

positive. Soit h : I — R une fonction continue vérifiée
t
h(t) < a +/ m(s)h(s)ds, ¥t € I,
0

Alors,
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CHAPITRE 2

THEOREME D’EXISTENCE

Ce chapitre est consacré a I'étude de l'existence de solutions pour une classe d’in-
clusions différentielles du second ordre. Soit H un espace de Hilbert. Considérons les

inclusions différentielles du seconde ordre suivantes

u(t) + A(t,a(t)) + Bu(t) € F(t,u(t),u(t)) pp. tel, (2.1)
u(t) + A(t,u(t)) + Bu(t) € co(F(t,u(t),u(t))) p.p. t €I, (2.2)
u(t) + A(t,u(t)) + Bu(t) € ext(co(F(t,u(t),u(t)))) p.p. t €I, (2.3)
u(0) = ug, u(0) = vp; (2.4)

ou A: D(A) CIx H — H est un opérateur mesurable par rapport a la premiére variable
et monotone et hemicontinue par rapport a la deuxieme variable, B est un opérateur
auto-adjoint et coercif et F': I x H x H = H est une multi-application a valeurs non

vides et fermées qui vérifie certaines conditions.

2.1 Résultats auxiliaires

Définition 2.1.1. Un couple (u, 1) tel que uw € C(I,H) et w € WY2(I, H) est appelée

solution du (respectivement , ) sl existe f € S%(.,u(.),u(.)) (respectivement
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2 2
fe SE(F(.,u(.),u(.))) et f e Semt(a(F(.,u(.),a(.)))) tel que

(P;) i(t) + A(t,u(t)) + Bu(t) = f(t) p.p sur I,

u(0) = up, u(t) = vo.

Notation : On note par Rp(ug, vo) (respectivement Rezs(r)(uo, Vo) €t Rezt(@a(r)) (o, Vo)

les ensembles des solutions de (2.1)) (respectivement (2.2)) et (2.3)).

Faisons les hypothéses suivantes.

Hypothése (H(A)). Soit A: IxH — H un opérateur vérifiant les conditions suivantes.
1. Pour tout x € H Uapplication t — A(t,x) est mesurable.
2. Pour tout t € I, v — A(t,x) est monotone et hémi-continue.

3. 1l existe une fonction positive a € L*(I,R) et un nombre b > 0 tel que
|A(t, v)|| < a(t) + bljv| p.p sur I.

. existe un nomore positif ¢ > e ue (&, , L =~ C||T our presque tou
Il exist bre positi 0 tel ¢ At > 2 pour presque tout

t eI et pour tout x € H.

Hypothése (H(B)). B: H — H est un opérateur auto-adjoint et coercif (i.e (u, Bu) >
d||u|* avec d > 0).

Hypothése (H(F)). La multi-application F : I x H x H = H est d valeurs fermées

non vides, et vérifie les propriétés suivantes.
1. La multi-application t — F(t,u(t),v(t)) est L(I)-mesurable pour toutu,v € C(I, H).
2. La multi-application (u,v) — ¢o(F(t,u,v)) est H-continue p.p.
3. 1l existe une fonction positive a; € L*(I,Ry) et un nombre positive by > 0 tel que
|F(t,u,v)] < ai(t) + by(||ul|? + ||v]|?)*? pour tout (u,v) € H? et pour presque tout
tel.

Remarque 2.1.1.

L’hypothése H(F)(1) est satisfaite si la multi-application (t,u,v) — F(t,u,v) est L(I) ®
B(I) ® B(I)-mesurable (Ici, I @ H® H est muni de la tribu engendrée par les ensembles
C x Dy x Dy ouC C I et Di,Dy C H sont mesurables au sens de Lebesque et Borel

respectivement).
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Remarque 2.1.2. De Uhypothése H(F)(3), il suit que pour tout x,y € H, l’ensemble

co(F(t,z,y)) est conveze et faiblement compact dans H (voir la démonstration du Théoréme

1.11.33). Donc, par le Théoréme de Krein-Milman Théoréme on a que
ext(co(F(t,x,y))) # 0 p.p sur I. Cela signifie que l'inclusion (2.3) est bien définie.
Aussi, on doit mentionner que pour tout t € I, ext(co(F(t,z,y))) € F(t,z,y) (puisque

F(t,x,y) est fermé dans H et non fermé dans w— H ). De plus, en utilisant la Proposition

et la Proposition on a ext(co(F(t,z,y))) N F(t,z,y) # 0. Donc, on peut

considérer l'ensemble Rp(ug, vo) N Rext@a(r)) (Lo, Vo)-
Proposition 2.1.2. Soit A € L*(I,R,) et
Sv=A{f € (L H) : [|f()] < A(t) pp sur I}.
Alors, ’ensemble Sy est convexe, compact et métrisable dans w — L*(I, H).
Démonstration.
Montrons que Sy est convexe.

Soit f,g € Sy et a € [0,1]. Alors, af + (1 —a)g € L*(I, H), car L*(I, H) est un espace

vectoriel. De plus, pour presque tout ¢ € [0, 1], on a

lacf (8) + (1 = a)g@)l| < allFO] + (1 = a)llg@)] < A#).

D'ou af + (1 —a)g € Sy. Donc S est convexe.
Il reste & montrer que Sy est faiblement fermé dans L?*(I, H). Puisque Sy est convexe, il
suffit de montrer que Sy est fermé dans L*(I, H). Pour cela, soit (f,),>1 C Sy tel que
fn — f dans L*(I, H) alors, par le Théoréme m, il existe une sous suite (fy,, )n>1 qui
converge p.p vers f € L*(I, H).
Pour tout £ > 1, on a

[ (DI < A(E), VE € I\,

ou I, est négligeable. En posant I’ = kLZJIIk, on a
1fae O < A®), V€ NI | = 1,
ou I’ est négligeable. D’autre part,
fu (t) = f(1), VE € I\I",
ou I” est négligeable, donc, en passant a la limite,
1O = Jim £ (D] < Me). Ve € I\(I'U I,
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c’est a dire, || f(t)|| < A(t) p.p sur 1.

Dot f € Sy, donc Sy est faiblement fermé dans L*(I, H). Par le Théoreme d’Alao-
glu (Théoreme S, est faiblement compact dans L?(I, H) et comme L?(I, H) est
séparable, par le Théoreme S est métrisable pour la topologie faible. |

La proposition suivante est une conséquence directe du Lemme 1 dans [1].

Proposition 2.1.3. Supposons que les hypothéses H(A) et H(B) sont vérifiées. Soit

f € Sx. Alors, Uéquation (Py) admet une solution unique (u,w) vérifiant
1. uwe LI, H),
2. e LI, H),
3. i€ L2(I, H).
On note cette solution par (uy,ty).
Proposition 2.1.4. Supposons que les hypothéses H(A) et H(B) sont vérifiées. Alors, il
existe trois constantes strictement positive c1, co, c3 telles que, pour tout f € Sy,
o |lugllLor,my < e,
o ||l poor,my < 2,

o lgllwrem < es.

Démonstration.
Pour chaque f € S, fixé, soit (uy, iy) la solution unique de I'équation (Py). Donc, (ug,y)
vérifie
up € L>(I,H),
up e L>(I,H),
iy € L*(I, H).
Par le Théoréme [1.15.5, on déduit que iy € WH2(I, H).
Dans ce qui suit, on va montrer qu’il existe trois constantes positives ¢y, o, c3 tels que
o Nugllze@m < a,
o ag|lzoer,my < e

* Huf”WL?(I,H) < cs.
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Pour cela, on utilise les mémes étapes de démonstration utilisées dans la preuve du Lemme

2 dans [1].
Soit (uy,us) solution de I’équation (Py). Alors,
ip(t) + A(t, ug(t)) + Buy(t) = f(t) p-p sur I,

us(0) = ug, us(0) = vo.

En multipliant I’équation par @ s(t), on obtient pour presque tout ¢ € I,

(iig (), ity (£)) + (At g (), g (8)) + (Bug(t), ip(t)) = (f(1),ip (1)) (2.5)

Puisque u € WY2(I, H), par la Proposition [1.15.6 on a

(i (0) 15 0)) + (g 1), (1)) = 5 g (0) (1),
alors
(i 0,y (1)) = 5 i ()], (2.
et d’apres ’hypothese H(A)(4), on a
(At i (1)), g () = ellig (0)]2 .7)

De plus, puisque B est linéaire continu, on a que £ B(u(t)) = B(u(t)). En effet,

d . B(u(t+h)) — B(u(t))
5 Bu(?) = lim >
) u(t + h) — u(t)
- ;13363< h )
B u(t+h) —u(t)
- (%136 h )
= B(u(t)),

donc,
(Bug(0), a5(0) + (Bisg (1), ug (1)) = - ( Bug(t),us(1)),

et comme B est auto-adjoint, on trouve
~—(Bug(t), up(t)) = (Bug(t), 1 (t)). (2.8)

En remplacant (2.6)), (2.7) et (2.8) dans (2.5]), on obtient

1d 1d

5 g + cllig DN + 5 = (Bus (@), ug(t)) < (F(2).s(1)).
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En intégrant entre 0 et ¢, on trouve

L. o 1 2 “i 2
s @12 = Sl + e [ g (s)|2ds
1 1 t )
+ 5(Bug(t) ug(t) = 5 (Buo,uo) < [ (F(s).11y(s))ds.
Puisque B est coercif, en multipliant par 2 on obtient
t t
\|75Lf(lf)|!2+26/0 iy (5)[1Pds +dfJug (t)[|* < 2/0 (£(9),15(s) s + lool* + 1Bl uo||*. (2.9)
Notons que, par 'application de I'inégalité de Young suivante

g2 g2
a.b < §|a|2 + 7|b\2, £>0, a,beR,

sur le coté droit du dernier intégrale, et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on

trouve
t . t .
2 [ (#(s).ip())ds <2 [ 1F(5)l iy ()]s
b NE g
<o [urras) ([ asorPa)
t t
< [ Pds+22 [ Jig(s)|ds
t
= 2+ | lig(s)]ds
En remplacant dans I’équation ([2.9)), on aura
t
litg (D12 +2¢ [ g ()| ds + dlfus (9] < 72 £
t
22 [ g (3)]17ds + ool + 1Bl ol
On pose My = 2|z + ol + | B |fuo* alors
t t
litg (D12 +2¢ [ ity ()]%dt + dllug (O] < M+ [ (s)]*ds

D’ou

t
iy I+ (20 - ) [ @)t -+ duy B < A,
On choisit € > 0 tel que % < 2¢ et on pose My = 2¢ — &2 > 0, alors
t
ity (O + Mz [ i ()dt + dlfuy (0] < M.

D’ou
fup ()] < e et iy ()] < coppsurl,
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oﬁclz\/%>()et02:\/ﬁl>0.

Considérons A : L*(I, H) — L*(I, H) Popérateur de Nemitsky correspondant a A, i.e,
Ay)(t) = A(t,y(t)) Yy e L3I, H), Yt € I et B : L*(I,H) — L2(I, H) Yopérateur de
Nemitsky correspondant & B, i.e, B(y)(t) = By(t) Yy € L3*(I,H), YVt € 1. Avec cette
notations, on peut écrire

?lf + fl(uf) + Buf = f

En multipliant par £ € L?(I, H), on obtient

< (i), 6] + [(Bup, 1 +101,6)
S/01'<A(t,uf(t))a§(t)>‘dt+/ol’<Buf(t),§(t)>’dt+/ol‘(f(t),f(t»’dt

< [ (o) +Wlas@)leDld+ [ IBus@leDlar + [ 1ol
< [ +bea)lle@la + [ el Bllwla + [ InONIE®de

< (llallz + bea + 1| B]| + [IA]l2) €]l

ceci implique que

sup (i, &)
cer2rmnfor 1€l

liigll> = < (Ilall2 + bea + eal| Bl + [IM]a)

donc |iylls < C avec C' = |allz + bez + c1]|B|| + [[Al]2- On pose ¢; = ¢ + C, alors
[agllwre < s

Ceci acheéve la démonstration. [ ]

Le résultat suivant va jouer un role crucial dans les démonstration des théoremes

principaux de ce mémoire.

Proposition 2.1.5. Supposons que les hypothéses H(A) et H(B) sont vérifiées et considérons

lapplication
6 Sy — C(I, H) x WY(I, H)
fr (upsag).
Alors ¢ est continue de w— Sy dans C(I, H) x w—W?Y2(I, H) et de w— S, dans C(I, H) X
C(I, H).
Démonstration.

Puisque Sy est un ensemble convexe, compact et métrisable dans w — L*(I, H), il suffit
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de montrer la continuité séquentielle de I’application ¢. Soit (f,), C Sy tel que
fn — f dans w — L*(I, H), (2.10)
et f € Sy. La relation (2.10) est équivalente & , pour tout & € L2(I, H)

lim (f, — f,€) = 0. (2.11)

n—oo

On veut montrer que

uyf, — uyp dans C(I1, H),

et que

iy, — Uy faiblement dans W*(I, H) et fortement dans C(I, H).

On pose u, = uy,, u = uy (respectivement, , = iy, @ = uy). Par la Proposition
la suite (,), est bornée dans W12(I, H). Or W2(I, H) est un espace de Hilbert,
donc réflexif. Alors, d’apres le Théoreme d’Alaoglu (Théoreme , I’ensemble D =
{t,,n € N} est faiblement relativement compact et d’aprés le Théoréeme Eberlein-Smulian
(Théoreme , D est faiblement relativement séquentiellement compact. Donc, par

extraction d’une sous suite qu’on lui y garde la méme notation, on peut supposer que
U, — y dans w— WY (I, H), (2.12)

pour un certain y € WH2(I, H). D’autre part, puisque W12(I, H) s’injecte d’une maniere
compacte dans L?(I, H) (voire Théoréme [1.8.5) alors on peut extraire a cette suite une
sous suite, aussi notée (1, ), qui converge fortement dans L*(I, H) vers y (par 'unicité de

la limite).
Montrons que y = @. On a
u(t) + A(t,u(t)) + Bu(t) = f(t) p.p sur I, (2.13)
et pour tout n € N*,
Ui (t) + A(t, 1, (t)) + Bun(t) = fu(t) p.p sur I. (2.14)

On soustrait I’équations (2.13]) de I’équation (2.14)) et on multiplie par u,(t) — @(t), pour

obtenir

(i (£) = it), () = 0(t) ) + (At n(t) — At ilt)), in(t) — (t))
+ (Bun(t) = Bu(t), i, (t) — i(t)) = (fult) = F(), n(t) — 0(t)) p.p sur I, (2.15)
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En ulilisant le fait que A(¢,.) est monotone, on obtient
1d,. N . . . :
5%”“71(15) _u(t)H +<Bun(t) _Bu<t>7 Un(t) —U(t)> < <fn(t) —f(t), Un(t) —U(t)> pb.p sur I’

et puisque B est linéaire continue, on a

d

S(Blun(®) = 2(0), 0(t) — u(t)) = 2 Blua(t) — u(t)), () — (1))

= 2(Buy(t) - Bu(t), in(t) — (1)),

donc
L i) — GO + L Blunt) — u(t)) un(t) — w(t)) < (fult) = F(E), () — a(t))
2dt" " dt " e -\ e '

En intégrant entre 0 et ¢, et en utilisant le fait que B est coercif et que u,(0) = u(0) = uy,

U, (0) = 4(0) = vg, on aura

1 C t

Sllin () = @I + 5 llun(t) = uw(®)]* < /0 (fals) = [(8),ta(s) = (s) )ds.  (2.16)
Par la relation avec { =l g(y — ), on a

t
lim
n—oo 0

(fa(s) = f(s),y(s) —i(s) )ds = 0. (2.17)
D’autre part, en posant pour tout n € N, &, = (i, —y) on a
L. 9, \1/2
[€nll2 = (/0 litn(s) = y(s)*ds) "~ < fJun = yll2 = 0 quand n — oo.

Par les propriétés de la limite faible, on obtient

n—oo

lim (f, — f, §n> = /Ot <fn(s) — f(s),Un(s) — y(s)>ds = 0 quand n — oo.

De ce qui procede, par passage a la limite quand n — oo dans le coté droit de la relation

(2.16)), on aura
/0 () = (), n(s) — ils) )ds = /0 () = (), nls) — y(s))ds
+A%h@%ﬁ@%ﬂ$—ﬂ@ﬂ&%0
Puis par , on obtient
un(t) = u(t) dans H, t € 1. (2.18)

Par le Théoreme [1.15.5 on peut supposer que les applications u,, n > 1 et u sont abso-

lument continues, de plus, par la Proposition [1.15.4]
t
un(t) = o + [ in(s)ds, te 1.
0
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et
u(t) = up + /Otu(s)ds, tel. (2.19)

Par (2.12)), la suite (i,) converge faiblement dans L?(I, H) vers y, et pour tout ¢ € I et
x € H, onalljgyz € L*(I, H). Donc, pour chaque t € I fixé, en utilisant le Théoréme

4.5

(Jim, [/ ntopis, ) = Jim ( [V

. 1 .
— nIL)IEO ) <]_I[0 t}(S)un(S), l‘>d$
1
= nh_)rgo ; <un(s),ﬂ[07ﬂ(s)x>ds
= lim <un, ]I[o,t](s)x>
- <y7 H[O,t]x>

D’ou
t t
lim un(s)ds:/ y(s)ds.
0

n—oo Jo

Donc,

¢ ¢
lim u,(t) = uy + lim / Un(s)ds = ug +/ y(s)ds.
n—oo Jo 0

n—oo

Par I'unicité de la limite, on déduit de (2.18) et (2.19) que @(t) = y(¢) p.p sur L.
Maintenant de ([2.16|), il s’ensuit que, pour tout t € [

Mi(t) = O 4+ 0) = w(t)? < i — el — flo
D’ou

i — %+ — s < i — il o~ 7l
Puisque f,, — f dans w—S), il suit que (|| f, — f]|2) est bornée, i.e, AN > 0 tq || fr. — fll2 <
N, Vn > 1.
Donc

1 c
§||un —al|% + §||un —ul|% < Ny, — 1l — 0 quand n — oco.

D’ou, u, — u dans C(I, H) et @, — @ dans C(I, H). [
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2.2 Théoréme d’existence de solutions

Lemme 2.2.1. Supposons que les hypothéses H(A) et H(B) sont vérifiés. Si u est un

solution du probleme

u(t) + A(t,u(t)) + Bu(t) € co(F(t,u(t),u(t))) p.p,
(Pz(r))
u(0) = ug, ©(0) = vy,
Alors :
(i) [lu@)]| < My YVt e I;
(i) |[a(t)|| < My Vt € 1 ;
(i1i) ||ills < Ms;

() |i|ls < My, avec M; >0, i =1,2,3,4.

Démonstration.

On suit les mémes étapes de démonstration de la Proposition [2.1.4] ]

Onnote Q={ye H: |ly| <M}=MBgetQ ={yeH: |y| <M} =DMBy
avec M; > 0,1=1,2.
Soit P : H — @ l'opérateur de projection sur @, définit par P = Prg(x), Vo € H et soit
P, : H — @' Vopérateur de projection sur @), définit par P(z) = Prg/(x), Vo € H. Ces
deux opérateurs sont bien définis puisque @ et Q' sont convexes et fermés.

On définit la multi-application F* : [ x H x H = H a valeurs non vides et fermées par

F*(t,z,y) = F(t, Pz, Piy), V(t,z,y) € I x H x H.

Proposition 2.2.2. Supposons que les hypothéses H(F) sont vérifiées, alors F* : I X
H x H = H est une multi-application a valeurs non vides et fermées vérifiant toutes les

hypothéses de F. En particulier, pour tout (x,y) € H?
[F*(t,2,9)| < ar(t) + bu(||=]* + [y [I*)"? p.p sur 1,

et
|F*(t, 2, y)| < ai(t) 4+ by (ME + MH)Y? pp sur 1. (2.20)

Démonstration.

Soit u,v € C(I, H). On commence par montrer que F*(., u(.), v(.)) est mesurable. Puisque
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P et P; sont continues (voir le Théoréme [1.16.2)), on obtient que Pu, Piv € C(I, H).
Dong, en utilisant ’hypothese H(F)(1), la multi-application ¢ — F(t, Pu(t), Piv(t)) est
mesurable. D’ou la mesurabilité de la multi-application F*(.,u(.), v(.)).

e Montrons que la multi-application (z,y) — ¢o(F*(t,x,y)) est H-continue p.p sur I.
Soit (2,)n €t (yn)n deux suites de H qui convergent vers xq et yy respectivement. Puisque
P et P, sont continues, alors les deux suites (Pz,), et (Py,), convergent vers Pxq et
Pyyo respectivement.

Dongc, en utilisant ’hypothese H(F)(2), on a pour presque tout ¢ € [

Tim (@6 (F*(t, 0, y0)), CO(F (£, T, )

= lim H(@(F (¢, Pxo, Piyo)), @(F (¢, Pxs, Piya))) = 0

n—0o0

SN—

D’ot, la multi-application (x,y) — co(F*(t,x,y)) est H-continue.
De plus, pour tout x,y € H et pour presque tout ¢t € I, 'hypothese H(F)(3) donne
[F*(t,2,)| = |F(t, Pz, Puy)| < ar(t) + b (| Pz + || Py ])?)>
1
< ai(t) + 0 (|7 + [ Mz])?,

et d’autre part
|F*(t,2,y)| = |F(t, Pz, Piy)| < a1 (t) + by (| Px|® + || Piyl?)z
< ay(t) + by ([l + [ly]?)=.

Dans la derniére inégalité, on a utilisé le fait que P et P; sont 1-Lipschitziennes (voir

Théoreme [1.16.2) et que 0 € Q et 0 € @' [ |
Remarque 2.2.1.

Si on considere les inclusions —, en remplacant F' par F* et puisque F* vérifie
les mémes hypotheses de F, il suit que les estimations du Lemme|2.2. 1| sont vérifiées pour

les solutions de linclusion (2.2)) avec F* au lieu de F. D’oul, si u est solution de (2.1))(resp
(2.9), (2.9)) alors |Ju(t)|| < My et |lu(t)]| < M, Vt € I. Donc u(t) € Q et u(t) € @',

Vt € I et on obtient que, pour tout t € 1
F*(t,u(t),v(t)) = F(t, Pu(t), Pia(t)) = F(t,u(t),u(t)).

Par conséquent, u est aussi solution de (resp et ) avec F* au lieu de F.

Meéme chose pour ['inverse.

Done
Rr(uo, v0) = Rp=(uo, vo) et Rasr)(to, vo) = Res(r+) (o, Vo),

Remt@(p)) (Uo, Uo) = Remt(E(F*)) (Uo7 Uo)- (2-21)
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En prenant (2.21)) en considération, on peut supposer, sans perte généralité que I'es-
timation ([2.20]) est vérifiée pour F'.

Dans ce qui suit, nous supposons que les hypotheéses H(A) et H(B) sont vérifiées.

Théoréme 2.2.3. Supposons que ’hypothése H(F) est vérifiée, alors il existe une fonction

uwe C(I,H) avecu € WY(I, H) tel que
(u, 1) € Reat(@(r)) (o, vo) N Rr(ug, vo) C Res(r)(Uo, Vo).

De plus, Rer(ug, vo) est un sous ensemple compact de C(I, H) x w — WH(I, H) et de
O, H) x C(I, H).

Démonstration.

On définit I'ensemble
Sy ={f € L*(I, H) : [|f(t)]| < A(t) p.p sur I}, (2.22)

avec A(t) = ay(t) + by (M2 4+ M2)z, Vt € I, donc A € LA(I,R,).
On pose R(ug,vo) = {o(f): f € Sa}.
Puisque Sy est un sous ensemble convexe, compact dans w — L?(I, H)(par la Proposition

2.1.3), en utilisant la Proposition on obtient que R(ugp,vg) = ¢(Sy) est compact
dans C(I,H) x w— W"(I,H) et dans C(I,H) x C(I, H).
Par le Théoreme [1.11.34 il existe une fonction continue g : R(ug,vo) — L*(I, H) telle

que, pour chaque (u, ) € R(ug,vg) on a
g(u,0)(t) € F(t,u(t),u(t)) Next(co(F(t,u(t),u(t)))) p.p sur I,

c’est a dire,
91, 1) € SE( u(y i) N Sewt(Ea(r(u()a())- (2.23)

Soit A : Sy — L?*(I,H) un opérateur défini par A(f) = go ¢(f), f € Sy. Comme
g est continue de R(ug,vo) dans L*(I, H) et puisque ¢ est continue de w — Sy dans
C(I,H)xC(I,H), et ¢(Sx) = R(ug, vo), alors A est bien défini et continu de w — Sy dans
L3(I, H). Donc A est continue de w — Sy dans w — L*(I, H). En effet, si (f,) C Sy tel
que f, — f faiblement dans L?(I, H), alors A(f,,) — A(f) fortement, et donc faiblement
dans L*(I, H).

D’autre part, de (2.23)), (2.21) et (2.22)), g(R(ug, vo)) C Sy. Donc, A est continu de w — S)

dans w — S).

On applique le Théoreme du point fixe de Schauder-Tikhonov (Théoreme [1.14.1)) pour
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2.2. Théoreme d’existence de solutions

déduire qu’il existe f. € Sy tel que f. = A(f.) = go &(fs).

On pose (uy, i) = ¢(f), done, (us,1,) est I'unique solution du probleme

s (t) + A(t, U4 (t)) + Bui(t) = g(u, 0y) p.p sur I,

et
u(0) = ug, . (0) = vp.
Or,
. 2 2 2
(s ) € St uy,a()) N Seat@(F(u()a()) C Sea(F(ul)il)):
Donc,

(s, 1) € Rp(uo,v0) N Reat(asry) (Uo, Vo) C Rasr) (o, vo). (2.24)
Nous montrons maintenant que R (o, vo) est compact dans C(I, H) x w—Wh(I, H)
et dans C(I,H) x C(I, H).
De et (2.22)), il s’ensuit que Ra(r) (1o, vo) C R(ug, vo). Par conséquent, Res(r)(uo, vo)
est relativement compact dans C(I, H) x w — W'2(I, H) et dans C(I, H) x C(I, H).
1l suffit donc de montrer qu’il est fermé dans C(I, H) x w—W?2(I, H) et dans C(I, H) x
C(I,H). Soit ((tn, Uy))n C Rasr)(to, vo) une suite que converge vers (u,v) dans C (1, H) x
w — WH2(I, H) et montrons que . = v et que (u,v) € Res(r) (U0, Vo)-
Par définition, pour tout n € N, on peut trouver une fonction f, € S%(F(.,u(.),d(.)))’ tel que
(tun, Un) = H(fn)-
Puisque (f,) C Sy et Sy est faiblement compact dans L?(I, H), on peut lui extraire une
sous suite, aussi notée (f,,), qui converge faiblement dans L?*(I, H) vers une certaine ap-
plication f € S).
Or, par la Proposition la suite (u,,,) = &(f,) converge dans C'(I,H) x w —
WhY2(I, H) vers ¢(f) = (ug,uy), I'unique solution de (Py) et par 'unicité de la limite
u=usetv==1ay,ie t=uvet (u,a) € R(up,vy), de plus, u, — @ dans C(I, H). Comme
fn — f faiblement dans L?(I, H), par le théoréme de Banach-Mazur (Théoréme ,
il existe une suite (i) telle que, pour tout k& € N, ¢ € co{f,,n > k} et ¢, converge
fortement dans L*(I, H) vers f. Donc, il existe un sous ensemble Iy de I de mesure nulle
et une sous suite (k,) de N strictement croissante tel que pour tout ¢t € I\Iy, (¢, (1))
converge vers f(t). Donc, pour t € I\l on a

f@t) e N{ew, 0),0 > p}

peEN

€ Neo{falt), n > ky}

peN

C Neo{co(F(t,un(t), in(t))), n > ky}. (2.25)

peEN
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2.2. Théoreme d’existence de solutions

D’autre part, en utilisant ’hypothese H(F)(2), on a

lim H (@0(F (£, un(t), i (t))), @0(F (¢, u(t), i(t)))) = 0.

n—00

Donc, pour tout n € N*| il existe m,, € N tel que pour tout m € N, m > m,,, on a
H(20(F (1w (1), (1)), @O(F (1, (1), (1))
= e(COF(t, un(0) (1)), S0P (8, ), (1))

= sup d(z,co(F(t, u(t), u(t))))

aZGE(F(t,Um (t) Um, (t)))

IN

N—
SI= A S|Ir
S|

IN

= d(z, 70 (F(t, ult),u(t))) < ; Va € Co(F(t, unm(t), tim(t))).

D’ou,

O(F(t, i (t), it (t))) C V (@(F (¢, u(t), u(t))), i). (2.26)

Pour tout n € N*, il existe p,, € N tel que k,, > m,,, donc (2.26) est vérifiée pour tout
m >k, , d’ou

1
U @(F(t, um(t), () € V(@(F(t,ult), lt))), - ),

mzk?n n

ceci implique que

o L,f CO(F(t, U (1), i (t))) C V(co(F(t,u(t),u(t))),:L), Vn € N,

1
car V(@(F(t, u(t),u(t))), 7) est convexe et fermé. D’ou
n

Q,*@ L{ Co(F(t, um(t), i (t)) C Q*V(C()(F(t, u(t),a(t))), ;).
De plus,
Q]*V(CO(F(t, u(t), (1)), 711) = co(F(t, u(t), u(t))) (2.27)
En effet, pour n € N*, on a
o(F (1, u(t), (0) € V (0l (¢, u(0) 4(t)). ).
D’ou
P (L u(t), 1) € ) v (co(F(t, u(t), u(t))),i). (2.98)
D’autre part, pour tout x € nQ\ﬁV(@(F(t,u(t),u(t))), %), on a
v € V(e@(F(t,ult), a(t))), 711)’ Wn € N*
= d(w,(F(t,ult), a(t)))) < i Vn € N* (2.29)
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2.2. Théoreme d’existence de solutions

En passant a la limite dans (2.29) et puisque la distance est positive, on trouve que
d(x,@(F(t,u(t),u(t)))) = 0. D'ou = € co(F(t,u(t),u(t))). Donc, la deuxiéme inclusion
est vérifier Par conséquent, on obtient (2.27)), c’est a dire,

N U {@(F(t, un(t), im(®))), n > by} CO(F(E ult), u(t))).

neN*  m>k,

Neo{e@(F(t,ult), u(t)),n > k,} C (\Go{(F(t, um(t), it (t)),m > ky, |

peN neN
Ainsi, de (2.25)), on déduit que f(t) € co(F (¢, u(t),u(t)). Par conséquent, Resr)(uo, vo)
est fermé dans C(I, H) x w — W'*(I, H). La fermeture de I'ensemble Ri(r)(uo, v9) dans
C(I,H) x C(I,H) se démontre par les mémes arguments.

Ceci acheéve la démonstration.
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CHAPITRE 3

THEOREMES DE RELAXATION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons dans une premiere partie, a ’approximation
des éléments de I’ensemble Ry (o, vo) par ceux de 'ensemble R p(uo, vo) "Reat(zs(#)) (o, Vo),
le résultat obtenue est dit théoreme de densité. Aussi, dans une deuxieme partie, on

, P PR < vtz <o : .
présente un théoreme de co-densité, c’est a dire, on s’intéresse a l’approximation des

¢éléments de Rezs(r)(uo, vo) par ceux éléments de 'ensemble Resp) (o, vo) \ R (uo, vo)-

3.1 Théoréme de densité

Dans cette section, nous supposons ['hypothese suivante sur la multi-application F'.

Hypothése (Hy(F)). 1l existe une fonction positive k € L*(I,R,) telle que

H(@(F(t,7,y)),20(F(t,z1,1))) < k#)(|lz = 21]l + |y — ),
pour tous (t,x,y), (t,x1,y1) € I x H x H.

Théoréme 3.1.1. Supposons que les hypothéses H(F)(1), H(F)(3) et H1(F) sont vérifiées.
Alors, pour chaque (u, ) € Ra(r)(to, vo), il existe une suite ((Un, Un))n>1 C Reat(a(r)) (o, Vo)
Rr(ug, vo) qui convergeant vers (u, ) dans C(I, H) x w— WY2(I, H) et dans C(I, H) x
O(I, H).
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3.1. Théoréme de densité

Démonstration.
S0it (s, i) € Reg(r) (U0, vo) fixé. Alors, il existe fu € SZ 1 . ().a.()) telle que (u., ) =
o(fs), C'est a dire,

U (t) + A(t, 1. (t)) + Bu(t) = fi(t) p.p sur 1. (3.1)

et
u.(0) = ug, u(0) = v.
Soit (u, 1) € R(ug,vo) et € > 0. On consideére la multi-application A.(t) : I = H définie

par

Au() = {y € B(F(t,u(t), (1)) : | £.00) = yll < e + d(£.(0),@(F (¢ ult), a(1))}.

e Montrons que A.(t) est a valeurs non vides.

Soitt € l.Ona

d(f«(t),co(F(t, u(t),i(t)))) = if ol ® =l

yeco(F(t,u(
et par la définition de la borne inférieur, il existe y. € co(F'(t,u(t),u(t))) tel que
1) = el < & + d(f.(t), co(F (¢, u(t), u(1))))-
Alors A.(.) est a valeurs non vides. De plus, Gr(A.(.)) € L(I) ® B(H), en effet

Gr(A) ={(ty) € I x H:ye A(t)
{thyyelxH:ye co<F< Ju(t), lt) et [|f.(t) —yl| <
+d(f.(t),7 a(t))) }
{(ty)eIxH:ye co(F(t,u( ), ()}
N{(ty) € I x H: || f(t) = yll < &+d(f.(t), 0(F (¢, u(t), i(t)))) }.
On pose, v : I x H — R définie par
Y(ty) = 1 £(8) = yll — d(f-(t), @(F(t, u(t), (1))

Nous avons

d(f.(8), @(F (1. u(t), (1)) = inf o[+ =l

weeoF (t,u(t),u

< If@) —yll, Yy € co(F(E,ult), aft))),
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3.1. Théoréme de densité

c’est a dire, v est a valeurs positives et donc

Gr(A) ={(t.y) € I x H 1y € @(F(t,ult),u(t)) ) {(t,y) € I x H:7(t,y) <e}
= Gr(eo(F (¢, u(t). i(1)))) M7 (10.2]))-

Comme F(.,u(.),(.)) est mesurable, par le Théoréme , tco(F(t,u(t),u(t))) est
mesurable.

En suite, vu que £(I) est p-complet, par le Lemme[1.11.20} on conclut que Gr(co(F (¢, u(t), u(t)))) €
L(I) ® B(H). Donc, par la Proposition et la mesurabilité de f. on obtient la me-
surabilité de la fonction distance ¢ — d(f*(t),@(F(t, u(t), u(t)))) Par conséquent (., .)
est une application de Carathéodory. Donc par le Lemme (.,.) est L(I) ® B(H)-
mesurable, alors v71(]0,¢[) € £L(I) ® B(H). On conclut que Gr(A.) € L(I) ® B(H). Par
le Lemme [1.11.20] A. est £()-mesurable.

En appliquant le théoréme d’existence de sélection mesurable (Théoréme , il existe
une application ¢ : I — H mesurable telle que ¢(t) € A.(t), Vt € I, c’est & dire,
plt) € 2 (F(t,u(t), a(t))) et || £.(8) = ()] < & +d(f.(t), @(F(t, ult), a(1)))).

On définit alors la multi-application G. : R(ug,vo) = L*(I, H) par

Ge(u,4) = {90 € S&ratay IO —e®)| < et+d(fu(t),co(F(t,u(t), u(t)) ppt € I}-

De ce qui procede, G.(u,u) # 0, V(u,1) € R(ug,vp). Considérons la multi-application
N : R(ug,vo) = L'(I,H) définie par N(u, %) = Sgruyacy)) = SeF.u()ay): Par
'hypothése H(F)(1) et la Proposition [1.11.29] la multi-application co(F (., u(.),u(.))) est
L(I)-mesurable pour tout (u, %) € R(ug, vo) et par 'hypothese H(F)(3), le Lemme|[1.11.26]
et la Proposition [[.11.27, N est & valeurs non vides, fermées et décomposables.

e Montrons qu’elle est semi-continue inférieurement. Pour cela, il suffit de montrer que
pour tout £ € L*(I, H) la fonction positive (u, ) — d(&, N(u,)) € Ry est semi-continue

supérieurement sur R(ug, vo). Fixons a > 0 et considérons I’ensemble
0, = {(u, ) € R(ug, vo) : d(€, N (u, ) > a}.

Supposons que (u,, i,) C O, et u, — u, i, — 0 dans R(ug, vy).

Notons que, sous ’hypothese Hy (F), €o(F) est H-continue, donc H-semi-continue inférieurement.
D’ou, par la Proposition , co(F') est semi-continue inférieurement et par le Lemme
[1.11.5] la fonction positive (z,y) — d(&(t),co(F (¢, z,y)) est semi-continue supérieurement
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3.1. Théoréme de densité

Vt € I. Donc, en utilisant le Théoreme [1.11.25 on peut déduire ce qui suit

a < limsup d(&, N (uy, 1,)) = lim sup inf {Hf —v||:v e N(un,un)}
n—oo

n—oo

— lim sup nf { /01 l€(t) = v(®)dt s v € N(uy, i)}

= timsup{ [ inf ) —yl  y € COF (1 ua(0), (1))}

n—oo

= limsup( /O L), (P (1), (1)),

n—oo

et par le lemme de Fatou, on trouve
o < [ timsup d(6(0) TRt ua(0), (1)) )t < [ (€00, TOF (1), 10, (1)))
= /0 Vit {Jl€(6) — yll + y € TP un(t), i (6)) bl
_inf { /01 IEGE) — v(t)|dt < v € N(u,u)}
— inf { /01 1€ —vll1dt : v € N(u,u)}

= d(&, N(u, 1)),

de sorte que (u,u) € ©,, et ceci prouve que 'ensemble O, est fermée. Donc, par la
Proposition [1.3.6] on obtient la semi-continuité inférieure de .

D’apres la Proposition [1.11.35 la multi-application (u, ) — G.(u,) est semi continue
inférieurement & valeurs non vides et décomposables, donc (u, 1) — G.(u, 1) P'est aussi.
En appliquant le Théoréme d’existence de sélection continue (Théoréme , nous
obtenons une application continue h, : R(ug,vo) — L'(I, H) telle que he(u, i) € G (u, 1),
pour tout (u, %) € R(ug,vo). Done, pour tout (u, ) € R(ug,vy),

he(u, 0)(t) € co(F(t,u(t),a(t))) ppt € I. (3.2)
et

1£2(t) = he(u, @)(8)|] < &+ d(fu(t), c0(F (¢, ult),u(t)))) p-p sur I. (3.3)
Puisque f. € @o(F(t, us(t), i, (t))), par et I'hypothese (Hy(F)), on a pour presque
toutt € 1

1£.(8) = he(u, @) (1) < & + H((F(t, ua(t), w(t))), T(F (£, ult), i(t))))
< e+ k(t)([lus ) = u®)]| + i) — a(b)]]). (3.4)
Montrons que h. est continue de R(ug,vo) dans L*(I, H).
Par et (2.20), pour tout (u, ) € R(uo,vo),
[1he(u, @) || < A().
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3.1. Théoréme de densité

Donc h.(u, %) € Sy pour tout (u,u) € R(ug, vp)-
Soit ((un,,)) C R(ug,vo) telle que (uy, w,) — (u,@) dans C(I, H) x C(I, H). Puisque
h. est continue de R(ug,vq) dans L'(I, H), on

Re(tp, y) — he(u,w) dans L*(1, H).

Dong, on peut extraire une sous suite, aussi noté (h.(un,,)), qui converge vers h.(u, )
presque partout sur I.
Or, (he(tn,ty,))n C Sy, donc, par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
(Théoreéme [1.5.1)), on a que (he(tn,n)), converge vers h.(u,u) dans L*(I, H), c’est a
dire, h. est continue de R(ug,vo) dans L*(I, H).
D’apres le Théoréme [1.11.33)] il existe une application continue g. : R(ug,vo) — L*(I, H)
telle que

ge(u, w)(t) € F(t,u(t),u(t)) Next(co(F(t,u(t),u(t)))) p.p sur I
et

|he(u, @) — ge(u, 0) || < e, V (u, 1) € R(ug, vp).

Maintenant, soit n € N* et ¢ = 1/n. On pose pour tout n > 1, g. = g, et h. = h,,, alors
ga(u,0)(8) € F(t,u(t), 4(t)) O ext(@(F(t,u(t), a(®)) ppsur [, (3.5)
et
| (u, @) — gn(u,0) || < 1/n, ¥ (u, %) € R(ug, vo).
Notons que la suite (%)neN* converge vers 0 quand n — oco.
On définit un opérateur Ay, : Sy — Sy tel que, pour tout f € Sy, A, (f) = gn 0 ().
Par les méme arguments utilisés dans la démonstration du Théoreme|2.2.3[et en appliquant

le Théoréme du point fixe de Schauder-Tikhonov (Théoreme [1.14.1]), on obtient un point
fixe f, € Sy telle que Ay, (fn) = (g0 © @)(fn) = fn. On pose (uy,,) = ¢(fn), c’'est a dire

i (t) + A(t, 1, (t)) + Bun(t) = gn(tn, @,)(t) p.p sur 1. (3.6)
Donc, par (3.5) on a
(Un, Up) € R (g, vo) N Rearza(r)) (to, Vo) C Ras(r)(Uo, Vo).

Or, Res(r) (g, vo) est compact dans C'(I, H) x w—W?h(I, H) et dans C(I, H) x C(I, H).
Donc,on peut extraire a ((un, @,)), une sous suite, quand lui garde la méme notation, qui
converge vers un certain Ry (uo, vo) dans C(I, H) x w — Wh*(I, H) et dans C(I, H) x
O(I, H).
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3.1. Théoréme de densité

e Montrons que u, = u et u, = wu.

Fixons t € I. On soustrait ’équation de I’équation (3.6)), on obtient
T () — 1 (1) + A(t, Uy (£)) — A(t, s (t)) + By (t) — Buy () = g (tn, 0,) (1) — fi(t) p.p sur 1.
En multipliant par 1, (t) — u.(t), on trouve
(tin () = 1 (1) + A(t, (1)) = A(L, () + Bun (1) = Bun(t), i (t) — (1))
= (Gn(tn, 1) (t) = fo(t), tn(t) = wu(t)) pp sur I.

En utilisant le fait que A(t,.) est monotone et que B coercif, on aura

Hﬂn(t)—u*(t)HZJr;;i!lun(t)—u*(t)H2 < (G (s ) (8) = ful8), (1) =10 () pop sur T.

En intégrant entre 0 et t, et sachant que u,(0) = u.(0) = vy et u,(0) = u.(0) = up , on
obtient

;||un(7f)—u*(15)||2+;||un(t)—u*(t)||2 < /Ot <gn(un,un)(s)—f*(s), un(s)—u*(s)>ds p.p sur I.

Par suite
Slin(t) = O + Sllun®) = w )P < [ (g, i) (5) = i, ) 5)
+ hn (U 1) (5) = fu(5), () — 10 (s) )ds
= [ (gl 1) (5) = ot ) (9), i (5) — () s
b [ (Bl )(5) = £u(5), ) — i(5) )
= [ (g0 000 0)(5) = ot )(5) () — i (5) ) s
[ i) = s i, ) ) — £.(5) .
Dapres (3.4), on a

1 . . 2 c 2

glan(®) = @@ + S llun(t) — u ()]

< [ (g0t 0)(3) = Bt ) (3), 1 (5) = 1 () )ds

[ (o K ins) = ()] + uns) = wa()ID) () — ()l

+ [ KOlin(s) = el uals) — ()]s (37)
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On sait que ||gn(tn, tn) = P (tn, @)||w < = — 0, quand n — oco. Puisque, pour tout

1y G (Un, U )y B (U, Uy) € S%(F(.,un(.),un(.))w et par ([2.20)), on a
SUP||gn (tn Un) — Pn (tn, 0n)[l2 < 2[|A[[2 < 00

Donc, d’apres le Lemme [1.7.21} (g,,(up, %) — hp(tn, 0y,)) converge faiblement vers 0 dans
L*(I,H), i.e, par la Proposition [L.7.4(1), on a, pour tout & € L*(I, H)

nh_{glo@n(um Un) = (U, 1), €) = 0. (3.8)

D’autre part, on peut écrire,

/Ot <gn(un,un)(s)—hn(umun)(s)>un(s)_u*<3)> :/0lt <gn(un,un)(8)—hn(un,un)(s),un(s)—u(8)>
[ (o)) = P )(5),is) — e (9))

Par la relation (3.8), en posant & = 1jo 4 (i — 1), on obtient

t

Hm [ (gn(tn, 1,)(8) — Ry (Un, 0, (8), 0(S) — . (s))ds = 0. (3.9)

n—oo Jo

D’autre part, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz

[ (anlitns0)(9) = i, ) (), (5) — () s

< [ gt 1) (5) = o ) () i () — (5) s

< Jin(s) = i)l [ gnm, i) () — o, ) ()]s

< Yin(s) = i) [ NlgnComn ) (5) s + / ot ) (5) )

< aa(6) = e (] ot ) IP0) 4 ([t i) 91P05) )

= 2l (5) — i(s)]lc |\l = . (310)
De et (3.10), on conclut alors que

t

lim [ (g (ttn, i) () = B (thn, ) (5), tin(5) = 1 (s) )ds = 0.

n—oo Jo

En sachant que (uy,), converge vers u dans C(I, H) et que (uy), converge vers u dans
w — WH(I,H) et dans C(I, H), en faisant tendre n — oo dans (3.7) et en utilisant

le Lemme nous obtenons par le Théoreme de convergence dominé de Lebesgue

(Théoreme [1.5.1))
Sli(0) = ()1 + Slat) = w1 < [ ks)lits) () s
[ i) — ) lluls) — )]s
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3.1. Théoréme de densité

1
Soit m = min(1,c) et I(t) = 2k(t), V¢ € I. On a, par la relation a.b < §(a2 +v?)

2 e) = () + ut) - w.(0)])

< [ K)lils) — ()]s + / $)i(s) = () u(s) = . (5)llds

< [ K)lis) — () Pds + 5 [ ks)lis) — (s + 5 [ kGs)u(s) - wa(s)]%ds
_2/ $)lli(s) - i (s) |ds+/ 5)llu(s) = u.(s)|?ds

</ )(lli(s) = e ()|* + llu(s) — u.(s)]*)ds.

la(t) = ()] + lu(t) — wt)]* < / )(lli(s) = ita(9)[1* + [[uls) — wa(s)]|*) ds
Alors, par le lemme de Gronwall (Lemme , on obtient
[a(t) — ()] + lul®) —u ()] <0, Ve I

On conclut que ||4(t) — . (t)|| + ||u(t) — us(t)]] = 0, c’est & dire & = 1, et u = u,. Par
conséquent (uy,, i, ) converge vers (U, u,) dans C'(I, H) x C(I, H) et dans C(I, H) x w —
WL2(I,H).

Ceci acheve la démonstration. [ |

Corollaire 3.1.2. Supposons que les hypothéses H(F)(1), H(F)(3) et H1(F) sont vérifiées.
Alors

R@(F) (U(), Uo) = Rewf(@(F))(uﬂy Uo) N RF(UO, Uo);
ot la barre supérieure signifie la fermeture dans C(I, H)x C(I, H) ou bien dans C(I, H) X
w— WY2(1, H).

Démonstration.

Du Théoreme 3.1.1, on a que, pour tout (u.,t.) € Rar)(to, o), il existe une suite
((tn Un))n C Reat(aary) (to, o) N RE(ug, vo) telle que ((un, ty,)), converge vers (u, ) dans
C(I,H) x C(I,H) (resp. C(I, H) x w — W12(I, H)).

Alors, (u, 1) € Rezi(as(r)) (Uo, o) N Rp(uo, vo), ol la barre signifie la fermeture dans C(1, H)x
C(I,H) (resp. C(I,H) x w — Wh(I, H)).

Donc, Ras(r) (U0, v0) C Rezt(aa(r)) N R(uo, vo). Inversement, on sait que Rz es(r)) (to, Vo) N

Rp(uo,v0) C Raspy(to, vo). Alors, Regi(es(ry) (o, vo) N Rp(uo, v0) C Rasr)(to, vo). Or
Res(r) (o, vo) est compact dans C(I, H) x C(I, H) (resp. C(I, H) x w—W?"(I, H)), donc

fermé, d’olt Reai(as(r)) (to, vo) N Rp(uo, vo) C Rasr) (o, vo). Par conséquent, Res(ry (o, vo) =

Reat(@s(r)) (to, vo) N Rp(uo, vo). u
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3.2 Théoréme de co-densité

Dans cette section, nous faisons ’hypothése suivante sur la multi-application F'.

Hypothése (Hy(F)). Il existe une fonction positive k € L'(I,R) telle que
H(F(tvm7y)7F(t7x17y1)) < k?(t)(ll‘ - 171| + |y - y1|)7 V(t,fb,y), (tvxlayl) €I xHXxH.

Théoréme 3.2.1. Supposons que les hypothéses H(F)(1), H(F)(3), Ha(F) sont vérifiées

et soit (uy, Uy) € Rp(ug,vo). Si l'inégalité
pdt € I+ e(F(tua(t), i (1)), @(F(t, ua(t), 1 (1)) > 0} > 0 (3.11)

est vérifice, alors, il existe une suite ((Un, Un))n C Res(r) (o, vo) \Rr(uo,vo) qui converge

vers (uy, ) dans C(I, H) x w — WY2(I, H) et dans C(I,H) x C(I, H).

Démonstration.
Soit (s, 1) € Rp(uo, vo), alors il existe f. € SE( (). telle que (u,, i) = o(f.) =

(ug,uy), c’est a dire,

() + A(t, a(t)) + Bu.(t) = f.(t). (3.12)

Puisque la fonction (¢,x2) — d(z, F(t,u.(t),0.(t))) est mesurable en ¢ pour tout = et
continue en x pour presque tout ¢, sans perte de généralité, on peut supposer qu’elle est

continue en x pour tout ¢.

Alors par le Théoreme |1.11.25] et par (3.11]), on a
1
0< [ e(a(P(t, (). (1)). Pt (1), (1)) )t
0

1
_ / sup d(x, F(t, u.(t), 0.(t)))dt
0 zceo(F(t,ux(t),ix(t)))
1
- _ inf (—d(z, F(t, u.(t), 0.(t))))dt

0 z€co(F (tyux(t),ix(t)))

e /01 Ao(t), F(t, (), (1)) dt

—sup [ d(u(t), F(t ua(t), i (£)))dt

vel' JO

ST — Q2

Ol I = S5 (e ()10 ()

Dong, il existe € > 0 telle que sup [; d(v(t), F(t, u.(t), u.(t)))dt > /2.
r

(IS
En utilisant la définition de la borne supérieure, il existe v. € I' telle que

0 <sup [ d(v(t), F(t,u.(t), w.(t)))dt — % < /I d(v.(t), F(t, (1), w.(t)))dt

vel JI
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3.2. Théoreme de co-densité

Dot
/I d(v.(t), F(t,ua(t), i (t)))dt > 0 (3.13)
et
ve(t) € T(F(t, us(t), (1)), ppt € 1.

De (3.13)), en déduit qu’il existe un intervalle non vide I, C I et il existe r > 0 tels que
d(ve(t), F(t, u.(t), u.(t))) > 3r, Vt € I. (3.14)

Comme k est mesurable, par le théoréme de Lusin, pour ¢’ €]0, u(Ip)[ il existe un compact

I C I, tel que p(Ip\I1) < &' et k), est continue sur [;. Or,

w(lo) = p(Iy) + p(Lo\1v)
< p(lh) + ¢,

D’ou u(Iy) > u(ly) — e > 0.

En utilisant une autre fois le théoreme de Lusin, il existe un compact I, C I, tel que
wu(ly) >0 et t — d(ve(t), F(t, u.(t),u.(t))) et ve sont continues sur Is.

Soit z € H tel que ||z — v.(t)]| < 7, Vt € I5. Pour z € F(t,u.(t),0.(t)) on a

[z =2l = [llz = ve(®) ]| = [lv-(t) = 2]l|
> Jlve(t) = 2l = llz = v(2)]

> inf — — —
_zEF(t,mgl(t),u*(t))”UE(t) zl| = llz = v(8)],

donc

inf T —z|| > inf ve(t) — 2| = ||z — v (t)]],
ZGF(t,u*(t),m(t))H = zeF(t,u*(t),ﬂ*(t))” (t) =1 @l
c’est a dire,

d(x, F(t, uu(t), 0(t))) = d(v=(t), F(t, u(t), () — [l — ve(t)]]
>3r—r=2r (3.15)

De Hy(F), pour tout y,z € Hett € I, on a
HE(t, ult), @a(t)), F(t,y, 2)) < k(6)([lue(t) — yll + la. ) — =), (3.16)

Comme k est continue sur I, et Iy compact, donc le sup est atteint, i.e, il existe tg € I
tel que supk(t) < k(ty) < +oc.

tels
Dong, si ||u.(t) —y|| <7, ||u.(t) — z|| < et de (3.16)), on a

H(F(t,u (), i (1), F(t,y, 2)) < 2vk(to) < (3.17)
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De ([3.16]), on obtient

H(F(t,u.(t), u(t)), F(t,y, z)) = sup|d(x, F(t, u.(t), u.(t))) — d(z, F(t,y,z))| <r

zeH

Donc,

A, F(t, (), (1) — d(z, F(t,y,2)) <.
En utilisant (3.15]), on obtient
d(z, F(t,y,z)) >r, ppt € L. (3.18)

pour tous z,y,z € H, ||z —v(t)|| <7, [[uc(t) —yll <, @) — 2| <.
Soit t, € Iy un point de densité droite de I,. On note T, = [t,,t. + 1/n] N .

On considérons une suite v, : I — H, définie par

ve(t) sit €Ty,
vn(t) =
£.(t) sitel\Ty,

Pour t # t,, il existe ng € N* tel que t ¢ [t,,t. + 1/ng) et Vn > ng, ona 1/n < 1/ng et
donc t ¢ [t,,t. + 1/n], alors

t & T, = v,(t) = fu(t)
= [Jva(t) = fu(O)| =0

= lim [lon(t) — £ =0
Par conséquent, lim vn(t) = fi(t), et comme p({t.}) = 0, alors
U, — [y p.p sur I. (3.19)

Par les méme arguments utilisés dans la démonstration du Théoreme [3.1.1) pour tout

n > 1 il existe une application continue h,, : R(ug, vo) — L*(I, H) tel que
hn(u,w)(t) € co(F(t,u(t),u(t))) p.psurl, (3.20)
et
o(6) = Aot O] < -+ k(0) (e 6) — w1 () — 50 ) pp sur I (3.21)

Notons que, dans (3.4)), on a utilisée 'inégalité H(co(A),co(B)) < H(A, B).

Pour tout n > 1, on définit un opérateur A, : Sy, — S\ tel que, pour tout f € Sy;
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3.2. Théoreme de co-densité

A, (f) = h, o ¢(f). En appliquant le Théoréeme de point fixe de Schauder-Tikhonov
(Théoreme [1.14.1]), on obtient un point fixe f,, € Sy tel que A, (f) = (hy 0 &)(fn) = [fu,

on pose (U, Uy,) = ¢(fn), alors
U (t) + A(t, 0, (t)) + Bun(t) = hy(un, 0,)(t) p.p sur I. (3.22)

Donc, par (3.20)) on a

(unv un) € ,R’E(F) (U’O’ UO)a
et par , on a
1
|wA@—fuwns;;+mw0wxw—uawn+nm@>—uawm ppsurl.  (3.23)

Fixons ¢t € I. Par soustraction des deux équations ((3.23) et - on obtient

U () — Ui () + A(t, 0 () — A(t, Us(t)) + Bun(t) — Bu,(t) = fu(t) — fo(t) p.p sur .
En multipliant par i, (t) — u.(t), on trouve

(T () — U (t) + A(t, un (1)) — A(t, 0s(t)) + Bun(t) — Bup(t), @, (t) — w.(t))

= (fa(t) = fu(t), tn(t) — w(t)) ppsurl.

En utilisant le fait que A(t,.) est monotone et que B coercif, on aura

i (t) = (O] + 5 lun(t) = weOI* < (fult) = £o(0), () = @a(t)) pp sur I.

En intégrant entre 0 et ¢, et sachant que w,(0) = @.(0) = vy et u,(0) = u.(0) = up, on

obtient

it = )P + S lsn(t) = > < [ (Fals) = ) tia(s) = () s pop sur 1.

Par suite

1||un(t) — . (t)]* + EIIUn(t) — us(t)|?

< [ {#uls _%L‘HM)—ﬂ@mA$—m@Ms
/0t<fn ) = Un(8), Up () — 1, (8) ds+/t 'Un s) — fu(s un(s)_u*(3)>ds
/Ot <vn ), Un(S) — U(S) ds+/ |t (5) = 1 (8)|[|| f(5) = vn(s)||ds.
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3.2. Théoreme de co-densité

Dapres (3.23), on a

N (£) = (O + & ftn(6) — (1)

g/t%@y-ﬂ@y%@y—m@»@

(% 0 li0e) = (] + ) - u*<s>||)> Jin(s) — i (5) s

-/ <vn<s>—f*<s>,un<s>—u*<s>>ds+; [ ials) = t)lds + [ k)lias) - u(s)Pds
R (5) = i (5) n(s) — . (5) s

Par (3.19) et en faisant tendre n — oo, on a

lin(t) = s + S lsn(t) = eI < [ K (5) i) — v (5) s

+1/‘ Miin(s) =t (8)[[[[tn(5) — ua(s)||ds.
En utilisant les méme arguments dans la démonstration du Théoreme|3.1.1], on obtient que
(Un, U, ) converge vers (uy, ) dans C(I, H) x C(I, H) et dans C(I, H) x w—W2(I, H).
De (3.23)), il existe I’ C I tel que u(I') =0 et
1 . .
on(t) = Fa@)I < = + k() ([l (t) = u(@)]| + i () — a(t)]])

§ﬁ+k%xmu—ﬂb+wu—Mb)wrth

—3

Alors

1 ) .
sup [[va(t) = fa(®)]| < = + k(to) (|[ue — ulle + [l — o).
tel\I’ n

D’ou

lim sup ||v,(t) — f.(t)]| = 0.

=00 e [\ I/
Dong, il existe n; € N, tel que pour tout n € N, n > ny implique que sup /||vn(t)—fn(t)|| <
r. Ceci implique que e

[on(t) = fu@)|l <7 pp sur I, (3.24)

et pour v, il existe ny € N; tel que, pour tout n € N, n > ns, on a sup||u, (t) — u.(t)]| <~
tel
et sup ||, (t) — w.(t)|| <, alors
tel

[un(t) = u (D) <, [tn(t) — @) <7, te 1. (3.25)

Puisque v, (t) = v(t) pour t € T,,, alors de (3.18)), (3.24) et (3.25)) nous obtenons que pour

no = max{ny,ny} et pour tout n > ng, l'inégalité

d(fu(t), F(t,un(t), u,(t))) > 1 p.p sur T,. (3.26)
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3.2. Théoreme de co-densité

est vrai. Puisque t, est un point de densité droite de I, alors

TN [t t. +1 _
lim T 0| +1/n] = lim u(T,).n =1,

n—00 1/n n—00

i.e.,

Ve>0, INeN, VneN=n>N: |u(T,)n—-1]<¢

=1—-ec<p(l,)n<1+e,

1

Dong, si on prend € = 3, il existe N > ng tel que, pour tout n € N, n > N implique

que p(T,) > 5= > 0. Ainsi, d’une part la suite (un,@,) € Rar)(uo, vo) converge vers
(s, Uy) € Rp(ug,vy) et d’autre part, par (3.26) (uy, u,) ¢ Rr(ug, v9) pour n > N.

Ceci acheve la démonstration. [ |

Corollaire 3.2.2. Supposons que H(F)(1), H(F)(3) et Hy(F) sont vérifiées et soit (u,u) €

R (ug, vo), st linégalité
p{t € I e(F(tu(t), i (b)), @0(F(t, (1), 1 (1)) > 0} > 0

est vérifie. Alors

R%(F) (UO; Uo) = RF(“Oa Uo) = R%(F) (UO, UO)\RF<u07 Uo)

= Rr(uo, Vo) N Reat((r)) (to, Vo)

= Res(r) (o, Vo) \Rr (o, Vo) N Rewt(za(ry) (o, Vo)

ou la barre supérieure signifie la fermeture dans C'(I, H) x C(I, H) (resp. dans C(I, H) x
w—W4Y2(1, H)). Ce corollaire suit immédiatement des Corollaire[3.1.9 et Théorémel[3.2.1].
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Résumé

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats d'existence de solutions pour les inclusions
différentielles du second ordre dans un espace de Hilbert et sous différentes hypothéses sur la multi-
application F.

Il est réparti en deux parties.

La premiere concerne la démonstration des théorémes d'existence de solutions extrémes pour les
inclusions différentielles du second ordre avec F une multi-application a valeurs non vides et fermés.

Dans la deuxiéme partie, on a démontré deux théoremes de relaxation pour les inclusions différentielle
du second ordre quand la perturbation est lipschitzienne.

Mots clés :

Multi-application, inclusion différentielle, solutions extrémes, densité, relaxation.

Abstract

In this thesis, we presented some results of the existence of solutions for second order differential
inclusions in a Hilbert space and under different hypotheses on the multivalued map F.

It is divided into two parts.

The first concerns the proof of the theorems of existence of extreme solutions for second order
differential inclusions with F is a multivalued map with nonempty and closed values.

In the second part, we prove two relaxation theorems for second order differential inclusions when the
perturbation is Lipschitzien.

Key words :

Multivalued map, differential inclusion, extreme solutions, density, relaxation.
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