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et patience pour traverser tous les moments difficiles, et qui m’a permis d’achever ce
travail.

Je remercie vivement mon encadreur Madame Amira Makhlouf , Mâıtre de
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de mener à bien ce travail. Cette direction s’est caractérisée par une grande patience,
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1.10 Points extrémaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

i



TABLE DES MATIÈRES
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1.14 Théorème du point fixe de Schauder-Tikhonov . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.15 Fonctions absolument continues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.16 Projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.17 Lemme de Gronwal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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2.2 Théorème d’existence de solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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INTRODUCTION

L’étude de problème de mathématique ou de physique conduit souvent à la résolution
d’équations et d’inclusions différentielles, d’où l’importance de cette branche en mathématiques.

Objectif du mémoire

Dans ce mémoire on s’intéresse à étudier de l’existence de solutions extrêmes pour une
classe d’inclusions différentielles non linéaire du second ordre dans un espace de Hilbert
séparable H de la forme

(PF )

 ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), p.p sur I

u(0) = u0, u̇(0) = v0,

où F : I×H×H → H est une multi-application à valeurs non vide, fermées et non convexe
vérifiant certaines conditions, A : D(A) ⊂ I ×H ⇒ H est un opérateur monotone et B
est un opérateur auto-adjoint. Aussi on établi des relation entre les solutions de l’inclusion
(PF ) et les inclusions suivante : l’inclusion différentielle convexifiée

(Pco(F ))


ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))), p.p sur I

u(0) = u0, u̇(0) = v0

et l’inclusion différentielle extrémale

(Pext(co(F )))


ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) ∈ ext(co(F (t, u(t), u̇(t)))), p.p sur I

u(0) = u0, u̇(0) = v0.
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Introduction

Historique

Nous commençons par introduire un aperçu sur les inclusions différentielles existant
dans la littérature [30], [10] et [37].

L’inclusion différentielle est une généralisation de la notion d’équation différentielle
ordinaire. Par conséquent, tous les problèmes envisagés pour les équations différentielles,
à savoir l’existence de solutions, la continuation des solutions, la dépendance à des condi-
tions et paramètres initiaux, sont présents dans la théorie des inclusions différentielles.
Cette théorie est relativement ancienne. Elle repose sur les travaux des pionniers comme
G. Bouligand (1932), P. Painlevée (1863-1933) et H. Marchaud (1938). Mais cette théorie
ne redevient à la mode qu’avec les travaux d’une école polonaise autour de T. Wazewski
(1961) qui a montré comment poser un problème de contrôle optimal dans le carde des
inclusions différentielles. Depuis, le champs s’est considérablement élargi et les applica-
tions de cette théorie touchent de très nombreux domaines tels que la mécanique, le génie
électrique, la biologie médicale, l’écologie, etc. (Abbas et Mouffak, 2013 ; Balasubrama-
niam, 2002). Il existe de nombreux problèmes appliqués en mathématiques qui incitent
le lecteur à étudier des systèmes dynamiques dont les vitesses ne sont pas uniquement
déterminées par l’état du système mais qui en dépendent vaguement.

Filippov (1988) a systématisé la théorie des inclusions différentielles et a introduit
les principales propriétés des inclusions différentielles. En effet, il existe une littérature
abondante concernant les inclusions différentielles (Voir Aubin et Cellina [2] ; Hu et Pa-
pageorgiou [24] ; Deimling [16]).

Les inclusions différentielles et d’évolution du coté droit fermé non convexe ont fait l’ob-
jet de l’attention de nombreux chercheurs. De nombreuses publications dans ce thème sont
principalement consacrés aux questions d’existence et de densité de l’ensemble des solu-
tions de l’inclusion du coté droit non convexe F (t, x) dans l’ensemble des solutions de l’in-
cluions du coté droit convexe co(F (t, x)) où co(F (t, x)) désigne l’enveloppe convexe fermée
de l’ensemble F (t, x), un grand nombre de publications (voir, par exemple, [34],[3] et
autres) sont consacrées à l’existence et la densité de l’ensemble des solutions de différentes
classes d’inclusions du coté droit ext(co(F (t, x))) dans l’ensemble des solutions d’une in-
clusion du coté droit convexe co(F (t, x)), où ext(co(F (t, x))) est l’ensemble de tous les
points extrémaux de l’ensemble co(F (t, x)). Cette dernière propriété est généralement ap-
pelée le principe de ”Bang-bang” pour les trajectoires [34], [28]. Dans beaucoup de ces
publications les preuves sont basées sur les premiers résultats de Tolstonogov dans [34] et
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Introduction

[35] sur les sélections extrêmes continues des multi-applications. Les auteurs de ces publi-
cation voient que lorsqu’on considère des inclusions du coté droit non convexe F (t, x), il
est plus naturel d’étudier des inclusions du coté droit F (t, x) ∩ ext(co(F (t, x))), puisque
l’ensemble ext(co(F (t, x))) est déterminé par l’ensemble co(F (t, x)) et l’ensemble F (t, x)
est essentiellement non revendiqué. De plus, dans le cas général ext(co(F (t, x))) * F (t, x).
L’étude des inclusions du coté droit F (t, x) ∩ ext(co(F (t, x))) peut être fait en utilisant
les résultats de [32] et [40] sur l’existence et les propriétés topologiques des sélections
extrêmes continues des multi-applications. Ce problème pour les inclusions d’évolution du
premier ordre a été considéré dans le travail [36].

Présentation du travail

On présente le travail de Tolstonogov [38], où il donne des théorèmes d’existence de
solutions pour les problèmes (PF ),(Pco(F )) et (Pext(co(F ))). Ainsi que des approximations
des solutions de l’inclusion convexifiée (PcoF ) par les solutions des inclusions (PF ) et
(Pext(co(F ))). Cette propriété est appelé relaxation. Notons qu’on a fait des petits change-
ments concernant les espaces pour simplifier les démonstrations.

Tolstonogov, dans son papier [38], s’est intéressé par l’existence de solutions pour
les inclusions d’évolution du second ordre avec un coté droit non convexe (PF ). Il a
donnée attention à l’existence de solutions extrêmes [33] qui ne se pas seulement les
solution de l’inclusion différentielle convexifiée (Pco(F )), mais aussi ce sont des solution de
l’inclusion d’origine (PF ). Il montré que, sous des hypothèses appropriées, un tel ensemble
de solutions est dense et co-dense dans l’ensemble de solutions d’inclusion différentielle
convexifiée.
L’hypothèse de base sur la perturbation F est la Lipschitzité par rapport aux deuxième
et troisième variables, c’est à dire

H(F (t, x1, y1), F (t, x, y)) ≤ k(t)(‖x1 − x‖+ ‖y1 − y‖)

t ∈ I, (x, x1), (y, y1) ∈ H2 où H est la distance de Hausdorff sur l’espace des ensembles
non vides et fermés et k(.) est une fonction intégrable sur [0, 1]. Ces études sont basé sur le
théorème du point fixe de Schauder-Tikhonov et la théorie des sélections continues d’une
multi-application à valeurs décomposables.
Les resultats du travail de Tolstonogov [38] complètent et généralisent les résultats de
Tolstonogov dans [36], concernant les inclusions différentielles du premier ordre, aux in-
clusions différentielles du second ordre.
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Organisation de mémoire

Ce mémoire se compose de trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on introduit des définitions, des lemmes et quelques théorèmes
qui sont utilisés le long de ce mémoire.
Dons le deuxième chapitre, on étudie l’existence de solutions pour les inclusions différentielles
de second ordre.
Le troisième chapitre est composé de deux parties présentant des théorèmes de relaxation.
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CHAPITRE 1

NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES

On commence par ce chapitre, dans lequel nous précisons nos notations et nous rap-
pelons certains définitions, propositions et théorèmes dont on aura besoin tout au long de
ce mémoire.

1.1 Notations générales

On note

- I = [0, 1] l’intervalle unité de R.

Soit X un ensemble. On note

- R = [−∞,+∞].

- (X, τ) un espace topologique.

- (X, d) un espace métrique.

- (X,Σ) un espace mesurable.

- (X,Σ, µ) un espace mesuré.

- L(I) la tribu sur I des ensembles mesurables au sens de Lebesgue et dans ce cas µ
est la mesure de Lebesgue.

- B(X) la tribu Borélienne sur X.

1



1.1. Notations générales

- Pcl(X) l’ensemble des parties fermées de X.

- Pk(X) l’ensemble des parties compactes de X.

- X\A le complémentaire de A dans X.

Soit (X, d) un espace métrique. On note

- BX la boule unité ouverte de X.

- BX la boule unité fermée de X.

Soit E un espace de Banach, alors on note

- E ′ sont dual topologique, 〈·, ·〉 leur produit de dualité, ‖ · ‖ la norme de E et ‖ · ‖∗
la norme de E ′.

- C(I, E) l’espace de Banach de toutes les applications continues définies sur I à
valeurs dans E muni de la norme ‖f(·)‖C = sup

t∈I
‖f(t)‖.

- Lp(I, E) (p ∈ [1,+∞[) l’espace de Banach de toutes les applications p-intégrables
au sens de Bochner définies sur I à valeurs dans E muni de la norme

‖f(.)‖p =
( ∫

I
‖f(t)‖pdt)

) 1
p .

- L∞(I, E) l’espace des applications u : I → E essentiellement bornée sur E.

- co(D) l’enveloppe convexe de D ⊂ E.

- co(D) l’enveloppe convexe fermée de D.

- W 1,2(I, E) l’espace des applications u : I → E de L2(I, E) ayant une dérivée faible
dans L2(I, E) muni de la norme ‖u‖W 1,2 = ‖u‖2 + ‖u̇‖2.

- AC1.2(I, E) l’espace des applications absolument continues et dérivables f : I → E

ayant une dérivée dans L2(I, E) presque partout.

- σ(E,E ′) est la topologie faible sur E.

- σ(E ′, E) est la topologie faible* sur E ′.

- w − E l’espace E muni de la topologie faible.

- SF l’ensemble de toutes les sélections mesurables de la multi-application F : I ⇒ E.

- SpF l’ensemble de toutes les Lp-sélections de la multi-application F : I ⇒ E.

- → signifie la convergence forte dans E.

- ⇀ signifie la convergence faible dans E.
Soit D ∈ E. On note par

- |D| le nombre positive donné par |D| = sup
x∈D
‖x‖.

2



1.2. Mesurabilité

- 1ID : E → R la fonction caractéristique d’une partie D ⊂ E d’un ensemble donné,
définie par

1ID(x) =


1 si x ∈ D;

0 si x /∈ D,

- δ(., D) la fonction indicatrice de l’ensemble D ⊂ E, définie par

δ(x,D) =


1 si x ∈ D;

0 si x /∈ D.

- δ∗(., D) la fonction polaire de δ(., D), appelée aussi fonction d’appui de D, définie
sur E ′ par

δ∗(x′, D) = sup
x∈D
〈x′, x〉,∀x′ ∈ E ′.

On note par H un espace de Hilbert muni de la norme ‖.‖ et du produit scalaire
〈., .〉.

1.2 Mesurabilité

Les résultats de cette section sont pris de la référence [7].

Définition 1.2.1. Soient X un ensemble non vide, Σ une famille de sous ensembles de
X. Alors Σ est dite tribu sur X si

1. ∅ ∈ Σ ;

2. A ∈ Σ⇒ X \ A ∈ Σ ;

3. (An)n∈N ⊂ Σ⇒ ⋃
n∈N

An ∈ Σ.

• Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable, et les éléments de Σ sont appelés
ensembles mesurables.

• Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée par B(X), est la
plus petite tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.2.2. Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et f une application
définie sur X1 a valeurs dans X2. On dit que f est (Σ1,Σ2)-mesurables si pour tout
A ∈ Σ2, f−1(A) ∈ Σ1.
Si X2 est un espace topologique, une fonction (Σ1,B(X2))-mesurable est dite fonction
Borélienne ou Σ1-mesurable.

3



1.2. Mesurabilité

Définition 1.2.3. Soit (X,Σ) un espace mesurable et Y un espace métrique. Alors, une
application f : X −→ Y est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si f
est Σ-mesurable et f(X) est séparable.

Proposition 1.2.4. Soient X1 et X2 deux espaces topologiques et f : X1 → X2 une
application. Si f est continue alors f est B(X1)-mesurable.

Définition 1.2.5. Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l’application µ : Σ → R est
dite mesure si

1. µ(∅) = 0 ;

2. µ(⋃
n
An) = ∑

n
µ(An), pour toute suite dénombrable (An) d’éléments de Σ deux à

deux disjoints.

• Le triple (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.
• Si µ(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure positive et on note
µ ≥ 0, ou que l’espace (X,Σ, µ) est positif.
• Si µ(A) < ∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure finie ou que l’espace
(X,Σ, µ) est fini.
• Si X est un espace topologique, la mesure µ : B(X) → R est appelée mesure
Borélienne.

Définition 1.2.6. Soit X un espace topologique séparé et µ une mesure Borélienne. Alors
µ est dite régulière si pour tout A ∈ B(X) et tout ε > 0, il existe un ouvert O et un
fermé V de X, tels que V ⊂ A ⊂ O et µ(O\V ) ≤ ε.
Une mesure borélienne finie et régulière est appelée mesure de Radon.

Définition 1.2.7. Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0 et A un sous ensemble
de X tel que A ∈ Σ. On dit que A est µ-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas de
confusion), s’il existe C ⊂ X tel que A ⊂ C et µ(C) = 0.

- On dit qu’une propriété sur X est vraie µ-presque partout (µ.p.p.), si l’ensemble
où elle n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

- La tribu µ-complète de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles
µ-négligeables, c’est à dire

Σµ = {A ∪ Z : A ∈ Σ et Z ensemble µ− négligeable}.
- La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c’est à dire, si tout ensemble µ-négligeable

appartient à Σ.

Définition 1.2.8. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X et Y deux espaces métriques et
soit f : T ×X → Y une application.

4



1.2. Mesurabilité

On dit que f est de Carathéodory si elle est mesurable par rapport à t et continue par
rapport à x, c’est à dire pour tout x ∈ X fixé l’application

fx :T → Y

t 7→ fx(t) = f(t, x)

est Σ-mesurable, et pour tout t ∈ T fixé l’application

ft :X → Y

x 7→ ft(x) = f(t, x)

est continue.
On dit aussi que f est séparément mesurable, séparément continue.

Lemme 1.2.9. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et Y
un espace métrique et soit f : T ×X → Y une application de Carathéodory. Alors f est
Σ⊗B(X)-mesurable (ici, T ×X est muni de la tribu engendrée par les ensembles C ×D
ou C ∈ Σ et D ∈ B(X)).

Définition 1.2.10. (Tribu de Lebesgue).
La tribu de Lebesgue sur un intervalle I de R notée L(I) est la tribu µ-complète de la
tribu borélienne B(I) pour la mesure de Lebesgue.

Définition 1.2.11. (Voir [38]) Soit C ∈ L(I) et t ∈ I. Si

lim
h→0

µ(C ∩ [t, t+ h])
h

= 1,

alors le point t est dit le point de densité droite de C.

Proposition 1.2.12. (Voir [38]) Presque tout t ∈ C est un point de densité droite de C.

Définition 1.2.13. (Fonction simple).
Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace de Banach et f : X → Y une application.
On dit que f est une fonction simple si elle est de la forme

f =
n∑
i=0

1IAi
yi,

où les Ai = f−1(yi), i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments deux à deux disjoints de Σ et les
yi, i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments distincts de Y .
Cette formule est appelée la représentation canonique de f .

5



1.3. Quelques notions de continuité

Proposition 1.2.14. Soient (X,Σ) un espace mesurable et (fn)n≥1 une suite de fonctions
mesurables définies sur X à valeurs dans R. Si (fn)n≥1 converge simplement vers f alors
f est mesurable.

Théorème 1.2.15. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach
séparable. Si f : X → E est mesurable, alors il existe une suite (fn)n≥1 de fonctions
simples qui converge µ-presque partout tout vers f, et pour µ-presque tout x ∈ E,

‖fn(x)‖ ≤ ‖f(x)‖ pour tout n ∈ N∗.

1.3 Quelques notions de continuité

Les résultats de cette section sont pris des références [6], [19] et [31].

Définition 1.3.1. Soit X un espace topologique et soit f : X → R. Alors f est dite
semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si et seulement si

∀a ∈ R, a < f(x0), ∃V ∈ V (x0) tel que a < f(x), ∀x ∈ V.

Définition 1.3.2. Soit X un espace topologique et soit f : X → R. Alors f est dite
semi-continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si et seulement si

∀a ∈ R, a > f(x0), ∃V ∈ V (x0) tel que a > f(x), ∀x ∈ V.

Remarque 1.3.1. Soit X un espace topologique et soit x0 ∈ X. Si f : X → R, alors

1. f est s.c.i au point x0 si et seulement si

∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ v(x0), ∀x ∈ Vx0 ⇒ f(x)− f(x0) > −ε;

2. f est s.c.s au point x0 si, et seulement si

∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ v(x0), ∀x ∈ Vx0 ⇒ f(x)− f(x0) < ε;

3. f est continue au point x0 si, et seulement si

∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ v(x0), ∀x ∈ Vx0 , |f(x)− f(x0)| < ε.

Définition 1.3.3. Soient X un espace topologique et f : X → R. Alors f est continue au
point x0 si et seulement si f est s.c.i et s.c.s au point x0 ∈ X.
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1.4. Fonctions intégrables au sens de Bochner

Définition 1.3.4. Soient X un espace topologique, f : X → R et soit x0 ∈ X alors

lim inf
x→x0

f(x) = sup
V ∈v(x0)

inf
x∈V

f(x);

lim sup
x→x0

f(x) = inf
V ∈v(x0)

sup
x∈V

f(x).

Proposition 1.3.5. Soit (X, d) un espace métrique et soit f : X → R. Alors

f est s.c.i au point a ⇔ lim inf
x→a

f(x) ≥ f(a),

f est s.c.s au point a ⇔ lim sup
x→a

f(x) ≤ f(a).

Proposition 1.3.6. Soient X un espace topologique et f : X → R. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes,

1. f est s.c.s. sur X ;

2. les ensembles {x ∈ X : f(x) ≥ λ}, λ ∈ R sont fermés.

Définition 1.3.7. Soient (X1, τ1), (X2, τ2) deux espaces topologiques et f : X1 → X2 une
application.
L’application f est dite séquentiellement continue en x ∈ X1, si pour toute suite
(xn) ⊂ X1 telle que xn → x on a f(xn)→ f(x).
L’application f est dite séquentiellement continue sur X1 si elle séquentiellement
continue en tout point de X1.

Proposition 1.3.8. Soient X1, X2 deux espaces métriques. Alors la continuité séquentiellemnt
est équivalente à la continuité.

1.4 Fonctions intégrables au sens de Bochner

Les résultats de cette section sont pris des références [20] et [28].
Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach.

Définition 1.4.1. Si f : X → E est un application simple avec f =
n∑
i=0

yi1IAi
, où

(Ai)1≤i≤n et (yi)1≤i≤n sont données comme dans la définition 1.2.13, alors l’intégrale
de Bochner de f est définie par∫

X
f(t)dµ(t) =

n∑
i=1

yiµ(Ai).

Cette définition est indépendante des représentations.
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1.5. Quelques résultats de convergence

Définition 1.4.2. Une application µ-mesurable f : X → E est dite intégrable au sens
de Bochner, s’il existe une suite de fonctions simples (fn)n≥1 telle que fn → f µ p.p,
‖ fn − f ‖ est intégrable au sens de Lebesgue et

lim
n→∞

∫
X

‖ fn − f ‖ dµ = 0,

où

‖f‖ : X → R

x 7→ ‖f‖(x) = ‖f(x)‖.

On pose alors ∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

Dans ce cas
∫
A

fdµ est définie pour tout A ∈ Σ par
∫
A

fdµ = lim
n→∞

∫
A

fndµ.

Théorème 1.4.3. Une application µ-mesurable f : X → E est dite intégrable au sens
de Bochner si et seulement si

∫
X

‖f‖dµ <∞.

Corollaire 1.4.4. Si f : X → E est une fonction intégrable au sens de Bochner et A ∈ Σ,
alors ∥∥∥ ∫

A

f(x)dµ
∥∥∥ ≤ ∫

A

‖f(x)‖dµ.

Théorème 1.4.5. Soit f : X → E une application intégrable au sens de Bochner et soit
G une application linéaire continue de E à valeurs dans F , où F est un espace de Banach.
Alors Gf est une application intégrable au sens de Bochner à valeurs dans F , et on a

G

(∫
X

f(x)dµ
)

=
∫
X

Gf(x)dµ.

En particulier, si x′ ∈ E ′ et f : X → E une application intégrable au sens de Bochner,
alors x 7→ 〈f(x), x′〉 est intégrable et

〈 ∫
X

f(x)dµ, x′
〉

=
∫
X

〈f(x)dµ, x′〉.

1.5 Quelques résultats de convergence

Les résultats de cette section sont pris de la référence [17].
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1.6. Quelques résultats d’analyse convexe

Théorème 1.5.1 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue).
Soit E un espace de Banach, soit 1 ≤ p < +∞ et (fn) une suite d’applications mesurables
définies sur I à valeurs dans E. Si la suite (fn) vérifie

(i) fn → f p.p. sur I,

(ii) il existe une fonction positive g ∈ Lp(I,R) telle que, pour tout n ∈ N, ‖fn(t)‖ ≤
g(t) p.p.

Alors fn → f dans Lp(I, E). En particulier, dans le cas p = 1,∫
I
fn(t)dt→

∫
I
f(t)dt.

Théorème 1.5.2 (Réciproque de la convergence de Lebesgue).
Soit E un espace de Banach. Soit 1 ≤ p < +∞ et (fn) une suite d’applications mesurables
définies sur I à valeurs dans E. Si fn → f dans Lp(I, E) alors il existe (fnk

) une sous
suite extraite de (fn) et une fonction positive g ∈ Lp(I,R) telles que

(i) fnk
→ f p.p,

(ii) pour tout k, ‖fnk
(t)‖ ≤ g(t) p.p.

Lemme 1.5.3. (Lemme de Fatou)
Pour toute suite (fn)n d’applications mesurables sur I à valeurs dans [0,+∞], la limite
inférieure (resp. supérieure) de la suite (fn)n est mesurable et l’on a∫

I
lim inf
n→+∞

fn(t)dt ≤ lim inf
n→+∞

∫
I
fn(t)dt

(resp. ∫
I

lim sup
n→+∞

fn(t)dt ≥ lim sup
n→+∞

∫
I
fn(t)dt.

L’égalité n’est en général pas vérifiée.

1.6 Quelques résultats d’analyse convexe

Les résultats de cette section sont pris des références [5] et [6].

Définition 1.6.1. On dit qu’une fonction ϕ : I → R est convexe si pour tout x, y ∈ I
et pour tout λ ∈ [0, 1]

ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y),

et on dit qu’elle est strictement convexe si pour tout x, y ∈ I et pour tout λ ∈ [0, 1]

ϕ(λx+ (1− λ)y) < λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y).
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1.6. Quelques résultats d’analyse convexe

Définition 1.6.2. (Ensembles convexes).

Soit E un espace vectoriel, et soit A ⊂ E. On dit que A est un ensemble convexe si
et seulement si

∀u, v ∈ A,∀λ ∈ [0, 1] : λu+ (1− λ)v ∈ A.

Autrement dit, pour tout u, v ∈ A, le segment de droite

[u, v] = {λu+ (1− λ)v : λ ∈ [0, 1]} ⊂ A.

Définition 1.6.3. (Le simplexe de Rn).

On appelle Simplexe de Rn l’ensemble ∆n défini par

∆n =
{

(λ1, λ2, ..., λn) ∈ Rn : λi ≥ 0 et
n∑
i=1

λi = 1
}

.

Définition 1.6.4. Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, ..., xn ∈ E. On appelle
combinaison convexe des éléments x1, x2, ..., xn tout élément x qui s’écrit comme suit

x =
n∑
i=1

λixi tels que (λ1, λ2, ..., λn) ∈ ∆n.

Proposition 1.6.5. Soit E un espace vectoriel, et soit A ⊂ E. On dit que A est convexe
si et seulement s’il contient toutes les combinaisons convexes de ces éléments.

Définition 1.6.6. Soient E un espace vectoriel et A ⊂ E. On appelle enveloppe convexe
de A qu’on note co(A), l’intersection de tous les sous ensembles convexes de E contenant
A, c’est en fait le plus petit convexe qui contient A. Si E est un espace vectoriel topo-
logique, on appelle enveloppe convexe fermée de A qu’on note co(A) le plus petit
convexe fermé de E contenant A.

Proposition 1.6.7. Soient E un espace vectoriel, A,B ⊂ E et α ∈ R.

1. co(α.A) = αco(A).

2. co(A+B) = co(A) + co(B).
Si E un espace vectoriel topologique, alors

3. Si A est un sous ensemble convexe de X alors A et
◦
A le sont aussi.

4. co(A) = co(A).

5. co(αA) = αco(A).

10



1.7. Topologies faible et faible*

1.7 Topologies faible et faible*

Les résultats suivants sont pris des références [6] et [12].
Soient X un ensemble, I un ensemble quelconque et soit (Yi)i∈I une famille d’espaces
topologiques. Pour chaque i ∈ I on se donne une application ϕi : X → Yi. Le problème
posé est de munir X par une topologie τ la moins fine (avec le minimum d’ouverts) qui
rend continues toutes les applications (ϕi)i∈I .

Proposition 1.7.1. Soit τ l’ensemble des parties de X de la forme

⋃
j∈J

⋂
i∈Fj

ϕ−1
i (Ui),

où Ui est un ouvert quelconque de Yi, Fj est un sous ensemble fini d’indices quelconque
de I et J est un ensemble quelconque. Alors, τ définit une topologie sur X. De plus, τ est
la topologie la moins fine sur X qui rend continues toutes les applications ϕi(i ∈ I).

1.7.1 Topologie faible

Soient E un espace de Banach et E ′ son dual topologique, c’est à dire

E ′= {f : E → R, f linéaire continue} = L (E,R),

muni de la norme

‖f‖E′ = sup
x∈BE

| 〈f, x〉 |= sup
x∈E\{0E}

|〈f, x〉|
‖x‖

.

Définition 1.7.2. Soit f ∈ E ′ et soit

ϕf : E → R

x 7→ ϕf (x) = f(x) := 〈f, x〉.

Lorsque f d’écrit E ′, nous obtenons une famille d’applications (ϕf )f∈E′ définie sur E à
valeurs dans R. On appelle la topologie faible sur E, la topologie la moins fine sur E
rendant les applications (ϕf )f∈E′ continues et on la note σ(E,E ′).
On note w − E, l’espace E muni de la topologie faible.

Proposition 1.7.3. La topologie faible σ(E,E ′) est séparée.
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1.7. Topologies faible et faible*

Remarque 1.7.1.

1. E étant un espace de Banach, donc E est muni d’une norme (c’est à dire d’une
distance) et donc on définit la topologie associée à cette norme, cette topologie sera
dite topologie forte.

2. Les ouverts (resp. fermés) faibles (pour σ(E,E ′)) sont aussi des ouverts (resp.
fermés) pour la topologie forte.

Proposition 1.7.4. Soit (xn)n≥1 une suite d’éléments de E.

1. La suite (xn)n≥1 converge vers x pour σ(E,E ′) (ou faiblement) si et seulement si
(〈f, xn〉)n≥1 converge vers 〈f, x〉 pour tout f ∈ E ′.

2. Si (xn)n≥1 converge fortement vers x, alors (xn)n≥1 converge faiblement vers x.

3. Si (xn)n≥1 converge faiblement vers x alors (‖xn‖)n≥1 est bornée et nous avons

‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

4. Si (xn)n≥1 converge faiblement vers x et (fn)n≥1 converge fortement vers f dans E ′,
alors (〈fn, xn〉)n≥1 converge vers 〈f, x〉.

Proposition 1.7.5. Lorsque E est de dimension finie, la topologie forte de E et la topo-
logie faible σ(E,E ′) cöıncident. En particulier, une suite (xn)n≥1 ⊂ E converge faiblement
si et seulement si elle converge fortement.

Théorème 1.7.6. Soit K un sous ensemble convexe de E. Alors K est faiblement fermée
si et seulement si K est fortement fermé.

1.7.2 Topologie faible*

Soit E un espace de Banach, E ′ son dual topologique et E ′′ son bidual (c’est à dire le
dual de E ′) ;

E ′′= {ζ : E ′ → R, ζ linéaire continue},

muni de la norme ‖ζ‖E′′ = sup
f∈BE′

|〈ζ, f〉|.

Il existe une injection canonique J : E → E ′′. En effet, pour tout x ∈ E fixé, l’application

Jx : E ′ → R

f 7→ Jx(f) = 〈f, x〉,
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1.7. Topologies faible et faible*

est linéaire continue sur E ′, c’est à dire, Jx est un élément de E ′′, et

J : E → E ′′

x 7→ J(x) = Jx,

est linéaire continue, de plus, elle est une isométrie, et on a

〈J, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E ∀x ∈ E,∀f ∈ E ′.

Sur l’espace E ′ sont définies déjà deux topologies :
– La topologie forte associée à la norme de E ′ (‖f‖E′ = sup

f∈BE′

|〈f, x〉|).

– La topologie faible σ(E ′, E ′′).
On définit une troisième topologie sur E ′ qu’est la topologie faible*, définie comme
suit.

Définition 1.7.7. La topologie faible* sur E ′ est la topologie la moins fine sur E ′ qui
rend continues toutes les applications (Jx)x∈E. On la note σ(E ′, E).

Proposition 1.7.8. Soit E un espace de Banach. La topologie faible* σ(E ′, E) est séparée.

Proposition 1.7.9. Soit (fn)n une suite d’éléments de E ′. Alors

1. la suite (fn)n≥1 converge vers f pour σ(E ′, E) (ou faiblement*) si et seulement si
(〈fn, x〉)n≥1 converge vers 〈f, x〉 pour tout x ∈ X ;

2. si (fn)n≥1 converge fortement vers f , alors (fn)n≥1 converge faiblement* vers f ;

3. si (fn)n≥1 converge vers f pour σ(E ′, E), alors (‖fn‖E′)n est bornée et nous avons

‖f‖E′ ≤ lim inf
n→∞

‖fn‖;

4. si (fn)n≥1 converge vers f pour σ(E ′, E) et (xn)n≥1 converge fortement vers x dans
E alors (〈fn, xn〉)n≥1 converge vers 〈f, x〉.

Théorème 1.7.10. Soit E un espace de Banach séparable et soit K ⊂ E ′, un sous
ensemble de E ′ faiblement* compact (σ(E ′, E)-compact). Alors K est métrisable, pour
cette topologie.

Proposition 1.7.11. Si E est de dimension finie, les topologies forte, faible et faible*
cöıncident sur E ′.

Théorème 1.7.12. (Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki).

Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E ′ est compacte pour la
topologie faible*, σ(E ′, E).
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1.7. Topologies faible et faible*

1.7.3 Espaces réflexifs

Soit E un espace de Banach.

Définition 1.7.13. On dit que E est réflexif si J(E) = E ′′, c’est à dire, si J est bijective
(on identifie alors E à E ′′ à l’aide de l’isomorphisme J).

Théorème 1.7.14. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. E est réflexif.

2. BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} est σ(E,E ′)-compact.

3. Pour tout suite (xn)n≥1 bornée dans E il existe une sous suite (xnk
)k≥1 qui converge

pour σ(E,E ′).

Proposition 1.7.15.

• Tout espace de Hilbert est réflexif.

• Tout espace de dimension finie est réflexif.

Corollaire 1.7.16. Soit E un espace réflexif et soit C ⊂ E un convexe fermé borné.
Alors C est compact pour la topologie σ(E,E ′).

Proposition 1.7.17. Si E est réflexif, alors les topologies faible et faible* sur E ′ cöıncident.

Dans la suite, on donne comme cas particulier les espaces Lp(I,H) avec 1 ≤ p ≤ ∞
et où H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈., .〉.

Proposition 1.7.18. Soit p ∈]1,+∞] et soit q son conjugué, i.e, 1
p

+ 1
q

= 1. Alors
l’application

J : Lp(I,H)→ (Lq(I,H))′

f 7→ J(f) = ϕf ,

où

ϕf : Lq(I,H)→ R

g 7→ ϕf (g) =
∫
I
〈f(t), g(t)〉dt,

est une bijection. On identifie alors f avec J(f) ∈ (Lq(I,H))′.
On a alors une notion de convergence faible* dans Lp(I,H). Si 1 < p < +∞ (on a alors
aussi 1 < q < +∞), les notions de convergence faible et faible* dans Lp(I,H) cöıncident.
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1.7. Topologies faible et faible*

Proposition 1.7.19. (Convergence faible dans Lp(I,H))
Soient p ∈ [1,+∞[ et q le conjugué de p, (fn)n≥1 ⊂ Lp(I,H) et f ∈ Lp(I,H). Alors, la
suite (fn)n≥1 converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g ∈ Lq(I,H)

〈fn, g〉 =
∫
I
〈fn(t), g(t)〉dt→

∫
I
〈f(t), g(t)〉dt quand n→ +∞.

Proposition 1.7.20. Soit p ∈]1,+∞[. Alors Lp(I,H) est un espace réflexif.

Dans l’espace Lp(I, E) (p ∈ [1,+∞[) on considère la norme ”faible”

‖x‖ω = max
0≤a≤b≤1

∥∥∥ ∫ b

a
x(s)ds

∥∥∥, (1.1)

cette norme est équivalente à la norme

‖|x‖| = max
0≤t≤1

∥∥∥ ∫ t

0
x(s)ds

∥∥∥. (1.2)

En effet, pour tout t ∈ T , et en prenant a = 0 et b = t,
∥∥∥ ∫ t

0
x(s)ds

∥∥∥ ≤ max
0≤a≤b≤t

∥∥∥ ∫ b

a
x(s)ds

∥∥∥ = ‖x‖ω.

D’où,
|‖x‖| ≤ ‖x‖ω. (1.3)

D’autre part, pour tout a, b ∈ T , a ≤ b,
∥∥∥ ∫ b

a
x(s)ds

∥∥∥ =
∥∥∥ ∫ b

0
x(s)ds−

∫ a

0
x(s)ds

∥∥∥
≤
∥∥∥ ∫ b

0
x(s)ds

∥∥∥+
∥∥∥ ∫ a

0
x(s)ds

∥∥∥
≤ 2|‖x‖|.

D’où,
‖x‖ω ≤ 2|‖x‖|. (1.4)

De (1.3) et (1.4), on déduit que ‖.‖ω et |‖.‖| sont équivalentes.
On note par Lpω(I, E) l’espace Lp(I, E) muni de la norme faible.

Lemme 1.7.21. (Voir [29])
Soit H un espace de Hilbert. Soit (fn)n≥1 est une suite dans L2(I,H) et f ∈ L2(I,H)

tels que sup
n
‖fn‖2 <∞ et ‖fn − f‖w → 0.

Alors, fn converge faiblement vers f dans L2(I,H).
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1.8. Quelques résultats de la compacité

1.8 Quelques résultats de la compacité

Les résultats suivants sont pris des références [12] et [25].

Théorème 1.8.1 (Théorème d’Ebalein-Smûlian).
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes

(i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

(ii) S est faiblement (relativement) compact.

Théorème 1.8.2. (Théorème d’Alaoglu)
Soit E un espace de Banach séparable et soit M ⊂ E ′. Si M est borné pour la norme de
E ′ et fermé pour la topologie σ(E ′, E). Alors M est compact pour cette topologie.

Théorème 1.8.3. (Théorème d’Ascoli-Arzelà).

Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet et K un sous ensemble
de C(X, Y ). Alors K est relativement compact dans C(X, Y ) si et seulement si les deux
conditions ci-dessous sont satisfaites.

1. K est équicontinue ;

2. K(x) := {f(x) : f ∈ K} est relativement compact dans Y .

Théorème 1.8.4. (Théorème de Banch-Mazur).

Soit E un espace de Banach, et soit (xn) une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x. Alors il existe une suite (zi)i dans E telle que chaque zi est une combinaison
convexe des éléments de la suite (xn)n≥i et (zi)i converge fortement vers x.

Théorème 1.8.5. Soit E un espace de Banach réflexif. Alors, W 1,2(I, E) s’injecte de
manière compact dans L2(I, E), c’est à dire, l’application identique Id : W 1,2(I, E) →
L2(I, E) est compacte (i.e. toute partie bornée S de W 1,2(I, E) est compacte dans L2(I, E)).

1.9 Distance de Hausdroff

Les résultats de cette section sont pris de la référence [6].

Définition 1.9.1. Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d). Posons

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y).
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1.10. Points extrémaux

• On appelle écart entre A et B que l’on note e(A, B) la quantité définie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B).

• On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note H(A,B) la quantité
définie par

H(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}.

Remarquons que H(A,B) = H(B,A).

Proposition 1.9.2. Soient A, B, C trois sous ensembles d’un espace métrique (X, d).

1. e(A, ∅) =∞ si A 6= ∅.

2. e(∅, B) = 0.

3. e(A,B) = 0⇔ A ⊂ B.

4. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C).

5. H(A,B) = 0⇔ A = B.

6. H(A,C) ≤ H(A,B) +H(C,B).

7. | d(x,A)− d(x,B) |≤ H(A,B), ∀x ∈ X.

Remarque 1.9.1.

• (Pcl(X),H) est un espace métrique.
• Si (X, d) est un espace métrique complet, alors (Pcl(X),H) est complet.
• Si X est séparable, (Pk(X),H) est aussi séparable.
• Si X=E un espace vectoriel normé muni de la norme ‖.‖, alors
H(A,B) ≤ sup

x∈A
‖x‖+ sup

x∈B
‖x‖.

1.10 Points extrémaux

Les résultats de cette section sont pris de la référence [27].

Définition 1.10.1. Soit E un espase vectoriel et K ⊂ E. On dit que x ∈ K est un point
extrémal si, x = αx1 + (1− α)x2 avec x1, x2 ∈ K et α ∈]0, 1[ implique que x1 = x2.
Si K est convexe, un point x ∈ K est extrémal à K si x ne puisse être intérieur à un
segment de droite joignant deux points de K.
On note par ext(K) l’ensemble des points extrémaux à K.

Théorème 1.10.2. (Théorème de Krein-Milman) Soit E un espace topologique tel
que E ′ sépare les points de E. Alors tout ensemble convexe compact K de E admet au
moins un point extrémal, i.e., ext(K) 6= ∅.
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1.11 Multi-applictions

1.11.1 Multi-applications et sélections

Les résultats de cette section sont pris des références [6] et [41].

Définition 1.11.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application
(ou fonction multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y toute application qui à
chaque élément x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y , et on note F : X ⇒ Y .

• On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom(F ), le
sous ensemble de Y défini par

D(F ) := dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

• On appelle graphe de F, qu’on note Gr(F ), le sous ensemble de X × Y défini par

Gr(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

• On appelle image de F, qu’on note Im(F), le sous ensemble de Y défini par

Im(F ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, y ∈ F (x)} = ∪
x∈X

F (x).

• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous ensemble de Y
défini par F (A) = ∪

x∈A
F (x), et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y : ∃x ∈ A, y ∈ F (x)}.

• Pour tout V ⊂ X, on appelle image réciproque large de F , le sous ensemble
défini par

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅}.

• Pour tout V ⊂ X, on appelle image réciproque étroite de F , le sous ensemble
défini par

F−1
+ (V ) = {x ∈ X : F (x) ⊆ V }.

Définition 1.11.2. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F
toute application f : dom(F )→ Y vérifiant

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ dom(F ).
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1.11.2 Continuité des multi-applications

Les résultats de cette section sont pris des références [2], [4], [6] et [26].

Définition 1.11.3. Soient X et Y deux espaces topologiques, et F : X ⇒ Y une multi-
application.

1. On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si
pour tout ouvert U de X contenant F (x0) c’est à dire F (x0) ⊂ U , il existe un
voisinage Ω de x0 tel que F (Ω) ⊂ U , c’est à dire, ∃Ω ∈ V (x0) ; F (z) ⊂ U, ∀z ∈ Ω.
Autrement dit F−1

+ (U) est un voisinage de x0.

• F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x0 ∈ X.

2. On dit que F est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si
pour tout ouvert U de X vérifiant F (x0) ∩ U 6= ∅, il existe un voisinage de x0 tel
que F (x0) ∩ U 6= ∅, ∀z ∈ Ω. Autrement dit F−1(U) est un voisinage de x0.

• F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x0 ∈ X.

3. On dit que F est continue au point x0 si elle est s.c.s et s.c.i au point x0

Proposition 1.11.4. Soient X et Y deux espaces topologiques, et considérons la multi-
application F : X ⇒ Y , alors

(i) F est s.c.s si et seulement si F−1(U) est fermé de X pour tout U fermé de Y .

(ii) F est s.c.i si et seulement si F−1(U) est ouvert de X pour tout U ouvert de Y .

Lemme 1.11.5. La multi-application F : X ⇒ Y est semi-continue inférieurement si
et seulement si la fonction dy : X → R, définie par dy(x) = d(y, F (x)), ∀x ∈ X est
semi-continue supérieurement pour tout y ∈ Y .

Théorème 1.11.6. Soit X et Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-
application. Alors, F est semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si et seulement
si pour tout suite (xn) de point de X, telle que xn → x0 et pour tout y0 ∈ F (x), il existe
une suite (yn) telle que yn ∈ F (xn) et yn → y0.

Définition 1.11.7. (Continuité par rapport à la distance de Hausdorff).

Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques, et F : X ⇒ Y une multi-application, alors
• F est dite H-semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X si pour tout
ε > 0, il existe δ > 0 tel que

F (B(x0, δ)) ⊂ V (F (x0), ε) = {y ∈ Y : d(y, F (x0)) ≤ ε}.
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• On dit que F est H-semi-continue supérieurement sur X si elle l’est en tout
point de X.

• F est dite H-semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si pour tout
ε > 0, il existe δ > 0 tel que

F (x0) ⊂ [V (F (x), ε)]◦; ∀x ∈ B(x0, δ).

• On dit que F est H-semi-continue inférieurement sur X si elle l’est en tout
point de X.

• On dit que F est H-continue si elle est H-semi-continue supérieurement et H-
semi-continue inférieurement.

Proposition 1.11.8. Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs fermées. Alors,
• F est H-semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X si et seulement si,

pour toute suite (xn) ⊂ X convergente vers x0, on a,

lim
n→∞

e(F (xn), F (x0)) = 0.

• F est H-semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si et seulement si,
pour toute suite (xn) ⊂ X convergente vers x0, on a,

lim
n→∞

e(F (x0), F (xn)) = 0.

• F est H-continue au point x0 ∈ X si et seulement si, pour toute suite (xn) ⊂ X

convergente vers x0, on a,

lim
n→∞

H(F (xn), F (x0)) = 0.

Proposition 1.11.9. Si F est H-semi-continue inférieurement au point x0 alors F est
semi-continue inférieurement au point x0.

Proposition 1.11.10. Si F (x0) est compact alors
• F est H-semi-continue supérieurement au point x0 si et seulement si F est semi-

continue supérieurement au point x0.
• F est H-semi-continue inférieurement au point x0 si et seulement si F est semi-

continue inférieurement au point x0.

Théorème 1.11.11. (Théorème d’existence de sélections continues de Michael).

Soit X un espace métrique, E un espace de Banach et F : X ⇒ E une multi-application
semi-continue inférieurement à valeurs non vides, fermées et convexes. Alors F admet
une sélection continue.
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1.11.3 Mesurabilité des multi-applications

Nous allons donner maintenant des résultats fondamentaux de la théorie des multi-
applications mesurables [6], [14], [22] et [40].

Définition 1.11.12. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et F :
X ⇒ Y une multi-application .

1. On dit que F est Σ-mesurable où mesurable, si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

2. On dit que F est fortement mesurable, si pour tout fermé W de Y

F−1(W ) = {x ∈ X : F (x) ∩W 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 1.11.13. Si F : X ⇒ Y est fortement mesurable, alors F est mesurable.

Proposition 1.11.14. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et soit F : X ⇒ Y une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F est Σ-mesurable.

(ii) Pour chaque y ∈ Y , la fonction dy : X → R est Σ-mesurable.

Proposition 1.11.15. Si F : X ⇒ Y est mesurable ou fortement mesurable, alors
dom(F) est mesurable.

Proposition 1.11.16. Soient X un espace topologique et Y un espace métrique séparable,
alors la multi-application F : X ⇒ Y est mesurable si et seulement si F : X ⇒ Y est
mesurable.

Théorème 1.11.17. Soient (X,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach. Soit
F : X × E ⇒ E une multi-application mesurable et u : X → E une application Σ-
mesurable. Alors, la multi-application x 7→ F (x, u(x)) est mesurable.

Théorème 1.11.18. (Théorème de Lusin ).
Soit X un espace métrique compact tel que (X,Σ, µ) est un espace mesuré de Radon et
soit Y un espace métrique. Soit ϕ : X → Y une application Σ-mesurable, alors pour tout
ε > 0 il existe un fermé Xε ⊂ X tel que µ(X\Xε) < ε et ϕ|Xε est continue.

Lemme 1.11.19. Soit (X,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F : X ⇒ Y une multi-application mesurable à valeurs fermées. Alors le graphe de F

appartient à Σ⊗ B(Y ).
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Lemme 1.11.20. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0, σ-finie et Σ est µ-complète.
Soient Y un espace métrique séparable et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs
fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) F est Σ-mesurable.

(b) Gr(F ) ∈ Σ⊗ B(Y ).

(c) F est fortement mesurable.

Théorème 1.11.21 (Théorème d’existence de sélections mesurables).
Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : X ⇒ Y

une multi-application mesurable à valeurs non vides et fermées. Alors, F admet au moins
une sélection mesurable.

1.11.4 Ensembles décomposables et Lp-sélections

Les résultats de cette section sont pris des références [23] et [28].
Soit E un espace de Banach séparable.

Définition 1.11.22. Soit K un ensemble de Lp(I, E). On dit que K est décomposable
si pour tous u, v ∈ K et pour tout sous ensemble A ∈ L(I), nous avons

1IAu+ (1− 1IA)v ∈ K.

Théorème 1.11.23. (Théorème de sélection continue).(Voir[23])
Soient X un espace métrique séparable, E un espace de Banach et F : X ⇒ L1(T,E) une
multi-application semi-continue inférieurement à valeurs fermées et décomposables. Alors
F admet une sélection continue.

Définition 1.11.24. Soit F : I ⇒ E une multi-application.
• On définit l’ensemble des sélections mesurables par

SF =
{
f : I → E mesurable : f(t) ∈ F (t), p.p sur I

}
.

• Pour 1 ≤ p ≤ +∞, on définit l’ensemble de toutes les Lp-sélections de F par

SpF =
{
f ∈ Lp(I, E) : f(t) ∈ F (t), p.p sur I

}
.

Théorème 1.11.25. (Voir [21]) Soit X un espace métrique séparable. Soit F : I ⇒ X

une multi-application mesurable à valeurs non vides et fermées et φ : I × X → X une
fonction mesurable vérifiant.
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1. φ(t, .) est semi continue supérieurement pour tout t ∈ I,

2. il existe f0 ∈ SpF telle que
∫ 1

0
φ(t, f0(t)) < +∞.

Alors,
inf
f∈Sp

F

∫ 1

0
φ(t, f(t))dt =

∫ 1

0
inf

x∈F (t)
φ(t, x)dt.

Lemme 1.11.26. Soit F : I ⇒ E une multi-application de graphe mesurable et 1 ≤ p <

+∞, alors SpF est non vide si et seulement si

inf
{
‖x‖ : x ∈ F (t)

}
≤ h(t) p.p sur I, (1.5)

pour une certaine application h(.) ∈ Lp(I, E).

Proposition 1.11.27.

Soit F : I ⇒ E une multi-application. Alors les ensembles SF et SpF sont décomposables.
Si F est à valeurs non vides et fermées, alors l’ensemble SpF est fermé dans Lp(I, E).

Proposition 1.11.28. Soit F : I ⇒ E une multi-application mesurable à valeurs non
vides, convexes et faiblement compactes. On définit la multi-application ext(F ) : I ⇒ E

par
ext(F )(t) = ext(F (t)), ∀t ∈ I.

Alors,
ext(SpF ) = Spext(F ), (1 ≤ p < +∞).

Proposition 1.11.29. Soit F : X ⇒ E une multi-application mesurable à valeurs non
vides et fermées. On définit la multi-application co(F ) : I ⇒ E par co(F )(t) = co(F (t))
pour tout t ∈ I et on définit la multi-application co(F ) : I ⇒ E par co(F )(t) = co(F (t))
pour tout t ∈ I. Alors, co(F ) est une multi-application mesurable à valeurs non vides et
co(F ) est une multi-application mesurable à valeurs non vides fermées. De plus, si SpF 6= ∅
(1 ≤ p < +∞), alors

co(SpF ) = Spco(F ), (1 ≤ p < +∞).

Proposition 1.11.30. Si F : X ⇒ E est une multi-application mesurable à valeurs non
vides et fermées alors F est à graphe mesurable.

Théorème 1.11.31. (Voir [40])
Soit M un espace métrique compact. Soit Γ : M 7→ Lp(I, E) (1 ≤ p < ∞) une multi-
application à valeurs non vides, décomposables, convexes et faiblement compactes dans
Lp(I, E).
Si Γ est Hp-continue, où Hp est la distance de Hausdorff générée par la norme de Lp(I, E),
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et bornée sur M, alors, pour toute selection continue f : M → Lp(I, E) de la multi-
application Γ et toute fonction semi-continue inférieurement ϕ : M → R∗+, il existe une
selection continue g : M → Lp(I, E) de Γ telle que

g(ξ) ∈ extΓ(ξ),

‖g(ξ)− f(ξ)‖w < ϕ(ξ), ξ ∈M. (1.6)

Théorème 1.11.32. (Voir [40]) Soit M un espace métrique compact. Soit Γ : M 7→
Lp(I, E) (1 ≤ p < ∞) une multi-application à valeurs non vides décomposables, fermées
et bornées dans Lp(I, E).
Si la multi-application Γ = co(F ) vérifie toutes les conditions du Théorème 1.11.31,
alors pour toute selection continue f : M → Lp(I, E) de la multi-application Γ et toute
fonction semi-continue inférieurement ϕ : M → R∗+, il existe une sélection continue
g : M → Lp(I, E) de F telle que

g(ξ) ∈ ext(co(F (ξ))), ξ ∈M,

et (1.6) est vérifiée.

Théorème 1.11.33. Soit E un espace de Banach séparable, K ⊂ (C(I,H))2 un ensemble
compact et F : I × E × E ⇒ E une multi-application à valeurs non vides et fermées.
Supposons que

1. la multi-application t 7→ F (t, u(t), v(t)) est mesurable pour tous u, v ∈ C(I,H) ;

2. la multi-application (x, y) 7→ co(F (t, x, y)) est H-continue pour presque tout t ∈ I ;

3. il existe une fonction strictement positive m ∈ L2(I,R) telle que, pour tout x, y ∈
H, on a

|F (t, x, y)| ≤ m(t) p.p sur I.

Alors, pour toute application continue g : K → L2(I,H) telle que

g(u, v)(t) ∈ co(F (t, u(t), v(t))), p.p sur I, ∀(u, v) ∈ K

et pour tout ε > 0, il existe une application continue gε : K → L2(I,H) telle que

gε(u, v)(t) ∈ F (t, u(t), v(t)) ∩ ext(co(F (t, u(t), v(t)))), p.p sur I,

et
‖g(u, v)− gε(u, v)‖w < ε, ∀ (u, v) ∈ K.
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Démonstration.

Considérons la multi-application N : K ⇒ L2(I, E) définie par

N(u, v) = S2
F (.,u(.),v(.)), (u, v) ∈ K.

Alors, N est à valeurs non vides, décomposables, fermées (Prposition 1.11.27) et bornées
(hypothèse 3.).
On définit la multi-application Γ : K ⇒ L2(I, E) par Γ(u, v) = co(N(u, v)), ∀(u, v) ∈ K
Montons que Γ vérifie les hypothèses du Théorème 1.11.31.
Il est clair que Γ est à valeurs non vides, fermées et convexes et par l’hypothèse (3.), elle
est à valeurs bornées. En effet, soit (u, v) ∈ K et h ∈ co(N(u, v)), alors h = ∑n

i=1 αifi où
(fi)ni=1 ⊂ N(u, v) et ∑n

i=1 αi = 1. Or, en utilisant l’hypothèse (3.) et la définition de N ,
on a

‖fi(t)‖ ≤ m(t) p.p sur I, ∀ i ∈ {1, ..., n}.

D’où
‖h(t)‖ ≤

n∑
i=1

αi‖m(t)‖ = ‖m(t)‖, p.p sur I.

De plus, si h ∈ co(N(u, v)), il existe une suite (hn) ⊂ co(N(u, v)) telle que hn → h dans
L2(I, E). Donc

‖hn(t)‖ ≤ m(t) p.p sur I, ∀ n ∈ N.

D’où ‖hn‖2 ≤ ‖m‖2, ∀n ∈ N. En passant à la limite, on trouve que ‖h‖2 ≤ ‖m‖2. Par
conséquent, Γ est à valeurs bornées dans L2(I, E).
Donc Γ est à valeurs faiblement compactes dans L2(I, E) (Voir Théorème 1.8.2).
Montrons que Γ est H2-continue
Soit ((un, vn))n ⊂ K une suite qui converge vers (u, v) dans C(I,H)× C(I,H).
Fixons n ∈ N. Pour tout f ∈ Γ(un, vn), on a

d2(f,Γ(u, v)) = inf
g∈Γ(u,v)

d2(f, g) (où d2 est la distance associée à la norme ‖ · ‖2)

= inf
g∈Γ(u,v)

( ∫ 1

0
‖f(t)− g(t)‖2

)1/2

=
(

inf
g∈Γ(u,v)

∫ 1

0
‖f(t)− g(t)‖2

)1/2
(1.7)

En posant, pour tout (t, x) ∈ I × E, φ(I, x) = ‖f(t)− x‖2, φ est L(I)⊗ B(E)-mesurable
et continue par rapport à x (puisque la norme est continue et f ∈ L2(I, E)), donc φ est
s.c.i par rapport à x, et puisque f ∈ L2(I, E), pour tout g ∈ S2

co(F (.,u(.),v(.))), on a
∫ 1

0
φ(t, g(t))dt < +∞.
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De plus, en utilisant la Proposition 1.11.29, et l’hypothèse 1, on a que la multi-application
co(F (., u(.), v(.))) est L(I)-mesurable et que Γ(u, v) = S2

co(F (.,u(.),v(.))). Donc, par le Théorème
1.11.25 et la relation (1.7) on a

d2(f,Γ(u, v)) =
(

inf
x∈co(F (.,u(.),v(.)))

∫ 1

0
‖f(t)− x‖2

)1/2

=
( ∫ 1

0
d2(f(t), co(F (t, u(t), v(t))))dt

)1/2

≤
( ∫ 1

0
H2(co(F (t, un(t), vn(t))), co(F (t, u(t), v(t))))

)1/2
(1.8)

Similairement, pour tout f ∈ Γ(u, v), on a

d2(f,Γ(u, v)) ≤
( ∫ 1

0
H2(co(F (t, un(t), vn(t))), co(F (t, u(t), v(t))))dt

)1/2
(1.9)

De (1.8) et (1.9), on trouve que

H(Γ(un, vn),Γ(u, v)) ≤
( ∫ 1

0
H2(co(F (t, un(t), vn(t))), co(F (t, u(t), v(t))))dt

)1/2
(1.10)

Or, par la Remarque 1.9.1, on a que

H(co(F (t, un(t), vn(t))), co(F (t, u(t), v(t)))) ≤ |co(F (t, un(t), vn(t)))|+ |co(F (t, u(t), v(t)))|

≤ 2m(t) p.p sur I.

De plus, par l’hypothèse 2., on a

lim
n→∞

H(co(F (t, un(t), vn(t))), co(F (t, u(t), v(t)))) = 0 p.p sur I.

Donc, par le Théorème 1.5.1 et la relation (1.10), on obtient

lim
n→∞

H2(Γ(un, vn),Γ(u, v)) = 0

D’où Γ est H2-continue
Donc, les conditions du Théorème 1.11.32 sont vérifiées.
Pour toute application g : K → L2(I, E) telle que

g(u, v) ∈ co(F (., u(.), v(.))), ∀(u, v) ∈ K,

on a,

g(u, v) ∈ S2
co(F (.,u(.),v(.))) = co(S2

F (.,u(.),v(.))) = co(N(u, v)) = Γ(u, v), ∀(u, v) ∈ K. (1.11)

Ceci suit de la Proposition 1.11.29 et en utilisant l’hypothèse H(F)(1) et la Proposition
1.11.30.
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Donc, pour tout ε > 0, on pose ϕε : K → R∗+ telle que ϕε(u, v) = ε, ∀(u, v) ∈ K.
Par le Théorème 1.11.32, il existe une selection gε : K → L2(I, E) telle que

gε(u, v) ∈ ext(co(N(u, v))) ∩N(u, v), ∀ (u, v) ∈ K,

c’est à dire,
gε(u, v) ∈ ext(S2

co(F (.,u(.),v(.)))) ∩ S2
F (.,u(.),v(.)), ∀ (u, v) ∈ K

et
‖g(u, v)− gε(u, v)‖w < ε, ∀ (u, v) ∈ K.

Par (1.11) et en utilisant le Proposition 1.11.28, on trouve

gε(u, v) ∈ S2
ext(co(F (.,u(.),v(.)))) ∩ S2

F (.,u(.),v(.)), ∀ (u, v) ∈ K.

Ce qui achève la démonstration. �

Le théorème suivant est une conséquence directe de la Proposition 8.2 dans [39] (On
le déduit de la preuve).

Théorème 1.11.34. Soit E un espace de Banach séparable, K ⊂ (C(I,H))2 un ensemble
compact et F : I × E × E ⇒ E une multi-application à valeurs non vides, fermées et
faiblement compactes.
Supposons que

1. la multi-application t 7→ F (t, u(t), v(t)) est fortement mesurable pour tous u, v ∈
C(I,H)

2. la multi-application (u, v) 7→ coF (t, u, v) est H-continue pour presque tout t ∈ I.

3. Il existe une fonction strictement positive m ∈ L2(I,R) telle que, pour tout x, y ∈
H, on a

|F (t, u, v)| ≤ m(t).

Alors, il existe une fonction continue g : K → L2(I,H) telle que, pour tout (u, v) ∈ K,
on a

g(u, v)(t) ∈ F (t, u(t), v(t)), p.p sur I.

De plus,
g(u, v)(t) ∈ ext(co(F (t, u(t), v(t)))), p.p sur I.

Proposition 1.11.35. (Bressan-Colombo)[11]
Soient X un espace métrique, E un espace de Banach et G : X ⇒ L1(I, E) une multi-
application semi-continue inférieurement, à valeurs fermées et décomposables. Supposons
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que g : X → L1(I, E) et ϕ : X → L1(I,R+) sont deux applications continues telles que,
pour chaque x ∈ X, l’ensemble

H(x) = {u ∈ G(x) : ‖u(t)− g(x)(t)‖ < ϕ(x)(t) p.p. sur I}

est non vide. Alors la multi-application H : X ⇒ L1(I, E) est semi-continue inférieurement
à valeurs décomposables.

1.12 Points exposés forts

Les résultats de cette section sont pris de la référence [39].
Soit E un espace de Banach séparable. Soit D un sous ensemble non vide, convexe, fermé
et borné de E et x′ ∈ E.
Si α > 0, on pose

C(D, x′, α) = {x ∈ D : 〈x′, x〉 > δ∗(x′, D)− α}.

Définition 1.12.1. Soit D un sous ensemble non vide, convexe, fermé et borné de E et
x ∈ D. Le point x est dit point exposé fort de D s’il existe x′ ∈ E tel que

〈x′, x〉 > 〈y, x′〉, quand y 6= x, y ∈ D,

et la famille {C(D, x′, α), α > 0} est une base de voisinage de x dans D muni de la
topologie trace déduite de la topologie associé à la norme.
On note par st(D) l’ensemble des points exposé forte de D.

Proposition 1.12.2. Si D est un sous ensemble non vide, convexe et faiblement compact
de E, alors st(D) 6= ∅, st(D) ⊂ ext(D) et co(ext(D)) = D.

Proposition 1.12.3. Soit D un sous ensemble non vide, fermé et borné de E tel que
st(co(D)) 6= ∅ et co(st(co(D))) = co(D). Alors st co(D) ⊂ D.

1.13 Opérateurs monotones

Les résultats de cette section sont pris des références [13], [8] et [23].
Soit E un espace de Banach, E ′ son dual topologique. Soit A : E → E ′ un opérateur
univoque. Alors le domaine de A est donné par

D(A) = {x ∈ E : A(x) existe},
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l’image de A par
Im(A) =

{
y ∈ E ′ : ∃x ∈ D(A), y = A(x)

}
,

et son graphe par
Gr(A) =

{
(x, y) ∈ E × E ′, y = A(x)

}
.

Définition 1.13.1. Un opérateur A : D(A) ⊆ E → E ′ est dit monotone si pour tout
x1, x2 ∈ D(A)

〈A(x1)− A(x2), x1 − x2〉 ≥ 0.

et A est dit hemi-continue si pour tous x1, x2, x3 ∈ D(A) l’application t 7→ 〈A(x1 +
tx2), x3〉 est continue sur I.

Définition 1.13.2. (Voir [9]) Soit E un espace de Hilbert.
- Un opérateur A : H → H est dit auto-adjoint s’il vérifie

∀x, y ∈ H, 〈x,Ay〉 = 〈Ax, y〉.

Un tel opérateur est linéaire continue.
-Un opérateur auto-adjoint A : H → H est dit coercif s’il existe C > 0 tel que 〈Ax, x〉 ≥
C‖x‖2, ∀x ∈ H.

1.14 Théorème du point fixe de Schauder-Tikhonov

Ce théorème est pris de la référence [18].

Théorème 1.14.1. Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe, K un
sous ensemble non vide convexe compact de E et f : K → K une application continue.
Alors f admet un point fixe dans K, i.e., il existe un point x∗ ∈ K tel que x∗ = f(x∗).

1.15 Fonctions absolument continues

Les résultats de cette section sont pris des références [20], [6] et [28].

Définition 1.15.1. Une application f définie sur I à valeur dans un espace vectoriel
normé E est dite absolument continue si pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour
toute famille finie d’intervalle ouverts disjoints deux à deux de I ; (]ai, bi[), i ∈ {1, ..., n},
nous avons

n∑
i=1

(bi − ai) ≤ δ ⇒
n∑
i=1
‖f(bi)− f(ai)‖ ≤ ε.
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Définition 1.15.2. Soit E un espace de Banach. On définit
AC1,2(I, E) = {f : I → E : f est absolument continue, dérivable presque partout avec
ḟ ∈ L2(I, E)}.

Proposition 1.15.3. Soient E un espace réflexif et f ∈ C(I, E). Alors f est absolument
continue si et seulement si il existe une fonction g ∈ L2(I, E) telle que

f(t) = f(0) +
∫ t

0
g(s)ds, ∀t ∈ I.

Alors f ∈ AC1,2(I, E) et ḟ(t) = g(t) p.p sur I.

Proposition 1.15.4. Si E est réflexif et f est absolument continue, alors f est dérivable
pour presque tout t ∈ I, et on a

f(t)− f(0) =
∫ t

0
ḟ(s)ds, ∀t ∈ I.

Théorème 1.15.5. Soit E un espace de Banach réflexif et f ∈ L2(I, E), alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) f ∈ W 1,2(I, E)

(ii) Il existe f̂ ∈ AC1,2(I, E) tel que f̂(t) = f(t) p.p sur I.

Théorème 1.15.6. Soit E un espace de Banach et f, g ∈ W 1,2(I, E). Alors la fonction
t 7→ 〈u(t), v(t)〉 est absolument continue et

d

dt
〈f(t), g(t)〉 = 〈ḟ(t), g(t)〉+ 〈ġ(t), f(t)〉 p.p sur I.

1.16 Projection

Les résultats de cette section sont pris des références [12] et [23].

Théorème 1.16.1. (Projection sur un convexe fermé).
Soient H un espace de Hilbert et C une partie convexe fermée non vide de H. Pour tout
x ∈ H, il existe un et un seul point y ∈ C tel que

‖x− y‖ = d(x,C) = inf
z∈C
‖x− z‖.

On l’appelle la projection de x sur C et on le note PrC(x). Il est caractérisé par :

y = PrC(x)⇔ y ∈ C et ∀z ∈ C, 〈y − x, y − z〉 ≤ 0.
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Proposition 1.16.2. Sous les hypothèse de Théorème 1.16.1, la projection PrC : H → H

est 1-lipschitzienne, i.e,

‖PrC(x1)− PrC(x2)‖ ≤ ‖x1 − x2‖, ∀x1, x2 ∈ H

Proposition 1.16.3. Soit H un espace de Hilbert et soit C un sous espace vectoriel. Soit
y ∈ C. Si y = PrC(x) alors, x− y ∈ C⊥ i.e., 〈x− y, z〉 = 0 ∀z ∈ C.

1.17 Lemme de Gronwal

Le lemme suivant est pris de la référence [13].

Lemme 1.17.1. Soit m ∈ L1(I,R) telle que m(t) ≥ 0 p.p. t ∈ I et soit α une constante
positive. Soit h : I → R une fonction continue vérifiée

h(t) ≤ α +
∫ t

0
m(s)h(s)ds, ∀ t ∈ I,

Alors,
|h(t)| ≤ α exp

( ∫ t

0
m(s)ds

)
, ∀ t ∈ I.
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CHAPITRE 2

THÉORÈME D’EXISTENCE

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence de solutions pour une classe d’in-
clusions différentielles du second ordre. Soit H un espace de Hilbert. Considérons les
inclusions différentielles du seconde ordre suivantes

ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ I, (2.1)

ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))) p.p. t ∈ I, (2.2)

ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) ∈ ext(co(F (t, u(t), u̇(t)))) p.p. t ∈ I, (2.3)

u(0) = u0, u̇(0) = v0; (2.4)

où A : D(A) ⊆ I×H → H est un opérateur mesurable par rapport à la première variable
et monotone et hemicontinue par rapport à la deuxième variable, B est un opérateur
auto-adjoint et coercif et F : I × H × H ⇒ H est une multi-application à valeurs non
vides et fermées qui vérifie certaines conditions.

2.1 Résultats auxiliaires

Définition 2.1.1. Un couple (u, u̇) tel que u ∈ C(I,H) et u̇ ∈ W 1,2(I,H) est appelée
solution du (2.1) (respectivement (2.2),(2.3)) s’il existe f ∈ S2

F (.,u(.),u̇(.)) (respectivement
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f ∈ S2
co(F (.,u(.),u̇(.))) et f ∈ S2

ext(co(F (.,u(.),u̇(.)))) tel que

(Pf )


ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) = f(t) p.p sur I,

u(0) = u0, u̇(t) = v0.

Notation : On note par RF (u0, v0) (respectivement Rco(F )(u0, v0) et Rext(co(F ))(u0, v0)
les ensembles des solutions de (2.1) (respectivement (2.2) et (2.3)).

Faisons les hypothèses suivantes.

Hypothèse (H(A)). Soit A : I×H → H un opérateur vérifiant les conditions suivantes.

1. Pour tout x ∈ H l’application t 7→ A(t, x) est mesurable.

2. Pour tout t ∈ I, x 7→ A(t, x) est monotone et hémi-continue.

3. Il existe une fonction positive a ∈ L2(I,R+) et un nombre b > 0 tel que

‖A(t, v)‖ ≤ a(t) + b‖v‖ p.p sur I.

4. Il existe un nombre positif c > 0 tel que 〈x,A(t, x)〉 ≥ c‖x‖2 pour presque tout
t ∈ I et pour tout x ∈ H.

Hypothèse (H(B)). B : H → H est un opérateur auto-adjoint et coercif (i.e 〈u,Bu〉 ≥
d‖u‖2 avec d > 0).

Hypothèse (H(F)). La multi-application F : I × H × H ⇒ H est à valeurs fermées
non vides, et vérifie les propriétés suivantes.

1. La multi-application t 7→ F (t, u(t), v(t)) est L(I)-mesurable pour tout u, v ∈ C(I,H).

2. La multi-application (u, v) 7→ co(F (t, u, v)) est H-continue p.p.

3. Il existe une fonction positive a1 ∈ L2(I,R+) et un nombre positive b1 > 0 tel que
|F (t, u, v)| ≤ a1(t) + b1(‖u‖2 + ‖v‖2)1/2 pour tout (u, v) ∈ H2 et pour presque tout
t ∈ I.

Remarque 2.1.1.

L’hypothèse H(F)(1) est satisfaite si la multi-application (t, u, v) 7→ F (t, u, v) est L(I)⊗
B(I)⊗B(I)-mesurable (Ici, I ⊗H ⊗H est muni de la tribu engendrée par les ensembles
C × D1 × D2 où C ⊂ I et D1, D2 ⊂ H sont mesurables au sens de Lebesgue et Borel
respectivement).
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Remarque 2.1.2. De l’hypothèse H(F)(3), il suit que pour tout x, y ∈ H, l’ensemble
co(F (t, x, y)) est convexe et faiblement compact dans H (voir la démonstration du Théorème
1.11.33). Donc, par le Théorème de Krein-Milman Théorème 1.10.2, on a que
ext(co(F (t, x, y))) 6= ∅ p.p sur I. Cela signifie que l’inclusion (2.3) est bien définie.
Aussi, on doit mentionner que pour tout t ∈ I, ext(co(F (t, x, y))) * F (t, x, y) (puisque
F (t, x, y) est fermé dans H et non fermé dans w−H). De plus, en utilisant la Proposition
1.12.2 et la Proposition 1.12.3, on a ext(co(F (t, x, y))) ∩ F (t, x, y) 6= ∅. Donc, on peut
considérer l’ensemble RF (u0, v0) ∩Rext(co(F ))(u0, v0).

Proposition 2.1.2. Soit λ ∈ L2(I,R+) et

Sλ = {f ∈ L2(I,H) : ‖f(t)‖ ≤ λ(t) p.p sur I}.

Alors, l’ensemble Sλ est convexe, compact et métrisable dans w − L2(I,H).

Démonstration.

Montrons que Sλ est convexe.
Soit f, g ∈ Sλ et α ∈ [0, 1]. Alors, αf + (1 − α)g ∈ L2(I,H), car L2(I,H) est un espace
vectoriel. De plus, pour presque tout t ∈ [0, 1], on a

‖αf(t) + (1− α)g(t)‖ ≤ α‖f(t)‖+ (1− α)‖g(t)‖ ≤ λ(t).

D’où αf + (1− α)g ∈ Sλ. Donc Sλ est convexe.
Il reste à montrer que Sλ est faiblement fermé dans L2(I,H). Puisque Sλ est convexe, il
suffit de montrer que Sλ est fermé dans L2(I,H). Pour cela, soit (fn)n≥1 ⊂ Sλ tel que
fn → f dans L2(I,H) alors, par le Théorème 1.5.2, il existe une sous suite (fnk

)n≥1 qui
converge p.p vers f ∈ L2(I,H).
Pour tout k ≥ 1, on a

‖fnk
(t)‖ ≤ λ(t), ∀t ∈ I\Ik,

où Ik est négligeable. En posant I ′ = ∪
k≥1

Ik, on a

‖fnk
(t)‖ ≤ λ(t), ∀t ∈ I\I ′, k ≥ 1,

où I ′ est négligeable. D’autre part,

fnk
(t)→ f(t), ∀t ∈ I\I ′′,

où I ′′ est négligeable, donc, en passant à la limite,

‖f(t)‖ = lim
k→∞
‖fnk

(t)‖ ≤ λ(t), ∀t ∈ I\(I ′ ∪ I ′′),
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c’est à dire, ‖f(t)‖ ≤ λ(t) p.p sur I.
D’où f ∈ Sλ, donc Sλ est faiblement fermé dans L2(I,H). Par le Théorème d’Alao-
glu (Théorème 1.8.2) Sλ est faiblement compact dans L2(I,H) et comme L2(I,H) est
séparable, par le Théorème 1.7.10, Sλ est métrisable pour la topologie faible. �

La proposition suivante est une conséquence directe du Lemme 1 dans [1].

Proposition 2.1.3. Supposons que les hypothèses H(A) et H(B) sont vérifiées. Soit
f ∈ Sλ. Alors, l’équation (Pf ) admet une solution unique (u, u̇) vérifiant

1. u ∈ L∞(I,H),

2. u̇ ∈ L∞(I,H),

3. ü ∈ L2(I,H).

On note cette solution par (uf , u̇f ).

Proposition 2.1.4. Supposons que les hypothèses H(A) et H(B) sont vérifiées. Alors, il
existe trois constantes strictement positive c1, c2, c3 telles que, pour tout f ∈ Sλ,

• ‖uf‖L∞(I,H) ≤ c1,

• ‖u̇f‖L∞(I,H) ≤ c2,

• ‖u̇f‖W 1,2(I,H) ≤ c3.

Démonstration.

Pour chaque f ∈ Sλ fixé, soit (uf , u̇f ) la solution unique de l’équation (Pf ). Donc, (uf , u̇f )
vérifie 

uf ∈ L∞(I,H),

u̇f ∈ L∞(I,H),

üf ∈ L2(I,H).

Par le Théorème 1.15.5, on déduit que u̇f ∈ W 1,2(I,H).
Dans ce qui suit, on va montrer qu’il existe trois constantes positives c1, c2, c3 tels que

• ‖uf‖L∞(I,H) ≤ c1,

• ‖u̇f‖L∞(I,H) ≤ c2,

• ‖u̇f‖W 1,2(I,H) ≤ c3.
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Pour cela, on utilise les mêmes étapes de démonstration utilisées dans la preuve du Lemme
2 dans [1].

Soit (uf , u̇f ) solution de l’équation (Pf ). Alors,

üf (t) + A(t, u̇f (t)) +Buf (t) = f(t) p.p sur I,

uf (0) = u0, u̇f (0) = v0.

En multipliant l’équation par u̇f (t), on obtient pour presque tout t ∈ I,
〈
üf (t), u̇f (t)

〉
+
〈
A(t, u̇f (t)), u̇f (t)

〉
+
〈
Buf (t), u̇f (t)

〉
=
〈
f(t), u̇f (t)

〉
. (2.5)

Puisque u̇ ∈ W 1,2(I,H), par la Proposition 1.15.6, on a
〈
üf (t), u̇f (t)

〉
+
〈
u̇f (t), üf (t)

〉
= d

dt
〈u̇f (t), u̇f (t)〉,

alors 〈
üf (t), u̇f (t)

〉
= 1

2
d

dt
‖u̇f (t)‖2, (2.6)

et d’après l’hypothèse H(A)(4), on a
〈
A(t, u̇f (t)), u̇f (t)

〉
≥ c‖u̇f (t)‖2. (2.7)

De plus, puisque B est linéaire continu, on a que d
dt
B(u(t)) = B(u̇(t)). En effet,

d

dt
B(u(t)) = lim

h→0

B(u(t+ h))−B(u(t))
h

= lim
h→0

B

(
u(t+ h)− u(t)

h

)

= B

(
lim
h→0

u(t+ h)− u(t)
h

)

= B(u̇(t)),

donc, 〈
Buf (t), u̇f (t)

〉
+
〈
Bu̇f (t), uf (t)

〉
= d

dt

〈
Buf (t), uf (t)

〉
,

et comme B est auto-adjoint, on trouve

1
2
d

dt

〈
Buf (t), uf (t)

〉
=
〈
Buf (t), u̇f (t)

〉
. (2.8)

En remplaçant (2.6), (2.7) et (2.8) dans (2.5), on obtient

1
2
d

dt
‖u̇f (t)‖2 + c‖u̇f (t)‖2 + 1

2
d

dt

〈
Buf (t), uf (t)

〉
≤
〈
f(t), u̇f (t)

〉
.
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En intégrant entre 0 et t, on trouve

1
2‖u̇f (t)‖

2 − 1
2‖y0‖2 + c

∫ t

0
‖u̇f (s)‖2ds

+ 1
2
〈
Buf (t), uf (t)

〉
− 1

2〈Bu0, u0〉 ≤
∫ t

0

〈
f(s), u̇f (s)

〉
ds.

Puisque B est coercif, en multipliant par 2 on obtient

‖u̇f (t)‖2 +2c
∫ t

0
‖u̇f (s)‖2ds+d‖uf (t)‖2 ≤ 2

∫ t

0

〈
f(s), u̇f (s)

〉
ds+‖v0‖2 +‖B‖‖u0‖2. (2.9)

Notons que, par l’application de l’inégalité de Young suivante

a.b ≤ ε2

2 |a|
2 + ε−2

2 |b|
2, ε > 0, a, b ∈ R,

sur le coté droit du dernier intégrale, et en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on
trouve

2
∫ t

0

〈
f(s), u̇f (s)

〉
ds ≤ 2

∫ t

0
‖f(s)‖‖u̇f (s)‖ds

≤ 2
(∫ t

0
‖f(s)‖2ds

) 1
2
(∫ t

0
‖u̇f (s)‖2ds

) 1
2

≤ ε−2
∫ t

0
‖f(s)‖2ds+ ε2

∫ t

0
‖u̇f (s)‖2ds

= ε−2‖f‖2 + ε2
∫ t

0
‖u̇f (s)‖2ds.

En remplaçant dans l’équation (2.9), on aura

‖u̇f (t)‖2 + 2c
∫ t

0
‖u̇f (s)‖2ds+ d‖uf (t)‖2 ≤ ε−2‖f‖2

+ ε2
∫ t

0
‖u̇f (s)‖2ds+ ‖v0‖2 + ‖B‖‖u0‖2.

On pose M1 = ε−2‖f‖2 + ‖v0‖2 + ‖B‖‖u0‖2 alors

‖u̇f (t)‖2 + 2c
∫ t

0
‖u̇f (t)‖2dt+ d‖uf (t)‖2 ≤M1 + ε2

∫ t

0
‖u̇f (s)‖2ds.

D’où
‖u̇f (t)‖2 + (2c− ε2)

∫ t

0
‖u̇f (t)‖2dt+ d‖uf (t)‖2 ≤M1.

On choisit ε > 0 tel que ε2 < 2c et on pose M2 = 2c− ε2 > 0, alors

‖u̇f (t)‖2 +M2

∫ t

0
‖u̇f (t)‖2dt+ d‖uf (t)‖2 ≤M1.

D’où
‖uf (t)‖ ≤ c1 et ‖u̇f (t)‖ ≤ c2 p.p sur I,
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où c1 =
√

M1
d
> 0 et c2 =

√
M1 > 0.

Considérons Â : L2(I,H) → L2(I,H) l’opérateur de Nemitsky correspondant à A, i.e,
Â(y)(t) = A(t, y(t)) ∀y ∈ L2(I,H), ∀t ∈ I et B̂ : L2(I,H) → L2(I,H) l’opérateur de
Nemitsky correspondant à B, i.e, B̂(y)(t) = By(t) ∀y ∈ L2(I,H), ∀t ∈ I. Avec cette
notations, on peut écrire

üf + Â(u̇f ) + B̂uf = f.

En multipliant par ξ ∈ L2(I,H), on obtient

〈üf , ξ〉 = −〈Â(u̇f ), ξ〉 − 〈B̂uf , ξ〉+ 〈f, ξ〉

≤ |〈Â(u̇f ), ξ〉|+ |〈B̂uf , ξ〉|+ |〈f, ξ〉|

≤
∫ 1

0

∣∣∣〈A(t, u̇f (t)), ξ(t)
〉∣∣∣dt+

∫ 1

0

∣∣∣〈Buf (t), ξ(t)〉∣∣∣dt+
∫ 1

0

∣∣∣〈f(t), ξ(t)〉
∣∣∣dt

≤
∫ 1

0

(
a(t) + b‖u̇f (t)‖

)
‖ξ(t)‖dt+

∫ 1

0
‖Buf (t)‖‖ξ(t)‖dt+

∫ 1

0
‖f(t)‖‖ξ(t)‖dt

≤
∫ 1

0
(a(t) + bc2)‖ξ(t)‖dt+

∫ 1

0
c1‖B‖‖ξ(t)‖dt+

∫ 1

0
‖λ(t)‖‖ξ(t)‖dt

≤
(
‖a‖2 + bc2 + c1‖B‖+ ‖λ‖2

)
‖ξ‖2,

ceci implique que

‖üf‖2 = sup
ξ∈L2(I,H)\{0}

|〈üf , ξ〉|
‖ξ‖2

≤
(
‖a‖2 + bc2 + c1‖B‖+ ‖λ‖2

)
,

donc ‖üf‖2 ≤ C avec C = ‖a‖2 + bc2 + c1‖B‖ + ‖λ‖2. On pose c3 = c2 + C, alors
‖u̇f‖W 1,2 ≤ c3.
Ceci achève la démonstration. �

Le résultat suivant va jouer un rôle crucial dans les démonstration des théorèmes
principaux de ce mémoire.

Proposition 2.1.5. Supposons que les hypothèses H(A) et H(B) sont vérifiées et considérons
l’application

φ : Sλ → C(I,H)×W 1,2(I,H)

f 7→ (uf , u̇f ).

Alors φ est continue de w−Sλ dans C(I,H)×w−W 1,2(I,H) et de w−Sλ dans C(I,H)×
C(I,H).

Démonstration.

Puisque Sλ est un ensemble convexe, compact et métrisable dans w − L2(I,H), il suffit
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de montrer la continuité séquentielle de l’application φ. Soit (fn)n ⊂ Sλ tel que

fn → f dans w − L2(I,H), (2.10)

et f ∈ Sλ. La relation (2.10) est équivalente à , pour tout ξ ∈ L2(I,H)

lim
n→∞
〈fn − f, ξ〉 = 0. (2.11)

On veut montrer que
ufn → uf dans C(I,H),

et que
u̇fn → u̇f faiblement dans W

1,2(I,H) et fortement dans C(I,H).

On pose un = ufn , u = uf (respectivement, u̇n = u̇fn , u̇ = u̇f ). Par la Proposition
2.1.4, la suite (u̇n)n est bornée dans W 1,2(I,H). Or W 1,2(I,H) est un espace de Hilbert,
donc réflexif. Alors, d’après le Théorème d’Alaoglu (Théorème 1.8.2), l’ensemble D =
{u̇n, n ∈ N} est faiblement relativement compact et d’après le Théorème Eberlein-Smulian
(Théorème 1.8.1), D est faiblement relativement séquentiellement compact. Donc, par
extraction d’une sous suite qu’on lui y garde la même notation, on peut supposer que

u̇n → y dans w −W 1,2(I,H), (2.12)

pour un certain y ∈ W 1,2(I,H). D’autre part, puisque W 1,2(I,H) s’injecte d’une manière
compacte dans L2(I,H) (voire Théorème 1.8.5) alors on peut extraire à cette suite une
sous suite, aussi notée (u̇n), qui converge fortement dans L2(I,H) vers y (par l’unicité de
la limite).

Montrons que y = u̇. On a

ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) = f(t) p.p sur I, (2.13)

et pour tout n ∈ N∗,

ün(t) + A(t, u̇n(t)) +Bun(t) = fn(t) p.p sur I. (2.14)

On soustrait l’équations (2.13) de l’équation (2.14) et on multiplie par u̇n(t)− u̇(t), pour
obtenir

〈
ün(t)− ü(t), u̇n(t)− u̇(t)

〉
+
〈
A(t, u̇n(t))− A(t, u̇(t)), u̇n(t)− u̇(t)

〉
+
〈
Bun(t)−Bu(t), u̇n(t)− u̇(t)

〉
=
〈
fn(t)− f(t), u̇n(t)− u̇(t)

〉
p.p sur I, (2.15)
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En ulilisant le fait que A(t, .) est monotone, on obtient

1
2
d

dt
‖u̇n(t)−u̇(t)‖2 +

〈
Bun(t)−Bu(t), u̇n(t)−u̇(t)

〉
≤
〈
fn(t)−f(t), u̇n(t)−u̇(t)

〉
p.p sur I,

et puisque B est linéaire continue, on a

d

dt

〈
B(un(t)− x(t)), un(t)− u(t)

〉
= 2

〈
B(un(t)− u(t)), u̇n(t)− u̇(t)

〉
= 2

〈
Bun(t)−Bu(t), u̇n(t)− u̇(t)

〉
,

donc

1
2
d

dt
‖u̇n(t)− u̇(t)‖2 + d

dt

〈
B(un(t)− u(t)), un(t)− u(t)

〉
≤
〈
fn(t)− f(t), u̇n(t)− u̇(t)

〉
.

En intégrant entre 0 et t, et en utilisant le fait que B est coercif et que un(0) = u(0) = u0,
u̇n(0) = u̇(0) = v0, on aura

1
2‖u̇n(t)− u̇(t)‖2 + c

2‖un(t)− u(t)‖2 ≤
∫ t

0

〈
fn(s)− f(s), u̇n(s)− u̇(s)

〉
ds. (2.16)

Par la relation (2.11) avec ξ = 1I[0,t](y − u̇), on a

lim
n→∞

∫ t

0
〈fn(s)− f(s), y(s)− u̇(s)

〉
ds = 0. (2.17)

D’autre part, en posant pour tout n ∈ N, ξn = 1I[0,t](u̇n − y) on a

‖ξn‖2 =
( ∫ t

0
‖u̇n(s)− y(s)‖2ds

)1/2
≤ ‖un − y‖2 → 0 quand n→∞.

Par les propriétés de la limite faible, on obtient

lim
n→∞
〈fn − f, ξn

〉
=
∫ t

0

〈
fn(s)− f(s), u̇n(s)− y(s)

〉
ds = 0 quand n→∞.

De ce qui procède, par passage à la limite quand n→∞ dans le coté droit de la relation
(2.16), on aura
∫ t

0

〈
fn(s)− f(s), u̇n(s)− u̇(s)

〉
ds =

∫ t

0

〈
fn(s)− f(s), u̇n(s)− y(s)

〉
ds

+
∫ t

0

〈
fn(s)− f(s), y(s)− u̇(s)

〉
ds→ 0.

Puis par (2.16), on obtient

un(t)→ u(t) dans H, t ∈ I. (2.18)

Par le Théorème 1.15.5, on peut supposer que les applications un, n ≥ 1 et u sont abso-
lument continues, de plus, par la Proposition 1.15.4,

un(t) = u0 +
∫ t

0
u̇n(s)ds, t ∈ I,
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et
u(t) = u0 +

∫ t

0
u̇(s)ds, t ∈ I. (2.19)

Par (2.12), la suite (u̇n) converge faiblement dans L2(I,H) vers y, et pour tout t ∈ I et
x ∈ H, on a 1I[0,t]x ∈ L2(I,H). Donc, pour chaque t ∈ I fixé, en utilisant le Théorème
1.4.5,

〈
lim
n→∞

∫ t

0
u̇n(s)ds, x

〉
= lim

n→∞

〈 ∫ t

0
u̇n(s)ds, x

〉
= lim

n→∞

〈 ∫ 1

0
1I[0,t](s)u̇n(s)ds, x

〉
= lim

n→∞

∫ 1

0

〈
1I[0,t](s)u̇n(s), x

〉
ds

= lim
n→∞

∫ 1

0

〈
u̇n(s), 1I[0,t](s)x

〉
ds

= lim
n→∞

〈
u̇n, 1I[0,t](s)x

〉
= 〈y, 1I[0,t]x〉

=
∫ 1

0

〈
ẏ(s), 1I[0,t](s)x

〉
ds

=
〈 ∫ t

0
y(s)ds, x

〉
.

D’où
lim
n→∞

∫ t

0
u̇n(s)ds =

∫ t

0
y(s)ds.

Donc,
lim
n→∞

un(t) = u0 + lim
n→∞

∫ t

0
u̇n(s)ds = u0 +

∫ t

0
y(s)ds.

Par l’unicité de la limite, on déduit de (2.18) et (2.19) que u̇(t) = y(t) p.p sur I.
Maintenant de (2.16), il s’ensuit que, pour tout t ∈ I

1
2‖u̇n(t)− u̇(t)‖2 + c

2‖un(t)− u(t)‖2 ≤ ‖u̇n − u̇‖2‖fn − f‖2,

D’où
1
2‖u̇n − u̇‖

2
C + c

2‖un − u‖
2
C ≤ ‖u̇n − u̇‖2‖fn − f‖2.

Puisque fn → f dans w−Sλ, il suit que (‖fn−f‖2) est bornée, i.e, ∃N > 0 tq ‖fn−f‖2 ≤
N , ∀n ≥ 1.
Donc

1
2‖u̇n − u̇‖

2
C + c

2‖un − u‖
2
C ≤ N‖u̇n − u̇‖2 → 0 quand n→∞.

D’où, un → u dans C(I,H) et u̇n → u̇ dans C(I,H). �
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2.2 Théorème d’existence de solutions

Lemme 2.2.1. Supposons que les hypothèses H(A) et H(B) sont vérifiés. Si u est un
solution du problème

(Pco(F ))


ü(t) + A(t, u̇(t)) +Bu(t) ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))) p.p,

u(0) = u0, u̇(0) = v0,

Alors :

(i) ‖u(t)‖ ≤M1 ∀t ∈ I ;

(ii) ‖u̇(t)‖ ≤M2 ∀t ∈ I ;

(iii) ‖u̇‖2 ≤M3 ;

(iv) ‖ü‖2 ≤M4, avec Mi > 0, i = 1, 2, 3, 4.

Démonstration.

On suit les mêmes étapes de démonstration de la Proposition 2.1.4. �

On note Q = {y ∈ H : ‖y‖ ≤ M1} = M1BH et Q′ = {y ∈ H : ‖y‖ ≤ M2} = M2BH

avec Mi > 0, i = 1, 2.
Soit P : H → Q l’opérateur de projection sur Q, définit par P = PrQ(x), ∀x ∈ H et soit
P1 : H → Q′ l’opérateur de projection sur Q′, définit par P1(x) = PrQ′(x), ∀x ∈ H. Ces
deux opérateurs sont bien définis puisque Q et Q′ sont convexes et fermés.
On définit la multi-application F ∗ : I ×H ×H ⇒ H à valeurs non vides et fermées par

F ∗(t, x, y) = F (t, Px, P1y), ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H.

Proposition 2.2.2. Supposons que les hypothèses H(F) sont vérifiées, alors F ∗ : I ×
H ×H ⇒ H est une multi-application à valeurs non vides et fermées vérifiant toutes les
hypothèses de F. En particulier, pour tout (x, y) ∈ H2

|F ∗(t, x, y)| ≤ a1(t) + b1(‖x‖2 + ‖y‖2)1/2 p.p sur I,

et
|F ∗(t, x, y)| ≤ a1(t) + b1(M2

1 +M2
2 )1/2 p.p sur I. (2.20)

Démonstration.

Soit u, v ∈ C(I,H). On commence par montrer que F ∗(., u(.), v(.)) est mesurable. Puisque
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2.2. Théorème d’existence de solutions

P et P1 sont continues (voir le Théorème 1.16.2), on obtient que Pu, P1v ∈ C(I,H).
Donc, en utilisant l’hypothèse H(F)(1), la multi-application t 7→ F (t, Pu(t), P1v(t)) est
mesurable. D’où la mesurabilité de la multi-application F ∗(., u(.), v(.)).
• Montrons que la multi-application (x, y) 7→ co(F ∗(t, x, y)) est H-continue p.p sur I.
Soit (xn)n et (yn)n deux suites de H qui convergent vers x0 et y0 respectivement. Puisque
P et P1 sont continues, alors les deux suites (Pxn)n et (P1yn)n convergent vers Px0 et
P1y0 respectivement.
Donc, en utilisant l’hypothèse H(F)(2), on a pour presque tout t ∈ I

lim
n→∞

H
(
co(F ∗(t, x0, y0)), co(F ∗(t, xn, yn))

)
= lim

n→∞
H
(
co(F (t, Px0, P1y0)), co(F (t, Pxn, P1yn))

)
= 0

D’où, la multi-application (x, y) 7→ co(F ∗(t, x, y)) est H-continue.
De plus, pour tout x, y ∈ H et pour presque tout t ∈ I, l’hypothèse H(F)(3) donne

|F ∗(t, x, y)| = |F (t, Px, P1y)| ≤ a1(t) + b1(‖Px‖2 + ‖P1y‖2) 1
2

≤ a1(t) + b1(‖M1‖2 + ‖M2‖2) 1
2 ,

et d’autre part

|F ∗(t, x, y)| = |F (t, Px, P1y)| ≤ a1(t) + b1(‖Px‖2 + ‖P1y‖2) 1
2

≤ a1(t) + b1(‖x‖2 + ‖y‖2) 1
2 .

Dans la dernière inégalité, on a utilisé le fait que P et P1 sont 1-Lipschitziennes (voir
Théorème 1.16.2) et que 0 ∈ Q et 0 ∈ Q′. �

Remarque 2.2.1.

Si on considère les inclusions (2.1)-(2.3), en remplaçant F par F ∗ et puisque F ∗ vérifie
les mêmes hypothèses de F, il suit que les estimations du Lemme 2.2.1 sont vérifiées pour
les solutions de l’inclusion (2.2) avec F ∗ au lieu de F. D’où, si u est solution de (2.1)(resp
(2.2), (2.3)) alors ‖u(t)‖ ≤ M1 et ‖u̇(t)‖ ≤ M2, ∀t ∈ I. Donc u(t) ∈ Q et u̇(t) ∈ Q′,
∀t ∈ I et on obtient que, pour tout t ∈ I

F ∗(t, u(t), v(t)) = F (t, Pu(t), P1u̇(t)) = F (t, u(t), u̇(t)).

Par conséquent, u est aussi solution de (2.1)(resp(2.2) et (2.3)) avec F ∗ au lieu de F.
Même chose pour l’inverse.
Donc

RF (u0, v0) = RF ∗(u0, v0) et Rco(F )(u0, v0) = Rco(F ∗)(u0, v0),

Rext(co(F ))(u0, v0) = Rext(co(F ∗))(u0, v0). (2.21)
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En prenant (2.21) en considération, on peut supposer, sans perte généralité que l’es-
timation (2.20) est vérifiée pour F .
Dans ce qui suit, nous supposons que les hypothèses H(A) et H(B) sont vérifiées.

Théorème 2.2.3. Supposons que l’hypothèse H(F) est vérifiée, alors il existe une fonction
u ∈ C(I,H) avec u̇ ∈ W 1,2(I,H) tel que

(u, u̇) ∈ Rext(co(F ))(u0, v0) ∩RF (u0, v0) ⊂ Rco(F )(u0, v0).

De plus, Rco(F )(u0, v0) est un sous ensemple compact de C(I,H)× w −W 1,2(I,H) et de
C(I,H)× C(I,H).

Démonstration.

On définit l’ensemble

Sλ =
{
f ∈ L2(I,H) : ‖f(t)‖ ≤ λ(t) p.p sur I

}
, (2.22)

avec λ(t) = a1(t) + b1(M2
1 +M2

2 ) 1
2 , ∀t ∈ I, donc λ ∈ L2(I,R+).

On pose R(u0, v0) = {φ(f) : f ∈ Sλ}.
Puisque Sλ est un sous ensemble convexe, compact dans w−L2(I,H)(par la Proposition
2.1.3), en utilisant la Proposition 2.1.5, on obtient que R(u0, v0) = φ(Sλ) est compact
dans C(I,H)× w −W 1,2(I,H) et dans C(I,H)× C(I,H).
Par le Théorème 1.11.34, il existe une fonction continue g : R(u0, v0) → L2(I,H) telle
que, pour chaque (u, u̇) ∈ R(u0, v0) on a

g(u, u̇)(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) ∩ ext(co(F (t, u(t), u̇(t)))) p.p sur I,

c’est à dire,
g(u, u̇) ∈ S2

F (.,u(.),u̇(.)) ∩ S2
ext(co(F (.,u(.),u̇(.)))). (2.23)

Soit A : Sλ → L2(I,H) un opérateur défini par A(f) = g ◦ φ(f), f ∈ Sλ. Comme
g est continue de R(u0, v0) dans L2(I,H) et puisque φ est continue de w − Sλ dans
C(I,H)×C(I,H), et φ(Sλ) = R(u0, v0), alors A est bien défini et continu de w−Sλ dans
L2(I,H). Donc A est continue de w − Sλ dans w − L2(I,H). En effet, si (fn) ⊂ Sλ tel
que fn → f faiblement dans L2(I,H), alors A(fn)→ A(f) fortement, et donc faiblement
dans L2(I,H).
D’autre part, de (2.23), (2.21) et (2.22), g(R(u0, v0)) ⊂ Sλ. Donc, A est continu de w−Sλ
dans w − Sλ.
On applique le Théorème du point fixe de Schauder-Tikhonov (Théorème 1.14.1) pour

44



2.2. Théorème d’existence de solutions

déduire qu’il existe f∗ ∈ Sλ tel que f∗ = A(f∗) = g ◦ φ(f∗).
On pose (u∗, u̇∗) = φ(f∗), donc, (u∗, u̇∗) est l’unique solution du problème

ü∗(t) + A(t, u̇∗(t)) +Bu∗(t) = g(u∗, u̇∗) p.p sur I,

et
u∗(0) = u0, u̇∗(0) = v0.

Or,
g(u∗, u̇∗) ∈ S2

F (.,u(.),u̇(.)) ∩ S2
ext(co(F (.,u(.),u̇(.)))) ⊂ S2

co(F (.,u(.),u̇(.))).

Donc,
(u∗, u̇∗) ∈ RF (u0, v0) ∩Rext(co(F ))(u0, v0) ⊂ Rco(F )(v0, v0). (2.24)

Nous montrons maintenant que Rco(F )(u0, v0) est compact dans C(I,H)×w−W 1,2(I,H)
et dans C(I,H)× C(I,H).
De (2.20) et (2.22), il s’ensuit queRco(F )(u0, v0) ⊂ R(u0, v0). Par conséquent,Rco(F )(u0, v0)
est relativement compact dans C(I,H)× w −W 1,2(I,H) et dans C(I,H)× C(I,H).
Il suffit donc de montrer qu’il est fermé dans C(I,H)×w−W 1,2(I,H) et dans C(I,H)×
C(I,H). Soit ((un, u̇n))n ⊂ Rco(F )(u0, v0) une suite que converge vers (u, v) dans C(I,H)×
w −W 1,2(I,H) et montrons que u̇ = v et que (u, v) ∈ Rco(F )(u0, v0).
Par définition, pour tout n ∈ N, on peut trouver une fonction fn ∈ S2

co(F (.,u(.),u̇(.))), tel que
(un, u̇n) = φ(fn).
Puisque (fn) ⊂ Sλ et Sλ est faiblement compact dans L2(I,H), on peut lui extraire une
sous suite, aussi notée (fn), qui converge faiblement dans L2(I,H) vers une certaine ap-
plication f ∈ Sλ.
Or, par la Proposition 2.1.5, la suite (un, u̇n) = φ(fn) converge dans C(I,H) × w −
W 1,2(I,H) vers φ(f) = (uf , u̇f ), l’unique solution de (Pf ) et par l’unicité de la limite
u = uf et v = u̇f , i.e, u̇ = v et (u, u̇) ∈ R(u0, v0), de plus, u̇n → u̇ dans C(I,H). Comme
fn → f faiblement dans L2(I,H), par le théorème de Banach-Mazur (Théorème 1.8.4),
il existe une suite (ϕk) telle que, pour tout k ∈ N, ϕk ∈ co{fn, n ≥ k} et ϕk converge
fortement dans L2(I,H) vers f . Donc, il existe un sous ensemble I0 de I de mesure nulle
et une sous suite (kp) de N strictement croissante tel que pour tout t ∈ I\I0, (ϕkp(t))
converge vers f(t). Donc, pour t ∈ I\I0 on a

f(t) ∈
⋂
p∈N
{ϕkp′

(t), p′ ≥ p}

∈
⋂
p∈N

co
{
fn(t), n ≥ kp

}
⊂
⋂
p∈N

co
{
co(F (t, un(t), u̇n(t))), n ≥ kp

}
. (2.25)
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D’autre part, en utilisant l’hypothèse H(F)(2), on a

lim
n→∞

H
(
co(F (t, un(t), u̇n(t))), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
= 0.

Donc, pour tout n ∈ N∗, il existe mn ∈ N tel que pour tout m ∈ N, m ≥ mn, on a

H
(
co(F (t, um(t), u̇m(t))), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
≤ 1
n

⇒ e
(
co(F (t, um(t), u̇m(t))), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
≤ 1
n

⇒ sup
x∈co(F (t,um(t),u̇m(t)))

d(x, co(F (t, u(t), u̇(t)))) ≤ 1
n

⇒ d
(
x, co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
≤ 1
n
, ∀x ∈ co(F (t, um(t), u̇m(t))).

D’où,
co(F (t, um(t), u̇m(t))) ⊂ V

(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
. (2.26)

Pour tout n ∈ N∗, il existe pn ∈ N tel que kpn ≥ mn, donc (2.26) est vérifiée pour tout
m ≥ kpn , d’où

⋃
m≥kpn

co(F (t, um(t), u̇m(t))) ⊂ V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
,

ceci implique que

co
⋃

m≥kpn

co(F (t, um(t), u̇m(t))) ⊂ V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
, ∀n ∈ N∗,

car V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
est convexe et fermé. D’où

⋂
n∈N∗

co
⋃

m≥kpn

co(F (t, um(t), u̇m(t)) ⊂
⋂
n∈N∗

V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
.

De plus, ⋂
n∈N∗

V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
= co(F (t, u(t), u̇(t))) (2.27)

En effet, pour n ∈ N∗, on a

co(F (t, u(t), u̇(t))) ⊂ V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
.

D’où
co(F (t, u(t), u̇(t))) ⊂

⋂
n∈N∗

V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
. (2.28)

D’autre part, pour tout x ∈ ⋂
n∈N∗

V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
, on a

x ∈ V
(
co(F (t, u(t), u̇(t))), 1

n

)
, ∀n ∈ N∗

⇒ d
(
x, co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
≤ 1
n
, ∀n ∈ N∗ (2.29)
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2.2. Théorème d’existence de solutions

En passant à la limite dans (2.29) et puisque la distance est positive, on trouve que
d
(
x, co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
= 0. D’où x ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))). Donc, la deuxième inclusion

est vérifier Par conséquent, on obtient (2.27), c’est à dire,

⋂
n∈N∗

co
⋃

m≥kn

{
co(F (t, um(t), u̇m(t))), n ≥ kp

}
⊂ co(F (t, u(t), u̇(t))).

Or,

⋂
p∈N

co
{
co(F (t, u(t), u̇(t))), n ≥ kp

}
⊂
⋂
n∈N

co
{
co(F (t, um(t), u̇m(t))),m ≥ kpn

}

Ainsi, de (2.25), on déduit que f(t) ∈ co(F (t, u(t), u̇(t)). Par conséquent, Rco(F )(u0, v0)
est fermé dans C(I,H)×w−W 1,2(I,H). La fermeture de l’ensemble Rco(F )(u0, v0) dans
C(I,H)× C(I,H) se démontre par les mêmes arguments.
Ceci achève la démonstration.

�
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CHAPITRE 3

THÉORÈMES DE RELAXATION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons dans une première partie, à l’approximation
des éléments de l’ensembleRco(F )(u0, v0) par ceux de l’ensembleRF (u0, v0)∩Rext(co(F ))(u0, v0),
le résultat obtenue est dit théorème de densité. Aussi, dans une deuxième partie, on
présente un théorème de co-densité, c’est à dire, on s’intéresse à l’approximation des
éléments de Rco(F )(u0, v0) par ceux éléments de l’ensemble Rco(F )(u0, v0)\RF (u0, v0).

3.1 Théorème de densité

Dans cette section, nous supposons l’hypothèse suivante sur la multi-application F .

Hypothèse (H1(F)). Il existe une fonction positive k ∈ L1(I,R+) telle que

H
(
co(F (t, x, y)), co(F (t, x1, y1))

)
≤ k(t)(‖x− x1‖+ ‖y − y1‖),

pour tous (t, x, y), (t, x1, y1) ∈ I ×H ×H.

Théorème 3.1.1. Supposons que les hypothèses H(F)(1), H(F)(3) et H1(F) sont vérifiées.
Alors, pour chaque (u, u̇) ∈ Rco(F )(u0, v0), il existe une suite ((un, u̇n))n≥1 ⊂ Rext(co(F ))(u0, v0)∩
RF (u0, v0) qui convergeant vers (u, u̇) dans C(I,H)× w −W 1,2(I,H) et dans C(I,H)×
C(I,H).
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3.1. Théorème de densité

Démonstration.

Soit (u∗, u̇∗) ∈ Rco(F )(u0, v0) fixé. Alors, il existe f∗ ∈ S2
co(F (.,u∗(.),u̇∗(.))) telle que (u∗, u̇∗) =

φ(f∗), c’est à dire,

ü∗(t) + A(t, u̇∗(t)) +Bu∗(t) = f∗(t) p.p sur I. (3.1)

et
u∗(0) = u0, u̇∗(0) = v0.

Soit (u, u̇) ∈ R(u0, v0) et ε > 0. On considère la multi-application ∆ε(t) : I ⇒ H définie
par

∆ε(t) =
{
y ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))) : ‖f∗(t)− y‖ < ε+ d(f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t))))

}
.

• Montrons que ∆ε(t) est à valeurs non vides.
Soit t ∈ I. On a

d(f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))) = inf
y∈co(F (t,u(t),u̇(t)))

‖f∗(t)− y‖,

et par la définition de la borne inférieur, il existe yε ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))) tel que

‖f∗(t)− yε‖ < ε+ d(f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))).

Alors ∆ε(.) est à valeurs non vides. De plus, Gr(∆ε(.)) ∈ L(I)⊗ B(H), en effet

Gr(∆ε) =
{

(t, y) ∈ I ×H : y ∈ ∆ε(t)
}

=
{

(t, y) ∈ I ×H : y ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))) et ‖f∗(t)− y‖ < ε

+ d
(
f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)}
=
{

(t, y) ∈ I ×H : y ∈ co(F (t, u(t), u̇(t)))
}

⋂{
(t, y) ∈ I ×H : ‖f∗(t)− y‖ < ε+ d

(
f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)}
.

On pose, γ : I ×H → R définie par

γ(t, y) = ‖f∗(t)− y‖ − d
(
f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
.

Nous avons

d
(
f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
= inf

w∈coF (t,u(t),u̇(t))
‖f∗(t)− w‖

≤ ‖f∗(t)− y‖, ∀ y ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))),
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3.1. Théorème de densité

c’est à dire, γ est à valeurs positives et donc

Gr(∆ε) =
{

(t, y) ∈ I ×H : y ∈ co(F (t, u(t), u̇(t)))
}⋂{

(t, y) ∈ I ×H : γ(t, y) < ε
}

= Gr
(
co(F (t, u(t), u̇(t)))

)⋂
γ−1(]0, ε[)).

Comme F (., u(.), (̇.)) est mesurable, par le Théorème 1.11.17 , t 7→ co(F (t, u(t), u̇(t))) est
mesurable.
En suite, vu que L(I) est µ-complet, par le Lemme 1.11.20, on conclut queGr(co(F (t, u(t), u̇(t)))) ∈
L(I)⊗B(H). Donc, par la Proposition 1.11.14 et la mesurabilité de f∗ on obtient la me-
surabilité de la fonction distance t 7→ d

(
f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
. Par conséquent γ(., .)

est une application de Carathéodory. Donc par le Lemme 1.2.9, γ(., .) est L(I) ⊗ B(H)-
mesurable, alors γ−1(]0, ε[) ∈ L(I)⊗ B(H). On conclut que Gr(∆ε) ∈ L(I)⊗ B(H). Par
le Lemme 1.11.20, ∆ε est L(I)-mesurable.
En appliquant le théorème d’existence de sélection mesurable (Théorème 1.11.21), il existe
une application ϕ : I → H mesurable telle que ϕ(t) ∈ ∆ε(t), ∀t ∈ I, c’est à dire,
ϕ(t) ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))) et ‖f∗(t)− ϕ(t)‖ < ε+ d

(
f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
.

On définit alors la multi-application Gε : R(u0, v0) ⇒ L1(I,H) par

Gε(u, u̇) =
{
ϕ ∈ S2

co(F (.,u(.),u̇(.))) : ‖f∗(t)−ϕ(t)‖ < ε+d(f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t))) p.p t ∈ I
}
.

De ce qui procède, Gε(u, u̇) 6= ∅, ∀(u, u̇) ∈ R(u0, v0). Considérons la multi-application
N : R(u0, v0) ⇒ L1(I,H) définie par N(u, u̇) = S1

co(F (.,u(.),u̇(.))) = S2
co(F (.,u(.),u̇(.))). Par

l’hypothèse H(F)(1) et la Proposition 1.11.29, la multi-application co(F (., u(.), u̇(.))) est
L(I)-mesurable pour tout (u, u̇) ∈ R(u0, v0) et par l’hypothèse H(F)(3), le Lemme 1.11.26
et la Proposition 1.11.27, N est à valeurs non vides, fermées et décomposables.

• Montrons qu’elle est semi-continue inférieurement. Pour cela, il suffit de montrer que
pour tout ξ ∈ L1(I,H) la fonction positive (u, u̇) 7→ d(ξ,N(u, u̇)) ∈ R+ est semi-continue
supérieurement sur R(u0, v0). Fixons α ≥ 0 et considérons l’ensemble

Θα =
{

(u, u̇) ∈ R(u0, v0) : d(ξ,N(u, u̇)) ≥ α
}
.

Supposons que (un, u̇n) ⊂ Θα et un → u, u̇n → u̇ dans R(u0, v0).
Notons que, sous l’hypothèse H1(F), co(F ) estH-continue, doncH-semi-continue inférieurement.
D’où, par la Proposition 1.11.9, co(F ) est semi-continue inférieurement et par le Lemme
1.11.5, la fonction positive (x, y) 7→ d(ξ(t), co(F (t, x, y)) est semi-continue supérieurement
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3.1. Théorème de densité

∀t ∈ I. Donc, en utilisant le Théorème 1.11.25, on peut déduire ce qui suit

α ≤ lim sup
n→∞

d(ξ,N(un, u̇n)) = lim sup
n→∞

inf
{
‖ξ − v‖ : v ∈ N(un, u̇n)

}
= lim sup

n→∞
inf

{ ∫ 1

0
‖ξ(t)− v(t)‖dt : v ∈ N(un, u̇n)

}
= lim sup

n→∞

{ ∫ 1

0
inf ‖ξ(t)− y‖ : y ∈ co(F (t, un(t), u̇n(t)))

}
= lim sup

n→∞

( ∫ 1

0
d(ξ(t), co(F (t, un(t), u̇n(t))))dt

)
,

et par le lemme de Fatou, on trouve

α ≤
∫ 1

0
lim sup
n→∞

d
(
ξ(t), co(F (t, un(t), u̇n(t)))

)
dt ≤

∫ 1

0
d
(
ξ(t), co(F (t, un(t), u̇n(t)))

)
dt

=
∫ 1

0
inf

{
‖ξ(t)− y‖ : y ∈ co(F (t, un(t), u̇n(t)))

}
dt

= inf
{∫ 1

0
‖ξ(t)− v(t)‖dt : v ∈ N(u, u̇)

}

= inf
{∫ 1

0
‖ξ − v‖1dt : v ∈ N(u, u̇)

}

= d(ξ,N(u, u̇)),

de sorte que (u, u̇) ∈ Θα, et ceci prouve que l’ensemble Θα est fermée. Donc, par la
Proposition 1.3.6, on obtient la semi-continuité inférieure de N .
D’après la Proposition 1.11.35, la multi-application (u, u̇) 7→ Gε(u, u̇) est semi continue
inférieurement à valeurs non vides et décomposables, donc (u, u̇) 7→ Gε(u, u̇) l’est aussi.
En appliquant le Théorème d’existence de sélection continue (Théorème 1.11.23), nous
obtenons une application continue hε : R(u0, v0)→ L1(I,H) telle que hε(u, u̇) ∈ Gε(u, u̇),
pour tout (u, u̇) ∈ R(u0, v0). Donc, pour tout (u, u̇) ∈ R(u0, v0),

hε(u, u̇)(t) ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))) p.p t ∈ I. (3.2)

et
‖f∗(t)− hε(u, u̇)(t)‖ ≤ ε+ d(f∗(t), co(F (t, u(t), u̇(t)))) p.p sur I. (3.3)

Puisque f∗ ∈ co(F (t, u∗(t), u̇∗(t))), par (3.3) et l’hypothèse (H1(F)), on a pour presque
tout t ∈ I

‖f∗(t)− hε(u, u̇)(t)‖ ≤ ε+H
(
co(F (t, u∗(t), u̇∗(t))), co(F (t, u(t), u̇(t)))

)
≤ ε+ k(t)

(
‖u∗(t)− u(t)‖+ ‖u̇∗(t)− u̇(t)‖

)
. (3.4)

Montrons que hε est continue de R(u0, v0) dans L2(I,H).
Par (3.2) et (2.20), pour tout (u, u̇) ∈ R(u0, v0),

‖hε(u, u̇)‖ ≤ λ(t).
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3.1. Théorème de densité

Donc hε(u, u̇) ∈ Sλ pour tout (u, u̇) ∈ R(u0, v0).
Soit ((un, u̇n)) ⊂ R(u0, v0) telle que (un, u̇n) → (u, u̇) dans C(I,H) × C(I,H). Puisque
hε est continue de R(u0, v0) dans L1(I,H), on

hε(un, u̇n)→ hε(u, u̇) dans L1(I,H).

Donc, on peut extraire une sous suite, aussi noté (hε(un, u̇n)), qui converge vers hε(u, u̇)
presque partout sur I.
Or, (hε(un, u̇n))n ⊂ Sλ, donc, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue
(Théorème 1.5.1), on a que (hε(un, u̇n))n converge vers hε(u, u̇) dans L2(I,H), c’est à
dire, hε est continue de R(u0, v0) dans L2(I,H).
D’après le Théorème 1.11.33, il existe une application continue gε : R(u0, v0)→ L2(I,H)
telle que

gε(u, u̇)(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) ∩ ext(co(F (t, u(t), u̇(t)))) p.p sur I

et
‖hε(u, u̇)− gε(u, u̇)‖w < ε, ∀ (u, u̇) ∈ R(u0, v0).

Maintenant, soit n ∈ N∗ et ε = 1/n. On pose pour tout n ≥ 1, gε = gn et hε = hn, alors

gn(u, u̇)(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) ∩ ext(co(F (t, u(t), u̇(t)))) p.p sur I, (3.5)

et
‖hn(u, u̇)− gn(u, u̇)‖w < 1/n, ∀ (u, u̇) ∈ R(u0, v0).

Notons que la suite ( 1
n
)n∈N∗ converge vers 0 quand n→∞.

On définit un opérateur Agn : Sλ → Sλ tel que, pour tout f ∈ Sλ, Agn(f) = gn ◦ φ(f).
Par les même arguments utilisés dans la démonstration du Théorème 2.2.3 et en appliquant
le Théorème du point fixe de Schauder-Tikhonov (Théorème 1.14.1), on obtient un point
fixe fn ∈ Sλ telle que Agn(fn) = (gn ◦ φ)(fn) = fn. On pose (un, u̇n) = φ(fn), c’est à dire

ün(t) + A(t, u̇n(t)) +Bun(t) = gn(un, u̇n)(t) p.p sur I. (3.6)

Donc, par (3.5) on a

(un, u̇n) ∈ RF (u0, v0) ∩Rext(co(F ))(u0, v0) ⊂ Rco(F )(u0, v0).

Or, Rco(F )(u0, v0) est compact dans C(I,H)×w−W 1,2(I,H) et dans C(I,H)×C(I,H).
Donc,on peut extraire à ((un, u̇n))n une sous suite, quand lui garde la même notation, qui
converge vers un certain Rco(F )(u0, v0) dans C(I,H)×w−W 1,2(I,H) et dans C(I,H)×
C(I,H).
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3.1. Théorème de densité

• Montrons que u∗ = u et u̇∗ = u̇.
Fixons t ∈ I. On soustrait l’équation (3.1) de l’équation (3.6), on obtient

ün(t)− ü∗(t)+A(t, u̇n(t))−A(t, u̇∗(t))+Bun(t)−Bun(t) = gn(un, u̇n)(t)−f∗(t) p.p sur I.

En multipliant par u̇n(t)− u̇∗(t), on trouve

〈ün(t)− ü∗(t) + A(t, u̇n(t))− A(t, u̇∗(t)) +Bun(t)−Bun(t), u̇n(t)− u̇∗(t)〉

= 〈gn(un, u̇n)(t)− f∗(t), u̇n(t)− u̇∗(t)〉 p.p sur I.

En utilisant le fait que A(t, .) est monotone et que B coercif, on aura

1
2
d

dt
‖u̇n(t)−u̇∗(t)‖2 + c

2
d

dt
‖un(t)−u∗(t)‖2 ≤

〈
gn(un, u̇n)(t)−f∗(t), u̇n(t)−u̇∗(t)〉 p.p sur I.

En intégrant entre 0 et t, et sachant que u̇n(0) = u̇∗(0) = v0 et un(0) = u∗(0) = u0 , on
obtient

1
2‖u̇n(t)−u̇∗(t)‖2+ c

2‖un(t)−u∗(t)‖2 ≤
∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)−f∗(s), u̇n(s)−u̇∗(s)

〉
ds p.p sur I.

Par suite

1
2‖u̇n(t)− u̇∗(t)‖2 + c

2‖un(t)− u∗(t)‖2 ≤
∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s)

+ hn(un, u̇n)(s)− f∗(s), u̇n(s)− u̇∗(s)
〉
ds

=
∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds

+
∫ t

0

〈
hn(un, u̇n)(s)− f∗(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds

=
∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds

+
∫ t

0
‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖‖hn(un, u̇n)(s)− f∗(s)‖ds.

D’après (3.4), on a

1
2‖u̇n(t)− u̇∗(t)‖2 + c

2‖un(t)− u∗(t)‖2

≤
∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds

+
∫ t

0

( 1
n

+ k(s)(‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖+ ‖un(s)− u∗(s)‖)
)
‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖ds

=
∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds

+ 1
n

∫ t

0
‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖ds+

∫ t

0
k(s)‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖2ds

+
∫ t

0
k(s)‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖‖un(s)− u∗(s)‖ds (3.7)
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On sait que ‖gn(un, u̇n) − hn(un, u̇n)‖w < 1
n
→ 0, quand n → ∞. Puisque, pour tout

n, gn(un, u̇n), hn(un, u̇n) ∈ S2
co(F (.,un(.),u̇n(.))), et par (2.20), on a

sup
n
‖gn(un, u̇n)− hn(un, u̇n)‖2 ≤ 2‖λ‖2 <∞.

Donc, d’après le Lemme 1.7.21, (gn(un, u̇n)− hn(un, u̇n)) converge faiblement vers 0 dans
L2(I,H), i.e, par la Proposition 1.7.4(1), on a, pour tout ξ ∈ L2(I,H)

lim
n→∞
〈gn(un, u̇n)− hn(un, u̇n), ξ〉 = 0. (3.8)

D’autre part, on peut écrire,∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)−hn(un, u̇n)(s), u̇n(s)−u̇∗(s)

〉
=
∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)−hn(un, u̇n)(s), u̇n(s)−u̇(s)

〉
+
∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s), u̇(s)− u̇∗(s)

〉
Par la relation (3.8), en posant ξt = 1I[0,t](u̇− u̇∗), on obtient

lim
n→∞

∫ t

0
〈gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s), u̇(s)− u̇∗(s)〉ds = 0. (3.9)

D’autre part, on applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s), u̇n(s)− u̇(s)

〉
ds

≤
∫ t

0
‖gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s)‖‖u̇n(s)− u̇(s)‖ds

≤ ‖u̇n(s)− u̇(s)‖C
∫ 1

0
‖gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s)‖ds

≤ ‖u̇n(s)− u̇(s)‖C
( ∫ 1

0
‖gn(un, u̇n)(s)‖ds+

∫ 1

0
‖hn(un, u̇n)(s)‖ds

)
≤ ‖u̇n(s)− u̇(s)‖C

(( ∫ 1

0
‖gn(un, u̇n)(s)‖2ds

)1/2
+
( ∫ 1

0
‖hn(un, u̇n)(s)‖2ds

)1/2
)

= 2‖u̇n(s)− u̇(s)‖C‖λ‖2 → 0. (3.10)

De (3.9) et (3.10), on conclut alors que

lim
n→∞

∫ t

0

〈
gn(un, u̇n)(s)− hn(un, u̇n)(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds = 0.

En sachant que (un)n converge vers u dans C(I,H) et que (u̇n)n converge vers u̇ dans
w − W 1,2(I,H) et dans C(I,H), en faisant tendre n → ∞ dans (3.7) et en utilisant
le Lemme 2.2.1, nous obtenons par le Théorème de convergence dominé de Lebesgue
(Théorème 1.5.1)

1
2‖u̇(t)− u̇∗(t)‖2 + c

2‖u(t)− u∗(t)‖2 ≤
∫ t

0
k(s)‖u̇(s)− u̇∗(s)‖2ds

+
∫ t

0
k(s)‖u̇(s)− u̇∗(s)‖‖u(s)− u∗(s)‖ds.
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Soit m = min(1, c) et l(t) = 3
m
k(t), ∀t ∈ I. On a, par la relation a.b ≤ 1

2(a2 + b2)

m

2
(
‖u̇(t)− u̇∗(t)‖2 + ‖u(t)− u∗(t)‖2

)
≤
∫ t

0
k(s)‖u̇(s)− u̇∗(s)‖2ds+

∫ t

0
k(s)‖u̇(s)− u̇∗(s)‖‖u(s)− u∗(s)‖ds

≤
∫ t

0
k(s)‖u̇(s)− u̇∗(s)‖2ds+ 1

2

∫ t

0
k(s)‖u̇(s)− u̇∗(s)‖2ds+ 1

2

∫ t

0
k(s)‖u(s)− u∗(s)‖2ds

≤ 3
2

∫ t

0
k(s)‖u̇(s)− u̇∗(s)‖2ds+ 1

2

∫ t

0
k(s)‖u(s)− u∗(s)‖2ds

≤
∫ t

0

3
2k(s)

(
‖u̇(s)− u̇∗(s)‖2 + ‖u(s)− u∗(s)‖2

)
ds.

D’où

‖u̇(t)− u̇∗(t)‖2 + ‖u(t)− u∗(t)‖2 ≤
∫ t

0
l(s)

(
‖u̇(s)− u̇∗(s)‖2 + ‖u(s)− u∗(s)‖2

)
ds.

Alors, par le lemme de Gronwall (Lemme 1.17.1), on obtient

‖u̇(t)− u̇∗(t)‖+ ‖u(t)− u∗(t)‖ ≤ 0, ∀ t ∈ I.

On conclut que ‖u̇(t) − u̇∗(t)‖ + ‖u(t) − u∗(t)‖ = 0, c’est à dire u̇ = u̇∗ et u = u∗. Par
conséquent (un, u̇n) converge vers (u∗, u̇∗) dans C(I,H)×C(I,H) et dans C(I,H)×w−
W 1,2(I,H).
Ceci achève la démonstration. �

Corollaire 3.1.2. Supposons que les hypothèses H(F)(1), H(F)(3) et H1(F) sont vérifiées.
Alors

Rco(F )(u0, v0) = Rext(co(F ))(u0, v0) ∩RF (u0, v0),

où la barre supérieure signifie la fermeture dans C(I,H)×C(I,H) ou bien dans C(I,H)×
w −W 1,2(I,H).

Démonstration.

Du Théorème 3.1.1, on a que, pour tout (u∗, u̇∗) ∈ Rco(F )(u0, v0), il existe une suite
((un, u̇n))n ⊂ Rext(co(F ))(u0, v0)∩RF (u0, v0) telle que ((un, u̇n))n converge vers (u, u̇) dans
C(I,H)× C(I,H) (resp. C(I,H)× w −W 1,2(I,H)).
Alors, (u, u̇) ∈ Rext(co(F ))(u0, v0) ∩RF (u0, v0), où la barre signifie la fermeture dans C(I,H)×
C(I,H) (resp. C(I,H)× w −W 1,2(I,H)).
Donc, Rco(F )(u0, v0) ⊂ Rext(co(F )) ∩R(u0, v0). Inversement, on sait que Rext(co(F ))(u0, v0)∩
RF (u0, v0) ⊂ Rco(F )(u0, v0). Alors, Rext(co(F ))(u0, v0) ∩RF (u0, v0) ⊂ Rco(F )(u0, v0). Or
Rco(F )(u0, v0) est compact dans C(I,H)×C(I,H) (resp. C(I,H)×w−W 1,2(I,H)), donc
fermé, d’oùRext(co(F ))(u0, v0) ∩RF (u0, v0) ⊂ Rco(F )(u0, v0). Par conséquent,Rco(F )(u0, v0) =
Rext(co(F ))(u0, v0) ∩RF (u0, v0). �

55
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3.2 Théorème de co-densité

Dans cette section, nous faisons l’hypothèse suivante sur la multi-application F .

Hypothèse (H2(F)). Il existe une fonction positive k ∈ L1(I,R) telle que

H(F (t, x, y), F (t, x1, y1)) ≤ k(t)(|x− x1|+ |y − y1|), ∀(t, x, y), (t, x1, y1) ∈ I ×H ×H.

Théorème 3.2.1. Supposons que les hypothèses H(F)(1), H(F)(3), H2(F) sont vérifiées
et soit (u∗, u̇∗) ∈ RF (u0, v0). Si l’inégalité

µ
{
t ∈ I : e

(
F (t, u∗(t), u̇∗(t)), co(F (t, u∗(t), u̇∗(t)))

)
> 0

}
> 0 (3.11)

est vérifiée, alors, il existe une suite ((un, u̇n))n ⊂ Rco(F )(u0, v0)\RF (u0, v0) qui converge
vers (u∗, u̇∗) dans C(I,H)× w −W 1,2(I,H) et dans C(I,H)× C(I,H).

Démonstration.

Soit (u∗, u̇∗) ∈ RF (u0, v0), alors il existe f∗ ∈ S2
F (.,u∗(.),u̇∗(.)) telle que (u∗, u̇∗) = φ(f∗) =

(uf , u̇f ), c’est à dire,
ü∗(t) + A(t, u̇∗(t)) +Bu∗(t) = f∗(t). (3.12)

Puisque la fonction (t, x) 7→ d(x, F (t, u∗(t), u̇∗(t))) est mesurable en t pour tout x et
continue en x pour presque tout t, sans perte de généralité, on peut supposer qu’elle est
continue en x pour tout t.
Alors par le Théorème 1.11.25 et par (3.11), on a

0 <
∫ 1

0
e
(
co(F (t, u∗(t),u̇∗(t))), F (t, u∗(t), u̇∗(t))

)
dt

=
∫ 1

0
sup

x∈co(F (t,u∗(t),u̇∗(t)))
d(x, F (t, u∗(t), u̇∗(t)))dt

= −
∫ 1

0
inf

x∈co(F (t,u∗(t),u̇∗(t)))
(−d(x, F (t, u∗(t), u̇∗(t))))dt

= −inf
v∈Γ

(
−
∫ 1

0
d(v(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t)))

)
dt

= sup
v∈Γ

∫ 1

0
d(v(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t)))dt

où, Γ = S2
co(F (.,u∗(.),u̇∗(.))).

Donc, il existe ε > 0 telle que sup
v∈Γ

∫
I d(v(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t)))dt ≥ ε/2.

En utilisant la définition de la borne supérieure, il existe vε ∈ Γ telle que

0 ≤ sup
v∈Γ

∫
I
d(v(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t)))dt−

ε

2 <
∫
I
d(vε(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t)))dt
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D’où ∫
I
d(vε(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t)))dt > 0 (3.13)

et
vε(t) ∈ co(F (t, u∗(t), u̇∗(t))), p.p t ∈ I.

De (3.13), en déduit qu’il existe un intervalle non vide I0 ⊂ I et il existe r > 0 tels que

d(vε(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t))) > 3r, ∀t ∈ I0. (3.14)

Comme k est mesurable, par le théorème de Lusin, pour ε′ ∈]0, µ(I0)[ il existe un compact
I1 ⊂ I0, tel que µ(I0\I1) < ε′ et k|I1

est continue sur I1. Or,

µ(I0) = µ(I1) + µ(I0\I1)

< µ(I1) + ε′.

D’où µ(I1) > µ(I0)− ε′ > 0.
En utilisant une autre fois le théorème de Lusin, il existe un compact I2 ⊂ I1, tel que
µ(I2) > 0 et t 7→ d(vε(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t))) et vε sont continues sur I2.
Soit x ∈ H tel que ‖x− vε(t)‖ < r, ∀t ∈ I2. Pour z ∈ F (t, u∗(t), u̇∗(t)) on a

‖x− z‖ ≥ |‖x− vε(t)‖ − ‖vε(t)− z‖|

≥ ‖vε(t)− z‖ − ‖x− vε(t)‖

≥ inf
z∈F (t,u∗(t),u̇∗(t))

‖vε(t)− z‖ − ‖x− vε(t)‖,

donc
inf

z∈F (t,u∗(t),u̇∗(t))
‖x− z‖ ≥ inf

z∈F (t,u∗(t),u̇∗(t))
‖vε(t)− z‖ − ‖x− vε(t)‖,

c’est à dire,

d(x, F (t, u∗(t), u̇∗(t))) ≥ d(vε(t), F (t, u∗(t), u̇∗(t)))− ‖x− vε(t)‖

≥ 3r − r = 2r. (3.15)

De H2(F), pour tout y, z ∈ H et t ∈ I, on a

H(F (t, u∗(t), u̇∗(t)), F (t, y, z)) ≤ k(t)(‖u∗(t)− y‖+ ‖u̇∗(t)− z‖), (3.16)

Comme k est continue sur I2 et I2 compact, donc le sup est atteint, i.e, il existe t0 ∈ I2

tel que sup
t∈I2

k(t) ≤ k(t0) < +∞.

Donc, si ‖u∗(t)− y‖ < γ, ‖u̇∗(t)− z‖ < γ et de (3.16), on a

H(F (t, u∗(t), u̇∗(t)), F (t, y, z)) ≤ 2γk(t0) < r, (3.17)
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si γ ∈]0, r
2k(t0) [.

De (3.16), on obtient

H(F (t, u∗(t), u̇∗(t)), F (t, y, z)) = sup
x∈H
|d(x, F (t, u∗(t), u̇∗(t)))− d(x, F (t, y, z))| < r

Donc,
d(x, F (t, u∗(t), u̇∗(t)))− d(x, F (t, y, z)) < r.

En utilisant (3.15), on obtient

d(x, F (t, y, z)) > r, p.p t ∈ I2. (3.18)

pour tous x, y, z ∈ H, ‖x− vε(t)‖ < r, ‖u∗(t)− y‖ < γ, ‖u̇(t)− z‖ < r.
Soit t∗ ∈ I2 un point de densité droite de I2. On note Tn = [t∗, t∗ + 1/n] ∩ I2.
On considérons une suite vn : I → H, définie par

vn(t) =


vε(t) si t ∈ Tn,

f∗(t) si t ∈ I\Tn,

où f∗ ∈ S2
F (.,u∗(.),u̇∗(.)) et φ(f∗) = (u∗, u̇∗).

Pour t 6= t∗, il existe n0 ∈ N∗ tel que t /∈ [t∗, t∗ + 1/n0] et ∀n ≥ n0, on a 1/n ≤ 1/n0 et
donc t /∈ [t∗, t∗ + 1/n], alors

t /∈ Tn ⇒ vn(t) = f∗(t)

⇒ ‖vn(t)− f∗(t)‖ = 0

⇒ lim
n→∞

‖vn(t)− f∗(t)‖ = 0.

Par conséquent, lim
n→∞

vn(t) = f∗(t), et comme µ({t∗}) = 0, alors

vn → f∗ p.p sur I. (3.19)

Par les même arguments utilisés dans la démonstration du Théorème 3.1.1, pour tout
n ≥ 1 il existe une application continue hn : R(u0, v0)→ L2(I,H) tel que

hn(u, u̇)(t) ∈ co(F (t, u(t), u̇(t))) p.p sur I, (3.20)

et

‖vn(t)− hn(u, u̇)(t)‖ ≤ 1
n

+ k(t)
(
‖u∗(t)− u(t)‖+ ‖u̇∗(t)− u̇(t)‖

)
p.p sur I. (3.21)

Notons que, dans (3.4), on a utilisée l’inégalité H(co(A), co(B)) ≤ H(A,B).
Pour tout n ≥ 1, on définit un opérateur An : Sλ → Sλ tel que, pour tout f ∈ Sλ ;
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An(f) = hn ◦ φ(f). En appliquant le Théorème de point fixe de Schauder-Tikhonov
(Théorème 1.14.1), on obtient un point fixe fn ∈ Sλ tel que An(fn) = (hn ◦ φ)(fn) = fn,
on pose (un, u̇n) = φ(fn), alors

ün(t) + A(t, u̇n(t)) +Bun(t) = hn(un, u̇n)(t) p.p sur I. (3.22)

Donc, par (3.20) on a
(un, u̇n) ∈ Rco(F )(u0, v0),

et par (3.21), on a

‖vn(t)− fn(t)‖ ≤ 1
n

+ k(t)
(
‖u∗(t)− un(t)‖+ ‖u̇∗(t)− u̇n(t)‖

)
p.p sur I. (3.23)

Fixons t ∈ I. Par soustraction des deux équations (3.23) et (3.12), on obtient

ün(t)− ü∗(t) + A(t, u̇n(t))− A(t, u̇∗(t)) +Bun(t)−Bun(t) = fn(t)− f∗(t) p.p sur I.

En multipliant par u̇n(t)− u̇∗(t), on trouve

〈ün(t)− ü∗(t) + A(t, u̇n(t))− A(t, u̇∗(t)) +Bun(t)−Bun(t), u̇n(t)− u̇∗(t)〉

= 〈fn(t)− f∗(t), u̇n(t)− u̇∗(t)〉 p.p sur I.

En utilisant le fait que A(t, .) est monotone et que B coercif, on aura

1
2
d

dt
‖u̇n(t)− u̇∗(t)‖2 + c

2
d

dt
‖un(t)− u∗(t)‖2 ≤

〈
fn(t)− f∗(t), u̇n(t)− u̇∗(t)

〉
p.p sur I.

En intégrant entre 0 et t, et sachant que u̇n(0) = u̇∗(0) = v0 et un(0) = u∗(0) = u0, on
obtient

1
2‖u̇n(t)− u̇(t)‖2 + c

2‖un(t)− u(t)‖2 ≤
∫ t

0

〈
fn(s)− f∗(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds p.p sur I.

Par suite

1
2‖u̇n(t)− u̇∗(t)‖2 + c

2‖un(t)− u∗(t)‖2

≤
∫ t

0

〈
fn(s)− vn(s) + vn(s)− f∗(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds

=
∫ t

0

〈
fn(s)− vn(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds+

∫ t

0

〈
vn(s)− f∗(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds

=
∫ t

0

〈
vn(s)− f∗(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds+

∫ t

0
‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖‖fn(s)− vn(s)‖ds.
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D’après (3.23), on a

1
2‖u̇n(t)− u̇∗(t)‖2 + c

2‖un(t)− u∗(t)‖2

≤
∫ t

0

〈
vn(s)− f∗(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds

+
∫ t

0

(
1
n

+ k(t)
(
‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖+ ‖un(s)− u∗(s)‖

))
‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖ds

=
∫ t

0

〈
vn(s)− f∗(s), u̇n(s)− u̇∗(s)

〉
ds+ 1

n

∫ t

0
‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖ds+

∫ t

0
k(s)‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖2ds

+
∫ t

0
k(s)‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖‖un(s)− u∗(s)‖ds

Par (3.19) et en faisant tendre n→∞, on a

1
2‖u̇n(t)− u̇∗(t)‖2 + c

2‖un(t)− u∗(t)‖2 ≤
∫ t

0
k(s)‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖2ds

+
∫ t

0
k(s)‖u̇n(s)− u̇∗(s)‖‖un(s)− u∗(s)‖ds.

En utilisant les même arguments dans la démonstration du Théorème 3.1.1, on obtient que
(un, u̇n) converge vers (u∗, u̇∗) dans C(I,H)×C(I,H) et dans C(I,H)×w−W 1,2(I,H).
De (3.23), il existe I ′ ⊂ I tel que µ(I ′) = 0 et

‖vn(t)− fn(t)‖ ≤ 1
n

+ k(t)
(
‖u∗(t)− u(t)‖+ ‖u̇∗(t)− u̇(t)‖

)
≤ 1
n

+ k(t0)
(
‖u∗ − u‖C + ‖u̇∗ − u̇‖C

)
sur I2\I ′.

Alors
sup
t∈I2\I′

‖vn(t)− fn(t)‖ ≤ 1
n

+ k(t0)
(
‖u∗ − u‖C + ‖u̇∗ − u̇‖C

)
.

D’où
lim
n→∞

sup
t∈I2\I′

‖vn(t)− fn(t)‖ = 0.

Donc, il existe n1 ∈ N, tel que pour tout n ∈ N, n ≥ n1 implique que sup
t∈I2\I′

‖vn(t)−fn(t)‖ <

r. Ceci implique que
‖vn(t)− fn(t)‖ < r p.p sur I2, (3.24)

et pour γ, il existe n2 ∈ N, tel que, pour tout n ∈ N, n ≥ n2, on a sup
t∈I
‖un(t)− u∗(t)‖ < γ

et sup
t∈I
‖u̇n(t)− u̇∗(t)‖ < γ, alors

‖un(t)− u∗(t)‖ < γ, ‖u̇n(t)− u̇∗(t)‖ < γ, t ∈ I. (3.25)

Puisque vn(t) = v(t) pour t ∈ Tn, alors de (3.18), (3.24) et (3.25) nous obtenons que pour
n0 = max{n1, n2} et pour tout n ≥ n0, l’inégalité

d(fn(t), F (t, un(t), u̇n(t))) > r p.p sur Tn. (3.26)
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est vrai. Puisque t∗ est un point de densité droite de I0, alors

lim
n→∞

µ(Tn ∩ [t∗, t∗ + 1/n]
1/n = lim

n→∞
µ(Tn).n = 1,

i.e.,
∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N⇒ n ≥ N : |µ(Tn).n− 1| < ε

⇒ 1− ε < µ(Tn).n < 1 + ε,

Donc, si on prend ε = 1
2 , il existe N ≥ n0 tel que, pour tout n ∈ N, n ≥ N implique

que µ(Tn) > 1
2n > 0. Ainsi, d’une part la suite (un, u̇n) ∈ Rco(F )(u0, v0) converge vers

(u∗, u̇∗) ∈ RF (u0, v0) et d’autre part, par (3.26) (un, u̇n) /∈ RF (u0, v0) pour n ≥ N .
Ceci achève la démonstration. �

Corollaire 3.2.2. Supposons que H(F)(1), H(F)(3) et H2(F) sont vérifiées et soit (u, u̇) ∈
RF (u0, v0), si l’inégalité

µ
{
t ∈ I : e

(
F (t, u∗(t), u̇∗(t)), co(F (t, u∗(t), u̇∗(t)))

)
> 0

}
> 0

est vérifie. Alors

Rco(F )(u0, v0) = RF (u0, v0) = Rco(F )(u0, v0)\RF (u0, v0)

= RF (u0, v0) ∩Rext(co(F ))(u0, v0)

= Rco(F )(u0, v0)\RF (u0, v0) ∩Rext(co(F ))(u0, v0)

ou la barre supérieure signifie la fermeture dans C(I,H)×C(I,H) (resp. dans C(I,H)×
w−W 1,2(I,H)). Ce corollaire suit immédiatement des Corollaire 3.1.2 et Théorème 3.2.1.
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Résumé 

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats d'existence de solutions pour les inclusions 

différentielles du second ordre dans un espace de Hilbert et sous différentes hypothèses sur la multi-

application F. 

Il est réparti en deux parties. 

La première concerne  la  démonstration  des théorèmes d'existence de solutions extrêmes  pour les 

inclusions  différentielles  du  second  ordre  avec  F une  multi-application à valeurs  non vides et fermés. 

Dans la deuxième partie, on a démontré deux théorèmes de relaxation pour les inclusions différentielle  

du  second  ordre  quand  la perturbation  est  lipschitzienne. 

Mots clés : 

Multi-application,  inclusion différentielle,  solutions extrêmes,  densité,  relaxation. 

Abstract 

 In this thesis,  we  presented  some results   of the existence of solutions  for  second order differential 

inclusions  in a Hilbert  space  and under  different  hypotheses  on the multivalued map F. 

It  is divided  into two parts. 

The first concerns the proof of the theorems of existence of extreme  solutions  for  second order 

differential inclusions  with F is a multivalued map with nonempty and closed values. 

In the second part, we prove two relaxation theorems for second order differential inclusions when the 

perturbation is Lipschitzien. 

Key  words : 

Multivalued map, differential inclusion, extreme solutions, density, relaxation. 

 ملخص

 

مختلفة على   وتحت فرضيات يالتفاضلية من الرتبة الثانية في فضاء هيلبرت للاحتواءات بعض نتائج وجود حلول في هذه الأطروحة ، قدمنا 

 .Fلقيم ا متعدد تطبيقال

 وهي مقسمة إلى قسمين. 

غير   صور وذ تطبيق متعدد القيم Fالتفاضلية من الدرجة الثانية مع  للاحتواءات متطرفة الحلول ال الأول بإثبات نظريات وجود  القسميتعلق  

 . و مغلقة خالية

 .التفاضلية من الدرجة الثانية عندما يكون الاضطراب ليبشيتزي للاحتواءاتنظريتين للاسترخاء  أثبتنافي الجزء الثاني ،  

  : الكلمات المفتاحية

 كثافة، استرخاء. احتواء تفاضلي، حلول متطرفة، ة، تطبيق متعدد القيم

 


	Introduction
	Notations et préliminaires
	Notations générales
	Mesurabilité
	Quelques notions de continuité
	Fonctions intégrables au sens de Bochner
	Quelques résultats de convergence
	Quelques résultats d'analyse convexe
	Topologies faible et faible*
	Topologie faible
	Topologie faible*
	Espaces réflexifs

	Quelques résultats de la compacité
	Distance de Hausdroff
	Points extrémaux
	Multi-applictions
	Multi-applications et sélections
	Continuité des multi-applications
	Mesurabilité des multi-applications
	Ensembles décomposables et Lp-sélections

	Points exposés forts
	Opérateurs monotones
	Théorème du point fixe de Schauder-Tikhonov
	Fonctions absolument continues
	Projection
	Lemme de Gronwal

	Théorème d'existence
	Résultats auxiliaires
	Théorème d'existence de solutions

	Théorèmes de relaxation
	Théorème de densité
	Théorème de co-densité

	Bibliographie

