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INTRODUCTION

La théorie du point fixe est un domaine a part entiere de I’analyse mathématique. Elle
constitue aussi un outil essentiel dans de nombreuses branches des mathématiques ainsi
que leurs applications, notamment en analyse non linéaire ou elle fournit les méthodes pour
les questions d’existence de solutions dans de nombreux problemes.

En 1922, S. Banach a établi le théoreme du point fixe qui porte son nom ou connu sous
le nom du principe de contraction de Banach qui est un outil important en théorie des
espaces métriques et en analyse en général, il garantit I'existence et 1'unicité de points fixe
pour certaines applications qui diminuent les distances et donne une méthode constructive
pour trouver ces points.

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
sa forme la plus simple, ce théoreme exige uniquement la continuité de I'application d’'un
intervalle fermé borné dans lui-méme.

Le théoreme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du théoreme
du point fixe de Brouwer, il affirme qu’une application continue sur un convexe compact
admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

En 1974, Cirié a prouvé le théoreme de point fixe sur un espace métrique complet, qui
généralise le principe de contraction de Banach.

En 1976, Caristi [I2] a obtenu, a 'aide de l'induction transfinie, un théoréeme de point
fixe qui, contrairement au théoréeme de Banach, n’exige pas que la fonction en question soit

une contraction.



Introduction

Et nous avons choisi de présenter la démonstration du théoreme de Caristi qui utilise
le lemme de Bishop-Phelps, puisqu’elle est beaucoup plus simple que celle originalement
faite par Caristi.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres partagés de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré aux définitions, notions et résultats qui nous serviront tout
au long de ce travail, citons entre autres : quelques concepts d’analyse convexe, topologie

faible et faible* et des généralités sur les multi-applications.

Nous présentons dans le deuxieme chapitre quelques théoréemes de point fixe pour des
fonctions univoques avec leurs démonstrations (Banach, Cirié, Caristi, Brouwer, Shauder)
et on terminera par une application en appliquant le théoréme de Schauder pour étudier

I’existence de la solution au probleme de Cauchy suivant :

a'(t) = f(t, x(t)),

x (ty) = xo.
Le troisieme chapitre de ce mémoire est construit de la méme maniere que le chapitre
précédent, mais il est dédié aux fonctions multivoques. Nous introduirons le théoreme du
point fixe de Kakutani publié en 1941 qui généralise celui de Brouwer a des fonctions a
valeurs ensemblistes et un théoréeme du point fixe beaucoup plus sophistiqué di a Kaku-
tany et Ky Fan avec sa version faible. Ce chapitre concerne la généralisation du théoreme
de point fixe univoque pour une fonction multivoque définie sur un sous-ensemble d’un
espace métrique complet muni de la distance de Hausdorff H induite par la métrique d. Le
théoreme de point fixe de Banach a été généralisé aux contractions multivoques par Nadler
en 1969. De plus, nous avons introduit une version multivoque du théoreme de Caristi,
nous donnons les preuves de ces théoremes.
Nous finissons notre travail par étudier I'existence d’une solution absolument continue par

I’application du théoreme de Kakutani pour I'inclusion différentielle de la forme suivante :
a'(t) € F(t, x(t)),
l’(to) = Xy-

ou F : R x R® = R" une multi-application semi-continue supérieurement a valeurs non

vides convexes compactes.



Notations

Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

e R

R

o R

o N

e B(xg,T)

o By(xg,r)
o B

o S(z,7)
o/

o C(X1,X5)
o LY(I)

o 1>°(I)

e gph(F)

o [

o< .. >

o o (L', L)
oo (L™ LY
o, >
o, ~I
o, ~*u

o d(z,A)

Ensemble des nombres réels.

R U {o0}.

Ensemble des nombres réels positifs .

Ensemble des entiers naturels.

La boule ouverte de centre z et de rayon r.

La boule fermée de centre zy et de rayon r.

La boule unité fermée.

La sphere de centre xy et de rayon r.

Un intervalle de R.

L’ensemble des applications continues définies de X; a Xo.
L’espace des applications intégrables définies sur I.
L’espace des applications essentiellement bornées sur 1.
Le graphe de la multifonction F'.

Le dual de E.

Croché de dualité.

Topologie faible sur L.

Topologie faible* sur L.

(@), converge fortement vers z.

(xy),, converge faiblement vers .

(@), converge faiblement™® vers x.

La distance métrique entre le point x et ’ensemble A.



CHAPITRE 1

CONCEPTS DE BASE ET RESULTATS
PRELIMINAIRES

Au début de ce chapitre, on rappelle quelques définitions et notions mathématiques de

base nécessaires qui seront utilisées dans la suite du travail.

1.1 Espace métrique

Pour plus de détails voir [2] et [17]

Définition 1.1. (Distance) Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X,

toute application d : X x X — RT wvérifiant les axiomes suivants :
1. Séparation. Pour tous x,y € X d(x,y) =0<=z =1y.
2. Symétrie. Pour tous v,y € X d(z,y) = d(y,x).
3. Inégalité triangulaire. Pour tous x,y,z € X d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Définition 1.2. (Espace métrique) Un espace métrique est un couple (X,d) ou X est

un ensemble et d est une distance.



1.1. ESPACE METRIQUE

1.1.1 Boule fermée - Boule ouverte - Sphere

Définition 1.3. Soit (X,d) un espace métrique, vo € X et r > 0.

e On appelle boule fermée de centre xq et de rayon r ’ensemble
By(zo,r) ={zr € X : d(zo,x) <1}

e On appelle boule ouverte de centre xq et de rayon r [’ensemble
B(xg,r) ={x € X : d(xo,x) < r}.

e On appelle sphére de centre xqy et de rayon r ’ensemble
S(zo,r) ={x € X : d(xg,z) =1}.

Remarque 1.1. Bf(zg,7) = B(xo,7) U S(z0,7)

Définition 1.4. Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’une partie A C X est bornée
st elle est contenue dans une boule fermée, c’est-a-dire, s’il existe xo € X etr > 0 tels que
A C By(xo,r),

en d’autre terme

Ve € A, d(xg,x) <.

1.1.2 Owuverts - Fermés

Définition 1.5. Soit (X,d) un espace métrique et U, F C X. On dit que :
o U est ouvert dans X, si pour tout x dans U il existe un r > 0 tel que B(z,r) C U.

o F est fermé dans X, si son complément X\F, est ouvert dans X .

Définition 1.6. Soit (X, d) un espace métrique. On appelle diamétre d’une partie non vide

A de X la quantité suivante :

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}.

1.1.3 Convergence des suites - Suite de Cauchy - Suite extraite

Définition 1.7. (Suite convergente) Une suite (x,)nen d’éléments d’un espace métrique

(X, d) converge ou tend vers un point a € X lorsque n — oo si et seulement si

7



1.1. ESPACE METRIQUE

lim d(z,,a) =0. C’est-a-dire Ve > 0, Ing € N,Vn > ng : d(x,,a) < e.

n—00

On dit aussi que a est la limite de (z,)nen €t on note x, — a ot (le T, =a)
n oo
Proposition 1.1. si la limite d’une suite (z,)nen existe, alors sa limite est unique.

Démonstration. En effet

sion a a et b dans X tel que
Ve > 0,3ng tel que n > ng = d (z,,a) < ¢,

et

Ve > 0, 3ng tel que n > nj = d(x,,b) < e,

alors, pour n > max {ng, n,} on a d(a,b) < d(a,z,) + d(z,,b) < 2¢, et donc

d(a,b) < 2e,Ve > 0. D’ou d(a,b) = 0, ce qui donne a = b. ]
Théoréme 1.1. Soit (X, d) un espace métrique, et F C X, a € X,
F est fermé <= |V(x,)nen C F, r}grgoxn =a=acl|.

Définition 1.8. (Suite de Cauchy) On dit qu’une suite (x,)neny d'un espace métrique
(X,d) est de Cauchy si pour tout € > 0, il existe N. € N tel que pour tous m,n > N,
on a d(xy,,x,) < e.

C’est-a-dire si dans R, on a lim d(x,,,z,) = 0.
m,n—o0

Remarque 1.2. On peut écrire Ve > 0,3IN. € N,Vn > N.,Vm € N : d(xpym, ,) < €.
Proposition 1.2. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Démonstration. Soit (z,), C X telle que lim, ,o z, = z. Soit € > 0, alors il existe

n

ng € N telle que pour tout n € N,n > ng, on a d (z,,7) < 5.

Soit m,n € N tels que m > n > ng donc d (z,,7) < § et d(zm,z) < §, d'out

d(l’n,l'm) Sd(l’n,ﬁﬂ)—l—d(;p’xm) < %_}_225

C’est-a-dire (x,),, est une suite de Cauchy. O

Remarque 1.3. La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie en général, par

exemple dans lespace métriqgue X =]0, 400 muni de la distance induite par la distance

8



1.1. ESPACE METRIQUE

usuelle d(x,y) = |z —y| de R, la suite de terme générale x,, = L est de Cauchy puisqu’elle

converge vers 0 dans R, mais 0 ¢ X. L’unicité de la limite entraine que (z,)nen+ ne

converge pas dans X .

Définition 1.9. (Suite extraite) On appelle suite extraite (ou sous suite) de (T,)nen une

suite de la forme (,m))nen 0t @ : N = N est une application strictement croissante.

Lemme 1.1. Soit ¢ : N — N wune application strictement croissante. Alors pour tout

n €N, on a p(n) > n.

Proposition 1.3. Soit (X, d) un espace métrique et (z,)neny C X. On a (z,)nen converge

vers a si el seulement si toute sous suite (Ty(n))nen de (Tn)nen converge vers a.

Démonstration. Supposons que (z,)nen tend vers a c-a-d Ve > 0 fixé, Ing > 1 tel que

Vn >ng:d(zp,a) <e. Onal<p(l) <p2) <...<pn)<en+l), et d’apres le Lemme [1.1]
on a ¢(n) > n. Alors Vn > ng, p(n) > n > ng, donc d (xw(n), a) < e. D’ott montrons que

(2 (n))nen tend vers a. Réciproquement, c’est évident puisque la sous suite (2y(m))nen Ob-

tenue en prenant pour ¢ l'identité de N c-a-d
p:N— N
n— pn)=n
est la suite (x,)nen elle méme donc (z,),en converge vers a. O

Définition 1.10. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que la suite (z)ney C X est

bornée s’il existe g € X et r > 0 tels que

d(zg,x,) <r,Vn € N.

1.1.4 Bolzano-Weierstrass

Théoréme 1.2. (Bolzano- Weierstrass) [15] de toute suite bornée de nombres réels on
peut extraire une sous suite convergente.
Proposition 1.4. Dans un espace métrique (X, d) on a :

1. Toute suite de Cauchy est bornée.

2. Toute suite extraite d’'une suite de Cauchy est de Cauchy.

3. Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente est convergente.



1.2. ESPACE COMPLET

1.2 Espace complet

Définition 1.11. Un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy

(Tn)nen dans X converge dans X.

Proposition 1.5. Soit (X,d) un espace métrique et A C X
e Si (A, d) est complet, alors A est un fermé de X.

e Si (X,d) est complet et A est un fermé de X, alors (A,d) est complet.

Démonstration. e Si A C X est complet et (x,),en C A est une suite qui converge vers
a € X, alors (x,)nen est une suite de Cauchy (puisque dans X elle converge), alors elle doit
converge dans A vers un point b € A. D’apres 'unicité de la limite (dans X) onaa=5b¢€ A
donc A est fermé.

e Si X est complet, et A fermé dans X, toute suite de Cauchy (z,,),eny C A doit converger
dans X vers un point a € X, puisque celui-ci est complet et A fermé, cette limite doit

appartenir a A, ce qui prouve que A est complet. n

1.3 Continuité, Compacité et Convexité

e Continuité

Définition 1.12. (Application continue) Soit (X,d) et (Y,d') deuz espaces métriques

et soit a € X. On dit qu’une application f : X — 'Y est continue au point a Si :

lim f(z) = f(a).
c’est-a-dire :

Ve > 0,30 > 0,Vz € X :d(a,z) <d = d'(f(a), f(x)) <e.

Définition 1.13. (Continuité sur un ensemble) On dira que f : (X,d) — (Y, d') est

continue sur (X,d) si elle est continue en tout point de X.

Définition 1.14. Une application [ : (X,d) — (Y,d') est dite uniformément continue sur

X si elle vérifie :
Ve >0,30 > 0,Vo, 2’ € X : d(z,2") <d=d (f(z), f(2) <e.

10



1.3. CONTINUITE, COMPACITE ET CONVEXITE

Définition 1.15. (Fonction absolument continue) Soient Y un espace de Banach,
I = [a, ] un intervalle de R. Une fonction f : I — Y est dite absolument continue
si Ve > 0, 30 > 0 tel que pour toute partition dénombrable de l’intervalle I par des

intervalles disjoints [ag, By vérifiant >, (B — ax) < d on a

ST (Br) — £ )] <&

Théoreme 1.3. Une fonction f : I — Y est dite absolument continue si et seulement si

elle est lintégrable de sa dérivé, c’est-a-dire

£(5)  flo) = [ F(s)as

«

De plus une fonction absolument continue est dérivable presque partout.
Remarque 1.4. Une fonction absolument continue est continue.
e Compacité

Définition 1.16. (Recouvrement) Soit (X,d) un espace métrique. Une famille d’en-
semble (U;),c; est un recouvrement de X si :

U =X

i€l
Définition 1.17. (Ensemble compact) Soit (X,d) un espace métrique, K C X est dit

compact si pour tout recouvrement ouvert (U;) de X, on peut extraire un sous recouvre-

icl

ment fini. C’est-a-dire

QXzUUOzéHJCLJﬁ%X:Lﬂﬁ

i€l ieJ
Définition 1.18. Soient (X, d) un espace métrique, A C X.

On dit que A est relativement compact si A est compact dans X.

Proposition 1.6. Pour une partie K d’un espace métrique (X,d), les deuzx assertions

sutvantes sont équivalentes
1. K compacte.

2. De toute suite (x,,)nen d’éléments de K, on peut extraire une sous suite convergente

dans K.

11



1.3. CONTINUITE, COMPACITE ET CONVEXITE

Proposition 1.7. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. Soit (X,d) un espace métrique compact et considérons une suite de
Cauchy (x,)nen d’élément de X alors, d’apres la proposition précédente, la suite (2, )nen
admet une sous suite convergente dans X . Or toute suite de Cauchy possédant une sous
suite convergente est convergente donc X est complet. O]
Théoréme 1.4. Soit (X,d) un espace métrique et A C X,

1. Si (A,d) est compact, alors A fermé dans X .

2. Si(X,d) est compact et A fermé, alors (A, d) est compact.

Proposition 1.8. un espace topologique localement compact est un espace séparé qui admet

des voisinages compacts pour tous ses points.
Proposition 1.9. Dans un espace métrique tout compact est borné.
e Convexité

Définition 1.19. (Ensemble convexe) On dit que C C X est un ensemble conveze si :
Va € [0,1],¥(z,y) € C? : {ax + (1 —a)y} € C

Définition 1.20. (Fonction conveze) Soit C C X un ensemble conveze et f: X — R

une fonction conveze sur C si :
f(Oéy + (1 - Oé)l’) < Oéf(:U) + (1 - Of)f(iv):\leay € C,VOZ € [07 1]

Définition 1.21. (Fonction propre) La fonction f est dite propre si et seulement si

f(x) # —oco, Vo € X et f £ 4o0o( i.e., il existe xg €X, f (xg) # +00)

Définition 1.22. (Fonction indicatrice) Soit A un sous ensemble de X, la fonction
indicatrice notée I, et définie par
[A X >R

0 reA
x> Iy(x) =
+oo z¢ A

Proposition 1.10. La fonction indicatrice 14 est une fonction convexe si et seulement si

A est un ensemble conveze.

12



1.4. TOPOLOGIE FAIBLE-FAIBLE*

Définition 1.23. (Fonction support) Soient X un espace vectoriel, A C X, on appelle
fonction support de A notée par I(.) la fonction définie sur X' par
Ii: X' =R
= () =sup <2,z >
€A

c’est la fonction conjuguée associée a la fonction indicatrice I4.

Définition 1.24. Un espace localement convexe est un espace vectoriel topologique dont la

topologie peut étre définie a l'aide d’une famille de semi-normes.

Exemple 1.1.
e Tout espace vectoriel normé est localement conveze.

e La topologie faibe d’un espace vectoriel topologique est localement conveze.

Définition 1.25. Une combinaison convezxe (finie) des points x1, xa, ..., x, de X est représentée

Par iy N, Yo Ay =1

Définition 1.26. (L’enveloppe convexe) Soit A C X, l'enveloppe convere de A est
lensemble de toutes les combinaisons convexes (finies) des éléments de A. C’est le plus

petit convexe qui contient A.

Définition 1.27. On appelle simpleze de R™ ’enveloppe convexe de (n+ 1) points qui ne

sont pas contenus dans un méme hyperplan.

1.4 Topologie faible-faible™

Pour plus de détails sur cette section voir [2].

1.4.1 Topologie faible

Soient £ un espace de Banach et f € E’, E' est le dual de E.
On désigne par s : E — R I'application définie par ¢s(z) =< f,x > Lorsque f décrit E’,

on obtient une famille d’applications (¢y) ;e de Y dans R.

Définition 1.28. La topologie faible o (E, E') est la topologie la moins fine sur E rendant

continues toutes les applications ((pf)feE, )

13



1.4. TOPOLOGIE FAIBLE-FAIBLE*

Définition 1.29. Soit (z,,), une suite de R. On définit les limites inférieure et supérieure

de (z,), comme suit

lim inf z,, = sup(infzy).

A, sup e = nf (supry).
Proposition 1.11. Soit (z,,), une suite de E et soit (f,), une suite de points de E' On a
1. x, = x pour o(E,FE') << f,x, >>< f,x >, Vf e FE.
2. Six, — x alors x, — x pour o (E,E').

3. Six, — x pour o (E, E'), alors la suite (||z,||), est bornée et ||z|| < 1_1&1 inf ||z,||.
n (0.9}

4. St x, = x pour o(E,E") et si f, = [ dans E', alors < fp,x, > — < f,x >.

1.4.2 Topologie faible*

On va définir maintenant la topologie faible* que 'on note o (Y',Y). Pour chaque
x € Y on considere I'application ¢, : Y — R définie par f — ¢.(f) =< f,x > . Lorsque
x parcourt Y on obtient une famille d’applications (y,),., de Y’ dans R.
Définition 1.30. La topologie faible * désignée aussi o (Y')Y') est la topologie la moins
fine sur Y rendant les applications (p.),cy -
Proposition 1.12. Soit (f,),cy une suite de E'. On a

1. fu > f pour o(E' E) =< fo, o >=< f,or > Vr € E.

2. Si fo = fpour o (E',E), alors ||f,|| est bornée et || f| < EIP inf || f,||-

3. Sif, = fpouro(E',E) et six, — x fortement dans E, alors < f,, 1, >—< f,x >.
Proposition 1.13. si E est de dimension finie alors
- La topologies faible et faible* coincident sur E'.

- La topologie forte et la topologie faible o(E, E') coincident.

Théoréme 1.5. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Soit (E,||.||) un espace de Banach, alors

la boule unité fermée de E' est compacte pour la topologie faible* (o(E', E)).

Proposition 1.14. (Théoréme d’Alaoglu) Soit M' C E' si M' est borné pour la

norme de E' et fermé pour la topologie o(E', E), alors M’ est compact pour cette topo-

logie o(E', E).
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1.5. QUELQUES NOTIONS D’ANALYSE MULTIVOQUE

Définition 1.31. Un espace topologique est métrisable s’il existe une métrique qui induit

sa topologie.

Théoréme 1.6. Soit E un espace de Banach séparable. Alors la boule unité fermée de £’
est métrisable pour la topologie o(E', E) c¢’est a dire on peut construire sur cette boule une

métrique qui induit la méme topologie que la topologie faible* (o(E', E)).

1.5 Quelques notions d’analyse multivoque

L’analyse multivoque est une branche tres importante en mathématiques, dans cette
section on donne quelques définitions et notions élémentaires sur I’analyse multivoque.

Pour plus de détails sur cette partie voir [I] et [9].

1.5.1 Mutlti-applications
Définitions générales

Définition 1.32. Soient X1, X5 deuxr ensembles non vides. On dit que F' est une multi-

application de Xy dans Xo si pour tout x € Xy elle associe un ensemble F(x) de X,. Et

on note
F X1 = X2
xr— F(z).
Ou
F: X, — 2%
x — F(z).

Exemple 1.2. Toute application univoque est une image d’une application multivoque.

Soit f: X =Y une application univoque. On définit T : X =Y par Tx = {f(x)}.

Définition 1.33. Soit F': X; = X5 une multi-application, on définit

e Le domaine effectif : est noté D(F) et définie par
D(F)={z € X1 : F(z) # 0}
e L’image : est notée Im(F') et définie par

Im(F)= |J F(z)={ye€ Xy,3z € D(F),y € F(z)}

z€D(F)
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1.5. QUELQUES NOTIONS D’ANALYSE MULTIVOQUE

e Soit A C Xi. On appelle image de A par F qu’on note F(A) le sous ensemble de Xo
défini par
F(A)=|J F(z)={ye Xs,3x € A,y e F(A)}.
TEA
e Le graphe : est noté gph(F') et défini par
gph(F) ={(z,y) € X1 x Xy 1w € D(F),y € F(x)}.

e La norme : est notée ||F|| et donnée par

|F| = sup [yl
yEF(z)

On appelle sélection de F toute application f : X7 — Xo vérifiant :
flz) € F(x),Vz € X;.
(f est univoque).

Définition 1.34. La multi-application inverse est notée F~1 et définie par

Fl': X, =X,
y— F'(y)

avec

y€ F(z) & xe Fl(y).

1.5.2 Continuité des multi-applications

. eSemi-continuité supérieure (s.c.s.).

Définition 1.35. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit F': X =Y une multi-
fonction.
> On dit que F' est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point xy € X, si pour tout

ouvert V- de Y tel que F (xo) C V, il existe un voisinage 2 de xy, tel que
F(x) C V,Vz € Q.

> On dit que F est s.c.s. sur X si elle est s.c.s. en tout point de X .
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Proposition 1.15. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit ' : X =2 Y wune
multifonction d valeurs fermées, (F(x) un fermé de Y,V € X).

> Si F est s.c.s. sur X alors le graphe de F' est fermé.

Proposition 1.16. Soient X etY deux espaces topologiques, tel que Y est compact et soit
F: X =Y une multi-application.

> St le graphe de F' est fermé alors F' est s.c.s. sur X.

Théoreme 1.7. Soient X etY deux espaces topologiques, F' : X =Y une multi-application,

alors les assertions suivantes sont équivalentes
i) F est semi-continue supérieurement sur X,

i) L’ensemble F;y'(V) = {z € X : F(x) CV} est un owvert de X pour tout ouvert V
deY,

i) Uensemble F~' (M) ={rx € X : F(z) N M # 0} est un fermé de X pour tout fermé
M deY.

Proposition 1.17. [1] Soit F': X =Y une multi-application d valeurs compactes semi-

continue supérieurement sur X. Alors pour chaque ensemble compact K C X, l"image

F(K)= U F(x) est compact dans Y .
zeK

Proposition 1.18. [I0] Soient X etY deux espaces métriques, F': X =Y une multifonc-
tion a valeurs compactes, alors F' est semi-continue supérieurement sur X si et seulement
si pour chaque © € X et chaque suite (x,), de X telle que x, — x, et (y,)n, de Y avec

Yn € F(x,), il existe une sous suite (yn,) de (y,) telle que

lim y,, € F(z).

m—r0o0

e Semi-continuité inférieure (s.c.i.)

Définition 1.36. Soient X et Y deux espaces topologiques, F' : X == Y wune multi-
application.

> On dit que F est semi-continue inférieurement (s.c.i.) au point xg € X, si pour tout
ouwvert V de X tel que

F(xo) NV #£ 0, il existe un voisinage  de xo, tel que
F(x)NV #0,Vx € Q.

17



1.5. QUELQUES NOTIONS D’ANALYSE MULTIVOQUE

> On dit que F est s.c.i. sur X si elle est s.c.i. en tout point de X.

Remarque 1.5.
> Une multi-application est continue en un point si elle est s.c.s. et s.c.i. en ce point.

> Une multi-application est continue sur un ensemble A si elle est continue en tout point

de A.
e Hémi-continuité supérieure (h.c.s.)

Définition 1.37. Soient Ti, Ty deux espaces topologiques muni de la topologie faible et
F 1 = T3 une multi-application.

On dit que F' est hémi-continue supérieurement (ou scalairement semi-continue supérieurement
) en xo si pour tout (t,t') € (T1,Ty),(Ty est le dual de Ty ) la fonction Iy (t') est semi-

continue supérieurement en xg.

Proposition 1.19. Toute multi-application semi-continue supérieurement définie de T1 a

valeurs dans Ty qui est muni de la topologie faible est hémi-continue supérieurement.

1.5.3 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.38. Soit (T, %) un espace mesurable, X un espace métrique, F' : T = X une

multifonction, on dit que F est S-mesurable si pour tout ouvert V de X, F~1(V) € X.
F*WV)={teT:Fit)nV #0}

Théoréme 1.8. (Théoréme de Kuratowski et Ryll-Nardzewsksi) [11)].
Soit (J,X) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F: J = X
une multifonction ¥ -mesurable a valeurs fermées, alors F' admet au moins une sélection

mesurable.

Proposition 1.20. Soit X un espace topologique, et Y un espace métrique, F une multi-
application semi-continue supérieurement définie comme F : X =3 Y. Alors l'image inverse

des ensembles ouverts sont des boréliens
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1.5.4 Théoréme de convergence

Théoréme 1.9. [1] Soit F une multifonction h.c.s. définie sur un espace de Hausdorff
localement convexe X a valeurs fermées convexes dans un espace de Banach'Y .

Soient I un intervalle de R, xx(.) et yx(.) des fonctions mesurables de I dans X (respecti-
vement Y ) vérifiant

pour presque tout t € I, et tout voisinage V de 0 dans X x Y, il existe ko = ko(t,V) tel
que

VE = ko, (z(t), ys(t)) € gph(F) +V,
st on a
i) xp(.) converge p.p. vers une fonction x(.),
i) yp(.) € LY(I,Y) et converge faiblement vers y(.) dans L' (I,Y)
alors
(x(t),y(t)) € gph(F),

c’est-a-dire

y(t) € F(x(t)) pour presque toutt € I.

1.6 Quelques résultats classiques

Définition 1.39. Soient (X1,d), (Xs,d’) deux espaces métriques, F (X1, Xso)
Pespace de toutes les applications f : X1 — Xy et S un sous ensemble de F (X1, X3). On

dit que S est équi-continu au point x € X, si
Ve > 0,30 > 0,Va,y € X1,d(z,y) <d=VfeS d(f(x),[ly) <e.

Théoréme 1.10. (Théoréme d’Ascoli-Arzela) [7] Soient (X1, d) un espace métrique
compact, (Xa,d") un espace métrique complet et S un sous ensemble de C (X1, Xs), les-
pace des applications continues définies sur Xy, a valeurs dans X, muni de la topolo-

gie de la convergence uniforme. Alors S est relativement compact si et seulement si

1. S est équi-continu,

2. pour tout x € X1, S(x) = {f(x)/f € S} est relativement compact.
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Théoréme 1.11. (Corollaire du théoréme d’Ascoli-Arzela) [7]
Soient I un intervalle compact de R, E un espace de Banach de dimension finie et soit
(x,) une suite de fonctions absolument continues définies sur I d valeurs dans E vérifiant

les conditions suivantes

1. Vt € I,(x,(t))n est un sous ensemble relativement compact dans E,

2. il existe une fonction a valeurs réelles positives ¢ € L' (I, RT) tel que
|/ < e(t), pp. sur L.

Alors il existe une sous suite (notée encore (x,),) et une fonction absolument continue

x: I — FE au sens suivant :
i) (xy), converge uniformément vers x sur un ensemble compact de I,

i) (x1), converge faiblement vers a' dans L'(I, E).
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CHAPITRE 2

QUELQUES THEOREMES DE POINT
FIXE POUR DES FONCTIONS
UNIVOQUES

Dans ce chapitre on va étudier quelques théoremes de point fixe pour des fonctions
univoques définies sur un espace métrique et a valeurs dans lui-méme.
On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théoreme du point
fixe de Banach pour les applications contractantes, on verra ensuite des théoremes plus
puissants et un peu plus profonds, on pourra ainsi étudier successivement le théoreme
du point fixe de Caristi qui est contrairement au théoreme de Banach, n’exige pas que
la fonction en question soit une contraction, puis le théoréme de point fixe de Ciric,
le théoreme du point fixe de Brouwer valable en dimension finie puis le théoreme
du point fixe de Schauder qui en est la généralisation en dimension infinie, et enfin on
terminera par une application en utilisant le théoréme de Schauder au probléeme

de Cauchy.

21



2.1. THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH

2.1 Théoreme du point fixe de Banach

Ce théoreme est dit principe de 'application contractante, il est la base de la théorie
du point fixe.

Ce principe garantit I'existence d’un unique point fixe pour toute application contrac-
tante d’un espace métrique complet dans lui-méme. Ce théoreme prouvé en 1922 par

Stefan Banach est basé essentiellement sur les notions d’application contractante.

Définition 2.1. (Point fixe) Soit (X, d) un espace métrique, et f: X — X
une application. On appelle point fize de f tout point x € X tel que f(x) = x. (On utilise

aussi la notation fx = x).

Définition 2.2. Soit (X,d) un espace métrique et f : X — X une application.
— f est dite Lipschitzienne s’il existe un nombre réel 8 > 0, tel que pour tout
T,y € X, on a

d(fz, fy) < 0d(z,y).

— [ est une application contractante s’il existe 0 € [0, 1] tel que pour tout x,y € X

on a
d(fz, fy) < 0d(z,y).

— f est dite mon expansive si 0 = 1.

Remarque 2.1.
Notons que : contraction => non expansive = lipschitzienne, et que toutes ces fonctions
sont uniformément continues.

e Une fonction lipschitzienne est absolument continue.

Théoréme 2.1. (Banach 1922) [16] Soit (X,d) un espace métrique complet (ou bien
un espace de Banach si X posséde une norme) et f : X — X wune contraction. Alors f
admet un point five unique dans X, c-d-d il existe v € X tel que fx = x. En outre ce point

peut-étre obtenu comme limite de toute suite engendrée par allitération

Démonstration.

(a) Existence:
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2.1. THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH

Soit 2 un point initial quelconque et (z,),en la suite définie par:

To € X
ZTp1 = f(zn),n €N,

Nous allons établir que (x,,)nen est une suite de Cauchy. Pour tout n € N, puisque f est

contractante, on a
d($n7$n+1) = d(f(l‘n_1>, f(xn)) S ‘gd(xn—hxn) S S H”d(xg,xl)
Ainsi, pour m > n, oun >0, on a

d(xp, Tm) < d(Tp, 1) + d(Tpy1, Tnao) + -+ d(T_1, Tin)
< 0"d(x1, o) + Q”Hd(xl, xo) + -+ Qm_ld(xo, x1)

<OL+0+60*+ -+ 0™ d(zg, 1)

n

<
—1-0

d(zo, f(z0)) = 0 quand n — oo car 6 € [0,1].

Ceci montre que (,)en est une suite de Cauchy et comme X est un espace complet,

alors il existe x € X tel que x,, — x. Par ailleurs puisque f est continue, on a :

T = nhﬁrglo Tpi1 = nhﬁ\rglo flx,) = f(nlg{)lo r,) = f(r).

donc z est un point fixe de f.
(b) Unicité:
Supposons qu'il existe deux points z,y € X tel que x # y, x = f(z) et y = f(y).

Alors, on a

donc

ce qui est contradiction, d’ou 'unicité. O
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2.1. THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH

Exemple 2.1.

Soit X =R et Uapplication f: R — R définie par :

fla)= ga+1

Alors f est contractante et admet un unique point fize v = 2.

Remarque 2.2.

Les exemples suivants montrent que chacune des hypothéses du théoréeme du point fixe de

Banach sont essentiels, si nous en négligeons seulement une, alors le point fize n’existe pas.
— X n'est pas stable par f: f(r) = Va2 +1 sur X = [0,1].

Or X fermé dans R, et complet car R est complet. De plus,

/! I / . ’
fl(x) = 7 < ] = :161)[?|f (x)] <1 = fest contractante. Mais f n’admet pas

de point five car f([0,1]) = [1,v/2] € [0,1] i.e. X n’est pas stable par f.
— f nlest pas contractante: f(x) = va?+1 sur X =[0,00] .
Orf: X — X, et X est un fermé de R, R est complet donc X est complet.

Mais f n’admet pas de point fixve car sup|f'(x)| = 1 donc f n'est pas contractante.
zeX

— X n’est pas complet: f(x) = SmZ(I) sur X =]0,7] .

Or (10,5]) =10, %] €J0, 5], et suplf'(2)| = 5 <1

donc, f est contractante. Mais X n’admet pas de point fize car X n’est pas fermé

dans R donc X n’est pas complet.
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2.2 Théoréme du point fixe de Caristi

Définition 2.3. Une fonction ¢ : X — R est dite semi-continue inférieurement si, pour

tout z € X

lim inf ¢(y) > ¢(x),

Yy—x

ou, de facon équivalente, si 'ensemble {z € X : a > ¢(x)} est fermé pour tout o € R.

Théoréme 2.2. (Caristi) [3] [5] Soit (X,d) un espace métriqgue complet et ¢ : X — R
une fonction semi-continue inférieurement bornée infériecurement. Soit f : X — X wune

fonction quelconque telle que

d(z, f(x)) < é(x) — o(f(z)) pour tout x € X.

Alors f a un point fize.

Une preuve plus simple utilisant un résultat de Bishop et Phelps a par la suite été
faite. Avant d’énoncer ce lemme, voici le théoréme d’intersection de Cantor qui nous

sera nécessaire pour faire la preuve du lemme de Bishop-Phelps.

Théoréme 2.3. (Intersection de Cantor) [10] Soit (A,)nen une suite de sous-ensembles
non vides fermés de X tels que A1 D Ay D As--- et tels que T}i_)ngodiam(An) = 0 Alors,

l’ensemble ﬂNAn est constitué d’un unique point.
ne

Lemme 2.1. (Bishop-Phelps) Soient ¢ : X — R une fonction semi-continue inférieurement

bornée inférieurement et X une constante positive. Alors, pour tout xo € X, il existe v* € X

tel que
Ad(zo,2%) < ¢(x0) — d(z7),
et
Mz, x*) > ¢(x*) — ¢(x) pour tout v € X tel que x # x*.
Démonstration.

pour tout z € X, soit T'(z2) ={y € X : ¢(y) + Ad(zy) < ¢(2)}.
Puisque la fonction ¢ est semi-continue inférieurement, 7'(z) est fermé pour tout z € X.

Soit zg € X, Choisissons d’abord x; € T (z¢) tel que

¢ (21) < 14 inf [ (T (z0))],

25



2.2. THEOREME DU POINT FIXE DE CARISTI

choisissons ensuite inductivement z,, € T (z,,_1) tel que

6 (00) < % +inf [6(T (@0-1)).

Il est clair que T (xo) D T (x1) DT (x3) D ---
Estimons le diametre de 7' (x,,) pour un n donné. Soit w € T (z,) C T (xy—1) .
Nous avons que

6(w) > inf 6 (T (2a1))) 2 () —

Puisque w € T (z,,), nous avons que

A (zn, w) < ¢ (2n) — P(w) <

S

Donc, diam T (z,) < & pour tout n € N.
Par le théoreme d’intersection de Cantor, il existe un unique z* € N7, T (z,,) -
Puisque z* € T (z0)

Ad (z0,27) < ¢ (z0) — ¢ (27).

De plus, si Ad (z,2*) < ¢ (2*) — ¢(x), alors x € oﬁ T (x,), puisque pour tout n € N

A (2, 2) < A (2, %) + Ad (2%, x)
< ¢ (xn) — ¢ (27) + ¢ (¢7) — o(x)
= ¢ (2n) — ¢(2),

et par unicité x = x*. Voici une démonstration du théoreme de Caristi utilisant le lemme

de Bishop-Phelps.

Démonstration du théoréme2.2|: Posons A = 1 et choisissons 7y € X. Par le Lemme

il existe 2* € X tel que, si o # z*,

d(z,z%) > ¢ (z7) — o(x),

or, par hypothese
d(z", f(2") < ¢ (a") — o (f (27)),

de ces deux inégalités, on déduit que z* = f (z*). O
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2.3 Théoréme du point fixe de Cirié

Définition 2.4. Soit T : X — X, un orbite de T' a xy est une suite définie par
{z, 2, €Ta, 1,n=12..}.
Pour AC X soit 6(A) =sup{d(a,b):a,be A} et pout tout x € X, soit
O(z;n) ={z,Tx,..., T"z} n=12,...
O(z;00) ={z,Tx,..., T"x,...}
Définition 2.5. Soit T une application d’un espace métrique (X, d) dans lui-méme. T est

dite une quasi-contraction s’il existe un nombre réel q € [0,1] tel que pour tout x,y € X

on a

d(Tx,Ty) < gmax{d(z,y);d(z,Tz);d(y, Ty); d(z,Ty); d(y, Tx)}.
Lemme 2.2. Soit T une quasi-contraction sur X, et n un nombre entier positif.
Alors pour tout x € X et tous entiers positifs i, j tels que 1,5 € {1,2,...n} on a
d (Tix, zj) < ¢d0[O(z;n)).

Démonstration
Soit z € X un élément arbitraire, n un entier positif et soit ¢, j € {1,2,...,n}, et
Ty, Tia, T 1, T2 € O(x,n) (il est claire que T°z = r) et comme T est quasi
contraction, on a
d(T'x, T'x) = d(TT" 2, 7T 'z)

< gmax{d(T" 'z, T 2), d(T" ‘o, T'), d(T"z, T92), d(T" o, T9), d(T'z, T z)}

< ¢6[O(z,n)].

Remarque 2.3.
De ce lemme, il s’ensuit que si'l' est une quasi-contraction et x € X, alors pour tout entier

positif n il existe un entier positif k < n, tel que
d (:L",Tk$> = 6[O(x,n)].
Lemme 2.3. Si T est une quasi-contraction sur X alors

d[0(x;00)] < (11> d(xz,Tz), pour tout x € X.
—4q
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Démonstration

On remarque que
30 (z,1)] <6[0(x,2)] < -+ <6[0(z,n)] < [O(x,n+1)]--

c-a-d

6[0(z, 00)] = sup{8[O(z, n)],n € N}.
Donc il suffit de montrer que

d[O(x,n)] < 11d(x,Tx) Vn € N.
—4q

D’aprés la remarque de Lemme on déduit qu’il existe T*x € O(x,n), k €
{1,2,...n} tel que
d (:c, Tkx) = 0[O(z, n)].

D’apres I’inégalité triangulaire et Lemme on obtient

d (x, Tkx) <d(z,Tx)+d (Tx, Tkx)

<d(z,Tx)+ qd[O(z,n)]

d(x,Tz) + qd (x, T’%)
d’ou
5[0(z,n)] =d (:c,Tkx) < (1/(1 —q))d(z, Tx).
Théoréme 2.4. (C’z’ric’ 1974) [4)] Soit T une quasi-contraction d’un espace métrique com-
plet (X, d) dans lui-méme. Alors
i) T admet un point fixe unique u € X,

i) lim 7"z = u et

i) d(T"z,u) < %d(m,Tx) pour tout x € X.
Démonstration.
Soit z un point arbitraire de X, nous allons établir que la suite (7"z),en est de Cauchy.

pour n et m deux entiers positives tel que n < m, et comme T une quasi contraction,

d’apres le Lemme 2.2 on a :
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d(Trx, Tmx) =d(TT" o, T AT y) < g5 [O (T 'z,m —n+1)],

d’apres la remarque du Lemme [2.2] il existe un entier k; , 1 < ky < m —n+ 1 tel que
) [O (T”’lw, m—n-+ 1)} =d (T”’lx, Tle"’l:I:) ,
une autre fois, d’apres le Lemme [2.2] on a
d (T ', ThT"'2) = d (TT" 22, TH T2
< qd [O (T”_Qa:, k1 + 1)]
< qd [O (T"‘%,m —n+ 2)} ,
par conséquent, nous avons le systéeme d’inégalités suivantes
d(T"z, T™z) < ¢ {O (T"’lx, m—n+ 1)} < g% [O (T”’Qx,m —n+ 2)} ,
on continue de cette maniere on obtient
d(T"z, T™z) < ¢ [O (T"’lx, m—n+ 1)} < - < @M[0(x,m)],
alors d’apres le Lemme [2.3] on trouve
d(T"z,T"x) < (¢"/(1 —q)) d(z, Tx) (2.1)

et comme li_>m q" = 0,(T"x) est de Cauchy. Et comme X est un espace complet, (T"z) a
n (e.)
une limite v dans X.

Pour montrer que T'u = u, nous considérons les inégalités suivantes

d(u,Tu) <d (u, T”Hx) +d(TT"x, Tu)

< d(u,T"z) + gmax {d (T"x,u) ,d (T"z, T"'x) d(u, Tu),d (T"z, Tu) ,d (T, u) }
<d(u,T""'2) +q|d(T"e, T 2) + d (T2, u) +d(u, Tu) +d (T"z,u))| .
D’ont
d(u, Tu) < 1iq (14 q)d (u, T""'2) + qd (u, T"2) + qd (T"2, T" ') |
Et comme
Jim T2 =,
donc
d(u, Tu) =0,
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2.4. THEOREME DU POINT FIXE DE BROUWER

c-a-d
T(u) = u.
Donc on a montré (i) et (i7).
Quand m tend vers l'infini en (2.1)), on obtient 'inégalité (:i7). O

2.4 Théoreme du point fixe de Brouwer

Ce théoreme donne 'existence d'un point fixe ( mais pas nécessairement l'unicité ) pour

une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension finie.

Théoreme 2.5. Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle méme

admet un point fize.

La démonstration de ce théoréme nécessite des démonstrations élémentaires et assez

techniques liées a la topologie algébrique.

Définition 2.6. Si D C E C R", une rétraction de E sur D est une application continue
R: E — D telle que R(z) = x pour tout x € D. Si une telle rétraction, D est appelé un

rétracte de E.

Proposition 2.1. Si D est un rétracte de E et si E a la propriété du point fize ( c-d-d
toute application continue de E dans E admet un point fize), alors D aussi a la propriété

du point fize (c-a-d toute application continue de D dans D admet un point fize).

Cas d’une partie convexe compacte non vide

Théoreme 2.6. Soit K une partie non vide compacte et convere de R" et f : K — K

une fonction continue. Il existe x € K tel que f(z) = x.

Ce théoréme donne l'existence d’un point fize (mais pas nécessairement l'unicité) pour

une fonction continue sur un convexe fermé borné de la norme euclidienne.

On aura besoin pour la démonstration du lemme suivant :
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2.5. THEOREME DU POINT FIXE DE SCHAUDER

Lemme 2.4. L’application Py : x — Py(z) est contractante donc continue.

Démonstration. (du Théoreme2.6))

K est un convexe compact non vide, donc il est fermé borné de R :
dr>0 tqg K C By(0,r)

Etape 1:

Toute application continue f : B¢(0,7) — Bf(0,7) admet un point fixe.

Démonstration. Il est clair que B est homéomorphe & B;(0,7). Soit h : B — B(0,r)
I’homéomorphisme et h~' sa réciproque. Puisque I'application h™' o foh : B — B est
continue, elle admet un point fixe c-a-d Iz € B tel que : (h~to foh)(z) = z. Ce qui

implique que (f o h)(x) = h(x). D’ou h(x) est un point fixe de f. O

Etape 2:

K est un rétracte de By.

Démonstration. Comme K est un compact convexe de R" I'application de projection

Py : By — K est une rétraction. O

La démonstration du Théoreme [2.6| s’ensuit du 1’étape 1, ’étape 2 et de la Proposition

21 O

2.5 Théoreme du point fixe de Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour montrer I'existence d’un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.
Le théoreme du point fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu’une application

continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoreme 2.7. Soit K un sous-ensemble non vide, compact convere dans un espace de

Banach X et supposons T : K — K une application continue. Alors T admet un point fize.

Démonstration.

Soit K un sous ensemble compact convexe d'un espace de Banach FE, et soit T': K — K
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2.5. THEOREME DU POINT FIXE DE SCHAUDER

une application continue. Comme K est compact, T' est uniformément continue alors, si

on fixe € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x,y € K, on a
le =yl <0 = [[T(x) =Tyl <e

De plus, on peut recouvrir K par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ¢ et de centres
Zj, L€

Kc |J Bl(zy,0)

1<j<p

Soit L = vec (T'(x;)), <, le sous espace vectoriel engendré par T'(z;) tel que 1 < j <p
alors L est de dimension finie, et K* = K N L est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 < j < p, on définit les fonctions continues 1; : X — R par :

0si ||z —xj|| >6
Y =

lz—z5]l
1 — =% sinon ,

il est clair que 1); est strictement positive sur B (z;,6) et nulle ailleurs. On a donc, pour

tout x € K
p
> ¥i(z) >0
j=1
Ainsi, on peut définir sur K les fonctions continues positives ¢; par :

(o) = Yi(@)
903( )— Z:ﬂbk.

Pour les quelles, on a Y-%_, ¢;(z) = 1, pour tout =z € K.
Posant, pour x € K
P
g(x) = Zl i ()T ()
i=
La fonction g est continue (car elle est la somme des fonctions continues) et prend ses
valeurs dans K* (car g(z) est un barycentre des 1" (x;) ).
D’apres le théoreme de Brouwer la restriction g g+ : K* — K* possede un point fixe
ye K.

De plus

=3 i) 1) = T ()



2.6. APPLICATION

Or, si p;(y) # 0 alors ||y — z;|| < 9, et par suite ||T'(y) — T (z;)|| < e. Par conséquent pour
tout j on a :

IT(y) —yll < IT(y) =T (2;)l

| AN

<z
£

Dongc, pour tout entier m, on peut trouver un point ¥, € K tel que

||T(ym) - ym” <27

Et puisque K est compact, on peut extraire une sous suite (y,,, ) de la suite (Ym)mez et qui
converge vers un point y* € K.
Alors T étant continue, la suite (T (v, )) converge vers T (y*), et on conclut par la

suite que T (y*) = y*, i.e. y* est un point fixe de T sur K. O

2.6 Application

Théoréme de Cauchy-Peano Le théoreme de Cauchy-Peano-Arzela est un théoreme
qui garantit qu'un probleme de Cauchy possede toujours au moins une solution locale, sous

réserve que la fonction définissant I’équation différentielle soit continue.

Théoréme 2.8. [(] (Cauchy-Peano) Soit I un intervalle non vide de R,U un ouvert de
R™, (to, o) € I x U et f: I xU — R"™ une application continue. On considére le probléme

de Cauchy

(2.2)

Alors le probleme admet une solution locale.

Démonstration. On commence par remarquer que (2.2 est équivalent a
¢
X(1) :x0+/ (5, X(s))ds
to

car f est continue.
On va se placer sur un cylindre de sécurité : soit r, M > 0 tels que

-
to+—-=| et sup  [f(ta)| <M

By (xo,7) C U, J := [to M] (t,2)€ T % B(zo,r)
T zo,T

_
M?
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2.6. APPLICATION

On note A := {z : J — Bj(xo,r) M-lipschitzienne telle que z(ty) = zo} que 'on munit de

la norme uniforme et on définit I'opérateur T sur A par :

T(@)(t) = 70 + /t:f(s,X(s))ds.

Le but est donc de montrer que 7" admet un point fixe. On commence par montrer que 7’
est bien défini :

pourz € Aett e J,ona

IT(@)(0) ol = [ (5, (5)) s |
<[t~ tolsup (5, X ()
< |t — t0| M < r,
et pour ty,ty € J,
I7(@) (t2) = T(w) (t) | = || [~ (s, X(s))s]| < Mtz 1],

donc T est bien défini.
On montre que A est convexe et fermé :
soit w1, m9 € A, ty,ty € J et a € [0,1] :
lazi(t) + (1 — a)ra(te) — azi(ty) — (1 — a)zo(t)|| < aflvi(te) — 21 (t)]| + (1 — @) [[22(t2) — z2(t)]|
S OéM|t2 - tl‘ + (1 — Oé)M‘tQ — t1’
= M|t2 - t1|
d’on aury + (1 — a)xg est M-lipschitzienne.

onax,rs € Adou:

|lz1 —xol| <7 et |lmy— ol <7
|la(zy — zo)|| < ar et [[(1 —a)(za —zo)|| < (1 —a)r

par 'addition on trouve :

|(axy + (1 — a)xe) — x| < 7

Donc A est convexe.

On montre que A est fermé :
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2.6. APPLICATION

Si (%), une suite de A converge uniformement vers une fonction continue

z:J — Bg(xg,r), On a alors
x(ty) = zlggo z; (to) = xo et VE, t' € J
J2(t) = @ ()] = Jim [le(t) - . (7))
< M|t -t
Et donc x € A. On en déduit que A est fermé.
De plus, pour t € J et tout x € A, on a

l(t) = zol| = [lz(t) —  (to)[| < M [t —to| <

ce qui montre que la famille A(t) = {x(¢) : * € A} est incluse dans la boule By (g, 1),

et donc A(t) est relativement compacte.

Et puisque A est ’ensemble des fonctions M-lipschitziennes A est équicontinu.
Le théoreme d’Ascoli assure que A est relativement compact, et comme A est fermé, alors
A est compact.

Montrons que T est continue pour pouvoir appliquer le théoréme de Schauder.
Comme F est uniformément continue sur le compact J x By(xg,r), pour tout ¢ > 0, il

existe n > 0 tel que pour tout (s, ) et (s',2') appartenant a J x B(xo,r), on a

M
max(| s — s |, |z — 2'[|oc) <n = [If(s,2) = f(s', )| <e—
,
alors, si = et y appartiennent & A et si ||z — y|lo <7, on a
M
Vs € Ji[|f(s,2(s)) = f(s,y(s) < e

Donc, pour tout t € J

I7@)e) = TGN = 1| | (F.20) — fs,9(@)is] < o~ ol < &

Ceci montre que [[t(x) — t(y)|| < eie. T : A — A est une application continue.
On peut donc appliquer le théoreme de Schauder qui donne l'existence d’'un point fixe

x € Ade T, c’est-a-dire que x est une solution au probleme de Cauchy. O
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CHAPITRE 3

THEOREMES DE POINT FIXE POUR
DES FONCTIONS MULTIVOQUES

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques théoremes de point fixe multivoques.
Nous commencons par le théoreme du point fixe qui généralise celui de Brouwer a des
fonctions a valeurs ensemblistes, puis nous introduisons un théoreme de point fixe beaucoup
plus sophistiqué di a Kakutani et Ky Fan ainsi que sa version faibe. Nous énoncons le
théoreme de Nadler qui est une généralisation du principe de contraction de Banach aux
contractions multivoques, le théoréeme de Caristi multivoque et nous terminons le chapitre
par une application du théoreme de Kakutani a la résolution d’une inclusion différentielle

du premier ordre.
Définition 3.1. Un point xo € X est dit un point fixe de T si xo € Txg.

Notation : Soit (X, d) un espace métrique. On note
— CB(X) l'ensemble de tous les sous-ensembles fermés et bornés dans X.
— B(X) I'ensemble des sous-ensembles bornés dans X.

— C(X) l'ensemble des sous-ensembles compacts dans X.

Définition 3.2. (Distance de Hausdorff) Soient (X,d) un espace métrique, A, B €
CB(X).
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L’excés (ou écart) de A sur B (respectivement de B sur A) est défini par
e(A, B) = sup{d(z, B)/x € A}

et
e(B, A) = sup{d(y,A)/y € B}.

Od
d(z, B) = infd(z,y)

est la distance de x a B.

On appelle distance de hausdorff la fonction numérique H(A, B) définie par
H(A, B) = max{e(A, B),e(B,A)}.
Remarque 3.1.

(CB(X),H) est un espace métrique complet si (X,d) est un espace métrique complet.

Définition 3.3. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que T : X — CB(X) est une

contraction, s’il existe 0 < A < 1 telle que
H(Tx,Ty) < Md(,y)
pour tout x,y € X.

Lemme 3.1. [13] Soit (X,d) un espace métrique. Soient A, B € CB(X), pour tout a € A
etbe B ona
d(a,b) < H(A, B).

Lemme 3.2. [13] Soit (X,d) un espace métrique A, B € CB(X) et a € A. Alors Ve > 0,
db € B tel que
d(a,b) < H(A,B) +e.

Définition 3.4. (Espace séquentiel) Un espace séquentiel est un espace topologique dont

la topologie est définie par [’ensemble de ses suites convergentes.
Remarque 3.2. Tout espace métrisable est séquentiel.

Théoréme 3.1. (Théoréme d’Eberlein-Smulian) [10] Soit S un sous ensemble d’un

espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
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3.1. THEOREME DU POINT FIXE DE KAKUTANI-KY-FAN

i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

ii) S est faiblement (relativement) compact.

Théoréme 3.2. (Théoréme de Smulian) [10] Soit S un sous ensemble de l’espace de
Banach X.
Si S est relativement faiblement compact, alors pour chaque x € S¥ (fermeture faible de

S) il existe une suite (x,) d’éléments de S convergeant faiblement vers x.

3.1 Théoréme du point fixe de Kakutani-Ky-Fan

Le théoréme du point fixe de Kakutani est un théoreme de point fixe qui généralise
celui de Brouwer a des fonctions a valeurs ensemblistes. Il fournit une condition suffisante
pour qu’une telle fonction, définie sur un compact convexe d'un espace euclidien, possede

un point fixe.

Théoréme 3.3. (Kakutani 1941)[10] Soient X une partie compacte et convexe de R™

et F' une application de X dans l'ensemble 2% des parties de X vérifiant
i) pour tout x € X, on a F(x) # 0,
ii) lensemble F(z) est convere,

i) le graphe {(x,y);y € F(x)} C X x X est fermé.

Alors, il existe un point x* € X tel que x* € F (z*).

Démonstration.
Soit X un k-simplexe avec des sommets (vg, v, ..., v;). Formons la n'™ subdivision sim-
pliciale de X.

Nous allons construire une suite de fonctions continues (f,), oy allant de Xvers X. Soit

n € N, nous définissons la fonction f, : X — X de la maniére suivante :

fn(si) siz=s;, ou s;€{sp,...,8k},
fn(x> =
S o Aifa(si)) on YE N=1 e X>0,Vic{0,...,k} sinon,
ou les f,(s;) sont fixés de maniére a ce que pour tout i € {0,...,k}, nous avons
fn (Sz) cF (Sz)
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3.1. THEOREME DU POINT FIXE DE KAKUTANI-KY-FAN

La fonction f, construite de cette fagon est donc continue. d’apres le théoreme de Brouwer,
nous savons que chaque fonction f,, : X — X possede un point fixe, notons le z7.
Soit A,, un k -sous-simplexe, supposons que z; € A,.

Soit (s§, ..., s}) les sommets de A, notons f, (s?) = uj. Alors
k
Ty = folxg) =D ujAy on Y XN'=1 et X >0,¥j€{0,...,k}
i=0 ‘

Puisque X est compact alors toute suite () _y, (/\”) et (u”) admet une sous-suite
n/neENT \"J ) neN 7/ neN

convergente vers x*, \; et u;, avec j € {0, ..., k} respectivement.

Lorsque n — oo, le diametre des sous-simplexes tend vers 0, d’ou nous avons :

n *

»=1* Vj€{0,...,k}. Ceci nous permet d’écrire que

k k
x* :Z)\iui, avec Z)‘i =let )\, >0

=0 i=0
ce qui signifie que x* est une combinaison convexe des u;.

Puisque la fonction F' est a graphe fermé nous pouvons alors affirmer que u; € F (z*)
pout tout ¢ € {0,...,k}.

De plus, F (2*) est un ensemble convexe, et 2* = S-¥ | \ju; est une combinaison convexe
des w;, nous pouvons donc en conclure que z* € F (z*). Ceci termine notre preuve du

théoreme de point fixe de Kakutani. n

énoncons par la suite un théoréme de point fixe beaucoup plus sophistiqué di a Kaku-

tany et Ky Fan

Théoréme 3.4. (Théoréme du point fixe de Kakutani-Ky-Fan) Soient X un espace
topologique de Hausdorff localement convezxe, S un sous ensemble non vide convexe compact
de X et F': S = S une multifonction semi-continue supérieurement a valeurs converes

fermées, alors F' admet un point fize dans S, c’est a dire il existe x € S, tel que x € F(x).

Comme corollaire du théoreme précédent, on obtient une version faible du théoreéme de

point fixe.

Théoréme 3.5. (Corollaire du théoréme de Kakutani-Ky-Fan) Soit X un espace
de Banach, S un sous ensemble non vide convexe faiblement compact de X et F': S = S

une multifonction faiblement-faiblement semi-continue supérieurement (c-d-d X muni de
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3.1. THEOREME DU POINT FIXE DE KAKUTANI-KY-FAN

la topologie faible) et d valeurs non vides convezxes faiblement compactes, alors F' admet un

point fixe dans S.

Démonstration.

Observons que l'existence d'un point fixe pour F' vient immédiatement du théoreme de
Kakutani-Ky-Fan. Si I'on peut prouver que F' est s.c.s. sur S comme étant une multi-
fonction définie sur un sous ensemble d’un espace topologique de Hausdorff localement
convexe (X, o (X, X)) muni de la topologie o (X, X’) (la topologie faible de X). En vertu
du Théoreme il suffit de prouver que pour tout sous ensemble faiblement fermé B de
S, I'ensemble F'~1(B) est faiblement fermé.

Soit B un sous ensemble faiblement fermé de S, comme F' est faiblement-faiblement
semi-continue supérieurement sur S, F~1(B) est séquentiellement faiblement fermé. Or
F~Y(B) C S qui est faiblement compact, donc F~'(B) est relativement séquentiellement,
compact et le théoréme d’Eberlein-Smulian assure que [F~1(B)]” (la fermeture faible
de F71(B)) est faiblement compact.

F~!(B) est faiblement fermé :

— Tl est claire que F~Y(B) c [F-Y(B)]"” .
— 11 suffit de montrer que [F-1(B)]” ¢ F~Y(B) :
Soit « € [F~1(B)]", d’aprés le théoréme de Smulian, il existe une suite notée (1) de
F~Y(B) tels que z,, — z .
Or F~1(B) est séquentiellement faiblement fermé, il vient que z € F~1(B),
c-a-d

[F=1(B)]” C FH(B).
Donc pour tout ensemble B C S faiblement fermé, F~'(B) est faiblement fermé.

On déduit que F est s.c.s. de S qui est un convexe compact d’un espace topologique de
Hausdorff localement convexe (X, o (X, X’)) a valeurs non vides convexes compactes, donc

d’apres le théoreme de Kakutani-Ky-Fan, ' admet au moins un point fixe. O
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3.2 Théoreme du point fixe de Nadler

Le théoreme de Nadler est une généralisation du principe de contraction de Banach

pour les contractions multivoques.

Théoréme 3.6. (Nadler 1969) [15] Soit (X,d) un espace métrique complet. Si

T : X = CB(X) une multi-application contractante, alors T a un point fize.
Démonstration.

Soient 0 < a < 1 la constante de Lipschitz de T et o € X. On choisit 1 € Txy Puisque
Txo, Tx1 € CB(X) et x1 € Txg, d’apres le Lemme il existe un point xy € T'xy tel que
d(z1,29) < H(Txo,T11) + 0.

Maintenant, lorsque T (z1), T (z2) € CB(X), il existe un point x3 € Tz tel que
d(zy,13) < H (Txy, Txs) + 2.
en continuant par cette maniere, on obtient une suite (z;)°, de points de X telle que

Tir1 € Tx; et
d(zs,w1) < H(Txiy,Tx;) + o' pour tout i > 1
On remarque que
d(zs,1i41) < H (Taioy, T;) + o
< ad (i1, 1) + o
<« {H (Tx; o, Txiq) + 0/;1} + o

< a®d (Ti—9, mi—1) + 20

IN

IN

o'd (zg, 1) + ia’
pour tout ¢ > 1 donc
d (i, i) < d(zi, Ti41) + d(Tip1, Tiga) + -+ d (Tigj1, Tigj)
< d'd(xg,zy) +ia’ + & (wg, 1) + (i + D't + -+ N (w0, 21)

+(i+7— a7

itj—1 itj—1

= Z a"d (zg, 1) + Z na”
n=i n=t
itj—1 itj—1

<d(zo,z1) Y a"+ Y na" pour tout i,j > 0.
n=t n=t

41



3.3. GENERALISATION DU THEOREME DE NADLER

On a
grie 1ol
S o - 22
n=i 1—«
et
i+j—1 ‘ | | N
Z na”:ioﬂ—l—(i+1)al+1+(@'+2)az+2+...+(i_|_j+1)az+]—1
:iai[1+a+a2+...+aj—l]+ai+1+2ai+2+3ai+3+'”+(j_l)aiﬂ._l'
ol —ady - , . .
=" : + o' [1—{—204—{—3@ +...+<j_1)aj ]
L1 — o |
T S
= 1a i+1 n—1
_Za-l—a-+a [7;)7104 }
. i']._Oéj' ij_l n
—za_l_a_—i-a{nz%na},
donc
gl—aly  l—ady A
d($i;l’i+j)§d($07$1)06[1_0[}4-204{1_04}4-0([7;)7104] (3.1)

Or 1% ia’ est une série convergente, par application du critere de d’Alembert, on obtient

lim i’ =0,
i——+00

par passage a la limite dans (3.1]) lorsque i — +o00 et j — +00, on trouve :
i,jlig—lood(xi’ xi—l—j) =0.
Par conséquent (z;) est une suite de Cauchy et comme (X, d) est complet alors (x;) est
convergente vers un point u € X.
D’ou, la suite (T'z;) converge vers Tu, et comme z;,7 € Tx; pour tout i, alors u €

Tu. O

3.3 Généralisation du théoreme de Nadler

Théoréme 3.7. [§] Soient (X, d) un espace métrique complet et T une multi-appication

de X dans CB(X) satisfaisant la condition suivante :
H(Tz,Ty) < ad(z,y) + Bld(z, Tz) + d(y, Ty)] + y[d(z, Ty) + d(y, Tx)]

pour tout x,y € X, ot o, 3,7 >0 et a+ 26+ 2y < 1. Alors T a un point fize.
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3.3. GENERALISATION DU THEOREME DE NADLER

Démonstration.

Soit z( arbitraire dans X, z; € T'xy. On définit une suite (z,) dans X par z,.; € Tx,.

a+B+y
=51y > 0.

D’aprés le Lemme [3.2] on a

Posons r =

Jxo € Txy : d(z1,29) < H(Txo, Tx1) + 71
drg € Ty : d(z9,x3) < H (Txy, Tas) + 12

g € Ty o d(xp,xpy) < H(Txp v, Tx,) +1"
Donc
d(zp, Tns1) < H (Txpq,Ta,) +1"

< ad(xp_1, ) + Bld(@n-1,Txp_1) + d(zp, Tx,)] + y[d(2n_1, Tzy) + d(xp, TxH_1)]

+7r"

<ad(xp_1,2,) + Bld(Tp-1,2n) + d(Tp, Tpi1)] + v [d (Tn-1, Tn) + d(Tp, Tpgr)] + 77,
ie.

A (Tp, Tni1) < (a4 B+ 7)d (Tn1,70) + (B +7)d (Tn, Tpy1) + 177,

pour tout n € N.

D’ou
,r.?’l
d(ﬂfn,.fl?n 1) S ’I“d (xn—la xn) + T o N\
’ 1—(B+7)
pour tout n € N. On peut conclure que
nr"
d Tny Tn41 Srnd To, L1 +77

pour tout n € N.

d (xna anrm) <d (:Cn, anrl) +d (anrl? xn+2) +--+d (anrm*l? anrm)

nr" (n+ 1)rmH

< r"d(xg, 1) + + 7" (2, 1) +

1= (8+7) 1= (8+7)
(n 4+ m — 1)rtm=1)
+m —1)d (w0, 21) +
(- = 1) (0 ) 1—(B+79)
n+m—1 1 n+m—-1
= d (o, R 7 tout n,m € N.
(20, 1) ; r T Gt ; ir'  pour tout n,m
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3.4. THEOREME DU POINT FIXE MULTIVOQUE DE CARISTI

De la méme maniere que la preuve précédente, on trouve

n,rrlzl—r{—l&—ood(m.n’ anrm) =0

() est une suite de Cauchy dans X qui est complet, d’ou il existe z* € X tel que

lim z,, = z*.
n—oo

On va montrer que z* est un point fixe de 7'. Nous avons
d(z*, Tx*) < d (2", xp11) + d(xpy1, Tx™)

<d(x*,xp41) + H (Tx,, Tx")

< d(z*, xpy1) + ad(zp, ) + Bld(x,, Txy) + d(z*, Tx")| + v[d(x,, Tz") + d(z*, tx,)],

pour tout n € N. Donc
d(z%,Ta") < d (2", tnpr)+ad (T, £°)+B d (2, Tnir) + d (07, T2") |+ [d (20, Tz) + d(2", 2np1)]
pour tout n € N. Par passage a limite n — oo, on obtient
d(xz*,Tx") < (B +7)d(z*, Tz"),
comme [+ v < 1, alors d (z*, Tx*) = 0, ce qui implique que z* € Tz*. ]

Remarque 3.3. Si 8 =~ =0 dans le Théoréeme on obtient le théoreme de Nadler.

3.4 Théoreme du point fixe multivoque de Caristi

Il existe une généralisation du théoreme de Caristi aux fonctions multivoques.

Théoréme 3.8. [12] Soient ¢ : X —] — 0o, +00] une fonction propre semi-continue
inférieurement bornée inférieurement et T : X = X wune fonction multivoque tel que pour

tout x € X il existe y € Tx tel que
d(z,y) < ¢(x) — ¢(y).
Alors T a un point fixe.

Démonstration.

Pour chaque = € X posons f(z) =y ou y est un élément de X tel que

y€Tr et dx,y) <o) — o(y).
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3.5. APPLICATION

Alors, f est une fonction de X dans X satisfaisant :

d(z, f(x)) < p(x) = o(f(2)),

pour tout x € X.
Puisque ¢ est une fonction propre, il existe u € X tel que p(u) < +o0.
posons
X' ={z e X: o) <pu) —duz)}
X’ n’est pas vide puisque u € X’.
De plus, par la semi-continuité inférieure de ¢, X’ est fermé et donc un espace métrique
complet. Remarquons que la fonction ¢ restreinte au domaine X’ est a valeurs réelles et

qu’elle est aussi semi-continue inférieurement et bornée inférieurement.

Montrons maintenant que X’ est invariant sous f. Pour tout x € X', nous avons

p(f(2)) < p(x) = d(z, f(z))
(u) = (d(u, z) + d(z, f(x)))
p(u) — d(u, f(x)).

IN
©

IN

Donc f(xz) € X' pour tout z € X'.
Le théoreme de Caristi univoque nous permet de conclure que f a un point fixe z € X'.

Donc, z = f(z) € T=. O

3.5 Application

Théoreme 3.9. Soient Q) un ouvert de R x R et F' : @ = R"™ une multi-application
semi-continue supérieurement a valeurs non vides convexes compactes.
Donc, il existe T > 0, et une fonction absolument continue x : [to—T,to+T] — R™ solution

de linclusion différentielle

(1) € F(ta(t)  pp. surlto—T,to+ T, (32)
x(to) = Top.

Démonstration.

Etape 1:
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3.5. APPLICATION

1. Il existe I = [to — T, to + T et M tel que
i) I x By(xo,r) est contenu dans €2,
i) |F(t,z)|| < M sur I x By(xg,T).
En effet :

comme {2 est un ouvert, il existe r > 0 et T" > 0 tel que I'ensemble compact

k= [to—T,to+T] x Bf(xo,r) est inclus dans Q. De plus comme F est s.c.s. & valeurs non

vides convexes compactes, d’apres la Proposition [1.17] F/(K) = U F(x) est un compact,
zeK

et par suite il existe M tel que :
sup{||ul|,u € F(t,z), (t,x) € k} < M.

2. Soit H = {x € C(I,R"™), x est lipschitzienne de constante M et x(ty) = xo},

pour tout x dans H, définissons I'opérateur intégral £ comme suit
L(z)={z€H,2(t) € F(t,z(t)) p.p. dans T}.

Montrons que pour tout = € H, L(z) est non vide.

En effet :
Comme la multi-application ¢t — F(¢,z(t)) est semi-continue supérieurement d’apres la
Proposition I’hypotheése du théoreme de sélection mesurable est satisfaite, i.e. il
existe une sélection mesurable v : I — R™, tel que v(t) € F(t,z(t)).
On pose z(t) = zo + [, v(s) ds.

e On vérifie que z € L(x); en effet

pour t';t € I on a

t/

=) = =0 = 2o+ [ o(s) ds == ["os) ds |

to
t/
=1 v(s)as |
t/
< [ lles)]] ds
< M|t —t|,
d’ott z est M-lipschitzienne.

Il est clair que z(ty) = xg, donc z € H.

De plus on a



3.5. APPLICATION

d’ou
2'(t) € F(t, z(t)),

ce qui montre que z € L(x).

Etape 2: Montrons que

1) pour z € H, L(z) est convexe,

2) la multi-application x — L(z) est s.c.s.,

3) il existe un point fixe x* € L(z*).

e [ est convexe :

Soit 21, 2o € L(x). Alors z1, 20 € H, et 21(t), 25(t) € F(t,x(t)). En effet

pour ', t € I et « € [0,1] on a
lz0(t) = 21| < M =t et [Jz2(t) — 22()]| < Mt — 1|
on multiplie la 1% par « et la 2°™° par (1 — «), par 'addition on trouve :
ez (t) + (1= a)z2(t) — (azi(t) + (1 — )z (t)]| < aM|t' —t] + (1 — o) M[t' — 1|
= M|t' —t|.

D’ott azy + (1 — )29 est M-lipschitzienne.
Et az(to) + (1 — a)za(tg) = 20. Donc az; + (1 —a)ze € H.

De plus, on a z{(t), 25(t) € F(t,z(t)), par la convexité des valeurs de F’
azi(t) + (1 — a)zy(t) € F(t,z(t)),Ya € [0, 1].

ce qui montre la convexité de L.

e [ est semi-continue supérieurement : on montre d’abord que le graphe de £ est fermé,

en effet :
soit =, € H, z, € L(x,), et on suppose que z,, — T, z, — Z, et on appelle y, la multi-
application y, : t — z,(t) tel que [[y,(t)]| < M de L*(I), par conséquent d’apres le

théoreme d’Alaoglu, et le Théoreme on peut extraire une sous suite (y,), tel que
Yp —* y dans o (L, L),
en particulier pour tout ¢ dans L>([),
<Y p >=< Y >,
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3.5. APPLICATION

c’est & dire on a, d'une part (y,) converge dans o (L', L), et d’autre part

alt) = [ [ 50

to
ie. =2
D’apres le théoreme de convergence (Théoreme on déduit que 2/(t) € F(t,7(t)), dou
le graphe est fermé.
On montre que H est compact:
Soit (z,,), une suite de ‘H, donc (x,), est une suite de fonction absolument continue sur
le compact I. D’apres le corollaire du théoreme d’Ascoli Arzela (Corollaire ) il’existe
une sous-suite noté aussi (x,), qui converge uniformément vers une fonction absolument
continue x, d’ot la compacité de H.
Par conséquent comme le graphe de L est fermé a valeurs dans le compact H, la Proposition
[1.16] assure que L est semi-continue supérieurement.
Par application du Théoréeme de kakutani il existe un point fixe * € L(z*) c¢’est-a-dire
z¥(t) € F(t,z*(t)).

Par conséquent le probleme (3.2)) admet au moins une solution. O
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CONCLUSION

La théorie du point fixe est d'une importance capitale pour la résolution de nombreux
problemes émergeant dans divers domaines. Notre mémoire présente quleques théoremes de
point fixe univoques et multivoques, ainsi que deux exemples d’application a la résolution
en dimension finie d'un probleme de Cauchy univoque et une inclusion différentielle du
premier ordre.

Le théoreme du point fixe de Kakutany s’applique aussi a la résolution des inclusions
différentielles d’ordre supérieur, la réduction d'un probléme du second ordre a un probléme
du premier ordre, - - - etc.

On a vu le théoreme de Caristi univoque et multivoque, ce dernier a plus tard été
généralisé par plusieurs auteurs en affaiblissant les hypotheses et en introduisant différentes
notions de distance.

La théorie de point fixe est une théorie de laquelle découlent pleusieurs applications qui

constituent un domaine tres actif de la recherche.
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