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Introduction

Les mathématiques consistent d’abord en un langage, qui permet de transcrire des pro-

blèmes de nature quantitative : c’est la modélisation. Une fois cette transcription faite,

des outils sont disponibles pour comprendre et résoudre les problèmes issus des phéno-

mènes du monde réel qui utilise les lois de la physique (mécanique, thermodynamique,

électromagnétisme, etc...), ces lois sont, généralement, écrites sous la forme de bilans qui

se traduisent mathématiquement par des Équations Différentielles Ordinaire ou par des

Équations aux dérivées partielles.

Aujourd’hui, la théorie des équations différentielles (univoques et multivoque) est deve-

nue plus importante et plus attirante. Son champ d’application s’est considérablement

développé, et s’est avéré Fructueuse dans de nombreux domaines comme : la mécanique

unilatérale, l’économie mathématiques, les sciences de l’ingénieur (circuit électrique non

régulier), etc..., plus récemment, elle est devenue une des méthodes importantes pour

l’étude des inégalités variationnelles d’évolution.

Ce mémoire représente mon premiers pas dans le domaine de la recherche, ceci par la lec-

ture, l’étude et le détail des résultats dans les articles [3], [9], [15], partant sur l’existence

et l’unicité de solutions pour certaines classes d’inclusions différentielles du premier ordre

régies par un opérateur maximale monotone dans [3], [15] dépendant du temps et dans [9]

dépendant du temps et de l’état.

Les opérateurs monotones (en générale, multivoques), jouent un rôle très important dans

beaucoup de domaines mathématiques. Notons, par exemple l’optimisation (Les sous dif-

férentielles des fonctions propres convexes et semi continues inférieurement sont des opé-

rateurs maximaux monotones). Tout sa a abouti à une large étude de ces opérateurs.

Puisque la nature d’un opérateur monotone peut être assez difficile à manipuler, soit du

point de vue théorique, soit du point de vue numérique, de nombreux auteurs se sont
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Introduction

intéressés à chercher des approximations ou régularisations d’un opérateur, pour obtenir

à partir d’un opérateur monotone donné, un autre qui a plus de propriétés régulière par

exemple la régularité de Yosida.

Les problèmes gouvernés par les opérateurs maximaux monotones constituent une classe

importante d’inclusions différentielles. Ce type de problème a été d’abord étudié lorsque

l’opérateur A ne dépend pas du temps. En 1971, H.Brezis [7] utilise la méthode de la régu-

larisation de Yosida pour démontrer l’existence et l’unicité d’une solution Lipschitzienne

de l’inclusion

(P1)

 −u̇(t) ∈ Au(t), p.p.t ∈ [0,+∞[

u(0) = u0 ∈ D(A).

Où A : D(A) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone et H est un espace de

Hilbert.

Plusieurs résultats ont suivi avec diverses classes de perturbations.Voir par exemple [4], [18]

et leurs références pour d’autres Théorèmes.

Une continuation aux travaux cité ci-dessus, donne naissance à l’étude de problèmes dé-

volution gouvernés par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps, c’est

à dire les problèmes qui se présentent sous la forme

(P2)

 −u̇(t) ∈ A(t)u(t), p.p.t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

Citons par exemple [2], [3], [15].

Dans [15], les auteurs on montré l’existence de solution à variation bornée et absolument

continue pour le problème (P2) avec une condition utilisant une pseudo-distance introduite

par Vladimirov [18].

Dans le cas où A dépend du temps et de l’état, plusieurs travaux ont généralisé les travaux

cité ci-dessus et les problèmes se présentent sous la forme

(P3)


−u̇(t) ∈ A(t, x(t))u(t), p.p.t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t, x(t))), ∀t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D(A(0, x(0))).

où x(t) = x0 +

∫ t

0

u(s)ds, t ∈ I.
Ces type de problèmes est dit aussi problème de second ordre par rapport à l’état x.
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Introduction

De nombreux travaux peuvent être trouvés dans la litérature voir par exemple [9], [11].

Un bref schéma du contenu présenté dans ce mémoire peut se décrire comme suit :

On commence par des notations et quelques espaces usuels qu’on utiliser a tout au long

de ce mémoire.

Le premier chapitre est intitulé "Préliminaires", il réunit un ensemble de Définitions, Pro-

positions et Théorèmes sur l’analyse fonctionnelle ansi que le propriétés fondamentales

des opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hilbert, et d’autres bagages ma-

thématiques qui vont nous servir de clé dans les chapitres qui suivent.

Dans le deuxième chapitre intitulé "Existence de solutions pour une inclusion du premier

ordre gouvernée par un opérateur dépendant du temps" on donne un résultat d’existence

et d’unicité pour le problème (P2) dans le cas où t 7→ A(t) est absolument continue au

sens de Vladimirov.

On a essayé de détailler le papier de Azzam et all . Ce résultat se trouve aussi dans la

référence [15] avec des démonstrations différentes. On suit l’algorithme de discrétisations

donné dans [3].

Le troisième chapitre intitulé "Existence de solutions pour une inclusion différentielle du

premier ordre gouvernée par un opérateur dépendant du temps et de l’état" est une conti-

nuation de travail établi dans le deuxième chapitre c’est-à-dire c’est un travail qui utilise le

résultat du deuxième chapitre. En effet, on s’intéresse à l’étude de l’existence de solution

pour le problème (P3) dans un espace de Hilbert séparable H.

On essaye de détailler une partie du papier de Castaing et al dans [9], concernant l’exis-

tence de solution pour une inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un

opérateur maximale monotone dépendant du l’état et de temps, on peut dire aussi inclu-

sion différentielle du second ordre par rapport à l’état x.
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Notation

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce mémoire.

• I=[0,T] Un intervalle de R, T > 0.

• H Un espace de Hilbert sur R muni de produit scalaire <., .> et la norme ‖.‖.
• IH L’opérateur unité de H.

• BH La boule unité fermée de H.

• Pour tout sous ensemble A de H, on note par A la fermeteur de A.

• co(A) L’enveloppe convexe de A et co(A) son enveloppe convexe fermée .

• 1A La fonction caractéristique de A définie par

1A : x ∈ H →

1 si x ∈ A;

0 si x /∈ A.

• d(., A) La fonction distance à A définie par

d(., A) : x ∈ H 7→ d(x,A) = inf
y∈A
‖x− y‖.

• δ(., A) La fonction indicatrice à A définie par

δA : x ∈ H 7→

0 si x ∈ A;

+∞ si x /∈ A.

• δ∗(., A) La fonction Polaire de δ(., A), appelée aussi fonction d’appui de A, définie sur

H par

δ∗(., A) : x ∈ H 7→ δ∗(x,A) = sup
y∈A

<x, y>.

• xn → x Exprime que la suite (xn)n∈N converge fortement vers x.

• xn ⇀ x Exprime que la suite (xn)n∈N converge faiblement vers x.
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• P(H) L’ensemble des parties de H.

• L(I) La tribu de Lebesgue sur l’intervalle I.

• dt la mesure de Lebesgue.

• Lp(I,H) L’espace des applications définies sur I à valeurs dans H pième intégrables

(1 < p < +∞) c’est à dire mesurables et
∫
I

‖u(t)‖pdt < +∞, muni de la norme

‖u(.)‖Lp =
(∫

I

‖u(t)‖pdt
) 1
p
.

• L∞(I,H) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur I à valeurs dans

H, muni de la norme

‖u(.)‖L∞ = inf{c ≥ 0 : ‖u(t)‖ ≤ c p.p. surI}.

• C(I,H) L’espace de toutes les applications continues définies sur I à valeurs dans H,

muni de la norme de la convergence uniforme

‖u(t)‖C = sup
t∈I
‖u(t)‖.

• Soit u ∈ C(I,H) une fonction absolument continue, on note par u̇(t) la dérivée de u

au point t, c’est à dire u̇(t) =
du

dt
(t).

• W (1,2)(I,H) L’espace de toutes les applications u défine sur I à valeurs dans H, abso-

lument continue ayant une dérivée première u̇ ∈ L2(I,H).
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats de base qui nous seront

utiles dans les preuves de nous Théorèmes d’existence dans les chapitres suivantes.

Ce résultats ont été pris des références [6, 7, 8, 12, 14, 17].

1.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Continuité des applications

Définition 1.1.1. (Aplication continue)

Soit (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f : X → Y , on dit que f est continue au

point x0 ∈ X, si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0,∀x ∈ X : d(x, x0) < δ ⇒ d′(f(x), f(x0)) < ε.

• f est continue sur X ssi elle est continue en tout point x ∈ X.

Définition 1.1.2. (Aplication équicontinue)

Soit (X, d), (Y, d′) deux espaces métrique. Une partie H de F (X, Y ) est dite équicontinue

au point x0 ∈ X si

∀ε > 0,∃γ > 0,∀x ∈ X, ,∀f ∈ H : d(x, x0) < γ ⇒ d′(f(x), f(x0)) < ε

• H est dite équicontinue sur X si elle est équicontinue en tout point x ∈ X.

12



1.1. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.3. (Application absolument continue )

Soit (E, ‖ . ‖) un espace vectoriel normé. Une fonction f : [a, b] ⊂ R → E est dite ab-

solument continue si est seulement si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute

partition dénombrable de l’intervalle [a, b] ⊂ R par des intervalles disjoints [ak, bk] véri-

fiant,
∑
k

(bk − ak) < δ on a
∑
k

‖f(bk)− f(ak)‖ < ε

Théorème 1.1.1. Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé. une fonction f : [a, b] ⊂
R → E est absolument continue, si et seulement si, il existe une fonction intégrable

v : [a, b]→ R tel que pour tout t ∈ [a, b]

f(t)− f(a) =

∫ t

a

v(s)ds,

dans ce cas f est dérivable presque par tout (p.p) et sa dérivée ḟ = v p.p.

Remarque 1.1.1. 1.Toute fonction absolument continue est une fonction continue.

2.Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

Définition 1.1.4. Soit ψ : H → R. On dit que ψ est Lipschitzienne de rapport L > 0, si

et seulement si,

∀x, y ∈ H, ‖ψ(x)− ψ(y)‖ ≤ L‖x− y‖.

Remarque 1.1.2. Toute fonction Lipschitzienne est absolument continue.

Théorème 1.1.2. (Théorème de différentiation de Lebesgue)

Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Pour tout fonction intégrable au sens de Lebesgue

sur R on a pour presque tout x ∈ R

lim
ε→0

1

2ε

∫ x+ε

x−ε
f(τ)dτ = f(x).

Définition 1.1.5. (Inégalité de Cauchy-schwartz)

Soient H un espace de Hilbert, I ⊂ R. Alors,

∀x, y ∈ H, |<x, y>| ≤ ‖x‖‖y‖.

Soit f, g ∈ C(I,R). Alors,∫ 1

0

|fg| ≤
(∫ 1

0

|f |2
) 1

2
(∫ 1

0

|g|2
) 1

2

.

Définition 1.1.6. (Inégalité de Minkowski)

Soient H un espace de Hilbert, I ⊂ R. Soit f, g ∈ Lp(I,H)(1 < p <∞). Alors,(∫ 1

0

|f + g|p
) 1

p

≤
(∫ 1

0

|f |p
) 1

p

+

(∫ 1

0

|g|p
) 1

p

.
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1.1. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.2 Fonction à Variation Bornée

Définition 1.1.7. Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Etant donnée un fonction

f : I = [0, T ]→ E, on appelle variation totale de f sur I l’expression

var(f, I) = sup
{ n∑
k=1

‖f(tk)− f(tk+1)‖, n ∈ N, ∀0 < t1 < ... < tn = T
}

Si var(f, I) <∞, on dit que f est à variation bornée.

Proposition 1.1.1. Soit H un espace de Hilbert. Soit u : I ⊂ R → H une application

continue à variation bornée et soient a, b, c ∈ I tel que a ≤ b ≤ c. Alors, on a

1.

∫
[a,b]

du =

∫
1[a,b]du = du([a, b]) = u(b)− u(a).

2.

∫
[a,c]

du =

∫
[a,b]

du+

∫
[b,c]

du.

Proposition 1.1.2. (Formule de Moreau)

Soit u : I ⊂ R → H une application continue à variation bornée. Alors, la formule de

Moreau est donnée par

d
(
‖u‖2

)
= 2〈u, du〉.

1.1.3 Rappel sur la topologie la moins fine rendant continues une

famille d’applications

Soient X un ensemble et (Yi)i∈I une famille d’espaces topologiques. Pour chaque i ∈ I,
on se donne une application ϕi : X → Yi . La question naturelle qui se pose est comment

munir X de la topologie θ la moins fine (avec le minimum d’ouverts) qui rende continues

toutes les applications ϕi(i ∈ I). Avant de répondre à cette question, nous donnons la

définition de la topologie la moins fine et un résultat utile de la théorie des ensembles.

Définition 1.1.8. Soient θ, θ′ deux topologies sur X. On dit que θ est moins fine que θ′

ssi θ ⊂ θ
′.

Lemme 1.1.3. Soient F, Ji et Aj(i ∈ F, j ∈ Ji) des ensembles quelconques. Alors⋂
i∈F

⋃
j∈Ji

Aj =
⋃
ψ∈F

⋂
i∈F

Aψi

où F est l’ensemble de toutes les applications ψ : i ∈ F 7→ ψ(i) ∈ Ji.
Cette formule montre que si A est une famille d’ensembles, alors toute intersection finie

des unions d’éléments de A est une union d’intersections finies d’éléments de A.
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1.1. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

La topologie faible

Soit (E, ‖.‖E) un espace vectoriel normé réel. On note E ′ l’espace dual, c’est-à-dire,

l’espace des formes linéaires continues sur E muni de la norme

‖f‖E′ = sup
x∈BE
|f(x)|.

Définition 1.1.9. Soit f ∈ E ′ et soit

ϕf :E → R

x→ ϕf = f(x) =: 〈f, x〉

La topologie faible sur E notée σ(E,E
′
) est la topologie la moins fine rendant continues

les applications ϕf (f ∈ E
′
).

Proposition 1.1.4. La topologie faible σ(E,E
′
) est séparée.

Proposition 1.1.5. Soit (xn)n une suite de points de E. Alors

1. (xn)n converge vers x pour σ(E,E ′) (ou faiblement) si et seulement si (〈f, xn〉)n converge
vers 〈f, x〉 pour tout f ∈ E ′ ;
2. si (xn)n converge faiblement vers x alors ‖x‖E est bornée et nous avons

‖x‖E ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖E

La topologie faible étoile

Soit (E, ‖.‖E) un espace vectoriel normé, E ′ son dual et E ′′ son bidual
(
c’est à dire

le dual de E ′ muni de la norme ‖ξ‖E′′ = sup
f∈B

E
′

|<ξ, f>|
)
. On a une injection canonique

J : E → E
′′ définie de la façon suivante : soit x ∈ E fixé ; alors l’application f 7→ <f, x>

de E ′ dans R est une forme linéaire continue sur E ′ et donc est un élément de E ′′ qu’on

note Jx. On a

<Jx, f>E′′ ,E′ = <f, x>E′ ,E, ∀x ∈ E,∀f ∈ E
′
.

Il est clair que Jx est linéaire et que c’est une isométrie, i.e.

‖Jx‖E′′ = sup
f∈B

E
′

|<Jx, f>| = sup
f∈B

E
′

|<f, x>| = ‖x‖E

Sur l’espace E ′ sont définies déjà deux topologies :

La topologie forte associée à la norme de E ′
(
‖f‖′E = sup

f∈B
E
′

|<f, x>|
)
.
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1.1. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

La topologie faible δ(E ′
, E

′′
).

On définit une troisième topologie sur E ′ comme suit

Pour chaque x ∈ E, on considère l’application ϕx : E
′ → R définie par

ϕx(f) = <f, x>.

Définition 1.1.10. La topologie faible∗ sur E ′ est la topologie la moins fine sur E ′ qui

rende continues toutes les applications ϕx(x ∈ E). On la note δ(E ′
, E).

Proposition 1.1.6. Soit (fn)n une suite de E ′ . Alors

(fn)n converge vers f pour δ(E ′
, E) (ou faiblement∗) si et seulement si (<fn, x>)n converge

vers <f, x> pour tout x ∈ E.

1.1.4 Quelques notions de l’analyse convexe

Définition 1.1.11. Soit E un espace vectoriel, et soit S ⊂ E. On dit que S est convexe

ssi

∀u, v ∈ S,∀λ ∈ [0, 1] : λu+ (1− λ)v ∈ S.

Autrement dit, pour tous u, v ∈ S, le segment de droite

[u, v] = {λu+ (1− λ)v/λ ∈ [0, 1]} ⊂ S.

Définition 1.1.12. On appelle simplexe de Rn l’ensemble ∆ndéfini par

∆n =
{

(λ1, λ2, .., λn) ∈ Rn/λi ≥ 0 et
n∑
i=1

λi = 1
}
.

Définition 1.1.13. Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, ..., xn ∈ E. On appelle

combinaison convexe des éléments x1, x2, ..., xn tout élément x =
n∑
i=1

λixi tel que

(λ1, λ2, ..., λn) ∈ ∆n.

Proposition 1.1.7. Soit E un espace vectoriel et soit S ⊂ E. Alors S est convexe ssi il

contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments.

Définition 1.1.14. 1) Soit E un espace vectoriel et soit S ⊂ E. On appelle enveloppe

convexe de S qu’on note co(S), l’intersection de tous les sous ensembles convexes de E

qui contiennent S, c’est en fait le plus petit convexe de E qui contient S.

2) Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe fermée de S

qu’on note co(S) le plus petit convexe fermé de E qui contient S.
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1.2. Multiapplication (ou fonction multivoque)

Définition 1.1.15. Soit E un espace vectoriel et soit f : E → R. On dit que f est convexe

ssi

∀x, y ∈ dom(f),∀λ ∈ [0, 1] : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Théorème 1.1.3. (Théorème de séparation)

Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout ensemble S ⊂ E non vide

co(S) = {x ∈ E : 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′}.

1.2 Multiapplication (ou fonction multivoque)

Dans cette partie, nous rassemblons quelques résultats de base des multi-application

nécessaire pour notre étude.

Pour une étude détaillée des multiapplications on peut se référer à [1], [12], [10].

Définition 1.2.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multiapplication(ou ap-

plication multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y est une application qui associe à

chaque élément x ∈ X un sous ensemble F (x) de Y .

Il y a dans la littérature plusieurs notations mais nous allons adopter la suivante

F : X ⇒ Y.

Le domaine, le graphe et l’image (dite aussi le rang) de la multi-application F : X ⇒ Y

sont donnée respectivement par

dom(F ) =
{
x ∈ X : F (x) 6= ∅

}
.

gph(F ) =
{

(x, y) ∈ X × Y : x ∈ dom(F ), y ∈ F (x)
}
.

R(F ) = Im(F ) =
⋃

x∈dom(F )

F (x).

Définition 1.2.2. Soient A,B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d), l’écart

entre A et B est défini par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B),

avec

d(a,B) = inf
b∈B

d(a, b),

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A,B) = max
(
e(A,B), e(B,A)

)
.

Notons que Pf (X) muni de la distance de Hausdorff H est un espace métrique.
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1.3. Quelques résultats de convergence et compacité

1.3 Quelques résultats de convergence et compacité

Pour les résultats ci-dessous on peut se référence à [1, 6, 14, 13, 16].

Théorème 1.3.1. (Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki)

Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E ′ est compacte pour la

topologie σ(E,E ′).

Théorème 1.3.2. (Théorème de Mazur)

Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach et A un sous-ensemble compact de E. Alors, co(A) est

compact.

Théorème 1.3.3. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xn)n une suite bornée dans

E. Alors il existe une sous-suite extraite (xnk)k qui converge pour la topologie σ(E,E
′
).

Théorème 1.3.4. (Théorème de Banach-Mazur).

Soit E un espace de Banach et soit (xn)n une suite d’éléments de E convergeant faiblement

vers x, alors il existe une suite (zn)n telle que chaque zn est une combinaison convexe des

éléments xn, xn+1, ... et (zn) converge fortement vers x.

Définition 1.3.1. Soient E un espace topologique séparé, S une partie de E. On dit que

S est relativement compacte si son adhérence dans E est compacte.

Théorème 1.3.5. (Théorème d’Eberlin-Smulian)

Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

1. S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

2. S est faiblement (relativement) compact.

Théorème 1.3.6. (Théorème d’Arzelà-Ascoli)

Soit (K, d) un espace métrique compact, (X, d
′
) un espace métrique complet, et H ⊂

C(K,X) muni de la distance de la convergence uniforme. Alors H est relativement com-

pact ssi H est équicontinu et H(x) est relativement compact pour tout x ∈ K, avec

H(x) = {f(x)|f ∈ H}

Théorème 1.3.7. Soit E un espace de Banach et soit C un sous ensemble convexe de

E, alors C est faiblement fermé si et seulement si C est fortement fermé.
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1.3. Quelques résultats de convergence et compacité

Définition 1.3.2. (Convergence au sens de Komlos)

Soit X un espace vectoriel normé, et soit (wn)n une suite de points de X. On dit que la

suite (wn)n converge vers w ∈ X au sens de Komlos si et seulement si

lim
n→∞

1

n

n∑
j=i

wj = w

Proposition 1.3.1. Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, X un espace vectoriel normé et

soit (un)n une suite d’éléments de L1(Ω,X). Si (un)n est une suite bornée dans L1(Ω,X),

alors il existe une sous suite (vn)n de (un)n qui converge au sens de Komlos vers un

élément x ∈ L1(Ω,X) p.p., i.e.,

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

vj(t) = x(t) p.p.

Proposition 1.3.2. Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et soit X un espace vectoriel normé.

Si (un)n est une suite de X qui converge vers un élément u ∈X. Alors,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

‖uk − u‖X = 0

Théorème 1.3.8. (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue).

Soit 1 ≤ p <∞ et soit (fn)n ⊂ Lp([0, T ], H). On suppose que

1. (fn)n converge presque partout vers une fonction f sur [0, T ] ; 2. il existe une fonction

positive g(·) ∈ Lp([0, T ],R) telle que pour tou n ∈ N

|fn(t)| ≤ g(t) p.p.t ∈ [0, T ].

Alors f(·) ∈ Lp([0, T ], H) et la suite (fn)n converge vers dans Lp([0, T ], H).

Lemme 1.3.3. (Lemme de Fatou).

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré. Pour toute suite (fn)n de fonctions mesurables sur Ω à

valeurs dans [0,+∞], la limite inférieure (resp. supérieure) de la suite (fn)n est mesurable

et l’on a : ∫
lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
nß+∞

∫
fndµ

resp. ∫
lim sup
n→+∞

fndµ ≥ lim sup
nß+∞

∫
fndµ

L’égalité n’est en général pas vérifée.
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1.3. Quelques résultats de convergence et compacité

Lemme 1.3.4. (Lemme de Gronwall)

Soient (α)i∈N, (β)i∈N, (γ)i∈N des suites de nombre réels positifs vérifiant

ai+1 ≤ αi + βi(a0 + ...+ ai−1) + (1 + γi)ai pour i ∈ N.

Alors,

ai ≤
(
a0 +

i−1∑
k=0

αk

)
. exp

( i−1∑
k=0

(
kβk + γk

))
pour i ∈ N∗ (1.1)

Théorème 1.3.9. Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec µ σ−finie et Σ µ−complète.

Soit E un espace de Banach séparable et Γ : Ω ⇒ E une multi-application à valeurs non-

vides, convexes compactes. On suppose que pour tout x′ ∈ E ′ la fonction δ∗
(
x′,Γ(·)

)
est

intégrable, i.e., t 7→ δ∗
(
x′,Γ(t)

)
∈ L1(Ω,E). Soit pour toute application g ∈ L∞(Ω,E)∫

Ω

gΓdµ =
{∫

Ω

gfdµ : f ∈ SΓ

}
.

Soit SΓ l’ensemble des sélection mesurable de Γ défini par

SΓ =
{
f ∈ L(Ω,E) : f(t) ∈ Γ(L), µ− p.p

}

Alors,
∫
Ω

gΓdµ est convexe, σ(E,E ′)-compact dans E. De plus, sa fonction d’appui

est donnée par

δ∗
(
x′,

∫
Ω

g(t)Γ(t)dµ(t)
)

=

∫
Ω

δ∗
(
x′, g(t)Γ(t)

)
dµ(t), ∀x′ ∈ E ′.

En particulier, si Γ est univoque, i.e., Γ(·) = h(·) : Ω → E〈
x′,

∫
Ω

g(t)h(t)dµ(t)
〉

=

∫
Ω

〈x′, g(t)h(t)〉dµ(t).

Théorème 1.3.10. Soit 1 ≤ p < ∞ et soit (fn)n ⊂ Lp([0, T ], H) une suite convergeant

vers une fonction f ∈ Lp([0, T ], H) pour la norme de Lp([0, T ], H). Alors, il existe une

sous suite (fnk)k convergeant vers f p.p sur [0, T ].

Théorème 1.3.11. (Théorèmes de Schauder et de Cauchy-Arzela-Peano)

Soit E espace vectoriel normé. Soit C ⊂ E un convexe fermé non vide. Soit f : C → C

une application continue telle que f(C) est compact dans E.

Alors, f admet un point fixe.
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1.4. Notions sur les opérateurs maximaux monotone

Théorème 1.3.12. Soit (un)n ∈ N une suite de fonctions à variation bornée définies sur

I ⊂ R à valeurs dans H. On suppose que (un)n∈N est uniformément bornée en variation

et en norme, i.e., il existe deux constantes positives K et M tel que

sup
t∈I
‖un(t)‖ ≤ K et var(un, I) ≤M.

Alors, il existe une sous suite (unk)k de (un)n et une fonction u : I → H à variation

bornée tel que pour tout t ∈ I

un(t) ⇀ u(t) et var(u, I) ≤M.

1.4 Notions sur les opérateurs maximaux monotone

Dans cette partie nous donnons quelques définitions et propriétés des opérateurs maxi-

maux monotones qui nous serons utiles par la suite.

Les résultats suivants sont pris des références [4, 7, 18]

1.4.1 Notions sur les opérateurs dans un espace de Hilbert

Définition 1.4.1. • On appelle opérateur moltivoque de H une multi-application A :

H ⇒ H

• Le domaine de A est donné par

D(A) = {x ∈ H;Ax 6= 0}

• L’image de A (dit aussi rang de A) est l’ensemble

R(A) = {y ∈ H;∃x ∈ D(A) tel que y ∈ Ax}

= ∪
x∈H

Ax.

• On identifie A avec son graphe dans H ×H et l’on écrit

gph(A) = {(x, y) : x ∈ D(A), y ∈ Ax} = A.

• L’ensemble des opérateurs est ordonné par l’inclusion des graphes,

A ⊂ B ⇒ gph(A) ⊂ gph(B).
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1.4. Notions sur les opérateurs maximaux monotone

Définition 1.4.2. soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H une multi-application (opérateur multivoque).

On dit que A est monotone si, pour tous x1, x2 ∈ D(A), y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2 , nous avons

〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

.

Proposition 1.4.1. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur multivoque. A est monotone

si est seulement si,

∀x1, x2 ∈ D(A),∀λ > 0, ‖x1 − x2‖ ≤ ‖(x1 − x2) + λ(Ax1 − Ax2)‖.

Ou plus précisément,

∀x1, x2 ∈ D(A),∀y1 ∈ Ax1,∀y2 ∈ Ax2,∀λ > 0,

‖x1 − x2‖ ≤ ‖(x1 − x2) + λ(y1 − y2‖ (1.2)

Définition 1.4.3. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur monotone. On dit que A est

maximal monotone s’il est maximal dans l’ensemble des opérateur monotone.

C’est à dire, s’il n’existe pas d’opérateur monotone Ã de H, telle que gph(A) ⊂ gph(Ã).

Proposition 1.4.2. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur multivoque . Alors A est

maximal monotone si seulement si, A est monotone et pour tous x, y ∈ H telle que

〈y − η, x− ξ〉 ≥ 0 pour tout ξ ∈ D(A) et pour tout η ∈ Aξ, alors, x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Proposition 1.4.3. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur multivoque. Alors on a

équivalence entre les propriétés suivantes.

1.A est maximal monotone.

2.A monotone et R(IH + λA) = H, ∀ λ >0.

Proposition 1.4.4. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur multivoque. Si A est maximal

monotone, alors l’ensemble Ax est convexe fermé, pour tout x ∈ D(A).

Définition 1.4.4. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone.

On note par
0

A(x) la projection de 0 sur Ax. Cet élément existe et est unique gràce a

Théorème de la projection dans les espaces de Hilbert.

Notons que
0

A(x) ∈ Ax et ‖
0

A(x)‖ = inf
y∈Ax
‖y‖ = d(0, A(x)).
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1.4. Notions sur les opérateurs maximaux monotone

Définition 1.4.5. soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur monotone et λ > 0. Alors

1. L’opérateur JAλ défini par

JAλ = (I + λA)−1

est appelé la résolvante de A.

2. L’opérateur Aλ défini par

Aλ =
(I − JAλ )

λ

est appelé l’approximation Yosida de A.

Théorème 1.4.1. Soit H un espace de Hilbert. Alors, le graphe de tout opérateur maximal

monotone A : D(A) ⊂ H ⇒ H est fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Proposition 1.4.5. (i) pour tout x ∈ H on a JAλ (x) ∈ D(A) et Aλ(x) ∈ AJAλ (x).

(ii) Aλ est maximal monotone et lipschitzien de rapport
1

λ
.

(iii) Pour tout x ∈ D(A), on a ‖Aλ(x)‖ ≤ ‖
0

A(x)‖ et Aλ(x)→
0

A(x) quand λ→ 0 avec

‖Aλ(x)−
0

A(x)‖2 ≤ ‖
0

A(x)‖2 − ‖Aλ(x)‖2.

Définition 1.4.6. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ Hun opérateur maximal monotone. On appelle

section principale de A, tout opérateur univoque A′ ⊂ A avec D(A) = D(A′) et tel que

pour tout (x, y) ∈ D(A)×H, l’inégalité

〈A′(ξ)− y, ξ − x〉 ≥ 0 ∀ξ ∈ D(A)

implique que x ∈ D(A) et y ∈ Ax, i.e., [x, y] ∈ A.

Proposition 1.4.6. L’opérateur
0

A est une section principale de A.

1.4.2 La pseudo-distance de Vladimirov

Dans cette partie nous donnons la définition et quelques résultats sur la pseudo-

distance introduite par Vladimirov (pour une étude détaillée, on peut se référer à [18]).

Cette pseudo-distance a été utilisé par plusieurs auteurs pour l’étude des inclusion diffé-

rentielles faisant intervenir un opérateur maximal monotone, nous citons [2], [3], [15].

Définition 1.4.7. Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones définis sur un

espace de Hilbert dans lui même.On définit la distance de Vladimirov entre A et B par

dis(A,B) := sup

{
〈y1 − y2, x2 − x1〉
‖y1‖+ ‖y2‖+ 1

, x1 ∈ D(A), y1 ∈ Ax1 x2 ∈ D(B), y2 ∈ Bx2

}
.
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1.4. Notions sur les opérateurs maximaux monotone

Remarque 1.4.1. La distance dis(., .) peut prendre la valeur +∞.

La distance dis(., .) n’est pas une métrique, car, en général l’inégalité triangulaire n’est

pas satisfaite.

Lemme 1.4.7. Soit pour tout n ∈ N, An un opérateur maximal monotone tel que

dis(An, A)→ 0 pour un opérateur maximal monotone A. Supposons aussi que xn ∈ D(An)

avec xn → x et que yn ∈ Anxn avec yn ⇀ y faiblement pour x, y ∈ H. Alors x ∈ D(A) et

y ∈ Ax.

Lemme 1.4.8. Soient A,B deux opérateurs maximaux monotones. Alors pour tout λ > 0

et x ∈ D(A)

‖x− JBλ (x)‖ ≤ λ‖
0

A(x)‖+ dis(A,B) +

√
λ(1 + ‖

0

A(x)‖)dis(A,B).

Lemme 1.4.9. Soit pour tout n ∈ N, An un opérateur maximal monotone tel que

dis(An, A)→ 0 pour un opérateur maximal monotone A. Supposons aussi que ηn ∈ D(An)

avec ηn → η pour tout η ∈ D(A) et tel que M = sup
n∈N
‖

0

Anηn‖ < +∞. Alors, il existe une

suite (ξn) tel que

ξn ∈ D(An), ξn → η et
0

Anξn →
0

Aη (1.3)

Plus précisément, on peut prendre ξn = JAnλn avec

λn =
(
|ηn − η|+dis(An, A)

) 1
2 → 0

En particulier, si dis(An, A)→ 0 et ‖
0

Anx‖ ≤ c(1 + ‖x‖) pour c > 0, pour tout n ∈ N, et

x ∈ D(An), alors pour tout η ∈ D(A), il existe une suite (ξn) tel que (1.3) soit satisfaite.
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Chapitre 2
Résultats d’Existence de solutions pour une

inclusion du premier ordre gouvernée par un

opérateur dépendant du temps

2.1 Introduction

Dans ce ce chapitre on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité de solution de

problème d’évolution du premier ordre gouverné par un opérateur maximal monotone

dépendant du temps, dans un espace da Hilbert séparable H. Il s’agit du problème de la

forme

(P)

−u̇(t) ∈ A(t)u(t), p.p.t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

Où, pour tout t ∈ I = [0, T ], A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal mono-

tone et l’application t 7→ A(t) est à variation absolument continue.

Ce résultat à été donné dans les référence[15](Théorème.3), et dans [3],Théorème 3-1

Nous avons essayé de le présenter avec une preuve détaille, Nous suivons l’algorithme de

disrétization du dernier.

Ce résultat sera utilisé pour prouver l’existence de solutions pour l’inclusion différentielle,

étudiée dans le chapitre suivant.

Dans tout qui suit H est un espace de Hilbert séparable et I = [0, T ] ⊂ R.
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2.2. Résultat d’existence

2.2 Résultat d’existence

Théorème 2.2.1. Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D
(
A(t)

)
⊂ H ⇒ H un opérateur maximal

monotone vérifiant les hypothèses suivantes

(H1) Il existe une fonction β ∈W1,2(I,R) positive sur I et croissant tel que

dis
(
A(t), A(s)

)
≤ |β(t)− β(s)| ∀t, s ∈ I (2.1)

(H2) Il existe une constante positive c, tel que

‖
0

A(t, x)‖ ≤ c
(
1 + ‖x‖

)
∀t ∈ I, x ∈ D

(
A(t)

)
. (2.2)

Alors, pour u0 ∈ D
(
A(0)

)
le problème (P) admet une solution unique absolument conti-

nue.

De plus,

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)) p.p.t ∈ I,

pour une certaine constante K ∈ [0,+∞[ dépendant de ‖u0‖, c, T et β.

Plus précisément, K := 2
(
1+c(1+K1)

)
, avec K1 :=

(
‖u0‖+2(1+c)(T+β(T ))

)
exp

(
2c(T+

β(T ))
)
.

Démonstration. On suppose que, sans perte de generalité, β(T ) <∞ et β(0) = 0

Ètape 1 : Construction des suites

On considère la partition de l’intervalle [0, T ] comme suit :

0 = tn0 < tn1 < ... < tnkn = T

On choisit une suite quelconque (εn)n∈N ⊂]0, 1] décroissante vers 0 lorsque n→ +∞.

Comme la fonction β est absolument continue alors : t → β(t) + t est aussi absolument

continue, on peut supposer que

|tni+1 − tni |+
∫ tni+1

tni

| β̇(t) | dt ≤ εn, pour i = 0, ..., kn − 1 (2.3)

On pose

δni+1 = |tni+1 − tni |, ηni+1 = |β(tni+1)− β(tni )|, pour i = 0, ..., kn − 1 (2.4)

alors, l’inégalité (2.3) peut être réécrite sous la forme :

δni+1 + ηni+1 ≤ εn ≤ 1. (2.5)
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2.2. Résultat d’existence

Pour chaque n ∈ N, on construit une application en escalier un : I → H continue à droite,

comme suit 
un(t) = un0 = u0, pour t ∈ [0, tn1 [,

un(t) = uni , pour i = 1, ..., kn, t ∈ [tni , t
n
i+1[,

un(T ) = unkn

(2.6)

où, pour i = 0, ..., kn − 1,

uni+1 = Jni+1(uni ) := (IH + δni+1A(tni+1))−1(uni ), (2.7)

Alors, Jni+1(uni ) = J
A(tni+1)

δni+1
(uni ), et uni ∈ (IH + δni+1A(tni+1))uni+1 .

D’après la Proposition 1.4.5(i)),

uni+1 = Jni+1(uni ) ∈ D
(
A(tni+1)

)
et Aδni+1

(uni ) ∈ AJni+1(uni ) (2.8)

Donc,

−
uni+1 − uni
tni+1 − tni

=
uni − Jni+1(uni )

δni+1

(def1.4.5)
= Aδni+1

(uni ) ∈ A(tni+1)J
A(tni+1)

δni+1
(uni ) = A(tni+1)uni+1

(2.9)

Pour chaque n ∈ N, on définit l’application vn : I → H par
vn(t) =

t− tni
tni+1 − tni

(uni+1 − uni ) + uni pour t ∈ [tni , t
n
i+1[, i = 0, ..., kn − 1,

vn(T ) = unkn

(2.10)

Il est clair que l’application vn est absolument continue et

vn(tni ) = uni v̇n(t) =
uni+1 − uni
tni+1 − tni

, ∀t ∈]tni , t
n
i+1[. (2.11)

Donc, −v̇n(t) ∈ A(tni+1)vn(tni+1), ∀t ∈]tni , t
n
i+1[.

On définit la fonction θn : I → I par

θn(t) =

t
n
i+1 pour t ∈]tni , t

n
i+1], i = 0, 1, ..., kn − 1,

0 pour t = 0.
(2.12)

On obtient l’inclusion suivante

−v̇n(t) ∈ A
(
θn(t)

)
vn
(
θn(t)

)
, p.p.t ∈ I. (2.13)
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Ètape 2 : La convergence des suites (un)n et (vn)n

Pour prouver la convergence de la suite (un)n, nous allons montrer qu’elle est bornée en

variation et en norme.

Nous avons par l’hypothèse (H1),

dis
(
A(tni ), A(tni+1

)
≤ |β(tni+1)− β(tni ))| = ηni+1, pour i = 0, ..., kn − 1. (2.14)

Et par (2.8), uni ∈ D
(
A(tni )

)
.

D’après le Lemme (1.4.8) a) on obtient

‖uni+1 − uni ‖ = ‖Jni+1(uni )− uni ‖

≤ δni+1‖
0

A(tni , u
n
i )‖+ dis

(
A(tni ), A(tni+1

)
)

+

√
δni+1

(
1 + ‖

0

A(tni , u
n
i )‖
)
dis
(
A(tni ), A(tni+1)

)
(2.14)+(H2)

≤ δni+1c
(

1 + ‖uni ‖
)

+ ηni+1 +

√
δni+1

(
1 + c(1 + ‖uni ‖)

)
ηni+1

≤
(

1 + c(1 + ‖uni ‖)
)

(δni+1 + ηni+1) +
√

(δni+1 + ηni+1)2(1 + c(1 + ‖uni ‖))

≤ 2
(

1 + c(1 + ‖uni ‖)
)

(δni+1 + ηni+1). (2.15)

Donc,

‖uni+1‖ ≤ ‖uni+1 − uni ‖+ ‖uni ‖

≤ 2
(

1 + c(1 + ‖uni ‖)
)

(δni+1 + ηni+1) + ‖uni ‖

≤ (1 + 2c(δni+1 + ηni+1))‖uni ‖+ 2(1 + c)(δni+1 + ηni+1).

On applique alors le Lemme 1.3.4, on trouve pour tout n ∈ N et i = 0, ..., kn,

‖uni ‖ ≤
(
‖u0‖+ 2(1 + c)

i−1∑
k=0

(δnk+1 + ηnk+1)
)

exp
(

2c
i−1∑
k=0

(δnk+1 + ηnk+1)
)

Comme
i−1∑
k=0

ηnk+1 = β(tni )− β(tn0 ) ≤ β(T ), et
i−1∑
k=0

δnk+1 = tni ≤ T .

Alors,

‖uni ‖ ≤
(
‖u0‖+ 2(1 + c)(β(T ) + T )

)
exp(2c(β(T ) + T )) =: K1. (2.16)

D’où, l’inégalité (2.15) devient

‖uni+1 − uni ‖ ≤ 2
(

1 + c(1 +K1)
)

(δni+1 + ηni+1) =: K2(δni+1 + ηni+1). (2.17)

D’où,
kn−1∑
i=0

‖uni+1 − uni ‖ ≤ K2

(
T + β(T )

)
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Si on pose K = Max(K1, K2), on obtient

sup
n∈N

sup
t∈I
‖un(t)‖ ≤ K et sup

n∈N
var(un) = sup

n∈N

( kn−1∑
i=0

‖uni+1 − uni ‖
)
≤ K(β(T ) + T ).

(2.18)

De plus, pour tout n ∈ N et 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖un(t)− un(s)‖ ≤ K
(

(β(t)− β(s))
)

+ (t− s) + εn

)
(2.19)

En effet, fixons s ∈ [tni , t
n
i+1[ et t ∈ [tnj , t

n
j+1[ avec j > i. Alors,

‖un(t)− un(s)‖ = ‖unj − uni ‖

= ‖unj − unj−1 + unj−1 + ...− uni+1 + uni+1 − uni ‖

≤ ‖unj − unj−1‖+ ...+ ‖uni+1 − uni ‖

≤
j−i−1∑
k=0

‖uni+k+1 − uni+k‖

(2.17)

≤
j−i−1∑
k=0

K(δni+k+1 − ηni+k)

(2.4)

≤ K

j−i−1∑
k=0

(β(tni+k+1)− β(tni+k) + (tni+k+1 − tni+k))

= K
(

(β(tnj )− β(tni ) + (tnj − tni )
)

= K
(

(β(tnj )− β(t)
)

+
(
β(t)− β(s)

)
+
(
β(s)− β(tni )) + (tnj − t) + (t− s) + (s− tni )

)
≤ K

((
β(t)− β(s)

)
+ (t− s) +

(
β(tni+1)− β(tni )

)
+
(
tni+1 − tni

))
.

(2.3)
= K

((
β(t)− β(s)

)
+ (t− s) + ε

)
On conclut que, (un)n est une suite d’application à variation bornée continues à droite

uniformément bornée, en norme et en variation.

D’après le Théorème 1.3.12, il existe une application à variation bornée u : I → H telle

que

un(t) ⇀ u(t) pour tout t ∈ I. (2.20)

La condition initial u(0) = u0 est satisfaite.

En effet, (un(t))n converge faiblement vers u(t) pour tout t ∈ I, en particulier pour t = 0.

Donc, pour tout x ∈ H
lim
n→∞
〈un(0), x〉 = 〈u(0), x〉.
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2.2. Résultat d’existence

et par définition (2.6) on obtient,

〈u0, x〉 = 〈u(0), x〉

Donc, u(0) = u0.

De plus, en utilisant (2.19) et la Proposition (1.1.5), on obtient pour tous 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖u(t)− u(s)‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un(t)− un(s)‖ ≤ K
(
(t− s) + β(t)− β(s)

)
. (2.21)

Donc,
‖u(t)− u(s)‖

t− s
≤ K

(
1 +

β(t)− β(s)

t− s

)
,

lim
s→t

wwwu(t)− u(s)

t− s

www ≤ K
(

1 + lim
s→t

β(t)− β(s)

t− s

)
.

Donc,

‖u̇(t)‖ ≤ K
(
1 + β̇(t)

)
p.p.t ∈ I. (2.22)

Par conséquent, u est absolument continue. On obtient u ∈W1,2(I,H) car β ∈W1,2(I,R).

D’autre part, la suite (vn) est aussi bornée en norme et en variation.

En effet, par (2.10), pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[, i = 0, 1, ..., kn − 1

vn(t) =
t− tni
tni+1 − tni

(uni+1 − uni ) + uni .

Donc,

‖vn(t)‖ ≤
tni+1 − tni
tni+1 − tni

‖uni+1 − uni ‖+ ‖uni ‖, (2.23)

On utilisant (2.16),(2.17) on obtient,

‖vn(t)‖ ≤ K2 +K1 ≤ 2K

et aussi

‖vn(tni+1)− vn(tni )‖ (2.10)
=
wwwtni+1 − tni
tni+1 − tni

(uni+1 − uni ) + uni −
tni − tni
tni+1 − tni

(uni+1 − uni )− uni
www

= ‖uni+1 − uni ‖
(2.17)

≤ K(δni+1 + ηni+1). (2.24)

Par suite,

sup
n∈N
‖vn‖ ≤ 2K et sup

n∈N
var(vn) = sup

n∈N

kn−1∑
i=0

‖vn(tni+1)− vn(tni )‖ ≤ K
(
β(T ) + T

)
. (2.25)
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Nous avons pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[,

‖vn(t)− un(t)‖ (2.6)
= ‖vn(t)− uni ‖

(2.10)
=

t− tni
tni+1 − tni

‖uni+1 − uni ‖

≤ ‖uni+1 − uni ‖
(2.17)

≤ K(δni+1 + ηni+1)

(2.3)

≤ Kεn. (2.26)

Donc, pour n ∈ N et 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖vn(t)− vn(s)‖ ≤ ‖vn(t)− un(t)‖+ ‖un(t)− un(s)‖+ ‖un(s)− vn(s)‖
(2.26)+(2.19)

≤ Kεn +K
(
(β(t)− β(s)) + (t− s) + εn

)
+Kεn

= K
(
(t− s) + (β(t)− β(s)) + 3εn

)
. (2.27)

La suite (vn) est bornée en norme et en variation. Alors, on peut lui extraire une sous

suite qui converge faiblement ponctuellement dans H.

Donc, puisque un(t) ⇀ u(t) pour tout t ∈ I, on utilisant (2.26) pour tout η ∈ H, on

obtient

lim
n→∞

∣∣∣〈vn(t)− u(t), η〉
∣∣∣ = lim

n→∞

∣∣∣〈vn(t)− un(t), η〉+ 〈un(t)− u(t), η〉
∣∣∣

≤ lim
n→∞

Kεn‖η‖ = 0.

D’où,

vn(t) ⇀ u(t) pour t ∈ I. (2.28)

De plus, par (2.11) pour tout t ∈]tni , t
n
i+1[ nous avons

‖v̇n(t)‖ =
wwwuni+1 − uni
tni+1 − tni

www
(2.17)

≤
K(δni+1 + ηni+1)

|tni+1 − tni |
(2.4)

≤ K
(|tni+1 − tni |+ |β(tni+1)− β(tni ))|)

|tni+1 − tni |

≤ K
(

1 +
β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni

). (2.29)

On a t ∈]tni , t
n
i+1[, et lim

n→∞
tni = lim

n→∞
tni+1 = t, on applique le Théorème de différentiation

de Lebesgue(Théorème 1.1.2) sur β̇ ∈ L2(I,R) ⊂ L1(I,R), on obtient pour presque tout
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t 6= tni, ∀i

lim
n→∞

β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni
= β̇(t), (2.30)

On conclut l’existence de Ct <∞ tel que

‖v̇n(t)‖ ≤ Ct, p.p.t ∈ I (2.31)

C’est à dire, ∃Ω ⊂ I de mesure nulle tel que I \ Ω l’ensemble sur lequel (2.31) soit

satisfaite.

Donc,

‖v̇n‖L1 =

∫ T

0

‖v̇n(t)‖dt

=
kn−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

‖v̇n(t)‖dt

(2.31)

≤
kn−1∑
i=0

‖vn(tni+1)− vn(tni )‖

= var(vn)

(2.16)
= K

(
T + β(T )

)
. (2.32)

Pour tout t ∈ I, soit γ(t) = K
(
β̇(t) + 1

)
, alors

‖uni+1(t)− uni (t)‖ = ‖u(tni+1)− u(tni )‖

=

∫ tni+1

tni

u̇(τ)dτ

(2.22)

≤
∫ tni+1

tni

K
(
1 + ˙β(τ)

)
dτ

≤
∫ tni+1

tni

γ(τ)dτ (2.33)

Comme γ ≥ 0 et γ ∈ L2(I,R), nous avons par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

‖uni+1 − uni ‖ ≤ (tni+1 − tni )
1
2

(∫ tni+1

tni

(γ(τ))2dτ
) 1

2
. (2.34)
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Alors,

‖v̇n‖2
L2 =

∫ T

0

‖v̇n(s)‖2ds

=
kn−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

‖v̇n(s)‖2ds

(2.11)
=

kn−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

‖uni+1 − uni ‖2

(tni+1 − tni )2
ds

=
kn−1∑
i=0

‖uni+1 − uni ‖2

tni+1 − tni
(2.34)

≤
kn−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(
γ(τ)

)2
dτ

=

∫ T

0

(
γ(t)

)2
dt = ‖γ‖2

L2 < +∞ (2.35)

Donc, on peut supposer que (v̇n) converge faiblement dans L2(I,H) vers une application

w ∈ L2(I,H).

En utilisant le Théorème 1.3.9, pour t ∈]0, T ] et x ∈ H on a〈
x, u(t)− u(0)

〉
= lim

n→∞

[〈
x, vn(t)

〉
−
〈
x, vn(0)

〉]
= lim

n→∞

〈
x,

∫ t

0

v̇n(τ)dτ
〉

= lim
n→∞
〈x,
∫
I

1]0,t]v̇n(τ)
〉
dτ

= lim
n→∞

∫
I

〈x,1]0,t]v̇n(τ)
〉
dτ

= lim
n→∞

〈
1]0,t](τ)x, v̇n(τ)

〉
dτ

=

∫
I

〈
1]0,t](τ)x,w(τ)

〉
dτ

=
〈
x,

∫ t

0

w(τ)dτ
〉

Donc,

u(t)− u(0) =

∫ t

0

w(τ)dτ.

Par le Théorème 1.1.1, u̇ = w p.p.sur I.

C’est à dire, (v̇n) converge faiblement vers u̇ dans L2(I,H).

On doit montrer maintenant que la suite (vn) converge uniformément sur I. Pour tous

n,m ∈ N et presque tout t ∈ I, nous avons par (2.13)

−v̇n(t) ∈ A
(
θn(t)

)
vn
(
θn(t)

)
et − v̇m(t) ∈ A

(
θm(t)

)
vm
(
θm(t)

)
33



2.2. Résultat d’existence

Par (H1) et la définition (1.4.7)〈
v̇m(t)− v̇n(t), vm(θm(t))− vn(θn(t))

〉 (1.4.7)

≤
(

1 + ‖v̇n(t)‖+ ‖v̇m(t)‖
)
dis
(
A(θn(t)), A(θm(t))

)
(H1)

≤
(

1 + ‖v̇n(t)‖+ ‖v̇m(t)‖
)
|β(θn(t))− β(θm(t))|

≤
(

1 + ‖v̇n(t)‖+ ‖v̇m(t)‖
)(
|β(θn(t))− β(t)|

+ |β(θm(t)− β(t)|
)

≤
(

1 + ‖v̇n(t)‖+ ‖v̇m(t)‖
)

(εn + εm). (2.36)

D’autre part, nous avons〈
v̇m(t)−v̇n(t), vm(t)− vm(θm(t))− vn(t) + vn(θn(t))

〉
≤
(
‖v̇m(t)‖+ ‖v̇n(t)‖

)(
‖vm(t)− vm

(
θm(t)

)
‖+ ‖vn

(
θn(t)

)
− vn(t)‖

)
(2.27)

≤ K
(
‖v̇m(t)‖+ ‖v̇n(t)‖

)(
|θn(t)− t|+ |β(θn(t))− β(t)|+ 3εn

+ |θm(t)− t|+ |β(θn(t))− β(t)|+ 3εm

)
(2.3)

≤ 4K(εm + εn)
(

1 + ‖v̇m(t)‖+ ‖v̇n(t)‖
)
. (2.37)

D’après (2.36) et (2.37) on obtient〈
v̇n(t)− v̇m(t), vn(t)− vm(t)

〉
=
〈
v̇m(t)− v̇n(t), vm(t)− vm(θm(t))− vn(t) + vn(θn(t))

〉
+
〈
v̇m(t)− v̇n(t), vm(θm(t))− vn(θn(t))

〉
≤ (4K + 1)(εn + εm)

(
1 + ‖v̇m(t)‖+ ‖v̇n(t)‖

)
(2.38)

D’après la Proposition 1.1.2, on obtient

d

dt

(1

2
‖vn(t)− vm(t)‖2

)
=
〈
vn(t)− vm(t), v̇n(t)− v̇m(t)

〉
dt− p.p.

Alors, comme vn(0) = vm(0)

1

2
‖vn(t)− vm(t)‖2 =

∫ t

0

〈
vn(s)− vm(s), v̇n(s)− v̇m(s)

〉
ds

≤ (4K + 1)(εn + εm)(T + ‖v̇n‖L1 + ‖v̇m‖L1).

En utilisant l’inégalité (2.32), on obtient

‖vn(·)− vm(·)‖2 ≤ 2(4K + 1)(εn + εm)(T + 2K(T + β(T )). (2.39)

Quand n,m tendent vers +∞, on conclut que, (vn)n est une suite de Cauchy dans C(I,H).

Donc, (vn)n converge uniformément et fortement vers une fonction continue. Et d’après
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(2.28), (vn)n converge fortement vers u.

C’est à dire,

‖vn(·)− u(·)‖ → 0 lorsque n→∞.

Par (2.26), nous avons aussi

‖vn(t)− u(t)‖ → 0, uniformément sur I lorsque n→∞.

Et par (2.27),
wwwvn(θn(t))− vn(t)

www→ 0 fortement sur I lorsque n→∞.

Alors pour tout t ∈ I

‖u(t)− vn(θn(t))‖ ≤ ‖u(t)− vn(t)‖+ ‖vn(t)− vn(θn(t))‖ → 0 sur I lorsque n→∞.
(2.40)

Ètape 3 : Existence de solution.

Dans ce qui suit, nous allons prouver que u est une solution à notre problème (P). En

premier lieu montrons que u(t) ∈ D
(
A(t)

)
pour tout t ∈ I.

En effet, soit pour chaque n ∈ N, ϕn : I → I une application définie parϕn(t) = tni , pour t ∈ [tni , t
n
i+1[,

ϕn(T ) = T.

Dans (2.8) on a, uni ∈ D
(
A(tni )

)
.

Par (2.6), un(t) ∈ D
(
A
(
ϕn(t)

))
pour tout t ∈ I.

C’est à dire la suite (xn) = (un(t))n vérifier xn ∈ D
(
A
(
ϕn(t))

)
et xn → u(t)

D’autre part, on a par (H1), pour tout t ∈ I

dis(A
(
ϕn(t)

)
, A(t)) = dis

(
A(tni )− A(t)

)
,∀n ∈ N

≤ |β(tni )− β(t)| , ∀n ∈ N

≤ εn ,∀n ∈ N.

Par conséquent, en fixant t ∈ I, on obtient dis(An, A)→ 0, où An = A
(
ϕn(t)

)
et A = A(t).

Et par (H2),

‖
0

A
(
ϕn(t), un(t)

)
‖ ≤ c

(
1 + ‖un(t)‖

)
(2.18)

≤ c(1 +K), ∀t ∈ I, ∀n ∈ N.

C’est à dire, la suite (yn)n =
( 0

A
(
ϕn(t), un(t)

))
n
est bornée, alors on peut extraire une

sous suite (notée aussi(yn)) qui converge faiblement vers y, de plus,

yn =
0

A(ϕn(t), un(t)) ∈ A(ϕn(t)un(t) = Anxn
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Donc, on peut appliquent le Lemme (1.4.7), on obtient

u(t) ∈ D(A) = D
(
A(t)

)
.

Montrons maintenant l’inclusion −u̇(t) ∈ A(t)u(t), p.p.t ∈ I.
Par la définition (1.4.6) et la Proposition (1.4.6), il suffit de montre que〈

u̇(t), u(t)− η
〉
≤
〈 0

A(t, η), η − u(t)
〉

p.p.t ∈ I, ∀η ∈ D
(
A(t)

)
. (2.41)

En effet, Soit η ∈ D
(
A(t)

)
, en fixant t ∈ I, Ãn = A

(
θn(t)

)
et A = A(t).

Par (H2)

‖
0

Ãnx‖ = ‖
0

A
(
θn(t), x

)
‖ ≤ c(1 + ‖x‖), ∀x ∈ D

(
A(θn(t))

)
.

Et par (H1), on fixons t ∈ I,

dis(Ãn, A) = dis
(
A
(
θn(t)

)
, A(t)

)
, ∀n ∈ N

≤
β(θn(t)− β(t)

), ∀n ∈ N

≤ εn, ∀n ∈ N

on obtient dis(Ãn, A)→ 0.

Donc, on peut appliquer le cas particulier du Lemme (1.4.9), on obtient pour tout η ∈
D
(
A(t)

)
, l’existence d’une suite (ξn) tel que

ξn ∈ D
(
A(θn(t))

)
, ξn → η et

0

Ãnξn =
0

A
(
θn(t), ξn

)
→

0

A(t, η). (2.42)

D’autre part, d’après (2.13), pour tout n ∈ N, soit I\Nn l’ensemble sur lequel

−v̇n(t) ∈ A
(
θn(t)

)
vn
(
θn(t)

)
est satisfait.

Comme chaque A
(
θn(t)

)
est monotone, en particulier pour t ∈ I \Nn, nous avons〈
− v̇n(t)−

0

A
(
θn(t), ξn

)
, vn
(
θn(t)

)
− ξn

〉
≥ 0 (2.43)

ou bien 〈
v̇n(t), vn

(
θn(t)

)
− ξn

〉
≤
〈 0

A
(
θn(t), ξn

)
, ξn − vn

(
θn(t)

)〉
. (2.44)

On par (2.31), (2.40), pour tout t ∈ I \
(⋃+∞

n=0Nn

⋃
Ω
)
nous avons

‖v̇n(t)‖ ≤ Ct , ‖u(t)− vn
(
θn(t)

)
‖ → 0 et ξn → η.
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On obtient alors,〈
v̇n(t), u(t)− η

〉
=
〈
v̇n(t), vn

(
θn(t)

)
− ξn

〉
+
〈
v̇n(t),

(
u(t)− vn

(
θn(t)

))
− (η − ξn)

〉
(2.44)

≤
〈
A0
(
θn(t), ξn

)
, ξn − vn

(
θn(t)

)〉
+ ‖v̇n(t)‖

(
‖ξn − η‖+ ‖u(t)− vn

(
θn(t)

)
‖
)

≤
〈
A0
(
θn(t), ξn

)
, ξn − vn

(
θn(t)

)〉
+ Ct

(
‖ξn − η‖+ ‖u(t)− vn

(
θn(t)

)
‖
)
.

D’où, par (2.42)

lim sup
n→∞

〈
v̇n(t), u(t)− η

〉
≤
〈
A0(t, η), η − u(t)

〉
. (2.45)

D’autre part, on a montrée que (v̇n)n converge faiblement vers u̇ dans L2(I,H), on ap-

plique le Théorème de Mazur 1.3.4, on obtient l’existence d’une suite (wj)j tel que pour

tout j ∈ N, wj ∈ co{v̇k; k ≥ j} et (wj)j converge fortement vers u̇ dans L2(I,H).

Donc, on peut extraire une sous suite qui converge presque partout vers u̇.

C’est à dire, il existe un sous ensemble N ⊂ I de mesure nulle et une sous suite (ip) de N

tel que

pour t ∈ I \N : wjp(t)→ u̇(t). (2.46)

Pour tout t ∈ I \N , posons Sn = {v̇k(t), k ≥ jn}, ∀n ∈ N.

Alors,

u̇(t) ∈
⋂
n∈N

co(Sn).

Et par le Théorème 1.1.3,

co(Sn) = {x ∈ H, 〈z, x〉 ≤ δ∗(z, Sn), ∀z ∈ H}

Donc, pour z ∈ H 〈
z, u̇(t)

〉
≤ δ∗(z, Sn) = sup

k≥jn

〈
z, v̇k(t)

〉
, ∀n ∈ N,

⇒
〈
z, u̇(t)

〉
≤ inf

n∈N
sup
k≥jn

〈
z, v̇n(t)

〉
.

⇒
〈
z, u̇(t)

〉
≤ lim sup

n→∞

〈
z, v̇n(t)

〉
. (2.47)

Pour z = u(t)− η, on obtient〈
u̇(t), u(t)− η

〉
≤ lim sup

n→∞

〈
v̇(t), u(t)− η

〉
(2.45)

≤
〈 0

A(t, η), η − u(t)
〉
.
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2.2. Résultat d’existence

C’est à dire, l’estimation (2.41) est vérifié.

Par conséquent,

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) p.p.t ∈ I.

Par (2.6), u(0) = u0.

De plus, par (2.22),

‖u̇(t)‖ ≤ K
(
1 + β̇(t)

)
p.p.t ∈ I.

Ètape 4 : Unicité de la solution

Supposons qu’il existe deux solution u, v pour le problème (P), c’est-à-dire, −u̇(t) ∈ A(t)u(t), p.p.t ∈ I

u(0) = u0.

et  −v̇(t) ∈ A(t)v(t), p.p.t ∈ I

v(0) = v0.

Puisque u0 = v0, A(t) est monotone, donc

〈
u̇(t)− v̇(t), u(t)− v(t)

〉
≤ 0 p.p.t ∈ I.

Posons, L’application w : I → H définie par w(t) = u(t)− v(t), ∀t ∈ I.
w est absolument continue et w(0) = u(0)− v(0).

Alors, on applique la formule de Moreau 1.1.2,

d
(
‖w‖2

)
= 2〈w, dw〉, on obtient

1

2
‖u(t)− v(t)‖ =

1

2

(
‖w(t)‖2 − ‖w(0)‖2

)
=

1

2

∫
]0,t]

d
(
‖w(s)‖2

)
=

∫
]0,t]

〈
w(τ),

dw(τ)

dτ
dτ
〉

=

∫
]0,t]

〈
w(τ), ẇ(τ)

〉
dτ

=

∫
]0,t]

〈
u̇(τ)− v̇(τ), u(τ)− v(τ)

〉
dτ

≤ 0

D’où, u = v p.p.

Ceci terminer la preuve du Théorème. �

38



Chapitre 3
Résultats d’existence de solutions pour une

inclusion différentielle du premier ordre

gouvernée par un opérateur dépendant du

temps et de l’état

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’étude de l’existence de solutions pour un problème

d’évolution du premier ordre (du seconde ordre par rapport à l’état ) gouverné par un

opérateur maximale monotone dépendant du temps et de l’état, dans un espace de Hilbert

séparable H.

il s’agit du problème de la forme

(P1)



x(t) = x0 +
∫ t

0
u(s)ds, ∀t ∈ I

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0, x0))

−u̇(t) ∈ A(t, x(t))u(t) p.p.t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t, x(t))), ∀t ∈ I

Ce résultat est une extension du Théorème 2.2.1 dans le chapitre 2, au cas où l’opérateur

A dépendant aussi de l’état.

Ce résultat à été donné dans la référence ([9],(Théorème 1)
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3.2. Résultat d’existence

Nous avons éssayé de le présenter avec une preuve d’ètaillé.

3.2 Résultat d’existence

Avant de donner le résultat final, on commence par le résultat suivant où on étude

l’existence et l’unicité de solution absolument continue pour le problème (P) du deuxième

chapitre, au cas ou l’opérateur A dépend du temps et de l’état.

Soit H un espace de Hilbert séparable, et I = [0, T ] (T > 0) un intervalle de R.

Théorème 3.2.1. Soit pour tout t ∈ I, x ∈ H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⇒ H un opérateur

maximal monotone vérifiant les hypothèses suivantes :

(H1) Il existe une constante c > 0,telle que

‖
0

A(t, x)y‖ ≤ c
(

1 + ‖x‖+ ‖y‖
)
, ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×D

(
A(t, x)

)
.

(H2) Il existe une fonction a : I → [0,+∞[ croissant absolument continues dans I avec

a ∈ W 1,2(I,R) telle que

dis(A(t, x), A(τ, y)) ≤ a(t)− a(τ) + r‖x− y‖,

∀t, τ ∈ I, (0 ≤ τ ≤ t ≤ T ) et pour tous (x, y) ∈ H ×H.

Alors, pour tout x ∈ W 1,2(I,H) absolument continue et pour tout u0 ∈ D(A(0, x(0))) le

problème

(Px)


−u̇(t) ∈ A(t, x(t))u(t), p.p.t ∈ I

u(t) ∈ D
(
A(t, x(t))

)
,∀t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D
(
A(0, x(0))

)
,

admet une solution unique absolument continue.

De plus ,

‖u̇(t)‖ ≤ k(1 + β̇(t)), où β(t) =

∫ t

0

[ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖]ds, ∀t ∈ I et k une constante positive

dépendant de ‖u0‖,c,T,x et β.

Démonstration. Soit x : I → H une application absolument continue telle que ẋ ∈
L2(I,H) et considérons l’application B : I → H définie pour tout t ∈ I par

B(t) = A(t, x(t))
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3.2. Résultat d’existence

Alors,

D
(
B(t)

)
= D

(
A(t, x(t))

)
, D
(
B(0)

)
= D

(
A(0, x(0)

)
,

et B est un opérateur maximal monotone à variation absolument continue.

B vérifie les hypothèse du Théorème (2.2.1).

En effet,

soit τ, t ∈ I, 0 ≤ τ ≤ t ≤ T ,

par (H2),

dis
(
B(t)−B(τ)

)
= dis

(
A(t, x(t)), A(τ, x(t)

)
≤| a(t)− a(τ) | +r‖x(t)− x(τ)‖

≤
∫ t

τ

ȧ(s)ds+ r

∫ t

τ

‖ẋ(s)‖ds

=

∫ t

τ

[
ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖

]
ds

=

∫ t

0

[
ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖

]
ds−

∫ τ

0

[
ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖

]
ds

= β(t)− β(τ).

où β(t) =

∫ t

0

[
ȧ(s) + r‖ẋ(s)

ww]ds,∀t ∈ I, β ∈ W 1,2(I,R) croissante.

De plus, par (H1) pour tout y ∈ D
(
A(t, x(t))

)
, on a,

‖
0

B(t, y)‖ = ‖
0

A(t, x(t), y)‖

≤ c
(
1 + ‖x(t)‖+ ‖y‖

)
≤ c
(
1 + ‖y(t)‖+ c(1 + ‖y‖

)
‖x‖

≤ c
(
1 + ‖y(t)‖

)(
1 + ‖x‖

)
= c1(1 + ‖y‖)

où c1 = c
(
1 + ‖x‖

)
> 0.

Alors, l’opérateur B vérifiant tout les hypothèses du Théorème (2.2.1).

Donc, pour u0 ∈ D(B(0)), le problème,

(P)


−u̇(t) ∈ B(t)u(t), p.p.t ∈ I

u(t) ∈ D
(
B(t)

)
u(0) = u0 ∈ D

(
B(0)

)
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3.2. Résultat d’existence

admet une solution unique absolument continue avec

‖u̇(t)‖ ≤ k(1 + β̇(t))

où β(t) =

∫ t

0

[
ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖

]
ds, ∀t ∈ I et k une constante positive dépendant de ‖u0‖,

c, T et β.

Ce qui donne l’existence et l’unicité de solution du problème (P1). �

Le Théorème suivante donne la maximal monotoni d’un nouveau opérateur qui utile

de la preuve du Théorème principale de ce chapitre.

Théorème 3.2.2. Soit pour tout t ∈ I, x ∈ H, A(t, x) : D
(
A(t, x)

)
⇒ H un opérateur

maximal monotone vérifiant les hypothèses (H1), (H2) et

(H3) pour tout t ∈ I, x ∈ H, y ∈ H, la résolvante :

(t, x, y)→ J
A(t,x)
λ (y)

est L(I)⊗ B(H)⊗ B(H)−mesurable.
Alors, l’opérateur de composition A(x) : D

(
A(x)

)
⊂ L2(I,H) ⇒ L2(I,H) défini par

A(x)u := {v ∈ L2(I,H) : v(t) ∈ A(t, x(t))u(t) p.p.t ∈ I},

pour chaque u ∈ D
(
A(x)

)
, où

D(A(x)) := {u ∈ L2
H(I) : u(t) ∈ D(A(t, x(t))) p.p.t ∈ I, pour lequel ∃v ∈ L2

H(I)

telle que v(t) ∈ A(t, x(t))u(t), p.p.t ∈ I},

est un opérateur maximal monotone. Par conséquence, le graphe de A(x) est fortement

faiblement séquentillement fermé dans L2(I,H)× L2(I,H).

Démonstration. D’après le théorème (3.2.1), il existe une solution absolument continue

de l’inclusion −u̇(t) ∈ A(t, x(t))u(t), p.p.t ∈ I.
De plus, cette solution et sa dérivée u̇ sont dans L2(I,H), on conclue que A(x) est mo-

notone.

En effet,

soit u1, u2 ∈ D(A(x)), v1 ∈ A(x)u1 et v2 ∈ A(x)u2, et λ ≥ 0.

On a u1(t), u2(t) ∈ D
(
A(t, x(t))

)
, p.p.t ∈ I.

v1(t) ∈ A
(
t, x(t)

)
u1(t) et v2(t) ∈ A

(
t, x(t)

)
u2(t), p.p.t ∈ I
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3.2. Résultat d’existence

Puisque, pour tout t ∈ I, x ∈ H, A(t, x(t)) est un opérateur monotone,

par la proposition (1.4.1), on a

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤
ww(u1(t)− u2(t)

)
+ λ
(
v1(t)− v2(t)

)ww (3.1)

On obtient alors,

‖u1 − u2‖2 =

∫ T

0

‖u1(t)− u2(t)‖2dt

3.1

≤
∫ T

0

‖u1(t)− u2(t) + λ(v1(t)− v2(t)‖2dt

= ‖u1 − u2 + λ(v1 − v2)‖2

par suite Ax est monotone.

Montrons maintenant que A(x) est maximal monotone, c’est à dire que

R
(
IL2(I,H) + λA(x)

)
= L2(I,H),∀λ > 0.

Soit g ∈ L2(I,H),

Comme pour tout t ∈ I, x ∈ H, A
(
t, x(t)

)
est maximal monotone, alors l’application

t→ v(t) = J
A
(
t,x(t)

)
λ g(t) = g(t)− λA

A
(
t,x(t)

)
λ g(t)

est bien définie, car par (H3), J
A
(
t,x(t)

)
λ g(t) est mesurable.

Considérons l’application

h : t→ h(t) =λA
A
(
t,x(t)

)
λ g(t)

=λA
A
(
t,x(t)

)
λ g(t)− λA

(
A(t,x(t)

)
λ u(t) + λA

A
(
t,x(t)

)
λ u(t),

où u est la solution de (P1).

Alors, wwh(t)
ww ≤ λ

wwwAA(t,x(t)
)

λ

(
g(t)− u(t)

)www+ λ
wwwAA(t,x(t)

)
λ u(t)

www.
D’après la Proposition (1.4.5) on a A

A
(
t,x(t)

)
λ est

2

λ
Lipschitzien,

C’est-à-dire wwAA(t,x(t)
)

λ

(
g(t)− u(t)

)ww ≤ 2

λ

wwg(t)− u(t)
ww.

Alors,

‖h(t)‖ ≤ 2‖g(t)− u(t)‖+ λ
wwAA(t,x(t)

)
λ u(t)

ww,
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et par (H1), wwAA(t,x(t)
)

λ u(t)
ww ≤ ‖ 0

A
(
t, x(t)

)
u(t)‖

≤ c
(
1 + ‖x(t)‖+ ‖u(t)‖

)
.

Donc,

‖h(t)‖ ≤ 2‖g(t)− u(t)‖+ cλ
(
1 + ‖x(t)‖+ ‖u(t)‖

)
.

Et puisque g ∈ L2(I,H), u ∈ L2(I,H), alors, on utilise l’inégalité de Minkowski (1.1.6),

on obtient

‖h(t)‖L2 =
(∫ T

0

‖h(t)‖2dt
)1/2

≤
(

22

∫ T

0

‖g(t)− u(t)‖2dt+ c2λ2

∫ T

0

(
1 + ‖x‖+ ‖u(t)‖

)2
dt
)1/2

≤ 2
(∫ T

0

‖g(t)− u(t)‖2dt
)1/2

+ cλ
(∫ T

0

(
1 + ‖x‖+ ‖u(t)‖

)2
dt
)1/2

≤ 2
[( ∫ T

0

‖g(t)‖2dt
)1/2

+
(∫ T

0

‖u(t)‖2dt
)1/2]

+ cλ
[√

T +
(∫ T

0

‖x(t)‖2dt
)1/2

+
(∫ T

0

‖u(t)‖2)dt)1/2
)]

≤ 2
(
‖g‖L2 + ‖u‖L2

)
+ cλ

(√
T + ‖x‖L2+ ‖ u‖L2

)
< +∞,

on concluent que h ∈ L2(I,H).

Donc, v ∈ L2(I,H) et g ∈ v + λA(x)v.

D’où,

R
(
I2
L(I,H) + λA(x)

)
= L2(I,H).

Donc, A(x) est maximal monotone sur L2(I,H).

Par le Théorème (1.4.1), le graphe de A(x) est fortement faiblement séquentiellement

fermé. �

On donne maintenant une application très utile pour la suite

Corollaire 3.2.1. soit pour tout t ∈ I, x ∈ H A(t, x) : D(A(t, x)) ⇒ H un opérateur

maximal monotone satisfaisant les hypothèses (H1), (H2) et (H3).

Soit (un)n et (vn)n deux suites dans L2(I,H) telles que,

vn(t) ∈ A(t, x(t))un(t)

pour presque tout t ∈ I et pour tout n ∈ N.

Si (vn)n converge faiblement vers v ∈ L2(I,H) et (un)n converge fortement vers u ∈
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L2(I,H).

Alors,

v(t) ∈ A(t, x(t))u(t) pour presque pour tout t ∈ I.

Démonstration. Considérons l’opérateur de composition

A(x) : D(A(x)) ⊂ L2(I,H) ⇒ L2(I,H)

défini par

A(x)u := {v ∈ L2(I,H) : v(t) ∈ A(t, x(t))u(t) p.p.t ∈ I},

pour chaque u ∈ D(A(x))

où,

D
(
A(x)

)
:= {u ∈ L2(I,H) : u(t) ∈ D

(
A(t, x(t))

)
p.p.t ∈ I, pour lequel ∃v ∈ L2(I,H) telle que v(t) ∈

A(t, x(t))u(t), p.p.t ∈ I}.
Par le théorème (3.2.1), le graphe de A(x) est fortement faiblement séquentiellement

fermé.

Donc, si (un)n converge fortement vers u et (vn)n converge faiblement vers v dans L2(I,H),

on conclut que u ∈ D(A(x)x) et v ∈ A(x)u,

et donc u(t) ∈ D
(
A(t, x(x)

)
et v(t) ∈ A

(
t, x(t)

)
u(t), pour presque tout t ∈ I.

�

On donne maintenant le résultat principale de ce chapitre.

En effet, le Théorème d’existence de solution absolument continue de l’inclusion donnée

ci dessous

Théorème 3.2.3. Soient I = [0, T ], H un espace de Hilbert séparable. Soit pour tout

t ∈ I et x ∈ H, A(t, x(t)) : D(A(t, x(t))) ⇒ H un opérateur maximal monotone satisfai-

sant :

(H1) Il existe une constante c > 0, tele que

‖A0(t, x)y‖ ≤ c
(

1 + ‖x‖+ ‖y‖
)
, ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×D

(
A(t, x)

)
.

(H2) Il existe une fonction a : I → [0,+∞[ croissant absolument continues dans I, avec

a ∈ W 1,2(I) et un constante r > 0, telle que

dis(A(t, x), A(τ, y)) ≤ a(t)− a(τ) + r ‖ x− y ‖,∀t, τ ∈ I, 0 ≤ τ ≤ t ≤ T
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3.2. Résultat d’existence

et pour tous (x, y) ∈ H ×H.
(H4) D(A(t, x)) est mesurable compact bornée c’est à dire, pour tout ensemble B ⊂ H, il

existe une application ΨB : I → H intégrablement bornée a valeurs mesurable compacte

tels que D(A(t, x)) ⊂ ΨB(t) ⊂ γ(t)BH , pour tous (t, x) ∈ I ×B où γ ∈ L2(I,R+).

Alors, pour tout (x0, u0) ∈ H ×D(A(0, x0)), il existe une application absolument continu

x : I → H et une application absolument continu u : I → H tels que

(Px)



x(t) = x0 +
∫ t

0
u(s)ds, ∀t ∈ I

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0, x0))

−u̇(t) ∈ A(t, x(t))u(t) p.p.t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t, x(t))), ∀t ∈ I

Démonstration. Nous partagerons la preuve en 4 étape :

Ètape 1. Soit γ ∈ L2(I,R) Considérons Xγ un sous ensemble dans l’espace de Banach

C(I,H) défini par,

Xγ =:
{
h ∈ W 1,2(I,H) : h(t) = x0+

∫ t

0

ḣ(s)ds,∀t ∈ I, ‖ḣ(s)‖ ≤ γ(s)p.p.s ∈ I, γ ∈ L2(I,R)
}

Il est clair que Xγ est un ensemble convexe fermé dans C(I,H).

En effet,

Soient λ ∈ [0, 1] et h1, h2 ∈ Xγ, alors d’après la définition de Xγ, pour tout t ∈ I
h1(t) = x0 +

∫ t
0
ḣ1(s)ds, h2(t) = x0 +

∫ t
0
ḣ2(s)ds

et ‖ḣ1(s)‖ ≤ γ(s), ‖ḣ2(s)‖ ≤ γ(s) p.p.s ∈ I.
C’est-à-dire, il existe N1 ⊂ I négligeable telle que pour tout s ∈ I \N1, ‖ḣ1(s)‖ ≤ γ(s) et

il existe N2 ⊂ I négligeable telle que pour tout s ∈ I \N2, ‖ḣ2(s)‖ ≤ γ(s)

Donc, pour s ∈ I \ (N1 ∪N2)

‖λḣ1(s) + (1− λ)ḣ2(s)‖ ≤ λ‖ḣ1(s)‖+ (1− λ)‖ḣ2(s) ‖

≤ λγ(s) + (1− λ)γ(s)

= γ(s).

De plus, λh1 + (1− λ)h2 est absolument continu et λḣ1 + (1− λ)ḣ2 ∈ L2(I,H).
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pour tout t ∈ I,

λh1(t) + (1− λ)h2(t) = λ
(
x0 +

∫ t

0

ḣ1(s)ds
)

+ (1− λ)
(
x0 +

∫ t

0

ḣ2(s)ds
)

= x0 +

∫ t

0

(
λḣ1(s) + (1− λ)ḣ2(s)

)
ds.

Alors, λh1 + (1− λ)h2 ∈ Xγ, c-à-d Xγ est convexe.

Montrons maintenant que Xγ est fermé dans C(I,H)

Soit (hn) est une suite de Xγ converge dans C(I,H) vers une application continue h.

Soient s ∈ I \N telle que N de mesure nulle, n ∈ N,

d’après la définition de Xγ,
‖ḣn(s)‖ ≤ ‖γ(s)‖,

Alors www ḣ(s)

γ(s)

www ≤ 1.

Posons gn(s) =
ḣn(s)

γ(s)
, alors ‖gn(s)‖ ≤ 1, donc (gn)n ⊂ BL2(I,H).

D’après le Théorème de (Banach-Alaoglu-Bourbaki 1.3.1), BL2(I,H) est faiblement* com-

pacte dans L2(I,H) (σ(L2
H , L

2
H)-compacte).

On peut donc extraire de (gn) une sous suite qu’on note aussi (gn)n qui converge σ(L2
H , L

2
H)

vers une application g ∈ BL2(I,H), c’est à dire, pour tout ξ ∈ L2(I,H)

lim
n→+∞

∫ T

0

〈gn(s), ξ(s)〉ds→
∫ T

0

〈g(s), ξ(s)〉ds. (3.2)

Soit y(·) ∈ L2(I,H), alors γ(·)y(·) ∈ L2(I,H),

car d’après l’inégalité de Minkowski (1.1.6)

‖γy‖L2(I,H) =

(∫ T

0

‖γ(s)y(s)‖2ds

)1/2

≤
(∫ T

0

‖γ(s)ds‖2

)1/2(∫ T

0

‖y(s)ds‖2

)1/2

= ‖γ‖L2‖y‖L2 ≤ +∞.

47



3.2. Résultat d’existence

Alors,

lim
n→+∞

∫ T

0

〈ḣn(s), y(s)〉ds = lim
n→+∞

∫ T

0

〈gn(s)γ(s), y(s)〉ds

= lim
n→+∞

∫ T

0

〈gn(s), γ(s)y(s)〉ds

(3.2)
=

∫ T

0

〈g(s), γ(s)y(s)〉ds

=

∫ T

0

〈g(s)γ(s), y(s)〉ds.

En posant w(·) = g(·)γ(·), la suite (ḣn(·))n converge faiblement dans L2(I,H) vers w(·) ∈
L2(I,H).

En particulier pour y(·) = 1[0,t](·)ej, (ej)j une base de H et t ∈ [0, T ], on obtient

lim
n→+∞

∫ T

0

〈ḣn(s),1[0,t](s)ej〉ds =

∫ T

0

〈w(s),1[0,t](s)ej〉ds,

par suite

lim
n→+∞

〈
∫ t

0

ḣ(s)ds, ej〉 = 〈
∫ t

0

w(s)ds, ej〉

i,e,

lim
n→+∞

∫ t

0

ḣ(s)ds =

∫ t

0

w(s)ds, ∀t ∈ I,

donc, pour tout t ∈ I

lim
n→+∞

hn(t) = lim
n→+∞

(
x0 +

∫ t

0

ḣn(s)ds

)
= x0 + lim

n→+∞

∫ t

0

ḣn(s)ds

= x0 +

∫ t

0

w(s)ds = h(t).

Par conséquent, ḣ(s) = w, c’est-à-dire, ḣ(.) ∈ L2(I,H) et h(t) = x0 +
∫ t

0
ḣ(s)ds, ∀t ∈ I,

‖ḣn(s)‖ = ‖w(s)‖ = ‖g(s)γ(s)‖ ≤ γ(s) p.p.s ∈ I.

Ceci implique que h ∈ Xγ, c’est-à-dire, Xγ est fermé dans C(I,H).

Montrons maintenant que Xγ est èquicontinu.

En effet,
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3.2. Résultat d’existence

soit h ∈ Xγ, pour tous τ, t ∈ I(τ ≤ t), on a

‖h(t)− h(τ)‖ = ‖x0 +

∫ t

0

ḣ(s)ds−
(
x0 +

∫ τ

0

ḣ(s)ds
)
‖

= ‖
∫ t

τ

ḣ(s)ds‖

≤
∫ t

τ

‖ḣ(s)‖ds

≤
∫ τ

t

γ(s)ds.

Sachant que γ ∈ L2(I,R), nous obtenons l’équicontinuté de Xγ.
D’après le Théorème 3.2.1, pour tout h ∈ Xγ, il existe une application unique uh : I → H

solution dans W 1,2(I,H) de l’inclusion différentielle

(Ph)


−u̇h(t) ∈ A(t, h(t))uh(t) p.p.t ∈ I

uh(t) ∈ D
(
A(t, h(t))

)
, ∀t ∈ I

uh(0) = u0 ∈ D
(
A(0, h(0))

)
= D

(
A(0, x0)

)
avec, ‖ u̇h(t) ‖≤ k(1+ β̇(t)), où β(t) =

∫ t

0

[ȧ(s)+γ(s)]ds,∀t ∈ I et k un constante positive

dépendant de ‖ u0 ‖, c, T, β.
Ètape 2. Dans cette étape, nous transformons le problème (Px) en un problème du

point fixe dans l’espace Xγ. C’est à dire, l’existence de solutions de (Px) est équivalent au
problème de trouver h ∈ Xγ telle que x(t) = x0 +

∫ t
0
uh(s)ds, ∀t ∈ I. C’est à dire uh est

une solution absolument continue de (Px).
Donc, pour chaque h ∈ Xγ, on définit l’application Φ : Xγ → L2(I,H) par

Φ(h) := x0 +

∫ t

0

uh(s)ds.

où uh est la solution unique absolument continue de l’inclusion (Ph).
Montrons que Φ définie de Xγ dans lui même.

En effet, D’après l’étape 1, uh(s) ∈ D
(
A
(
s, h(s)

))
⊂ ∪

x∈Xγ(s)
D(A(s, x)).

D’autre part, par l’hypothèse (H4), (s)il existe une application Ψγ : I → H mesurable

intégrablement bornée à valeurs compactes telle que

D
(
A(s, x)

)
⊂ Ψγ(s) ⊂ γ(s)BH , ∀s ∈ I, x ∈ Xγ.

C’est à dire,

uh(s) ∈ γ(s)BH , ∀s ∈ I.
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3.2. Résultat d’existence

‖uh(s)‖ ≤ γ(s), ∀s ∈ I.

Alors,

Φ(h) ∈ Xγ.

Ce qui donne, Φ applique Xγ dans lui même Φ : Xγ → Xγ.
Il est clair que, si h est un point fixe de Φ c’est à dire h(t) = Φ(h)()t, alors uh est une

solution absolument continue de (Px).
Donc, il suffit de montrer que Φ(Xγ) est équicontinue et relativement compact dans

C(I,H).

En effet, Comme uh(s) ∈ D
(
A
(
s, h(s)

))
⊂ Ψγ(s).

Donc,

uh(s) ∈ coΨγ(s).

Ceci implique,

pour tout t ∈ I,

Φ(h)(t) ∈ x0 +

∫ t

0

coΨγ(s)ds,

De plus, on a Ψγ à valeurs compactes, d’après le Théorème de Mazur 1.3.2, s 7→ coΨγ(s)

est une multiapplication à valeur convexes compactes intégrablement bornée.

Alors, par le Théorème d’Ascoli-Arzela 1.3.6, Φ(Xγ) est relativement compact dans C(I,H).

Montrons que Φ : Xγ → Xγ est continue.

En effet, il suffit de montrer que, si (hn) converge uniformément vers h dans Xγ alors

(uhn) converge uniformément vers uh telles que (uhn) est la solution absolument continue

du problème

(Phn)


−u̇hn(t) ∈ A(t, hn(t))uhn(t) p.p.t ∈ I

uhn(t) ∈ D(A(t, hn(t))), ∀t ∈ I

uhn(0) = u0 ∈ D(A(0, hn(0))),

et uh est la solution absolument continue du problème

(Ph)


−u̇h(t) ∈ A(t, h(t))uh(t) p.p.t ∈ I

uh(t) ∈ D(A(t, h(t))), ∀t ∈ I

uh(0) = U0 ∈ D(A(0, h(0))).

Nous avons (uhn) est absolument continue et ‖u̇hn(t)‖ ≤ K
(
1 + β̇(t)

)
p.p.t ∈ I,∀n ∈ N.

Soit Ω un ensemble négligeable tel que

‖u̇hn(t)‖ ≤ K
(
1 + β̇(t)

)
, ∀n ∈ N vérifie pour tout t ∈ I \Ω. (3.3)
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3.2. Résultat d’existence

Alors (uhn) converge uniformément vers un application continue u et (u̇hn) converge

faiblement dans L2(I,H) vers un élément w ∈ L2(I,H), i.e.

∀ξ ∈ L2(I,H), lim
n→∞

<u̇hn , ξ> = <w, ξ>.

On obtient

lim
n→∞

∫ T

0

<u̇hn(s), ξ(s)>ds =

∫ T

0

<w(s), ξ(s)>ds,

en particulier pour ξ(·) = 1[0,t](·)ej, (ej)j une base de H et t ∈ [0, T ], on obtient

lim
n→∞

∫ T

0

<u̇hn(s),1[0,t](s)ej>ds =

∫ T

0

<w(s),1[0,t](s)ej>ds,

par suite,

lim
n→∞

<

∫ t

0

u̇hn(s)ds, ej> = <

∫ t

0

w(s)ds, ej>,

i.e.,

lim
n→∞

∫ t

0

u̇hn(s)ds =

∫ t

0

w(s)ds, t ∈ I.

Donc, pour tout t ∈ I

lim
n→∞

uhn(t) = lim
n→∞

(
u0 +

∫ t

0

u̇hn(s)ds
)

= u0 + lim
n→∞

∫ t

0

u̇hn(s)ds

= u0 +

∫ t

0

w(s)ds := z(t), t ∈ I.

Par conséquent, u(t) = z(t) = u0 +
∫ t

0
w(s)ds,∀t ∈ I et u̇(t) = w(t),∀t ∈ I.

On a uhn ∈ D
(
A(t, hn(t))

)
,∀t ∈ I et uhn(t)→ u(t).

Par (H1), pour tout t ∈ I
0

A
(
t, hn(t)

)
uhn(t) est bornée et par (H2)

dis
(
A
(
t, hn(t)

)
, A
(
t, h(t)

))
≤ a(t)− a(t+)r‖hn(t)− h(t)‖ →

n→∞
0.

On conclut par le lemme (1.4.7) que

u(t) ∈ D
(
A(t, h(t))

)
, ∀t ∈ I.

Etape3. Montrons dans cette étape que u vérifier l’inclusion

−u̇(t) ∈ A
(
t, h(t)

)
u(t), p.p.t ∈ I
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3.2. Résultat d’existence

c-à-d, u est l’unique solution absolument continue de notre problème (P).

En effet, puisque (u̇hn) bornée converge faiblement dans L2(I,H) vers u̇,

on peut supposer que (u̇hn) converge au sens de Komlos (définition 1.3.2) vers u̇ p.p. Par

conséquent, il existe un ensemble négligeable N tel que pour tout t ∈ I \N

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

u̇hj(t) = u̇(t), (3.4)

(par la Proposition 1.3.1 ).

Comme u(t) ∈ D
(
A(t, h(t))

)
, pour tout t ∈ I, (d’après l’étape 2).

Par la Proposition (1.4.6) montrer que

−u̇(t) ∈ A
(
t, h(t)

)
u(t). p.p.t ∈ I,

il suffit de montrer que

<
0

A
(
t, h(t)

)
η + u̇(t), η − u(t)> ≥ 0 p.p.t ∈ I,∀η ∈ D

(
A(t)

)
.

<
0

A
(
t, h(t)

)
η, η − u(t)> ≥ <u̇(t), u(t)− η> p.p.t ∈ I,∀η ∈ D

(
A(t)

)
. (3.5)

Pour cela, soit η ∈ D
(
A
(
t, h(t)

))
, par l’hypothèse (H2), on peut appliquer le lemme

(1.4.9) pour assurer l’existence de (ηn) ∈ D
(
A
(
t, hn(t)

))
tel que ηn → η et

0

A
(
t, hn(t)

)
ηn →

0

A
(
t, h(t)

)
η.

pour tout n ∈ N, soit I \Nn l’ensemble sur lequel −u̇hn(t) ∈ A(t, hn(t))uhn(t) vérifier.

Comme A est monotone, nous avons pour tout t ∈ \Nn,

<
0

A
(
t, hn(t)

)
ηn + u̇hn(t), ηn − uhn(t)> ≥ 0

<
0

A
(
t, hn(t)

)
ηn, ηn − uhn(t)> ≥ <u̇hn(t), uhn(t)− ηn>. (3.6)

D’autre part,

<u̇hn(t), u(t)− η> = <u̇hn(t), uhn(t)− ηn>+<u̇hn(t), u(t)− uhn(t)>+<u̇hn(t), ηn− η>.

On peut écrire

1

n

n∑
j=1

<u̇hj(t), u(t)− η> =
1

n

n∑
j=1

<u̇hj(t),uhj(t)− ηj>+
1

n

n∑
j=1

<u̇hj(t), u(t)− uhj(t)>

+
1

n

n∑
j=1

<u̇hj(t), ηj − η>.
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3.2. Résultat d’existence

Alors par,(3.6) et (3.3) nous avons pour tout t ∈ I \
(( ∞⋃

n=0

Nn

)⋃
Ω
)
,

1

n

n∑
j=1

<u̇hj(t), u(t)− η> ≤ 1

n

n∑
j=1

<
0

A
(
t, hj(t)

)
ηj, ηj − uhj(t)>+

1

n

n∑
j=1

‖u̇hj(t)‖‖u(t)− uhj(t)‖

+
1

n

n∑
j=1

‖u̇hj(t)‖‖ηj − η‖

≤ 1

n

n∑
j=1

<
0

A
(
t, hj(t)

)
ηj, ηj − uhj(t)>+

1

n
K
(
1 + β̇(t)

) n∑
j=1

‖u(t)− uhj(t)‖

+
1

n
K
(
1 + β̇(t)

) n∑
j=1

‖ηj − η‖. (3.7)

Comme

<
0

A
(
t, hj(t)

)
ηj, ηj − uhj(t)> = <

0

A
(
t, hj(t)

)
−

0

A
(
t, h(t)

)
ηj +

0

A
(
t, h(t)

)
ηj, ηj − η + η

− u(t) + u(t)− uhj(t)>

= <
0

A
(
t, hj(t)

)
ηj −

0

A
(
t, h(t)

)
ηj +

0

A
(
t, h(t)

)
ηj, ηj − η + u(t)− uhj(t)>

+<
0

A
(
t, hj(t)

)
ηj −

0

A
(
t, h(t)

)
ηj +

0

A
(
t, h(t)

)
ηj, η(t)− u(t)>

+<
0

A
(
t, h(t)

)
ηj, η(t)− u(t)>+<

0

A
(
t, h(t)

)
η, ηj − η + u(t)− uj(t)>

≤ ‖
0

A
(
t, hj(t)

)
ηj −

0

A
(
t, h(t)

)
ηj‖‖ηj − ηu(t)− uhj(t)‖

+ ‖
0

A
(
t, hj(t)

)
ηj −

0

A
(
t, h(t)

)
ηj‖‖η − u(t)‖

+<
0

A
(
t, h(t)

)
ηj, η(t)− u(t)>

+<
0

A
(
t, h(t)

)
η, ηj − η + u(t)− uj(t)>.

On passe à la limite lorsque n→∞ dans (3.7), et on utilisent (3.4), on obtient

<u̇(t), u(t)− η> ≤ <
0

A
(
t, h(t)

)
η, η − u(t)>, p.p.t ∈ I,∀η ∈ D

(
A(t)

)
.

Par conséquent, par (3.5) on obtient

−u̇(t) ∈ A
(
t, h(t)

)
u(t) p.p.t ∈ I

avec u(0) = u0 ∈ D
(
A
(
0, h(0)

))
.

Par l’unicité de la limite u = uh.

Finalement, Montrons que Φ : Xγ →: Xγ est continue.

En effet,
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Conclusion et perspectives

Soit (hn) une suite converge uniformément vers h, on a

‖Φ(hn)(t)− Φ(h)(t)‖ =
www∫ t

0

uhn(s)ds−
∫ t

0

uh(s)ds
www

=

∫ t

0

‖uhn(s)− uh(s)‖ds

Puisque (uhn(·)) converge uniformément vers uh(·).
On conclure que

sup
t∈I
‖Φ(hn(t)− φ(h(t))‖ ≤ sup

t∈I

∫ t

0

‖uhn(s)− uh(s)‖ds →
n→∞

0

Alors la suite
(

Φ(hn)
)
converge vers Φ(h) dans C(I,H).

C-à-dire, Φ : Xγ → Xγ est continue et φ(Xγ) est relativement compacte.

On applique le Théorème du point fixe 1.3.11 sur l’application Φ : Xγ → Xγ on conclut

que Φ admet un point fixe, c-à-dire, h = Φ(h) ∈ Xγ.

Donc, h(t) = φ
(
h(t)

)
= x0 +

∫ t

0

uh(s)ds, t ∈ I.
Ceci montrer l’existence d’au moins une solution absolument continue pour l’inclusion

(Px).
Ceci termine la preuve du Théorème. �
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