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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

K
K[x]
p

IN
Z.
7+
7.
Q
Q,

*

P

Z,

7z,

C

<

v

Sp(n)
D*(a,r)
D=(a,r)
D(a,r)
C(a,r)

Op

|- 1

Q
A(D(a,r))
C,[X]
Z,[X]
ACy)
ACNC,[X]
Cy(X)

Un corps.

L’ensemble de polynome.

Un nombre premier.

L’ensemble des entiers naturels réels.
L’ensemble des entiers relatifs réels.
L’ensemble des entiers relatifs réels positifs.
L’ensemble des entiers relatifs réels nigatifs.
L’ensemble des nombres rationnels.
L’ensemble des nombres p-adiques.
L’ensemble des nombres p-adiques non nuls.
L’ensemble des entiers p-adiques .

L’ensemble des éléments inversibles de Z,,.
L’ensemble des nombres complexes.
L’ensemble des nombres complexes p-adiques .
La valuation sur K.

La somme des chiffres de I'écriture de n en base p.
Le disque fermé de centre a et de rayon r.

Le disque ouvert de centre a et de rayon r.
L'un ou I'autre de ces deux disques.

Le cercle de centre a et de rayon r.

La valuation p-adique.

La norme p-adique.

La cloture algébrique du corps Q,.

L’ensemble des fonctions analytiques sur D(a, 7).
L’ensemble des polyndmes sur C,.

L’ensemble des polyndmes sur Z,,.

L’ensemble des fonctions entiers sur Cp.

L’ensemble des fonctions entiers transcendantes sur C,.

L’ensemble des fonctions rationnelles sur C,.



INTRODUCTION

La fonction hypergéométrique généralisée (dans le cas réel et p-adique)

est donnée par la formule suivante :

(al)n T (ap)n X1
Vl)n T (Vs)nn! .

+00
kFs(at, oo, i Y1, oo Vs X) = Z (
n=0

Cette fonction satisfait 'équation différentielle linéaire :
dy v, dy K dy _
X B(Xa -y +1) —xg(xa +a;)=0

Dans le cas réel, la notion de fonction hypergéométrique a vu la lumiere pour
la premiére fois en 1655 par J. Wallis, qui a utilisé I’expression « progressio

hypergeometrica » pour décrire la série de terme général

a@a+b)---la+ n-1)b]
b2b---(n—1)b '

Puis en 1778, L. Euler a remarque que cette série vérifie une équation diffé-



Introduction

rentielle linéaire du deuxiéme ordre. En 1797, J. Pfaff consacre un chapitre a

I’étude de cette équation et aux diverses formes des séries qui la vérifient.

C’est bien G. F. Gauss en 1813, qui a fondé la théorie des fonctions hyper-
géométriques, en désignant la série par F(a, ; ); x), il introduit la notion de
« fonctions confluentes » et forme les équations qui lient de telles fonctions;
il développe en fraction continue le quotient de deux fonctions contigués ; il

retrouve I'équation différentielle d’Euler.

Dans le cas p-adique, les séries hypergéométriques ont été considérées
pour la premiere fois par B. Dwork [7] lors de ses manipulations sur la fonc-
tion zéta d'une hypersurface, dont il a évalué la convergence d"un quotient

de deux fonctions hypergéométriques au point x = 1.

Apres, il vient N. Koblitz [13] avec son étude de 1’analogue p-adique de la
formule de Gauss de ,F;(a, b; c; 1). Ainsi que, J. Diamond [5] qui a amélioré
les résultats de Koblitz, et il a donné aussi des conditions suffisantes pour
la validité de la conjecture de Koblitz sur la limite du quotient des sommes

partielles des fonctions hypergéométriques.

Dans son article [17], P. T. Young a présenté quelques formules explicites
au points x = 1 et x = —1 pour les prolongements analytiques des rapports

de fonctions hypergéométriques p-adiques généralisées.

Pour certains cas de fonctions 3F, et ,F;, il a évalue le prolongement
en terme de la fonction gamma p-adique, sous des formes qui donnent
des produits de sommes de Jacobi (via la formule de Gross-Koblitz). Il a
exprimé également certaines congruences de groupes formels satisfaites par
les nombres d’Apéry et par des coefficients binomiaux, toujours en termes

de fonctions hypergéométriques p-adiques.

Young a obtenu des résultats similaires aux théorémes de Kummer, Saal-
schiitz, Dixon, et Watson, en utilisant des identités combinatoires et des

propriétés de bases de la fonction gamma p-adique.

7



Introduction

Ce mémoire est réparti sur 1'introduction générale et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on commence par la définition de la fonction
gamma. Puis, on rappel les définitions et les propriétés de la fonction hyper-

géométrique dans R.

Dans le deuxieme chapitre, on commence par donner quelques rappels
des notions fondamentales du corps normés dans le cas générale, puis on
définit la valuation et la norme p-adique et on construit le corps des nombres
p-adiques Q, et le corps des nombres complexes p-adiques C,. On termine
ce chapitre par une représentation des suites, des séries entieres p-adiques

et les fonctions analytiques.

Dans le dernier chapitre, on donne les définitions et les propriétés de la
fonction gamma p-adique, puis on présente les définitions et les propriétés de
la fonction hypergéométrique p-adique. On termine ce chapitre par quelques

applications de la fonction hypergéométrique p-adique.



CHAPITRE 1

FONCTIONS
HYPERGEOMETRIQUES REELS

1.1 Motivation

L’équation différentielle du type hypergéométrique est donnée par la for-
mule suivante :
t t
p T, 30

o(t)z 02(t)z 0, (1.1)

telle que : o(t), 6(t) et 7(t) sont des polynomes, avec deg(o), deg(6) < 2 et
deg(7) < 1.
Apres des changements des variables convenables, on peut réduire 1'équa-

tion (1.1) aux trois équations suivantes :

1) La premiere est donnée par

s(L=8)y” +[y - (@ +p+Dsly —apy =0,

9



Fonctions hypergéométriques réels

qui s’appelle I’équation hypergéométrique. La solution de cette équa-

tion s’appelle fonction hypergéométrique.
2) La deuxieme est donnée par
sy’ +(y =9y —ay =0,

qui s’appelle I'équation hypergéométrique dégénérée. La solution de

cette équation s’appelle fonction hypergéométrique dégénérée.

3) La troisiéme est donnée par
Yy’ =2sy’ +2vy =0,

quis’appelle I'équation d"Hermite. La solution de cette équation s’ap-

pelle fonction d’"Hermite.

1.2 Définitions et Propriétés

Les fonctions hypergéométriques sont représentées par deux types :
Intégrale et en sériés entiéres. Dans cette section on va donner les définitions
et quelques propriétés de la fonction hypergéométrique réel.

On commence par la fonction gamma réel.
Définition 1.1
On définit la fonction gamma comme suit

1) Sur IN, pour un entier naturel n > 1

+00
I'(n) = f e gt
0

10



Fonctions hypergéométriques réels

2) Sur R, pour tout y €]0, +oo[

+00
I'(y) = f e gt
0

3) Sur C, pour s € C tel que Re(s) > 0
+00
I'(s) = f e 'Vt
0

Soient a € C, n € IN on définit le symbole de Pochhammer (a),, par

Définition 1.2

@p,=a(@+1)---(@a+n-1),

pour a € C\Z, Re(a) > 0, ona

avec (a)y = 1.

Définition 1.3
e La fonction hypergéométrique généralisée notée ,F,(.; .;.) est définie par

Pourz e C

(al aP)n n
pFqlay, ..., ay; b1, ..., b Z(bl)n (bq)nn'z'

o L’appellation "fonction hypergéométrique” fait référence au cas spécial :
Pourp=2,q=1,a1 =a,a, = b, by = c, la fonction hypergéométrique est

définie par

JFu(a,b;c:2) = Z(ﬂ)n(b

(c)un!

11



Fonctions hypergéométriques réels

Exemple 1.1
Sia =1etb = c, la fonction hypergéométrique est réduite a la série géométrique
1+z+22+..,ie:,Fi(1,b;b;2) = Y z".

n>0
Théoreme 1.1 [10]
Quelles que soient les parametres complexes a, b, c, la série hypergéométrique admet
Co ={x € C,| x |< 1} comme disque de convergence.

Sur Cy la série est
1) absolument convergente, si Re(c —a —b) > 0.

2) divergente, si Re(c —a — b) < —1.

Théoréme 1.2 [1)]

Soient a,b,c,z € C,on a
1) oF1(a,b;c;z) = 2F1(b, a;¢; 2).

2) oF1(a,b;c;2) = (1 = 2) " oFy(c —a,c = b; ¢; 2).
(C - a)n(c - b)n

3) 3Fy(—n,a,b;c,a+b—c—n+1;1) = OnCc—a=b),

n=0,12,..

Théoreme 1.3 [1] (Représentation intégrale)

Si Re(c) > Re(b) > 0, nous avons

ZFl(a/ b/ (o0 Z) =

F(C) ' - c—b— —a
mﬁ tb 1(1 —t) 1(1 —Zt) dt,

pour tout z dans le plan complexe tel que | z |< 1.

Théoréme 1.4 [1] (Formule de Gauss)
SiRe(c—a—Db)>0,ona:

I'c)'(c—a—-Db)
['(c—a)l'(c—b)

2F1(ﬂ, b/ (op 1) =

12



Fonctions hypergéométriques réels

Théoréme 1.5 [1)]

Sic#0,-1,-2,..., nous avons :

(C - b)n

2Fi(=n,b;¢;1) = o,

,n=0,1,2,..

Théoréme 1.6 [1] (Transformation de Pfaff)

Soient a,b,c,z € C,on a

2Fi(a,b;c;z) = (1 —2)™ oF1(a,c — b;c; i)-
Théoréeme 1.7 [[1]

Soient a,b,c,z € C, pourn € N, on a

(c—a),(c—Db),

sFo(-n,a,b;c,a+b—-c—-n+1;1) = Onc—a=0b),

Proposition 1.1 [10] (Dérivées)

En dérivant terme a terme la série hypergéométrique par rapport a z, on obtient :

diz »Fi(a,b;c;z) = % 2Fila+1,b+1;c+1;2).

Plus généralement,

ar _ (@)n(b),

1) T »Fi(a,b;c;z) = ©On oFi(a+n,b+n;c+mn;z).
d" oy @(D)n 3
2) [dz” 2F1(a, b;c; Z)]_—(c)n , pour z = 0.

Proposition 1.2 [1[[10] ( Equation différentielle)
F(z) satisfait a Iéquation différentielle

2
z(l—z)%+(c—(u+b+1))§—§—ab1—“:0.

13



Fonctions hypergéométriques réels

1.3 Fonction hypergéométrique confluente

Définition 1.4 [1]]

On appelle fonction hypergéométrique confluente notée 1F1(.; .;.) la fonction définie

par
1F1 El b Z) Z (bl)lzn

Proposition 1.3 [1J]

) z
1) bl_l)rfrloozFl(a, bc, E)

2) lim ,F(a,b,c,cz) = ,Fy(a,b,.,z).
c—>+0o0

=1F1(a,c, 2).

Théoréeme 1.8 [1/
La fonction hypergéométrique confluente 1F(a, b, z) est une solution de I'équation :

dzP

dF
d - (b—z)E—aF—O.

Remarque 1.1

Si b n'est pas un entier une seconde solution indépendante est donnée par :

277V Fia-b+1,2-b,2).

Théoreme 1.9 [1] (Représentation intégrale)

Si Re(b) > Re(a) > 0, nous avons

I'(b) '

0D tare—a J,

ta—l(l _ t)b_a_162tdt.

14



CHAPITRE 2

ANALYSE P-ADIQUE

Dans ce chapitre on va donner quelques notations importantes dans le

domaine p-adique, qu’on aura besoin dans le chapitre 3.

2.1 Corps normés

Définition 2.1
Soit IK un corps. On appelle une norme sur K toute application || . ||: K — [0, +oo[
telle que :

1) || x|l x=0.Vx e K.

2) lxy =l y Il Yx, y € K.

3 Ix+ylllx |l + 1l yIl. Vx, v € K (Inégalité triangulaire).

Exemple 2.1

Sur un corps K il y’a toujours au moins une norme a savoir 'application || . ||:

15



Analyse p-adique

K — [0, +oo[ définie par :

1 ,x#0,
| x|l =

0 ,x=0,

appelé norme triviale (grossiere).

Remarque 2.1

Sur un corps K on peut définie la norme usuelle :

X ,x >0,
| x lloo = max(x, —x) =
—x ,x<0.

2.2 Construction de Q, et C,

2.21 Valuation p-adique

Définition 2.2
Soit x € Z. La valuation p-adique de x notée par v,(x) est le plus grand nombre

naturel « telle que p* divise x i.e.
vp(x) = max{a € N. p*\x}

Par convention on a : v,(0) = +oo.

Six:%, ae”Z,be”Z, ona

vy(x) = vy(a) — vy(b).

Exemple 2.2
e 37 =1.3° + 3% + 33, alors v3(37) = 0.

16



Analyse p-adique

o x=p'+p*+p°+ .. alors v,(x) = 1, pour p = 2.

o y= %, alors v,(y) = 0 — 1 = ~1, pour p > 2.

Proposition 2.1 [3]]
Soient x,y € Z". On a

1) v,(1) = 0.
2) vy(xy) = v,(x) + 0p(y).

3) vp(x +y) = min{v,(x), v,(y)}.

Preuve.

1) Evident car

1=p"+0p+0p°+ .. =p° = v,(1) = 0 Vp — premier.

2) Soit
xeZ, x=p%Dn et (pm)=1,
et
yezZ, y= p”l’(y).nz et (p,ny) =1
Alors
xy = pvp(x).nl‘pvp(y).nz — pvp(x).pvp(y).nl'nzl (P/ n1.15) = 1.
xy = p» NP 0y, (p,my.m2) = 1.
Donc
Up(xy) = (%) + 0p(Yy).
3) Soit
xeZ, x=p%In; et (pm)=1,
et

yez, y=p*Wn, et (pn)=1.

17



Analyse p-adique

Alors

x+y = po.n; + poWn,.

Supposons que v,(x) < v,(y)

X + y — pvp(x)(nl + pv,ﬂ(y)_vp(x).nz)

1

e Si(p,c1)=1, alors
Up(x + y) = v,(x) = min(v,(x), v,(v))
e Si(p,c1)# 1, alors

Up(x + ) = vp(x) + v,(c1) = vp(x) = min(v,(x), vp(y))

Donc

vp(x + y) 2 min(v,(x), v,(y)), Yx,y € Z

Proposition 2.2

Pour tout x,y € Z*, on a

U,(x) # 0,(y) = vp(x + y) = min{o,(x), v,(y)}.

Preuve.

On prend v,(x) < v,(y), comme on a

vp(x + ) 2 min{v,(x),v,(y)}, Vx,y € Z,

18



Analyse p-adique

alors v,(x + y) > v,(x).

Il reste de montrer que v,(x) > v,(x + ). On a

U,(x) = Up(x — y + y) = minf{o,(x + y), v,(y)}.

Si min{v,(x + v), v,(y)} = v,(y), alors v,(x) > v,(y), ’est une contraction avec

I'hypothese, donc v,(x) > v,(x + y). =

Lemme 2.1 [11]
n—S5,(n)

p—-1
oit S,(n) : désigne la somme des chiffres de I'écriture de n en base p, c-a-d

vp(n!) = , VYnelN,

Sy(n) =ap+a; +..+a,0un=ay+ap+..+a,p".

Preuve.
Ona . .
=] [i= o0 =) o0,

i=1 i=1

tel que
i=ap +..+ap,a;#0.
Donc
vp(i) = J.

Alors

. i 1
i=ap +.. +ap

=p/—p +ap +..+ap

1
=p +@-1p + ) ap’,

s=j+1

19



Analyse p-adique

et
I
i—1=pj—1+(aj—1)pf+ Zasps
s=j+1
j—1 ‘ !
=(p-1)) P +@-1p+ ) ap.
s=0 s=j+1
Donc
j-1 !
&ﬁ—lyqp—n§:1+@—1+§:%
s=0 s=j+1
!
=jp—-1)+a; + Z a;—1
s=j+1
I
=jp-1+) a-1
s=i
I
:vAMp—D+2:%—1
5=
=0,(I)(p — 1) + S,(i) — 1.
Alors

S,(i—1) = S,() +1

o) =

20



Analyse p-adique

D’on

n

v,(n!) = Z 0,(i)

i=1
B Z”: Sp(i—1)=S5,() +1
=1 p_ 1

_ p%l YIS, 1)~ $,() + 1]
i=1

_ p%l[zn:[sp(i —1) = S,()] + Z 1]
i=1

i=1
n = YialSy() = Spi — 1)]
p-1
n—S,(n)
p-1 -

D’out le résultat. m

2.2.2 Norme p-adique

Définition 2.3

On définit la norme p-adique | . |, sur Q comme suit :

1
pUp (x)

0 ,x=0.

,Xx#0,

| x|,

Avec vy (x) est la valuation p-adique de x.

Exemple 2.3

1) x=2p*+3p pourp>3,| x|, = 5 =5 =p

—4
Py (x) .

— 72 - _ 1 _72
2) x=T"pourp=7,|xl; =5z =7"
n—Sp(n)

3) VneN:|n!|,=p o0 =p 1.

21



Analyse p-adique

Définition 2.4

On dit qu'une norme sur un corps K est non archimédienne si elle vérifie

llx + yl| < max(||x|l, lyll), Vx, y € K (inégalité triangulaire forte).

Proposition 2.3 [5]

La norme p-adique est une norme non archimédienne.

Preuve.

Soient x, y € Q, donc on a

|x + ylp — p—vp(x+y) < p—min{vp(x),vp(y)}

— pmax{—vp(X),—vp(y)}
— max{p—vp(x)’ p—vp(y)}

= max{|x|,, [yl,}.

D’ot1, la norme p-adique |.|, est non archimédinne. m

Remarque 2.2

(Q, . 1,) est un corps non-archimédienne.

Théoreme 2.1 [11] (Caractéristique des normes non-archimédienne)

Soit || . || une norme sur le corps K, on a :

| . || est non-archimédienne || n ||<1,Vn € Z.

Remarque 2.3

|| . || archimédienne <= IAny € Z, || ny ||> 1.

22



Analyse p-adique

Exemple 2.4
1) La norme triviale est une norme non-archimédienne .

2) La norme usuelle est une norme archimédienne .

Proposition 2.4 [11]

Soit K un corps non-archimédienne et a,x € Kon a
lx—all<llall=llx[=llall.

Remarque 2.4

Dans un corps non-archimédienne tous les triangulers sont isocels.

2.2.3 Corps des nombres p-adiques Q,

Le corps Q n’est pas complet par rapport a la norme p-adique | . |,, on le

»
complete, on obtient un corps complet qui noté Q, et qui s’appelle le corps

des nombre p-adique. Le corps des nombres p-adique Q, peut alors étre

défini comme la complétion de I’espace normé Q.

Définition 2.5

o L'ensemble Z, des entiers p-adiques est donné par

Zp:{erp:|x|p31}:{erp:x:Zanp”}.

n>0

e L'ensemble des entiers p-adiques inversibles dans Z, noté Z,
Z;:{erp:lxlpzl}.
Remarque 2.5 Le corps Q, est I'ensemble des fractions de Z,,

Q= {%,(a,b) €Z, et b+0)

23



Analyse p-adique

Définition 2.6

Pour un nombre p-adique x € Q, on définit son développement de Hensel par la

X = Z ap"

nxnop

série suivante :

ol ny € Z et les a, sont des nombres entiers entre 0 et p — 1, en particulier a,, # 0.

Remarque 2.6
1) Le développement de Hensel de x est unique.

2) La partie Z,, est un sous anneau de Q,.

Conséquence 2.1

Six € Qyet |x|, = p™" alors x admet une unique représentation

x=p'u,u €z,

car
|x|p = p_” — X = pn,u, (p,u) =1l=x= pn(lflg +a1p + ...),ﬂ() #0
ol
lul, =lag +amp+ ..l =1=ucZ,
Remarque 2.7

L'inverse de p n’est pas un entier p-adigue.

2.24 Corps des nombres complexes p-adiques

Définition 2.7

On dit qu'un corps K est algébriquement clos si chaque polynome p(x) dans K[x]de
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degré n admet n racines dans K.

Proposition 2.5 [2]]

Pour tout p premier. le corps Q, n’est pas algébriquement clos.

Preuve.
Soient le polyndme p(x) = x*—p* € Q,[x]. Supposons que ce polynéme admet

des racines dans Q,.

Donc
p(x) =0 = x°* =p*
Alors
| =1 x 1, = p* [=p*
D’ou

ST

3 -4 -
|xl,"=p~ &=l|x|=p

— v,(x) =

W

Contradiction avec Yx € Q,, v,(x) € Z. Donc les racines de p(x) ne sont pas

dans Q,. Alors Q, n’est pas algébriquement clos. m

Définition 2.8
Le corps des nombres complexes p-adiques est le complété de la cloture algébrique

de Q, par rapport a la norme p-adique | . |,.

Remarque 2.8
L’ensemble des valeurs de C, (ie| G, = {l x|, x € Cp,x # 0}) est I'ensemble des

puissances rationnelles de p.
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2.3 Suites et séries p-adiques

Théoréme 2.2 [11]
Une suite (a,), dans Q, est une suite de Cauchy, et donc convergente, si et seulement

si elle vérifie
lim |a,41 — a,l, = 0. (2.1)
n—+00

Proposition 2.6 [14]

Soit (a,)n=0 une suite dans Q,,.

Si lim a, =a € Q, et a # 0 alors |a,l, = lal,, pour n assez grand.
n—+oo

Preuve.

Supposons que lim a, = a.

n—+oo

Pour ¢ = |a|, on a
AN eN,n>N = |a, —a,| < |al,.
D’apres I'inégalité ultramétrique

la,| = max(lanlp/ |a|p) = |a|p-

Définition 2.9
Soit }, a, une série dans Q,,.
n=0
1) La somme partielle de cette séries est donnée par :

N
SN=ﬂ0+ﬂ1+...+ﬂN=Zﬂn.
n=0

2) La série ) a, converge si et seulement si la suite (S,), est de Cauchy.
n>0
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Proposition 2.7 [11]

Si la série ) |a;l, converge dans R, alors }_ a; converge dans Q,,.

Preuve.

Si )’ la;l, converge, alors d’apres le Critere de Cauchy on a

Ve>0,ANeNVnmeN,m>n>N= ) lal, <e

i=n+1

On aura

m m
|Sm - Sn'p = Z ai‘ < Z |ai|p <é€

i=n+1l P i=n+1

Ce qui implique que (S,)q»0 est de Cauchy et ainsi la série ) a; converge en

Q) m

Corollaire 2.1 [9]

Une série Y. a, avec a, € Q, est convergente si et seulement si lim a, = 0, nous

=0 n—+o0
avons aussi

[e¢]
)

n=0

< b 2.2
p—r,f‘e?qu lp (2.2)

Définition 2.10

(o]
Une série entiere dans Q, définit sous la forme )}, a,x" , oit (a,), C Q, et x € Q,
n=0

Notation 2.1

L’ensemble des séries entieres sur Q, est notée par : Q,[[x]].

Remarque 2.9 En cas de convergence pour x € Q,, on écrit

(o]

f(x) = Zanx", tel que f € Q,[[x]].

n=0
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Définition 2.11
Le rayon de convergence d’une séries entiere f(x) = ) a,x" € Q,[[x]] est le nombre

n=0

réel 0 < ry < oo défini par :

e =suplr > 0: |a,l,r" — 0}.

Proposition 2.8 [9]
(o)
Soit x € Q, et r > 0 tel que |a,|,v" —> 0 alors, la série }, a,x" converge si |x|, <.
n=0
Preuve.
(o]
Pour montrer que }, a,x" converge, il suffit de montrer que |a,x"|, — 0

n=0
quand n — oo

Ona
0 < lanx"ly = lanlp|xly < |aul,r" — 0
D’ou
|a,x"|, — 0, quand n — +oo.
[ |

Proposition 2.9 [9]
Soit x € Q,, alors la série ). a,x" converge si |x|, < ry et diverge si |x|, > ¢.

n=0

Preuve.

1) Silx|, > r¢ (cela ne peut arriver que si r¢ < oo),ona

1 . 1
E’E}o suplxlylacl; = |xl, lggo suplal,
k>n k<n

1
= |xf,— > 1.
Ty

Donc pour tout k > 0, on a Iaklplxlz > 1. A savoir, le terme général ax*
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de la série ne tend pas vers 0. Alors la série Y a;x* diverge.
k20

2) Si|x|, < r¢(cela ne peut arriver que si r¢ > 0).

On peut choisir : |x|, <7 <7f, ona
. 1 ) 1
lim supkznrlaklpE =rlim supkznlaklpE <1.
n—-o0 n—-00
Nous en déduisons que pour certain grand N
1
supkerlaklpE <1.

Par conséquent, Iaklprk < 1pourtousk >N, et

k k

x| |x|

0 < ||, = lagl,r* (7” < — — 0(k — o)
r

cela montre que le terme générale la série ) a;x* tend vers zéro, et la série
k>0
converge. W

Définition 2.12
Une série entiere dans C, est une séries de la forme ), a,(x — a)'oitn € N,a,x € C,

n=0
et (ﬂn)nzo - Cp-

Définition 2.13 (Rayon de convergence)
Le rayon de convergence d'une séries complexe p-adique Y, a,(x —a)" noté R est

n>0

définie par :

R=sup{lx—al,xe€ CpetZan(x — a)"converge} € R™ U {+00}
n>0
Proposition 2.10 [8] (Calcule de rayon de convergence)

Soit ¥’ a,(x —a)" oua, € C,, alors :
n>0

1) Si lim 2tk = L, onaR = 1 (Formule d’Alembert).

H—too lanly
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2) Si lim {fTa, ], =L, onaR =} (Formule de Cauchy).

n—+oo0

I 1
3) SiR= —hrﬂi‘;p Vo (Formule de Hadamard).

Théoréme 2.3 [8/

. n L. 3N N
Soit Z>:o a,(x — a)" une séries entiere, ot a, € Cp, et R le rayon de convergence
nz

1) Si|x—al, <R,Vx € C, alors }, a,(x —a)" converge.
n>0

2) Silx—al, >R,Vx € Cp, alors ¥, a,(x —a)" diverge.

n=>0

3) Si|x—al,=R,VYx € Cp,, donc on peut avoir :

e Si lim |a, |,R" = 0, alors la série Y. ay(x —a)" est converge sur la
n—+oo n>0

totalité du cercle C(a, R).

e Si lim |a, |,R" #0, alorslasérie Y, a,(x — a)" est diverge sur la totalité
n—+oo n>0

du cercle C(a, R).

Définition 2.14

4aps n-1 z z . 2 2 P n
Lasérie ), na,(x —a)""", aveca, € C,estappeléesériedérivéedelasérie ) a,(x —a)".

n>1 n>0
Proposition 2.11 [2]

La série entiere Y, a,(x —a)" et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence.
n=0

2.4 Fonctions analytiques

Définition 2.15
On dit que la fonction f : D*(a,r) — C, est analytique sur D*(a,r) Vr > 0, s'il

existe une suite (a,),=0 C C, telle que | a, |,/ — 0, et ona

y

Vx € D*(a,r); f(x) = Zan(x —a)".

n>0
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Définition 2.16
On dit que la fonction f : D™ (a,r) — C, est analytique sur D~ (a, ), s'il existe une

suite unique (a,),=0 C C, satisfaisant | a, |,r" = 0 pour 0 <r<R,ona

Vx € D*(a,r); f(x)= Zan(x —a)".

n>0

Remarque 2.10

1) Une fonction de variable complexe p-adique définie sur un disque D(a, r) ou

a € C, est dite analytique sur ce disque lorsqu’elle admet un développement

en séries entiére en tout point de D(a, r).

2) Sir = +oo,alors f est analytique sur tout C, et on dit que f est entiere.

Exemple 2.5
Soit f(x) = ¥, p*"x",x € C,,on a
n=0
r L L +00
f = — - = — > =
i e, B0

2 . 2N
Alors Y, p* x™ est converge sur C,, donc f est une fonction entiere.
n>0

Notation 2.2
e On note A(C,) l'ensemble des fonctions entieres sur C,, et A(D(0, 1)) l'en-

semble des fonctions analytiques sur le disque D(0, ).
o On note A(C,)\C,[x] I'ensemble des fonctions entieres qui ne sont pas des

polyndmes.
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CHAPITRE 3

FONCTIONS
HYPERGEOMETRIQUES
P-ADIQUES

Dans ce chapitre on va donner la définition de la fonction gamma p-
adique et la définition de la fonction hypergéométrique p-adique, ainsi que
les propriétés et les congruences de ces fonctions. Puis, on termine le chapitre

par quelques applications.

3.1 Rappel sur la fonction gamma p-adique

Définition 3.1

Soit n un entier naturel non nul. On définit la factorielle p-adique de n, noté (n)!,,
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par

my= ] i

1<j<n,(p,)=1

Par convention (0)!, = 1.

Définition 3.2
e Soit n un entier naturel non nul, on définit la fonction gamma p-adique,

noté I',, par

rm=0" ]
1<j<n-1

(pj)=1

C’est-a-dire que T'y(n) = (=1)"(n — 1)!,.
o Pour x € Z,, on définit la fonction I, par la formule :
m@ﬂgewljf

1<j<n-1
p.)=1

Proposition 3.1 [16]

La fonction gamma p-adique satisfait I'équation fonctionnelle :

—xI,(x), silx], =1,
T,(x+1) = ’ ’
—-Iy(x), silxl, <1

Théoreme 3.1 [13]
La fonction gamma p-adique I', : Z, — Q, est continue. On a les propriétés

suivantes :
1) I0)=1I,1)=-1,T,2)=1,1<n<p).
2) T, =1, Vx € Z,.

3) I0p(x) =T,y < lx—yl, et IT,(x) =1, < Ixl,, Vx,y € Z,.
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4) Tp(x +1) = hy(0)',(x), tel que :

-x, Si XxX€ Z;
hp(x) =
-1, si xepZ,

5) T,(x)L,(1 - x) = (-1)k®, tel que R(x) € {1,2...p} et R(x) = x( mod p).

Corollaire 3.1 [5]
Sip#2,0na % €Z,etT (3 =(-1)=.
Alors pourp =1 ( mod 4), ona (—1)% =i€Q,.

Preuve.

On a ,
1 1 1 ;
fz) =)l -z)=

comme p +1 =1( mod p), alors

Ainsi
Sip=4m+1,ona

’ N . 1 . ,
c’est-a-dire que I'y(5) est une racine carrée de —1 dans Q,. m

Lemme 3.1
Soit p un nombre premier impaire, pour a € Z,,n € N tel quea,a+1..a+ (n —1)

dans pZ,, alors
nl“p(a + n)

(@), = (1) T
p
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Tel que (a), est le symbole de Pochhammer pour les nombres p-adiques défini par

@p,=a(@a+1)---(@a+n-1)

Proposition 3.2 [15]
r—1 r—1
On suppose que 0 <a <b<p—1etr >0, avec n, :bpj,mr :ai;_l.

Alors, pourr >0, 0ona

Gu) I,(1+mn)
() - _Fp(l +m),(1 +n, —m,)
_ Fp(_mr)rp(mr - nr)
rp(_nr)

Preuve.

A partir de la définition on calcule

Ny lp— 1’17!
—T,(1 +n,) = (=1)"p™ 1n—1,,
1!

et de méme pour 1+m,, et 1+n,—m,, d’ot1la premiere égalité suit. La seconde
égalité est obtenue a partir de la formule de réflexion de I';, en notant que
R(=m;)+ R(m, —n,)—R(-n,)=(p—-a)+ (p+a-b)—(p—-b) =pet (1) = -1.
Notons que par récurrence, cette proposition implique que pour chaque

r 2 0, le coefficient binomial () est une unité p-adique. m
3.2 Définitions et Propriétés

Définition 3.3

Pour n, k, s € IN, on définit la fonction hypergéométrique p-adique généralisée
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comme dans le cas réel par la formule suivante :

(@)n - (@),
Vl)n T (Vs)nn! ‘

+00
kFs(an, .o i Y1, 000 Vs X) = Z ( (3.1)
n=0
avec ay, ..., Xk, V1, ..., Vs, X € Zp.

Pour k =2,S5 =1, on a la formule de la fonction hypergéométrique p-adique

- (@)n(b)n

x".
!
et (C)n!

oFi(a, b;c;x) =

Remarque 3.1
La plupart des auteurs utilisent la fonction hypergéométrique p-adique  Fr_q (i.e

pours =k —1).

Remarque 3.2
Dans le cas ot quelques parametres a; sont nuls ou négatifs, alors la série (3.1)) est

un polynome.

Remarque 3.3

Pour a;, y; € Z, la série (3.1) est convergente si | x |,< 1.

Définition 3.4
o Ondit que la fonction hypergéométrique p-adique est bien-posé (well-poised)
si

1+ =y1+a=..=y1 +ar, VkeN.

o On dit que la fonction hypergéométrique p-adique est de Saalschiitzian si

ar+..+ta=y1+..+ye1—1,VkeN.
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Notation 3.1

Pour a € Z,, on définit o’ et u, comme suit :
pa’ —a=u, €{0,1,..,p—1}.
Aussi pour i > 1, on définit
o = (@Y et uf) = pa(i).
Si—a = f a;p' est le développement p-adique de —a, alors

i=0

[S¢]

ul =a; et a? = - Z ap’™ = —hi(—a)

=

Dans [7, 8], B. Dwork a démontré que pour a;, ;i € Q N Z,, certain
ration (rapport) des fonctions hypergéométrique peut se prolonger vers
une fonction analytique sur un domaine plus large que le disque de la

convergence.

Théoréeme 3.2 [6/f
Supposons que a1, &z, ..., Ak, V1,2, Vi1 € Q N Z,, qu’aucun des y; n’est un
entier nul ou négatif, que y; # 1 pour 1 < j<qgety;=1pourq<j<k-1

Pour i > 0, Soit

+00

FO(X) = ZA<f>(n)X" = Fia(@?,..,a0 9, 9 X)) e QlX],
n=0
) -1
et pour i,s > 0, on définit Fi’)(X) = Y, ADm)X" . Supposons en outre que les
n=0

parametres satisfont aux conditions

1) | )/].i) |, =1pourtouti>0,j=1,..,k-1

2) Pouri > 0, en supposant que les indices soient réarrangés de yEZ <..< ygi
(@) (@) @) @

et fhy; < ... <y, telle que iy > g
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Alors

1) Pour tout i > 0, telle que FO(X) € Z,[X], et pourr > s> 0, 0na
FO (X)FP(x?) = FY(XP)FY (X)  mod p*'Z,[X].

2) SiD={x€C,:| F () |= 1 pour touti >0}, alors FO ()

tion a | x |< 1 d’'un élément analytique f du support D donnée par

est la restric-

(0) x)

f(x) = lim b
= FD ()

Théoreme 3.3 [6]
Pour r = 0,1, ..., soit AV une application de Z.* dans Q" et soit g, une application
de Z* dans D — {0} telle que :

1) | AY(0) L, =1;
2) AY(m) € g,(m)D;
3) Pour touta,r,u,s € Z* tel quea <p,u <p°; Ona

AO@ + pu +mp™t) AT+ mp?) el Gres+1(m) D
A0 + pu) ACHD () g:(a + pu)

De plus, soient :

+00 +0o
F(X) = ZA(O)(j)Xj’ G(X) = ZA(D(]')XJ"
=0 =0
et soit F,,,s (respectivement Gy,,s) la somme partielle :
(m+1)p°-1 (m+1)p°-1
Z AO(j)X [resp. Z AW j)Xf).
j=mpe j=mpe

Alors
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F(X)Gys (XP) = G(XP)F 541 (X) ( mod g(m)p® V[[X]]).

Théoréeme 3.4 [4]
Sia,b,c € Z, et les conditions suivantes sont satisfaites pouri =0, 1, ...
D], =1;

2) sic# 1 alors uy, ) < ul’;

3) | 2Fi(a®, b9;c9;1) |, =1;

alors
oF1(a, b; ¢; x)

JFr@, b xp)

F(a,b;c;x) =

a une suite analytique vers x = 1 avec la valeur

[,(e)Ip(c —a—Db)

7@, bic;x) = T,(c—a)l,(c—b)

Preuve.

On suppose que a,c € Z,, avec c vérifie la condition (1) du théoréme.

Soit I'ensemble
S(a,c) = {b :beZ,eta,b,c vérifions (2) et (3) du théoreme } .

I1 est facile de vérifier que I'esnemble Z_ est dense dans S(g,c), et que la
fonction ¥ (a,b;c; 1) est continue par rapport b sur I'ensemble S(g, c). Ko-
blitz observe que dans la construction de Dwork de la fonction ¥ (g, b; 1; x)

I'application en la variable b

G:b— F(a,b;1;1)
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est limite uniforme d’une suite de fonctions continues, donc elle est continue.

Cette remarque reste vrai pour l'application
Gi:b— F(ab;cl)

Alors, il est suffisante de démontrer la relation pour les entiers négatifs dans
S(a, ).

En effet, si b € Z_ la formule classique de Gauss donne

(c—a)..(c—a—-b-1)

oF1(a,b;¢;1) = cc—b=1)

(c’est une identité pour les polyndmes donc elle est vrai dans le cas p-adique).

Maintenant, on applique plusieur fois I"équation fonctionnelle de la fonction
gamma p-adique I', (x) = (x —1)T}, (x —1) , et le résultat du théoreme 1.2

(Diamond, [5]), on aura

I, ()T, (c—a-Db) B (c-DI(c-D(c-a-b-1I,(c-a-b-1)

I,(c—a)T,(c—Db) B (c—a-DIy(c-a-1)(c-b-1)T,(c-b-1)
=D, (c-1)(c-a-b-1)..c—a-DT,(c—a-1)
(c—a-DI(c-a-1)(c-b-1)..c-1)T,(c-1)
(c—a-b-1)..(c—a)

= (C—b—l) c = ZFl(a/blcll)

n
Dans le lemme suivant, Diamond a démontré la convergence de la série
hypergéométrique p-adique dans le cas général, puisil a étudié ses propriétés

au point x = 1.

Lemme 3.2 [4]

Soit 'ensemble Q), = {x € C,/ | x |[,> 1}, supposons que u,v € ().

1) Sidist(u,Z2,) < dist(v, Z,), alors lirp (u),/(v), = 0.
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2) Sidist(u, Z,) = dist(v, Z,) # 0, alors (u),/(v), est borné ¥n € IN.
Lemme 3.3 [4]
Si b est une entier positif et dist(a, Z,) < dist(c, Z,), alors

(c—1)....c—-D)
(c—a—1)..(c—a-b)

2F1(a, b;c; 1) =

Dans les théoremes qui suit, Diamond donné ’analogue p-adique des pro-
priétés connu dans le cas réel : le théoreme de Dixon et la formule de Saal-
schiitz. L'avantage dans le cas p-adique c’est que la formule de Saalschiitz
est vraie pour b € Z,, par contre dans le cas réel, elle est vraie pour b € Z._

seulement.

Théoreme 3.5 [4]
Sibe 7, dist(c, Z,) < dist(e, Z,) et 3F»(x) est bien - posé, alors 3F,(x) converge

pour tout x € C, avec | x [,< 1, etona

2F1(b, ¢; %(C +e+1);1)
2Fi(b,c;c +e;1)

3Fa(1) =
Théoreme 3.6 [4]
Si 3F»(x) est Saalschiitzian , b € Z.,, dist(a, Z.,), dist(c, Z,,) < dist(e, Z,), alors

oF1(a, b;e;1)
2Fi(a,bie—c; 1)

sFa(a, b;c1) =

Dans [13], Koblitz a prouvé que

rp(a)rp (B)

Zapin =+ s

lorsque a, € Z,, satisfait les conditions
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a1 +bi<p pouri>0

Avec a—Zazp —B = szp

La methode de Koblitz base sur la formule de convolution de Vandermonde

min(m,n)
) E R e

k=0

suivante :

pour m,n € Z*, cette méthode est également applicable dans d’autres situa-
tions. Young a prouver un analogue p-adique du théoreme de Kummer [16],
qui donne la valeur en x = =1 d” un fonction ,F; bien - posé. Cette formule
classique démontre qu'une fonction bien - posé ,F;(—1) peut étre exprimée
en termes de la fonction gamma méme que x = —1 ne soit pas un point

singulier de I’équation différentielle satisfait par ,F;.

Théoréme 3.7 [16]
Supposons 0 <2a <b<p-1let2(b—a) <p-1. Alors
2a b 2a-b LG5 (z ’{)

R T Ty (20 (2

Preuve.

Pourn >2m>0,ona

N G N 4] 62

On a l'identité combinatoire suivante :

2m
Bty e
k=0
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On remplace la relation (3.2) dans la relation (3.3)), on trouve

() ()85 Ly D) o

) = o) LD 2y (3:4)
k=0 k

Que nous réécrivons comme suit

()

(-1)"=% = 2F1(-2m,—n,1 + n - 2m; -1). (3.5)
pr—1 pr—1
Pour r > 0, on pose n = n,, m = m, avec n, = bpj, m, = ap T Alors,
n, = 2m,.
D’apres la proposition (3.2)), on voit que
n n
' ' z.
e <2
Donc, de (3.2)) et (3.4), on trouve que
ZFl(_zmr/ —Ny, 1+ ny — zmr; X) € ZP[X]/ (36)

et la relation (3.5) implique que la valeur a x = —1 est une unité p-adique,
pourr > 0.

Dans Q,, on a les limites suivantes lorsque r — +oc0
—-2m, — a, —n,—> B et 1+n,-2m, — v,

2 b
avec o = _al,ﬁzp_l,pil,oﬁc=p—1+2a—b.
(@) (@)

Noter que a® = a, B0 = B, YD = y et u? = 24, g =b, ) =c pouri=Q0.

Puisqueb <p -1

‘u(yi) =c>2a= [ug).
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Et2(b-a)<p-1,0na

W=p-1+2@-b)+b>b=ypu.

B
Donc
) > ul, .
Dong, les condition du Théoreme (3.2) sont satisfaites pour F(X) = ,F1(a, B, y; X)
F(X ;
et le rapport T ((XP)) s’étend a la région D ou chaque [F¥(x)| = 1.

En prenant F(X) = ,Fi(-2m,,-n,;1 + n, — 2m,; X) et s = 0 dans le Théo-
reme (3.2)(1) ,on trouve que, puisque chaque [FO(-1)| = 1 et F9 = FY, on
avoir |P§i)(—1)| = 1, pour tout i,r > 0, en raison de la dépendance conti-
nue du polyndme F\ sur ses parametres, ceci est également vrai pour
F(X) = »Fi(a,B,7;X). Le rapport peut donc étre prolongé jusqu’a la va-

leur x = -1, et la valeur donnée par

y oFi(=2m,, —n,; 1+ n, —m,; —1)
im
rotoo o Fy(=2mp_q, —1,-1; 1 + 11,0 — m,_q; (=1)P)

Fa,B;7:1)

Gt
= lim (=1)"™ ™1 S
F—+00 (Zry:ll)(zjyrlr)

TG,

T, (2, (B2

(-1 :
[ ]

Un deuxieme analogue p-adique qui peut également étre obtenu a partir
d’une identité combinatoire est celui du théoreme de Saalschiitz [16], ce qui
donne le valeur a x = 1 d’une série saalschtiitzienne 3F,. Ceci et les autres
résultats de cette section traitent des valeurs de 3F,, au point singulier x = 1

I'équation différentielle.
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Théoréme 3.8 [[16/]

Supposons 0 < a,b,c,d,e <p—1,aveca+b+c=d+e—(p—1). Alors

a b c d e P(pdl)r(d )F(d )r(dbc
p-1Up-1Up-1Up-1p-1 Ty ()T (45T (45)T ()

7

Nous donnons ensuite un analogue p-adique du théoréme de Dixon [16]

qui donne le valeur a x = 1 d’une série 3F, bien - posé.

Théoréme 3.9 [[16]

Supposons 0 <2a <b<c<p-1,avecb+c—a<p—1. Alors

b+c— 2{1

2a b c . 2a-b_ 2a-c P(pal)rf’( )rp( ﬁ)Tp(
¢( 1+ 1+ ’1) - (_1 P( 2a )Fp(b 2a)1'~ (c 2a)rp(b+c a

p-1p-1p-1" p-1"" p-1

Théoréme 3.10 [106]
Supposons 2a <2b<2a+2b<p-1,et2a <2c <p-—1. Aors

20 2 c 1 2 +b 2 FP(%)TP(% + ;ﬁ)rp(z + M) p(z Cpazb

F( E :
p—1p-1p-12p-1p-1 TG+ NG+ NG+ STG+ 2

3.3 Applications

3.3.1 Les courbes elliptiques et les surfaces

Lors de ses manipulations sur la fonction zéta d"une hypersurface, B.Dwork
[7] a évalué la convergence d'un quotient de deux fonctions hypergéomé-
triques au point x = 1.

I1 est bien connu que les périodes classiques du différentiel, v = dX/2Y, du
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premier type de la courbe elliptique
=X(X-1)(X-A) (3.7)
satisfaite ’équation différentielle hypergéométrique
14 ’ 1
AL -MDu” +(1Q -2’ - Zu =0. (3.8)

on note que modulo p les seules solutions en séries entieres de (3.8) sont

(p-1)/2

=Y (G 39
=0

Et les produits de g avec les puissance A?. (i.e h(A) = APg(A))

On sait que

F(1) = 2Fy( )= Y (PN (3.10)
j=0

I\JI’—‘
I\JI*-‘

qui est l'unique solution de holomorphe a l'origine.
Dwork a également applique cette technique pour étudier les courbes ellip-

tique données par 1'équation :

XC+Y +2°-3AXYZ =0 (3.11)
dX o dX dw s .
Nous choisissons (—— v 915 (—)) (w, ﬁ) comme base pour les différentiels

du second type. Par un calcul bien connu les périodes correspondantes

w = (w1, wy) satisfont I'équation différentiel

dw 0 AA(1 - A)!
9w _ 3.12
oAl —(1-20)/1=M)A 312
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Au voisinage de A = 0, avec le cycle de faite est X = (F, F’) tel que F(A) =
ZFl(%/ %/ ]-/ 1)
On peut voir une application des fonctions hypergéométriques p-adiques

sur les surfaces de dégrée 4, qui sont données par 1'équation
X{+ X+ X5+ X, —4AX 1 XoX3X, = 0 (3.13)

Dwork a prouvé que le systeme d’équations différentielles pour les vecteurs
(1,1,1,1), (2,2,2,2), (3,3, 3, 3) est donné par

x 0 0 A/16(1— A%
ST=X| 4 0 —7A%40 -2 (3.14)
0 -4 6A3/(1-21%

Sionpose X = (Xi, X5, X3) alors par un calcul élémentaire, X; satisfait1’équa-

tion différentielle (t = A%)

d d 3 31.d 1
(41 - t)(a)B + (9t — 15t2)(E)2 + (E —~ Zt)a - E)Xl =0 (3.15)

11113
C’estl’équation dela fonction hypergéométrique généralisée 3 F 2(4_1' 11
et & oo 'équation différentielle dans X; la solution A"1F(1/A%), ot

E(t) = sFa ,Z;l,l;t) (3.16)

|

!
4/
3.3.2 Les nombres d’Apéry

La deuxiéme application des fonctions hypergéométriques p-adiques consiste
a utiliser ce concept pour aboutir a quelques congruances pour les nombres

d’Apéry qui sont définies pour n > 0 par :
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Les nombres d"Apéry a(n), b(n) et c(n) sont apparu dans les démonstrations
sur la mesure d’irrationalité de log2, et de la fonction zéta ((2) et C(3). Les
nombres d"Apéry a(n), b(n), d(n) et v(n) sont apparu dans les coefficients de
la solution de I'opérateur différentiel d’Apéry traité par Dwork [7].

Dans [17], Young a démontré les relations entre les nombres d’Apéry et les

fonctions hypergéométriques p-adiques.

Théoréme 3.11 [[16]

1) Sip =1 (mod 4), alors pour r > 0,

(-1 11

Ko @iy el )

2) Sip =1 (mod 4), alors pour r > 0,

b((p"—1)/2) _

111 .
M = 77(5, 35 1,1;1) (mod p'Z,)
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3) Sip =1 (mod8), alors pour r > 0,

d((p"-1)/2) _

111 )
M —9"‘(5,5, 5,1,1,—1) (mod p'Z,)

Corollaire 3.2 [16]
Pour M = 2,3,4 notons P, l'inverse du racine unitaire p-adique du polynome

Pyp(T) =1 — (4a* = 2p)T + p*T? quand p = a> + Mb?, a,b € Z, ona :
1) Sip =1 (mod 4), alors

11
Agp = 21:1(5, 5;1}—1)-

2) Sip =1 (mod4),alors

1
,34,p = 3F( ’ E; 1,1; 1)-

N =

1
2/
3) Sip =1 (mod8),alors

;1,1,-1).

7

NI~
N —

1
Boy = (-1)F1/2 3P2(§,
4) Sip =1 (mod 6), alors

1
—;1,1;4).
51114

N =

1
Bsp = 31:2(5,

5) Sip est un nombre premier pour lequel le p ieme polynome de Hecke H,(T)

associée a la forme cuspide Y(q) a une racine unitaire p-adique a;, 1 alors

1
/_;1/1/1;1 ’
> )

N =

11
ay = 41:3(5, >

dw 0 401 - A
— =w .
dA 1 —(1-21)/(1=M)A
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