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4 L .Souad <



Dédicace

A
Mes chers parents pour leur soutient et leurs prières,

Mon époux et mon enfant Racim,

Mes souers et mes frères,

Ma grande famille ,

tous ceux qui me sont chers...

,
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Notations et abréviations TABLE DES MATIÈRES

Notations et abréviations

R R ∪ {−∞,+∞}.
H espace de Hilbert

Ω est un domaine de Rd (d = 2 ou 3).

Γ la frontière de Ω supposée régulière .

C([0, T ], H) espace des fonctions continues de [0,T] à valeurs dans H .

co(A) enveloppe convexe d’un sous ensembleA.

co(A) enveloppe convexe fermée de A.

int(A) intérieur deA.

adh(C) adhérence d’un ensembleC.

ιC(·) la fonction caractéristique d’un ensembleC.

5f(x0) le gradient de f au point x0.

Div(f) la divergence de la fonction f.

ν La normale unitaire sortante à Γ.

p.p presque par tout.

‖·‖C([0,T ],H) La norme de C([0, T ], H).

〈·, ·〉 le produit scalaire de H.

(·, ·) les crochets de dualités.

⇀ convergence faible.

∂f(x0) le sous différentiel de f au point x0.

NC(·) le cone normal à C.

dH la distance de Hausdorff.

domf domaine effectif de la fonction f.

D(F ) domaine effectif de la multi-applicationF.

epi f epigraphe de f.

δC(·) fonction indicatrice deC.

PC(·) projection sur l’ensembleC.

Br/B̄r boule ouverte/fermée de rayon r.

s.c.i semi-continue inférieurement.

L∞([0, T ], H) espace des applications essentiellement bornées définies sur [0, T ]

L2([0, T ], H) espace des applications essentiellement bornées définies sur [0, T ]

à valeurs dansH.
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Introduction

Ce mémoire est consacré à l’étude des inclusions différentielles associées à des cônes

normaux. Ce type de problème a été introduit en 1971 dans un célèbre exposé de J.J.Moreau.

En effet, dans [9] ce dernier a introduit et a étudié minutieusement le problème suivant qui

est connu sous le nom de processus de rafle :{
u′(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0),

où NC(t)(u(t)) dénote le cône normal au sens de l’analyse convexe à l’ensemble

convexe C(t) au point u(t).

L’interprétation mécanique de ce problème est comme suit : quand u(t) se trouve

à l’intérieur de C(t) le cône normal se réduit à zéro et donc, la vitesse du point est nulle,

c-à-d le point ne bouge pas. Par contre, tout contact du point u(t) avec la frontière de

l’ensemble C(t) produit un choc qui repousse ce point avec une vitesse opposée à la normale

de l’ensemble.

Le processus de rafle intervient dans beaucoup de domaine comme dans l’élastoplasticité,

en contrôle optimale, en médecine avec la modélisation de canaux de médicaments, en

modélisation de mouvement de foule, circuit électrique non réguliers, etc... .

Récemment, dans [1] les auteurs ont proposé une nouvelle variante du processus de

rafle avec des contraintes sur la vitesse :{
A1u

′(t) + A0u(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u
′(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,

Où A0, A1 : H −→ H sont deux opérateurs linéaires bornés. Ils ont montré le caractère bien

posé pour cette variante sous la bornitude de C. Des applications sur les circuits électriques

non-réguliers ont été fournis. Le cas des contraintes non bornées C a été relaxé dans [2].

Dans ce mémoire, nous allons détailler les résultats prouvés dans [1]. En fait, pour

démontrer le caractère bien posé de notre problème nous allons utiliser une discrétisation

temporelle combinée avec la construction d’une suite de Cauchy via une interpolation linéaire

4
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qui converge fortement vers une solution unique de (2). Nous rappelons dans le chapitre 1

quelques notations de base, des définitions et des résultats qui sont utilisés dans tout le

mémoire. Dans le chapitre 2, le caractère bien-posé de ( 2) est soigneusement étudié en

utilisant une discrétisation temporelle . Enfin, des applications de nos résultats théoriques

aux circuits électriques non-réguliers font l’objet de dernier chapitre.
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Chapitre 1
Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous

seront très utiles tout au long de ce mémoire. On commence par quelques notations, puis

nous présentons quelques concepts d’analyse convexe et d’analyse fonctionnelle.

1.1 Ensembles convexes

Définition 1.1.1 (Ensembles convexes). Un sous-ensemble C de H est dit convexe si

∀x, y ∈ C ∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ C.

Figure 1.1 – A convexe, B non convexe.

Exemple 1.1.1.

1. H et ∅ sont convexes.

2. Les convexes de R sont les intervalles de R.

3. Une boule ouverte ou fermée est convexe.

6
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1.2 Fonctions convexes

Définition 1.2.1 (Domaine effectif). Soient H un espace de Hilbert et une fonction J :

H −→ R. On appelle domaine effectif de J l’ensemble défini par :

domJ := {x ∈ H : J(x) < +∞}.

Définition 1.2.2 (Fonction propre). La fonction J est dit propre si domf 6= ∅.
et J(x) 6= −∞, ∀x ∈ H.

Définition 1.2.3 (Fonction convexe). On dit qu’une fonction J : H −→ R est convexe si

pour tout x, y ∈ domJ et pour tout t ∈ [0, 1] on a :

J(tx+ (1− t)y) ≤ tJ(x) + (1− t)J(y).

Exemple 1.2.1. Soient B : H −→ H une application linéaire symétrique et une fonction

f : H −→ R définie par f(x) =< Bx, x > alors :

B est semi-définié positive si et seulement si f est convexe.

Définition 1.2.4 (Épigraphe). On appelle épigraphe d’une fonction J : H −→ R l’en-

semble défini par :

epiJ := {(x, t) ∈ H × R : J(x) ≤ t}.

Figure 1.2 – Exemples Épigraphe des fonctions usuelles.

propriété 1.2.1.

1. J est convexe si et seulement si son épigraphe est fermé dans H × R.

2. Si J1 et J2 sont des fonctions convexes, alors J1 + J2 est convexe.

3. (Ji)i∈I est une famille de fonctions convexe alors l’enveloppe supérieure des (Ji)

est convexe c’est-à-dire la fonction J définie par :

J(x) = sup
i∈I

Ji(x)

est convexe.
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1.3 Topologie faible

Soient E un espace de Banach et E ′ son dual topologique i.e., E ′ = {f : E −→
R, f linéaire continue} tel que pour tout f ∈ E ′,

‖f‖E′ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|〈f, x〉| .

On désigne par ϕf : E −→ R l’application définie par ϕf (x) = 〈f, x〉 . Lorsque f décrit E ′

on obtient une famille (ϕf )f∈E′ d’applications de E dans R.

Définition 1.3.1. La topologie faible σ(E,E′) sur E est la topologie la moins fine sur E

(avec le minimum d’ouverts) rendant continues toutes les applications (ϕf )f∈E′ .

Définition 1.3.2. On dit qu’une suite (xn)n est converge vers x pour la topologie faible

(xn
n→∞
⇀ x) si et seulement si (f, xn)

n→∞−→ (f, x) ,∀f ∈ E ′.

Remarque 1.3.1. Si E est un espace de Hilbert donc on peut identifier E ′ par E, alors

xn
n→∞
⇀ x⇔ 〈y, xn〉 n→∞−→ 〈y, x〉 ,∀y ∈ E .

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire de E.

Proposition 1.3.1. [5] Tout ensemble borné B dans un espace de Hilbert H est faiblement

relativement compact i.e. de toute suite (wn)n de B, il existe w ∈ H et une sous-suite

extraire (wnk
)k tels que (wnk

)k converge faiblement vers w dans H i.e.

∀ϕ ∈ H : 〈wnk
, ϕ〉 −→ 〈w,ϕ〉, quand k −→∞.

Proposition 1.3.2. [5] Soit C un convexe fermé de E, alors C est faiblement fermé.

1.4 Semi-continuité

Pour une fonction J : H −→ R nous pouvons définir la semi-continuité.

Définition 1.4.1 (Semi-continuité inférieure). Une fonction J : H −→ R est semi-

continue inférieurement sur H (en abrégé s.c.i) si pour toute suite (xn)n∈N convergente

vers x, on a :

lim inf
n→+∞

J(xn) ≥ J(x)

Exemple 1.4.1. Soit A : H −→ H une application linéaire, symétrique et semi- définié

positive, alors

la fonction f : H −→ R définie par f(x) = 〈Ax, x〉 est s.c.i sur H.

En effet,

Soit xn une suite converge vers x dans H alors par la linéarité de A, on a

f(x− xn) = 〈A(x− xn), x− xn〉
= 〈Ax, x〉 − 〈Ax, xn〉 − 〈Axn, x〉+ 〈Axn, xn〉
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Par la symétrie de A et du produit scalaire, on a

f(x− xn) = 〈Ax, x〉 − 2〈Ax, xn〉+ 〈Axn, xn〉
= f(x)− 2〈Ax, xn〉+ f(xn)

Et comme A est semi-définie positive, on déduit que

f(x)− 2〈Ax, xn〉+ f(xn) ≥ 0

Or

2〈Ax, xn〉 − f(x) ≤ f(xn)

Il est clair que 〈Ax, xn〉 −→ 〈Ax, x〉 = f(x) quand n −→ ∞ (par la continuité du produit

scalaire), donc en passant à la limite inférieure, on obtient

f(x) ≤ lim inf
n−→∞

f(xn)

D’où le résultat.

Remarque 1.4.1.

1. J est s.c.s si (−J) est s.c.i .

2. J est continue si et seulement si J est s.c.s et s.c.i. à la fois.

propriété 1.4.1.

1. J est s.c.i si et seulement si son épigraphe est fermé dans H × R.

2. Si J1 et J2 sont s.c.i alors J1 + J2 est s.c.i.

3. (Ji)i∈I est une famille de fonctions s.c.i alors l’enveloppe supérieure des (Ji) est

s.c.i.

Définition 1.4.2. Une fonction f : H −→ R est faiblement semi-continue inférieurement

sur H si pour tout xn ⇀ x, on a

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x).

Remarque 1.4.2. Toute fonction faiblement s.c.i alors elle est s.c.i mais la réciproque est

n’est pas vraie en générale, elle est juste sous la convexité de la fonction.

Exemple 1.4.2. Soit A : H −→ H une application linéaire, symétrique et semi-définie

positive, alors

la fonction f : H −→ R définie par f(x) =< Ax, x > est faiblement s.c.i sur H.

Théorème 1.4.1. [3] Soit E un espace vectoriel topologique compact et soit f : E −→ R
une fonction s.c.i,alors f atteint son minimum sur E.
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1.5 Sous-différentiel et cône normal

Définition 1.5.1 (Sous-différentiel). Soient H un espace de Hilbert et f une fonction

convexe, propre et définie de H à valeurs dans R et x0 ∈ dom(f).

Le sous-différentiel de f au point x0, noté ∂f(x0) est le sous-ensemble de H défini par :

∂f(x0) := {ξ ∈ H : f(x) ≥ f(x0) + 〈ξ, x− x0〉 , ∀x ∈ H} .

Figure 1.3 – Le sous différentiel (animation).

Remarque 1.5.1. Si x0 /∈ dom(f), alors ∂f(x0) = ∅.

Exemple 1.5.1.

Considérons la fonction

f : R −→ R
x 7−→ f(x) = |x| .

∂f(0) = [−1, 1]. En effet,

∂f(0) = {y ∈ R : f(x) ≥ f(0) + 〈y, x〉 ∀x ∈ R}
= {y ∈ R : |x| ≥ x · y ∀x ∈ R}
= {y ∈ R : x y ≤ x, ∀x > 0} ∩ {y ∈ R : x y ≤ −x, ∀x < 0} ∩ R

= {y ∈ R : y ≤ 1} ∩ {y ∈ R : y ≥ −1} ∩ R

= [−1, 1].

Proposition 1.5.1. Si f : H −→ R convexe et différentiable en x0 alors

∂f(x0) = {5f(x0)}.

Définition 1.5.2 (Cône). Un sous-ensemble C ⊂ H est un cône si

∀x ∈ C , ∀λ ≥ 0 , λx ∈ C.
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Définition 1.5.3 (Cône normal). Soit C ⊂ H un sous-ensemble convexe et x0 ∈ C. On

appelle cône normal de C au point x0 l’ensemble noté NC(x0) défini par :

NC(x0) = {ξ ∈ H : 〈ξ, x− x0〉 ≤ 0, ∀x ∈ C}.

On vérifie aisément que NC(x0) est un cône convexe et fermé et que {0} ∈ NC(x0).

Figure 1.4 – Exemple de Cônes normaux.

Théorème 1.5.1. Soit E un espace vectoriel normé, C ⊂ E un sous-ensemble convexe tel

que int(C) 6= ∅. Alors si x ∈ int(C), on a NC(x) = {0} .

Preuve. Soit v ∈ NC(x) =⇒ v = 0 ?

x ∈ int(C) =⇒ ∃δ > 0 x+ δB(0, 1) ⊂ C,

〈v, x+ δe− x〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1),

〈v, δe〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1),

〈v, e〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1).

Soit r > 0 suffisamment petit telle que rv ∈ B(0, 1)

〈v, rv〉 ≤ 0 =⇒ r ‖v‖2 ≤ 0,

=⇒ ‖v‖ = 0 =⇒ v = 0.

Proposition 1.5.2. Soit C un sous-ensemble convexe de H et x, y ∈ H tel que

x+ y ∈ C, −x ∈ C alors :

1) NC(x+ y) = NC−y(x) .

2) NC(−x) = −N−C(x) .

Preuve.

1) soit z ∈ NC(x+ y)⇐⇒ 〈z, w − x− y〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,
⇐⇒ 〈z, (w − y)− x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,
⇐⇒ z ∈ NC−y(x) .
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2) soit z ∈ NC(−x)⇐⇒ 〈z, w + x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,
⇐⇒ 〈−z,−w − x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,
⇐⇒ −z ∈ N−C(x) .

D’où le résultat.

1.6 Fonction indicatrice

Définition 1.6.1. Soit C un sous-ensemble non vide de H, la fonction indicatrice associée

à C est définie par :

δC(·) : H −→ R

x 7−→ δC(x) =

{
0 si x ∈ C,
+∞ si x /∈ C.

Figure 1.5 – Fonction indicatrice.

Remarque 1.6.1.

1. dom(δC) = C et epi(δC) = C × [0,+∞].

2. La fonction δC(·) est convexe si et seulement si C est convexe de H.

3. La fonction δC(·) est s.c.i si et seulement si C est fermé dans H.

Proposition 1.6.1. Soit C un sous-ensemble non vide et convexe de H, et x0 ∈ H, alors

∂δC(x0) =

∅ si x0 /∈ C.
NC(x0) si x0 ∈ C.
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Preuve. .

* Si x0 /∈ C, on a évidemment que ∂δC(x0) = ∅.
* Si x0 ∈ C, on va montrer que ∂δC(x0) = NC(x0) .

Soit ξ ∈ ∂δC(x0), alors

〈ξ, x− x0〉 ≤ δC(x)− δC(x0), ∀x ∈ H.

En particulier pour x ∈ C on a

〈ξ, x− x0〉 ≤ 0 ,∀x ∈ C.

Or ξ ∈ NC(x0) .

Inversement, si ξ ∈ NC(x0) alors

〈ξ, x− x0〉 ≤ 0 ,∀x ∈ C
Or 〈ξ, x− x0〉 ≤ δC(x)− δC(x0) ,∀x ∈ C.

De plus 〈ξ, x − x0〉 ≤ δC(x) − δC(x0) ,∀x ∈ H (puisque δC(x) = +∞, si x /∈ C),

donc ξ ∈ ∂δC(x0).

D’où le résultat.

1.7 Fonction support

Définition 1.7.1. On appelle fonction support de C ⊂ H qu’on note σ(C, ·) la fonction

définie sur H par :

σ(C, ·) : H −→ R
ξ 7−→ σ(C, ξ) = sup

x∈C
〈ξ, x〉.

Le domaine de σ(C, ·) est appelé le cône barriére de C et souvent désigné par b(C) :=

dom(σ(C, ·)).

Exemple 1.7.1.

1. Si C = {x}, alors σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.
2. Si C = B, alors σ(C, ξ) = ‖ξ‖.
3. Si C est un cône, alors σ(C, ξ) = δC(ξ) et b(C) = C−.

4. Si C est un sous-espace vectoriel, alors σ(C, ξ) = δC⊥(ξ) et b(C) = C⊥.

Proposition 1.7.1.

1. Pour tout C ⊂ H non vide la fonction support est sous-additive, positivement ho-

mogène (i.e. σ(C, ξ1 + ξ2) ≤ σ(C, ξ1) + σ(C, ξ2) et σ(C, λξ) = λσ(C, ξ) ∀λ > 0).

2. Pour tout C1, C2 ⊂ H, et ξ ∈ H, nous avons : σ(C1 + C2, ξ) = σ(C1, ξ) + σ(C2, ξ) et

σ(C1 ∪ C2, ξ) = max(σ(C1, ξ), σ(C2, ξ)).

Remarque 1.7.1. soit C un ensemble non vide de H :
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1. δ∗C(y) = sup
x∈H
{〈y, x〉 − δC(x)} = sup

x∈C
〈y, x〉 = σC(y) , ∀ y ∈ H .

Donc la fonction support est la conjuguée de l’indicatrice.

2. D’après la proposition précédente la fonction support σ(C, ·) est convexe sur H même

si l’ensemble C n’est pas convexe de H.

3. La fonction support est propre et s.c.i même si l’ensemble C n’est pas fermé de H.

Proposition 1.7.2. Soit C un sous-ensemble non vide et convexe de H et x un élément

de C, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.

Preuve. Soit y ∈ C, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ 〈ξ, y − x〉 ≤ 0

⇔ 〈ξ, y〉 ≤ 〈ξ, x〉.

En appliquant le sup sur y on obtient :

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) ≤ 〈ξ, x〉.

Comme x ∈ C, on a σ(C, ξ) ≥ 〈ξ, x〉, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.

D’où le résultat.

Lemme 1.7.1. Soient C1 et C2 deux sous-ensembles d’un espace de Hilbert H, et z ∈ H
Supposons que d = dH(C1, C2) < +∞ (c’est-à-dire C1 et C2 ne sont pas vides), alors nous

avons

|σ(C1, z)− σ(C2, z)| ≤ ‖z‖dH(C1, C2). (1.1)

Preuve. D’après la définition de Distance de Hausdorff on a

sup
x∈C1

dC2(x) ≤ d = dH(C1, C2).

Par conséquent, C1 ⊂ C2 + dB̄. D’autre part, nous avons :

σ(C1, z) = sup
x∈C1

〈z, x〉 ≤ sup
x∈C2+dB̄

〈z, x〉 = sup
x∈C2

〈z, x〉 + d sup
x∈B̄
〈z, x〉 = σ(C2, z) + d‖z‖.

Donc,

σ(C1, z)− σ(C2, z) ≤ ‖z‖dH(C1, C2).

Puisque C1 et C2 jouent un rôle symétrique,

on obtient (1.1)
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1.8 Distance de Hausdorff

Définition 1.8.1 (Fonction distance). Soit C ⊂ H une partie non vide.

La fonction distance associée à C est définie par : dC(x) := inf
y∈C
‖x− y‖.

Proposition 1.8.1. Soit C ⊂ H une partie non vide, alors

1. dC(x) = 0⇔ x ∈ adh(C).

2. La fonction distance est continûment Lipschitzienne de rapport égale à 1.

Définition 1.8.2 (Distance de Hausdorff). Soient H un espace de Hilbert, C1 et C2 deux

sous-ensembles fermés non vide de H. On appelle distance de Hausdorff entre C1 et C2 la

fonction numérique dH(·, ·) définie par :

dH(C1, C2) := sup
y∈H
| dC1(y)− dC2(y) |

:= max(, sup
x∈C2

dC1(x)).

Proposition 1.8.2. Soient C1, C2 ⊂ H deux sous-ensembles non vide et fermés de H alors :

dH(C1, C2) ≤ ε⇔ C1 ⊂ C2 + εB et C2 ⊂ C1 + εB, ε > 0.

Preuve. Supposons que dH(C1, C2) ≤ ε, donc d’après la définition précédente, nous avons

| dC1(y)− dC2(y) |≤ dH(C1, C2) ≤ ε, ∀ y ∈ H. (1.2)

Soit y ∈ C1, comme ce dernier est un fermé de H, alors de (1.2) on a :

dC2(y) ≤ ε. (1.3)

soit z ∈ C2 une projection de y sur C2 (puisque C2 est un fermé de H de plus cette projection

n’est pas unique ), alors de (1.3) on a :

‖y − z‖ := dC2(y) ≤ ε.

Or y − z ∈ εB i.e. y ∈ C2 + εB.

D’où C1 ⊂ C2 + εB, et de même façon on trouve que C2 ⊂ C1 + εB.

Inversement, supposons que C1 ⊂ C2 + εB et C2 ⊂ C1 + εB, ε > 0.

Soit x ∈ C1, alors x = z + e, e ∈ εB et

dC2(x) ≤ ‖z − x‖ = ‖e‖
≤ ε.

Or sup
x∈C1

dC2(x) ≤ ε, et de même façon on trouve que sup
x∈C2

dC1(x) ≤ ε .

Et par suite dH(C1, C2) ≤ ε.
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1.9 Multi-applications et continuité

Définition 1.9.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. On appelle Multi-application

(ou fonction multivoque) de X dans Y tout application T de X dans P(Y ) (ensembles des

parties de Y ) et on note T : X −→P(Y ) ou T : X ⇒ Y . Alors ∀x ∈ X : T (x) ⊂ Y est un

sous-ensemble de Y .

Définition 1.9.2. On appelle domaine (effectif) de T qu’on le note D(T ) le sous-ensemble

de X défini par :

D(T ) = {x ∈ X : T (x) 6= ∅}.

Et l’image de T noté R(T ) le sous-ensemble de Y défini par :

R(T ) = {y ∈ Y/∃x ∈ X : y ∈ T (x)} =
⋃

x∈D(T )

T (x).

Définition 1.9.3. On appelle graphe de T et on le note gph(T ) le sous-ensemble de X × Y
défini par :

gph(T ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(T ), y ∈ T (x)} .

Remarque 1.9.1.

1. Si l’ensemble T (x) contient au plus un élément on dira que T et univoque .

2. T−1 est la Multi-application dont le graphe est symétrique de celui de T i.e.

y ∈ T−1(x)⇔ x ∈ T (y), on a évidemment D(T−1) = R(T ).

3. L’ensemble des Multi-applications est ordonné par l’inclusion des graphes :

T1 ⊂ T2 ⇔ pour tout x ∈ X , T1(x) ⊂ T2(x).

1.10 Opérateurs maximaux monotones

Notion d’opérateur monotone

Définition 1.10.1 (Opérateur monotone). L’opérateur T : H ⇒ H est dit monotone si

∀u, v ∈ D(T ) ∀u1 ∈ T (u),∀v1 ∈ T (v), 〈v1 − u1, v − u〉 ≥ 0.

Proposition 1.10.1. Soit f une fonction convexe propre sur H. Alors le sous-différentiel

de f est un opérateur monotone.

Preuve. :

∂f est monotone ⇔ ∀x1, x2 ∈ D(∂f), ∀y1 ∈ ∂f(x1), ∀y2 ∈ ∂f(x2), 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Soient x1, x2 ∈ D(∂f) et y1 ∈ ∂f(x1), y2 ∈ ∂f(x2).

y1 ∈ ∂f(x1)⇔ f(x) ≥ f(x1) + 〈y1, x− x1〉 , ∀x ∈ H, (1.4)

y2 ∈ ∂f(x2)⇔ f(x) ≥ f(x2) + 〈y2, x− x2〉 , ∀x ∈ H, (1.5)
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on a en particulier pour x = x2 dans (1.4) et pour x = x1 dans (1.5), f(x2) ≥ f(x1) +

〈y1, x2 − x1〉 et f(x1) ≥ f(x2) + 〈y2, x1 − x2〉, par addition

〈y1, x2 − x1〉+ 〈y2, x1 − x2〉 ≤ 0, donc 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

D’où la monotonie de ∂f.

Remarque 1.10.1. Si T1 et T2 sont des opérateurs monotones, alors T1+T2 est un opérateur

monotone .

Notion d’opérateur maximale monotone

L’ensemble des opérateurs monotones de H est inductif pour l’inclusion des graphes

se qui justifie la définition suivante :

Définition 1.10.2 (Opérateur maximal monotone). Un opérateur T : H ⇒ H est dit

maximal monotone s’il est monotone et s’il n’existe pas d’opérateur monotone G : H ⇒ H

tel que gph(T ) ⊂ gph(G).

Figure 1.6 – Graphe d’un opérateur non monotone (à gauche) et version monotone (en

centre) et version maximale monotone (à droite).

Proposition 1.10.2. [6] Soit un opérateur T : H ⇒ H. Il y a équivalence entre les propriétés

suivantes :

1. T est maximal monotone.

2. T est monotone et R(I + T ) = H.

Exemple 1.10.1. Soit T : H ⇒ H un opérateur maximal monotone de H, les opérateurs

T−1 et λT pour λ > 0 sont maximaux monotones.

Corollaire 1.10.1. [7] Soit T : H −→ H un opérateur monotone et continu. Alors T est

maximal monotone.

Proposition 1.10.3. [6] Soit f une fonction convexe propre sur H. Si f est semi-continue

inférieurement alors le sous-différentiel de f est maximal monotone.
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Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.10.1. [6] Soit f une fonction convexe propre sur H et α ≥ 0. La fonction convexe

x 7→ f(x) +
α

2
‖x− y‖2 atteint son minimum en x0 si et seulement si α(y − x0) ∈ ∂f(x0)

Revenons maintenant à la preuve de la proposition 1.10.3.

Preuve. :

On sait déjà d’après la Proposition 1.10.1 que ∂f est monotone, donc il reste à démontrer

que R(I + ∂f) = H. Il est clair que R(I + ∂f) ⊂ H. Montrons que H ⊂ R(I + ∂f).

Soit y ∈ H, donc y ∈ R(I + ∂f) ⇔

y ∈
⋃

x∈D(I+∂f)

(I + ∂f)(x)⇔ ∃ x0 ∈ D(I + ∂f) tel que : y ∈ (I + ∂f)(x0),

⇔ ∃ x0 ∈ D(I + ∂f) tel que : y ∈ x0 + ∂f(x0).

La fonction x 7→ f(x) +
1

2
‖x− y‖2 est convexe s.c.i et tend vers +∞ lorsque ‖x‖ 7→ +∞,

donc d’après le Théorème 1.13.1 elle atteint son minimum en x0 ∈ H ce qui implique d’après

le Lemme 1.10.1 que y ∈ x0 +∂f(x0). D’où ∂f est maximal monotone d’après la Proposition

1.10.2.

Remarque 1.10.2. D’après la proposition précédente (et la remarque 1.6.1), on peut dire

que : si C est un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de H alors le cône normale de

C est un opérateur maximal monotone.

Surjectivité et somme d’opérateurs maximaux monotones

T étant un opérateur maximal monotone, on peut trouver facilement des conditions

suffisantes pour que T soit surjectif.

Définition 1.10.3 (Opérateur coercif). On dit que un opérateur T : H ⇒ H est coercif

si pour tout (xn, yn) ∈ gph(T ) tel que limn→+∞ ‖ xn ‖= +∞, nous avons

lim
n→+∞

< xn − x0, yn >

‖ xn ‖
= +∞ ,∀x0 ∈ H. (1.6)

Autrement dit, T est coercif s’il existe β > 0 tel que :

〈Tx, x〉 ≥ β‖x‖2, ∀ x ∈ H.

Corollaire 1.10.2. [6] Soit T un opérateur maximal monotone avec D(T )borné , alors T

est surjectif.

Étant donnés A et B maximaux monotones, l’opérateur A+B est monotone mais,

en générale, il n’est pas maximal monotone (puisque son domaine peut être vide).

Corollaire 1.10.3. [6] Soient A,B : H ⇒ H deux opérateurs maximaux monotones. si

(D(B) ∩ int(D(A)) 6= ∅, alors A+B est maximal monotone.
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1.11 Fonctions absolument continues

Définition 1.11.1. On dit qu’une fonction v de [0, T ] dans H est absolument continue si

pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour toute suite d’intervalle In =]αn, βn[ deux à deux

disjointes vérifiant
∑
n

|αn − βn| 6 η, on ait
∑
n

‖v(αn)− v(βn)‖ 6 ε.

Théorème 1.11.1. Une fonction v : [0, T ] −→ H est absolument continue si et seulement

si elle est intégrale de sa dérivée, c’est à dire :

v(t)− v(0) =

t∫
0

v′(s)ds ,∀ t ∈]0, T [.

On voit bien qu’une fonction absolument continue est continue par contre la réciproque est

fausse.

Remarque 1.11.1.

1. Toute fonction lipschitzienne est absolument continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable p.p.

Lemme 1.11.1. Soit u : [0, T ] −→ H une fonction continue telle que u′(t) ∈ H, et soit B

un opérateur linéaire, borné et symétrique sur H, alors

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = 2〈u′(t), Bu(t)〉, p.p t ∈ [0, T ].

Preuve.

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = lim

h−→0

1

h
(〈Bu(t+ h), u(t+ h)〉 − 〈Bu(t), u(t)〉)

= lim
h−→0

1

h
(〈B(u(t+ h) + u(t)− u(t)), u(t+ h)〉 − 〈Bu(t), u(t)〉)

Par la linéarité de B :

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = lim

h−→0

1

h
〈B(u(t+ h)− u(t)), u(t+ h)〉+ lim

h−→0

1

h
(〈Bu(t), u(t+ h)〉 − 〈Bu(t), u(t)〉)

Par la continuité de B, u et du produit scalaire, on a

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = 〈Bu(t)′, u(t)〉+ 〈Bu(t), u(t)′〉

La symétrie de B et du produit scalaire donne :

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = 2〈u(t)′, Bu(t)〉.
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1.12 Inégalités de Grönwall

Lemme 1.12.1 (version discret). Soit α > 0 et (un), (βn) sont suites non négatives satis-

faites :

un ≤ α +
n−1∑
k=0

βkuk, ∀n = 0, 1, 2...(avec β−1 := 0).

Alors, pour tout n, nous avons

un ≤ α exp(
n−1∑
k=0

βk).

Lemme 1.12.2 (version continue). Soit T > 0 et a(·), b(·) ∈ L1([0, T ];R) avec b(t) ≥ 0

pour tout t ∈ [0, T ]. soit w : [0, T ] −→ R+ une fonction absolument continue satisfaite :

(1− α)w′(t) ≤ a(t)w(t) + b(t)wα(t), p.p. t ∈ [0, T ].

Où 0 ≤ α < 1. alors pour tout t ∈ [0, T ], on a :

w1−α(t) ≤ w1−α(0) exp(

∫ t

0

a(τ)dτ) +

∫ t

0

exp(

∫ t

s

a(τ)dτ)b(s)ds.

1.13 Quelque résultats de compacité

Définition 1.13.1 (Variation d’une fonction). La variation d’une fonction u : [0, T ] −→ H

notée var(u) ou var(u, [0, T ]) est définie par

var(u) = sup
n

{
n−1∑
i=0

‖u(ti+1)− u(ti)‖ , n ∈ N

}
,

où 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < xn = T est une partition de [0, T ].

On dit que u est à variation bornée, si var(u) <∞.

Exemple 1.13.1. [8, p.6]

• Toute fonction u : [0, T ] −→ H lipschitzienne est à variation bornée.

• Toute fonction u : [0, T ] −→ R croissante est à variation bornée.

Théorème 1.13.1 (Compacité). [8, p.7] Soient H un espace de Hilbert et (un)n∈N une suite

de fonctions, un : [0, T ] −→ H uniformément bornées en norme et en variation i.e.

‖un(t)‖ ≤M1, n ∈ N, t ∈ [0, T ] et var(un) ≤M2, n ∈ N,

pour toute M1,M2 > 0 indépendantes de n et t ∈ [0, T ]. Alors il existe une sous suite (unk
)k∈N

et une fonction u : [0, T ] −→ H tels que

var(u) ≤M2,

et

unk
(t) ⇀ u(t) dans H ∀ t ∈ [0, T ] dans H.
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Lemme 1.13.1. [8, p.7] Soit (un)n∈N une suite de H faiblement convergente vers u dans H,

alors

1. ‖u‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖ .

2. Si un ∈ C+ B̄(0, εn) pour tout C ⊂ H convexe fermé et (εn)n∈N une suite de R∗+ telle

que εn → 0, alors u ∈ C.

Lemme 1.13.2. [8, p.8] Soit (un)n∈N une suite de fonctions, un : [0, T ] −→ H telle que

un
∗
⇀ u∗ dans L∞([0, T ];H), i.e.

T∫
0

〈un(t), ϕ(t)〉 dt −→
T∫

0

〈u∗(t), ϕ(t)〉 dt, n→∞ ∀ϕ ∈ L1([0, T ];H).

Supposons que

1. C(t) ⊂ H est convexe fermé ∀ t ∈ [0, T ],

2. C(·) est L-lipschitzienne sur [0, T ].

Soit

φ(u) =

T∫
0

σ(u(t), C(t)), dt pour u ∈ L∞([0, T ];H).

Alors φ est semi-continue inférieurement, i.e, φ(u∗) ≤ lim inf
n→∞

φ(un).

Lemme 1.13.3. [10] Soit u : [0, T ] −→ H une fonction absolument continue. Alors

(a)

T∫
0

〈u′(t), u(t)〉 dt =
1

2
‖u(T )‖2 − 1

2
‖u(0)‖2 .

(b)
1

2

(
d

dt
‖u(t)‖2

)
= 〈u′(t), u(t)〉 = ‖u(t)‖2 .



Chapitre 2
Inégalité variationnelle d’évolution

Introduction

La formulation mathématique du processus de rafle (sweeping process) introduit par

J.J. Moreau est donnée par :{
u′(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0),
(2.1)

où NC(t) désigne le cône normal associé à l’ensemble fermé et convexe C(t) dans un espace

de Hilbert H.

Dans [1], les auteurs ont étudié le nouveau modèle suivant :{
A1u

′(t) + A0u(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u
′(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,
(2.2)

où C(·) est un ensemble mobile borné, A0, A1 : H −→ H sont deux opérateurs bornés,

symétriques, linéaires et monotones et f : [0, T ] −→ H est une fonction continue.

Dans ce mémoire, nous déttailler la méthode utilisé dans [1] .

Notre objectif est de Trouver u : [0, T ] −→ H vérifiant :{
A1u

′(t) + A0u(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u
′(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,
(2.3)

sous les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1 : Ai : H → H sont des opérateurs linéaires bornés, symétriques et semi-définis

positifs (i.e. ; 〈Aix, x〉 ≥ 0,∀x ∈ H pour i = 0, 1).

Hypothèse 2 : pour chaque t ∈ [0, T ] : C(t) 6= ∅ est un ensemble convexe fermé, C(0) ⊂ RB

avec une constante positive R > 0, et t 7−→ C(t) est L Lipschitzienne .en ce sens qu’il existe

une fonction continue u(.) non décroissante :[0, T ] −→ H avec u(0) = 0 et tel que

22
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|d(y, C(t))− d(y, C(s))| ≤| v(s)− v(t) | pour tout y ∈ H et s, t ∈ [0, T ].

Hypothèse 3 : f : [0, T ] −→ H est une fonction continue tel que : ‖ f(t) ‖≤ β.

Remarque :

- Dans hypothèse 2 supposons que au moins C(0) borné (donc C(t) est borné )

Cette hypothèse est indispensable dans notre travail.

- Nous devons etre prudent avec une telle variante ! . En effet, meme dans le cas simple ou

A0 et A1 sont les opérateurs nuls, le système (2.2) se réduit à :

f(t) ∈ NC(t) (u′(t)) avec u(0) = u0. (2.4)

(2.4) n’a pas toujours de solutions

En effet , l’exemple suivante montre la nécessite de la bornétude :

• Exemple : C(t) = [t,+∞[⊂ R et f(t) = 1, alors (2.4) n’a pas de solution dans [0, T ] .

2.1 Résultat principal

Tout d’abord, qu’est-ce qu’on entend par solution du problème non linéaire (2.2) ?

Définition 2.1.1. Une fonction u : [0, T ] −→ H est une solution de (2.2), si les conditions

suivantes sont vérifiées :

1) u(0) = u0.

2) u(·) est différentiable presque partout sur ]0, T [.

3) u′(t) ∈ C(t) p.p sur [0, T ].

4) A1u
′(t) + A0u(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u

′(t)) p.p sur [0, T ].

Lemme 2.1.1. Si les hypothèses 1, 2 et 3 sont satisfaites alors pour toute condition initiale

u0 ∈ H le problème (2.2) admet une seule solution continûment lipschitzienne .

Avant montré notre résultat principale ,nous allons montrer le caractère bien défini

de l’algorithme .

Proposition 2.1.1. si les hypothèses 1, 2 et 3 sont satisfaites alors l’algorithme suivante

est bien posé .

Algorithme :

Pour chaque n ∈ N, on considère la partition suivante de l’intervalle I := [0.T ]

µn =
T

n
0 ≤ i ≤ n tni+1 := tni + µn

Ini :=]tni , t
n
i+1], 0 ≤ i ≤ n− 1



2.1. Résultat principal 24


un(tni ) := uni

un(tni+1) := uni+1

fni+1 := fn(t)

D’parés le développement de Taylor on a :

on pose zni+1 ∈ C(tni+1) tel que : uni+1 := uni + µnz
n
i+1

zni+1 =
uni+1−uni

µn

Alors

A1z
n
i+1+A0u

n
i+1−fni+1 ∈ −Ntni+1

(zni+1) ⇒ A1z
n
i+1+A0u

n
i +A0µnz

n
i+1−fni+1 ∈ −NC(tni+1)(zni+1)

Donc,

−A0u
n
i + fni+1 ∈ (NC(tni+1) + A1 + A0µn)(zni+1)

Maintenant nous montrons que (NC(tni+1) + A1 + A0µn) est surjective c’est a dire

(NC(tni+1) + A1 + A0µn) est maximale monotone avec C(t) borné

preuve : a) (NC(tni+1) + A1 + A0µn) maximale monotone ?

D’après hypothèses 1 et le corollaire (1.10.1) on a (A1 + A0µn) est maximale monotone

et on a d’après la proposition(1.6.1) et la remarque (1.6.1) ∂δC(x.) est convexe et s.c.i,

(1.10.3) implique que (NC(.)) est maximale monotone .

(int(H) ∩D(NC)) = H ∩ C(.) = C(.) 6= ∅,

Donc d’après le corollaire 1.10.3, on déduit que (NC(tni+1) + A1 + A0µn) est un opérateur

maximal monotone.

b) C(t) borné ?

D’après hypothèses 2 on a C(0) ⊂ RBH et |d(y, C(t))− d(y, C(s))| ≤| v(s)− v(t) | pour

tout y ∈ H et s, t ∈ [0, T ].

pour y ∈ C(s) on obtient : dH(C(s), C(t)) ≤| v(s)−v(t) | pour tout y ∈ H et s, t ∈ [0, T ]

D’après la proposition (1.8.2) on a :

C(s) ⊂ C(t)+ | v(s)− v(t) | B (2.5)

et

C(t) ⊂ C(s)+ | v(s)− v(t) | B (2.6)

pour s = 0 dans (2.6) on obtient :
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C(t) ⊂ C(0)+ | v(t) | B
⊂ RB+ | v(t) | B
⊂ RB + max | v(t) | B
⊂ (R + max | v(t) |)B
⊂ cteB telque cte = (R + max | v(t) |) (2.7)

ce qui implique que C(t) est borné

Donc d’après le corollaire (1.10.2) , on déduit que (NC(tni+1) +A1 +A0µn) est surjective

donc, par conséquence

zni+1 ∈ (NC(tni+1) + A1 + A0µn)−1(fni+1 − A0u
n
i ) (2.8)

2.2 Résultat d’existence et d’unicité

Dans cette section nous allons aborder la question d’existence et d’unicité d’une

solution pour le problème non linéaire (2.2).

Pour démontrer le caractère bien posé du problème (2.2) on va appliqué la méthode

de discrétisation i.e. on va construire une suite de solution approché un : [0, T ] −→ H pour

(2.2) via la discrétisation de l’intervalle [0, T ].

Ensuite on va montrer que un converge vers une fonction u : [0, T ] −→ H qui est solution

du problème (2.2) et que u′n(t) converge vers u′(t) .

Preuve. On commence par l’existence de la solution.

I- Existence

Pour chaque n ∈ N∗, on considère la partition suivante de l’intervalle I := [0.T ]

Ini+1 := [tni , t
n
i+1], tni = iµn, µn =

T

n
, 0 ≤ i ≤ n− 1.

On veut construire une suite un : [0, T ] −→ H solution de (2.2). Pour cela on va la définir

sur chaque sous intervalles Ini+1, 0 ≤ i ≤ n− 1 comme suit :

{
un(tni ) := uni

un(tni+1) := uni+1

Algorithme :

-Posons un0 := u0, fni+1 = f(tni+1)
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-Pour 0 ≤ i ≤ n− 1, trouver zni+1 et uni+1tel que

fni+1 − A0u
n
i ∈ [µnA0 + A1 +NC(tni+1)](z

n
i+1). (2.9)

uni+1 = uni + µnz
n
i+1.

D’après le corollaire (1.10.2) et (2.8) , on peut réecrire(2.9) comme

zni+1 ∈ [µnA0 + A1 +NC(tni+1)]
−1(fni+1 − A0u

n
i ). (2.10)

uni+1 = uni + µnz
n
i+1.

D’après la proposition 2.1.1 cet algorithme est bien défini

Maintenant, nous utilisons la suite discrètes (uni ) pour construire la suite des solu-

tions approchées (un) de [0.T ] à H en prenant leurs restrictions sur chaque intervalle Ini+1

comme suit :

un(t) =

 un0 si t = 0,

uni +
t− tni
µn

(
uni+1 − uni

)
si t ∈ In

i+1
; i = 0, n− 1.

un(t) est l’interpolation de Lagrange de uni et uni+1.

On remarque que la suite (un)n∈N∗ ⊂ C([0, T ], H), de plus

u′n(t) = zni+1, p.p t ∈ Ini+1, 0 ≤ i ≤ n− 1 (i.e. p.p t ∈ [0, T ]). (2.11)

Voir figure 2.1.

Figure 2.1 – La solution approchée un.

(a) un(·) est uniformément bornée

on a u′n(t) = zni+1(t) ∈ C(t) ⊂MB
D’après (2.7) C(t) borné
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D’où

‖u′n(t)‖ ≤M, p.p t ∈ [0, T ]. (2.12)

Et comme (un)n∈N∗ est continue alors elle est absolument continue, donc on peut

écrire

un(t) = u0 +

∫ t

0

u′n(t), ∀t ∈ [0, T ].

Par (2.12), on déduit que

‖un(t)‖ ≤ ‖u0‖+MT, ∀ t ∈ [0, T ]. (2.13)

Par conséquent la suite (un)n∈N∗ est uniformément bornée.

(b) convergence

De plus pour tout t, s ∈ [0, T ], on a

‖un(t)− un(s)‖ = ‖
∫ t

s

u′n(τ)dτ‖

≤
∫ t

s

‖u′n(τ)‖dτ

= M |t− s|.

Alors, un(·) M-continûment Lipschitz.

Donc var(un(·)) borné

un(t) ⇀ u(t) ∀ t ∈ [0, T ]

un(t) ⇀ u(t) dans L∞([0, T ], H)

u′n(t) ⇀ ξ(t) dans L2([0, T ], H)

On pose {
θn(t) = tni+1 ; t ∈ Ini+1

θn(0) = tn1 .

On note que :

sup
t∈[0,T ]

|θn(t)− t| n→+∞−→ 0.

(c) u solution de (2.2) :

Pour démontrer que u est une solution de (2.2) , on va vérifier la définition (2.1.1) :

1) On sait que lim
n−→∞

un(t) = u(t), ∀ t ∈ [0, T ], pour t = 0, on a

lim
n−→∞

un(0) = u(0), mais un(0) = u0, alors u(0) = u0.
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2) u(·) est M-continument Lipschitzienne, D’après le lemme (1.13.1) et (2.13), pour tous

s, t ∈ [0, T ], on a

‖u(t)− u(s)‖ ≤ lim inf
n−→∞

‖un(t)− un(s)‖ ≤ |Mt−Ms| = M |t− s|.

Par suite d’après la remarque 1.11.1, on déduit que u(·) est dérivable p.p sur [0, T ]. Soit

z ∈ H, tel que ‖z‖ ≤ 1 :

|〈z, un(θn(t))− u(t))〉| = |〈z, un(θn(t))− u(t)) + un(t)− un(t)〉|
≤ |〈z, un(θn(t))− un(t)〉|+ |〈z, un(t)− u(t)〉|
≤M |θn(t)− t|+ |〈z, un(t)− u(t)〉|

On fait tendre n −→∞
un(θn(t)) −→ u(t).

D’autre part

〈z, un(t)〉 = 〈z, u0〉+

∫ T

0

〈ι[0,t](s)z, u′n(s)ds〉ds.

On fait tendre n −→∞

〈z, u(t)〉 = 〈z, u0〉+

∫ T

0

〈ι[0,t](s)z, ξ(s)〉ds = 〈z, u0 +

∫ T

0

ξ(s)〉ds (2.14)

Ce qui est implique que u(t) = u0 +
∫ t

0
ξ(s)ds.

D’où u′(t) = ξ(t) p.p t ∈ [0, T ], et par suite u′n(·) converge faiblement vers u′(·) dans

L2([0, T ], H).

On a

fn(t) = fni+1 = f(θn(t)) =⇒ lim
n−→∞

fn(t) −→ f(t)

3) u′(t) ∈ C(t) ?

On a u′n(t) = zni+1 ∈ C(tni+1) = C(θn(t))

pour s = θn(t) dans (2.6) On obtient :

C(θn(t)) ⊂ C(t) + |u(t)− u(θn(t))|B

Donc,

u′(t) ∈ C(t) + |u(t)− u(θn(t))|B (2.15)

Pour tout ε > 0 on pose Dε est un ensemble convexe et fermé, d’après la proposition 1.3.2

Dε est faiblement fermé dans L2([0, T ], H)tel que :

Dε = {φ ∈ L2([0, T ], H) : φ(t) ∈ C(t) + εBH p.p ∀ t ∈ [0, T ]}
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et on a u′n(t) −→ u′(t) dans L2([0, T ], H)

Alors,

u′n(t) ∈ Dε ∀ε > 0 =⇒ u′(t) ∈ C(t) + εB
comme ε −→ 0 on obtient ,

u′(t) ∈ C(t) (2.16)

4)Maintenant nous montrons queA1u
′(t)+A0u(t)−f(t) ∈ −NC(t)(u

′(t)) p.p sur [0, T ]

Soit ξn(t) := −A0un(θn(t))− A1(u′n(t)) + fn(t) ∀t ∈ [0, T ].

Ona ξn(t) = u′n(t) ∈ NC(θn(t))(u
′
n(t))

⇐⇒ 〈ξn(t), un(t)− u′n(t)〉 ≤ 0 ∀un(t) ∈ C(θn(t))

⇐⇒ 〈ξn(t), un(t)〉+ 〈−ξn(t), u′n(t)〉 ≤ 0

D’après la proposition (1.7.2) on obtient

σ(C(θn(t)), ξn)(t) + 〈−ξn(t), u′n(t)〉 ≤ 0 (2.17)

En intégrant sur [0, T ] , on obtient :∫ T

0

σ(C(θn(t)), ξn(t))dt+

∫ T

0

〈−ξn(t), u′n(t)〉dt ≤ 0 (2.18)

D’après la convergence de fn(t) vers f(t) on a∫ T

0

〈f(t), u′(t)〉dt = lim
n−→∞

∫ T

0

〈fn(t), u′n(t)〉dt

On note par A0 = ∇ϕ0 où la fonction ϕ0(x) := 1
2
〈A0x, x〉 est continue . alors d’après on a∫ T

0

〈A0u(t), u′(t)〉dt =

∫ T

0

d

dt
ϕ0(u(t))dt

= ϕ0(u(T ))− ϕ0(u(0))

≤ lim inf
n−→∞

(ϕ0(un(T ))− ϕ0(un(0)))

= lim inf
n−→∞

(∫ T

0

d

dt
ϕ0(un(t))dt

)
= lim inf

n−→∞

∫ T

0

〈A0un(t), u′n(t)〉dt

Donc d’après la continuité de ϕ0 , un(t) converge vers u(t) dans H ,nous avons aussi

lim inf
n−→∞

∫ T

0

〈A0un(t), u′n(t)〉dt = lim inf
n−→∞

∫ T

0

〈A0un(θn(t)), u′n(t)〉dt (2.19)



2.2. Résultat d’existence et d’unicité 30

Depuis , ∫ T

0

|〈A0un(t)− A0un(θn(t)), u′n(t)〉|dt ≤M2‖A0‖
∫ T

0

|t− θn(t)|dt

Soit x(.) :=
∫ T

0
〈A1x(t), x(t)〉dt convexe et fortement continue sur L2([0, T ], H) donc faible-

ment semi-continue inférieure sur L2([0, T ], H) on a u′n(t) converge vers u′(t) dans L2([0, T ], H)

et d’après le lemme (1.13.1) on obtient :∫ T

0

〈A1u
′(t), u′(t)〉dt ≤ lim inf

n−→∞

∫ T

0

〈A1u
′
n(t), u′n(t)〉dt (2.20)

Soit la fonction convexe x(.) :=
∫ T

0
σ(C(t), ξn(t))dt faiblement semi-continue inférieur sur

L2([0, T ], H), plus Ai : L2([0, T ], H)L2([0, T ], H) (i = 0..1) satisfait

‖Aix‖2 ≤ ‖Ai‖‖x‖2

Alors il sont continue et donc faiblement continue de L2([0, T ], H).

Comme les suites un(t) et u′n(t) convergent faiblement dans L2([0, T ], H) vers u(t) et u′(t)

respectivement, il en résulte que (rappelons ξn(t) := −A0un(θn(t))− A1(u′n(t)) + fn(t))∫ T

0

σ(C(t), ξ(t))dt ≤ lim inf
n−→∞

∫ T

0

σ(C(t), ξn(t))

Ce qui implique que∫ T

0

σ(C(t),−A0u(t)− A1(u′(t)) + f(t))dt ≤ lim inf
n−→∞

∫ T

0

σ(C(t), ξn(t))dt (2.21)

Comme C(t) ⊂ C(θn(t)) + |u(θn(t)) − u(t)|BH(D’après l’hypothèse surC(.)) et D’après le

lemme (1.7.1) on observe aussi que

∫ T
0
σ(C(t), ξn(t))dt ≤

∫ T
0
σ(C(θn(t)), ξn(t))dt+

∫ T
0
‖ξn(t)‖|u(θn(t))− u(t)|dt

≤
∫ T

0
σ(C(θn(t)), ξn(t))dt+ ((‖u0‖+MT )‖A0‖+M‖A1‖+ β)

∫ T
0
|u(θn(t))− u(t)|dt

On a
∫ T

0
|u(θn(t))− u(t)|dt −→ 0 comme n −→∞, donc

lim inf
n−→∞

∫ T

0

σ(C(θn(t)), ξn(t))dt ≥ lim inf
n−→∞

∫ T

0

σ(C(t), ξn(t))

Alors on déduit que

lim inf
n−→∞

∫ T

0

σ(C(θn(t)), ξn(t))dt ≥
∫ T

0

σ(C(t),−A0u(t)− A1(u′(t)) + f(t))dt (2.22)

D’après (2.22) et (2.18) on a∫ T

0

〈A0u(t) +A1u
′(t)− f(t), u′(t)〉dt+

∫ T

0

σ(C(t),−A0u(t)−A1(u′(t)) + f(t))dt ≤ 0 (2.23)
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pour tout t ∈ [0, T ] l’inclusion u′(t) ∈ C(t) donne

σ(C(t),−A0u(t)− A1(u′(t)) + f(t)) ≥ 〈−A0u(t)− A1u
′(t) + f(t), u′(t)〉

ou dit différemment

σ(C(t),−A0u(t)− A1(u′(t)) + f(t)) + 〈A0u(t) + A1u
′(t)− f(t), u′(t)〉 ≥ 0

il résulte de (2.23) que pour tout t ∈ [0, T ],

σ(C(t),−A0u(t)− A1(u′(t)) + f(t)) + 〈A0u(t) + A1u
′(t)− f(t), u′(t)〉 = 0

Donc,

A1u
′(t) + A0u(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u

′(t)) p.p sur [0, T ]

D’ou u(.) une solution de (2.2) (i)

On va montrer l’unicité de la solution :

II- Unicité

a) Si A0 est coercive c à d pour α0 > 0 et pour tout x ∈ H on a

〈A0x, x〉 ≥ α0‖x‖2

On suppose que pour toute condition initiale u0 le problème (2.2) admet deux solutions u1(·)
et u2(·) i.e. pour i = 1, 2 et pour tout t ∈ [0, T ] on a :{

A1u
′
i(t) + A0ui(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u

′
i(t)) p.p sur [0, T ],

ui(0) = u0,
(2.24)

⇐⇒ 〈A0ui(t) + A1u
′
i(t)− f(t), z〉 ≤ 0 ∀z ∈ C(t)

Utilisant le fait que ui(t) ∈ C(t) p.p t ∈ [0, T ], nous obtenons{
〈A1u

′
1(t) + A0u1(t)− f(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0

〈−A1u
′
2(t)− A0u2(t) + f(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0

(2.25)

En additionnant les deux dernières inégalités,nous avons

〈A0u1(t)− A0u2(t) + A1u
′
1(t)− A1u

′
2(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0 t ∈ [0, T ] (2.26)

D’après hypothèse 1 on a A1 est monotone donc,

〈A0u1(t)− A0u2(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0 t ∈ [0, T ] (2.27)
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Alors

d

dt
〈A0u1(t)− A0u2(t), u1(t)− u2(t)〉 = 2〈A0u1(t)− A0u2(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0.

Via (2.27)

〈A0u1(t)− A0u2(t), u1(t)− u2(t) ≤ 0〉,

Comme A0 est coercive, alors

α0‖u1(t)− u2(t)‖2 ≤ 〈A0u1(t)− A0u2(t), u1(t)− u2(t)〉 ≤ 0,

par conséquent :

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ 0⇐⇒ ‖u1(t)− u2(t)‖ = 0

⇐⇒ u1(t) = u2(t)

d’où l’unicité de la solution

b) Si A1 est coercive c à d pour α0 > 0 et pour tout x ∈ H on a

〈A1x, x〉 ≥ α0‖x‖2

On suppose que pour toute condition initiale u0 le problème (2.2) admet deux solutions u1(·)
et u2(·) i.e. pour i = 1, 2 et pour tout t ∈ [0, T ] on a :{

A1u
′
i(t) + A0ui(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u

′
i(t)) p.p sur [0, T ],

ui(0) = u0,
(2.28)

⇐⇒

〈A0ui(t) + A1u
′
i(t)− f(t), z〉 ≤ 0 ∀z ∈ C(t)

Utilisant le fait que ui(t) ∈ C(t) p.p t ∈ [0, T ], nous obtenons{
〈A1u

′
1(t) + A0u1(t)− f(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0

〈−A1u
′
2(t)− A0u2(t) + f(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0

(2.29)

En additionnant les deux dernières inégalités,nous avons

〈A0u1(t)− A0u2(t) + A1u
′
1(t)− A1u

′
2(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0 t ∈ [0, T ] (2.30)

D’après hypothèse 1 on a A0 est monotone donc,

〈A1u
′
1(t)− A1u

′
2(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0 t ∈ [0, T ] (2.31)

Comme A1 est coercive, alors

α0‖u′1(t)− u′2(t)‖2 ≤ 〈A1u
′
1(t)− A1u

′
2(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0,
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par conséquent :

‖u′1(t)− u′2(t)‖ ≤ 0⇐⇒ ‖u′1(t)− u′2(t)‖ = 0

⇐⇒ u′1(t) = u′2(t)

comme la solution est absolement continue alors :

u1(t) = u2(t)

d’où l’unicité de la solution pour A0 ou A1 coercive (i)

De (i) et (ii), le problème (2.2) admet une unique solution u, de plus elle est M-

continument lipschitzienne et ‖un(t)‖ ≤ ‖u0‖+MT, ∀ t ∈ [0, T ]

2.3 Exemple

Dans l’exemple ci-dessous, nous allons voir que la coercivité de A0 est indispensable

pour avoir l’unicité de solution.

Exemple 2.3.1. Soient H = R2, T = 1, u0 = (0, 0), A0 = A1 =

(
1 0

0 0

)
et C(t) =

[t, 1] × [0, 1] pour t ∈ [0, 1]. Ici A0 est une matrice symétrique semi-definie positive (non

coercive). Considérons f(t) = (0, 0) pour tout 0 ≤ t ≤ 1.

La première solution est u(t) = (1
2
t2, t) pour 0 ≤ t ≤ 1, avec u̇(t) = (t, 1) ∈ C(t)

pour tout t ∈ [0, 1], et donc vérifie (2.2), car

N
(
[t, 1]× [0, 1]; (t, 1)

)
=

{
]−∞, 0]× [0,+∞[ if t ∈ [0, 1[,

R× [0,+∞[ if t = 1.

Nous définissons la deuxième solution comme suit u(t) = (1
2
t2, 1

2
t) pour 0 ≤ t ≤ 1, avec

u̇(t) = (t, 1
2
) ∈ C(t) pour t ∈ [0, 1].

Un calcul simple montre que

N
(
[t, 1]× [0, 1]; (t,

1

2
)
)

=

{
]−∞, 0]× {0} if t ∈ [0, 1[,

R× {0} if t = 1.

Par conséquent, u(t) = (1
2
t2, 1

2
t) vérifie (2.2).



Chapitre 3
Application

Maintenant, nous étudions l’inégalité variationnelle d’évolution suivante :

Trouver u : [0, T ] −→ H tel que :u′(t) ∈ C(t) p.p. t ∈ [0, T ] on à{
a0(u(t), v − u′(t)) + a1(u′(t), v − u′(t)) ≥ 〈l(t), v − u′(t)〉, ∀ v ∈ C(t)

u(0) = u0 ∈ H
(3.1)

a0(·, ·), a1(·, ·) deux formes bilinéaires continues et symétriques et l ∈ W 1,2([0, T ], H) et

u′(t) = du
dt

(t),

nous obtenons un résultat d’existence et d’unicité pour l’inégalité variationnelle

d’évolution donnée en (3.1). sous les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1 : ai(·, ·) : H × H −→ R sont des opérateurs linéaires bornés, symétriques

satisfait ∀u ∈ H ∃α0 telle que :

a1〈u, u〉 ≥ 0 , eta0〈u, u〉 ≥ α0‖u‖2 .

Hypothèse 2 : l ∈ W 1,2([0, T ], H) est uniformément borné, ∃β telle que :

‖l(t)‖ ≤ β; ∀t ∈ [0, T ].

Hypothèse 3 : Supposons que C(0) ⊂ RBH et les ensembles fermé non vide C(t) de H ont

une variation en ce sens qu’il existe une fonction continue v(.) non décroissante :[0, T ] −→ H

avec v(0) = 0 et tel que

|d(y, C(t))− d(y, C(s))| ≤| v(s)− v(t) | pour tout y ∈ H et s, t ∈ [0, T ].

Proposition 3.0.1. Sous les hypothèses (H1)-(H3), le problème (3.1) admet une solution

unique continûment Lipschitzienne pour toute condition initiale u0 ∈ H.

Preuve : L’idée de la preuve est basée sur le lemme(2.1.1) c’est à dire, on va écrire le

problème (3.1) comme (2.3), ensuite on va vérifier les hypothèses 1,2,3 .

34
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Donc la preuve se fait en 2 étapes :

1 erétape : écrivons (3.1) sous forme du problème (2.3) :

Pour i = 0, 1 on note parAi les opérateurs linéaires, bornés et symétriques associés respec-

tivement à ai(·, ·), c’est-à-dire ai(u, v) = 〈Aiu; v〉 pour tout u, v ∈ H On a (3.1) équivalant

à {
A1u

′(t) + A0u(t)− l(t) ∈ −NC(t)(u
′(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,
(3.2)

2 ème étape : vérifions les hypothèses 1,2 et 3 :

D’après le théoreme de prolongement de Sobolev On remarque que :

l’ensemble W 1,2([0, T ], H) ⊂ C([0, T ], H),et D’après l’hypothèses (H2),nous concluons que

l est une fonction continue.

Alors toutes les hypotheses que ce precèdes sont satisfaites et donc le probleme(3.1) admet

une solution unique continûment Lipschitzienne.

3.1 Circuits électriques non réguliers

Le but de cette section est d’illustrer le processus de rafle dans la théorie des circuits

électriques non réguliers. Citons quelques éléments de circuit :

Figure 3.1 – élement de circuit.

1− la Résistance :

. Elle a deux bornes à travers lesquelles l’électricité doit passer, et elle est conçu pour faire

chuter la tension du courant lorsqu’elle circule d’une borne à l’autre. Les résistances sont

principalement utilisées pour créer et maintenir des courants de sécurité connus au sein des

composants électriques. Dans ce cas, la loi d’Ohm dit que :

vR(t) = RiR(t)
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où R ≥ 0 est une résistance donnée. En général, on peut avoir

vR = φ(iR)

avec un fonction (non linéaire) φ : R → R. Le graphique de φ est appelé (Ampère-Volt)

caractéristique de la résistance.

2− l’inductance :

la caractéristique ampère volt est donnée par la relation :

vL(t) = L
dl

dt
(t)

où L > 0 est une inductance donnée.

3− le Condensateur :

la caractéristique ampère volt est donnée par

vC(t) =
1

C

∫ t

0

iC(s)ds,

oùC > 0 est une capacité donnée. .

4− la diode :

la diode est un dipôle non linéaire et polarisé (ou non symétrique). Le sens de branchement

d’une diode a donc une importance sur le fonctionnement du circuit électronique dans lequel

elle est placée. La diode se bloque dans le sens opposé. En pratique, le modèle ci-dessus n’est

pas approprié car la diode se bloque à moins que la tension ne dépasse une valeur appelée

tension de claquage Vb > 0. Cette valeur dépend de la diode.Diode idéale peut être décrit

par :

vD ∈ NR+(iD)

⇐⇒ 0 ≤ −vD ⊥ iD ≥ 0

Exmple1 : Ciruit RLD en 1D
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L

c(t)

c(t)

x(t)

current source

VR

VL

VD

x(t) � c(t)

Figure 3.2 – Electrical circuit with resistor, inductor and ideal diode (RLD).

Considérons le circuit représenté dans (3.2) impliquant une résistance de charge

R > 0, une inductance L > 0, une diode (supposée idéale) et une source de courant c(t).

Utilisant les lois de Kirchoff, on a :

VR + VL + VD = 0

.

En compensant chacune de ses relations, on retrouve :

Lẋ(t) +Rx(t) ∈ −N (R+;x(t)− c(t)) (3.3)

et comme

N(R+;x(t)− c(t)) = N(R+ − c(t) + c(t);x(t)− c(t)).

= N(C(t);x(t))

avec C(t) = [c(t),∞[

Par conséquent, l’inclusion (3.3) est équivalente à

Lẋ(t) +Rx(t) ∈ −N (C(t);x(t)) ;C(t) = [c(t),∞[ (3.4)

Exmple2 :Circuit RCD en 1D
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c(t)

c(t)

x(t)

current source

VR

VD

CVC

x(t) � c(t)

Figure 3.3 – Electrical circuit with resistor, capacitor and ideal diode (RCD)

Le circuit représenté sur (3.3) implique une résistance de charge R > 0, un conden-

sateur C > 0, une diode (supposée idéale) et une source de courant c(t). Utilisation de lois

de Kirchoff donne :

VR + Vc = −VD

Par conséquent,

Rx(t) +
1

c

∫
x(t)dt ∈ −N (R+;x(t)− c(t)) . (3.5)

Si la charge sur le condensateur est q et le courant circulant dans le circuit est x alors :

x(t) = dq
dt(t)

= q(̇t). par conséquent(3.6) est équivalente à :

Rq(̇t) +
1

c
q(t) ∈ −N(C(t); q(̇t)). (3.6)

Exmple3 : Circuit RCD en 2D

Considérons maintenant le circuit électrique donné par la(3.4) qui est composé de deux

résistances R1 >= 0, R2 >= 0 avec lois tension/courant VRk
= Rkxk et deux

c(t)

R1R2

C1

C2

VR1
VR2

VC1

VC2
VD2

VD1

c(t)x1 � c

x1x2

x1 � x2

C1

VC1

x2

x2 x1

current source

Figure 3.4 – Electrical circuit with resistors,capacitors and ideal diodes (RCD)
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condensateurs C1 > 0,C2 > 0 avec lois tension/courant vck = 1
ck

∫
xk(t)dt; k = 1, 2

et deux diodes idéales avec les caractéristiques Ampère/Volt

0 ≤ −vDk
⊥ ik ≥ 0

En utilisant la loi de Kirchhoff, nous avons :{
VR1 + Vc1 + Vc2 = −VD1 ∈ −N (R+;x1(t)− c(t))
VR2 + Vc1 − Vc2 = −VD2 ∈ −N (R+;x2))

Par conséquent, la dynamique de ce circuit est :

A1︷ ︸︸ ︷(
R1 0

0 R2

) q̇︷ ︸︸ ︷(
q̇1

q̇2

)
+

A0︷ ︸︸ ︷(
1
C1

+ 1
C2

− 1
C2

− 1
C2

1
C1

+ 1
C2

) q︷ ︸︸ ︷(
q1

q2

)
∈ −N(C(t); q̇(t)) (3.7)

avec C(t) = [c(t),∞[×[0,∞[ et qi(̇t) = xi(t), i = 1, 2 On observe que si R1 > 0 et R2 > 0,

alors (3.7) équivalent à :

q(̇t) = projC(t)

(
A−1

1 A0q(t)
)
.

qui est une équation différentielle ordinaire (voir Remarque 1, Section 5 pour plus de détails).

Si R1 = 0 ouR2 = 0, puis l’opérateur [A1 + N(C(t); .)]−1 peut être défini (voir l’exemple

(2.3.1) et (3.7) est de la forme (2.1). La même analyse vaut pour la dynamique(3.6) alors

que R > 0.

Exmple4 : Circuit RLD en 2D

c(t)

R1

R2

VR1

VR2

VD2

VD1

c(t)x1 � c

x1x2

x1 � x2

x2

x2 x1

current source

R1

VR1

VL1VL2

L1L2

Figure 3.5 – Electrical circuit with resistors, inductors and ideal diodes (RLD)

De la même manière, nous pouvons montrer que le comportement dynamique du

circuit représenté dans (3.5)est donné par le processus de rafle suivant :

A1︷ ︸︸ ︷(
L1 0

0 L2

) ẋ︷ ︸︸ ︷(
ẋ1

ẋ2

)
+

A0︷ ︸︸ ︷(
R1 +R2 −R2

−R2 R1 +R2

) x︷ ︸︸ ︷(
x1

x2

)
∈ −N(C(t); ẋ(t)) (3.8)

avec C(t) = [c(t),∞[×[0,∞[ Il est clair que (3.8)est de la forme du processus de rafle(2.2)



Conclusion

L’algorithme de projection (rattrapage) est un outil puissant pour résoudre les

Problèmes d’évolution non linéaires gouvernés par le cône normal. Dans le cas implicite

i.e., la dérivé de l’inconnue apparâıt à la fois à l’intérieur et à l’extérieur du cône normal ;

cet algorithme est inapplicable ce qui a conduit à l’utilisation d’un autre algorithme qui se

base sur la surjectivité de la somme de deux opérateurs maximaux monotones
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