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Notations

d : dimension de 'espace,
Q, Q :ouvert borné de R, généralement domaine physique ou domaine fictif,
Q. : le domaine extérieur,
Q : I'adhérence de €,
Q¢ 5, : domaine polygonal approchant €2,
), : domaine polygonal approchant 2, Q, = U K,

KeTy,

I'y, : frontiere ou partie de la frontiere de €2y,
I’ : 99 : frontiere de €,
€ : parametre de pénalisation,
n : parametre de pénalisation (tendant vers 0),
T : maillage de €,
K : élément du maillage,
hg : diametre de K : distance maximum entre deux points de K,
h : pas du maillage : maximum des diametres hx, K € Ty,
o : face d'un élément K du maillage,
n : normale extérieure unitaire (rattachée a des domaines différents selon le contexte),
dx : mesure de Lebesgue sur R¢,

(E,(.,.)) : espace pré-hilbertien : espace vectoriel muni d’un produit scalaire,

H : un espace de Hilbert réel séparable.



Notations

H' : I'espace dual de Pespaces H.

LP(Q)={v :Q — R; v mesurable et [ |v(z)|Pdx < 0}, 1<p< oo,
0

o= (@), 1<p<oc,

L?(Q)={v : 2 — R; v mesurable et s{ |v(z)|*dz < oo},

L?(2) : est un espace de Hilbert pour le produit scalaire < v,w >= g{v(x)w(ac)da:; v, w E
L2(Q),

Jollsz = (] (@) o)t

p.p- : presque partout,

L>(Q)={ v mesurable dans Q2 / Jc¢ > 0 vérifiant |v| < ¢ p.p. sur Q},

[vlloe= inf{c, |v] < ¢ p.p. sur QF,

Wm™P(Q) : espace de Sobolev sur 2 défini par :
W™ (Q) = {v € LP(Q),0% € LP(Q), Ya € N, |a| < m},

Hvammm)=:<f 5 ooufr(a)d )p7

Q |a|l<m

H™(Q) = Wm2(Q) = {v € L*(2),0 € L*(Q),Va € N4 |a| < m},
d
la|= 3 a, utilisé pour la définition des espace de Sobolev,
i=1
olely
oxi* .0z
H'(Q) : espace de Sobolev d’ordre 1 sur 2 défini par :

0=

ov

H'(@) = {v € HQ): 5 -

€ L*(Q),1<i<d},
muni de la norme
1

2

1
1o o= (0. 0)20 (Hv\bg-%EjH rmg) |

du produit scalaire :

ou 0
(u, U)lQ—(UUOQ‘f‘Z(a;L 8::)



Notations

H'(Q) : est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.); o
H(Q)= {v e H (Q), v =0 sur 002},

0|1 (o) : semi-norme sur H'(Q), telle que :

[vlr@) = [Vl r2)-



Introduction générale

Les méthodes de domaines fictifs qui sont de plus en plus utilisées, notamment pour les
probléemes d’interactions fluide-structure [20] et plus généralement pour tous les problemes
a frontiere libre. Le principe de ces méthodes est de prolonger un domaine réel ouvert
QcCR? (dans la suite d = 2 ou 3) de bord I" en un domaine €2 plus grand et de géométrie
simple appelé domaine fictif. Lors de la discrétisation on utilisera un maillage du domaine
fictif 2 non conforme par rapport au domaine réel Q. Le domaine ajouté est appelé le

domaine extérieur €2, (voir la Figure 1).

FIGURE 1 — Prolongements du domaine Q) dans un domaine fictif .

L’intérét principal, dans les méthodes qui vont étre décrites, est d’utiliser un maillage
structure sur le domaine fictif permettant une résolution rapide et simple du probleme
étendu sur le domaine fictif. La difficulté majeure consiste a bien prendre en compte les
conditions aux limites sur la frontiere du domaine réel (dite frontiere immergée) afin de

recouvrer la solution du probleme initial. On peut diviser en deux catégories les méthodes
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de domaines fictifs selon que la frontiere immergée est approchée a ’aide d’une surface
(quand d = 2)-volume (quand d = 3) qui 'entoure ( méthodes a interface diffuse) ou
bien que la frontiere immergée est approchée grace a une courbe(d = 2)/surface(d = 3)
(méthodes a interface fine).

On présentera, par la suite, une liste non exhaustive de ces méthodes ainsi que leurs avan-
tages et inconvénients. On présentera tout d’abord une méthode de pénalisation (PM),
puis la méthode de frontiere élargie (FBM), développée par B. Maury [21]. Ensuite, on
présentera la méthode introduite et développée par C. S. Peskin [22] de frontiere immer-
gée (IBM). Enfin on présentera différentes méthodes de multiplicateur de Lagrange ainsi
que les méthodes utilisant des éléments coupés avec multiplicateur de Lagrange ou une
méthode de type Nitsche.

Dans ce mémoire nous nous intéressons a la méthode de domaine fictif pour les pro-
blemes elliptiques.

Ce mémoire est composé de trois chapitres, le premier est consacré a des notations de
base que nous avons utilisé tout au long de ce travail, concernant les vecteurs et la norme
associée, les formules de Green et de la divergence, ainsi que le théoreme de Lax-Milgram
a propos d’existence et d’unicité de la solution.

Dans le deuxieme chapitre, nous parlons des méthodes de domaine fictif en présentant
en présentant quelques une, les méthodes de pénalisations, les méthode de la frontiere
élargie, les méthodes de frontieres immergées, les méthodes de multiplicateur de Lagrange.

Le troisieme chapitre c’est d’effectuer I'application de la méthode de domaine fictif

avec pénalisation L? et H' pour le probleme de Dirichlet suivant :

—Au=f dans (Q,
(1)
u=20 sur 0f),

ot f € L*(Q) et u € HY(Q), avec Q le domaine réel (Disque, ellipse) afin de calculer les
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estimations d’erreurs entre les solutions exactes u et les solutions approchées u.j apres
la présentation des formulations variationnelles. De plus, pour valider nos résultats, des
exemples numériques ont été donnés ou les calculs numériques ont été élaborés via le

ligiciel "FreeFem-++-".



Chapitre 1

Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques formules de Green
et de la divergence et aussi l'existence et l'unicité de la solution avec le théoreme de

Lax-Milgram.

1.1 Existence et unicité de solution

Dans cette section, nous rappelons des notions de base par rapport a la norme et des
théoremes principaux concernant I'existence et 1'unicité de la solution.
Soit d € N, d > 1. Dans cette section nous travaillerons avec des champs vectoriels de

fonctions v, u,w : Q — R? (Q C R?), que nous noterons
v = (v1,...,0q),0uv;: Q>R (i =1,...,d),

Pour un tel champ, nous écrirons les opérateurs vectoriels associés de la maniere sui-
vante :
d 81)1‘

divv:zax‘ ,

=1




Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

Ovy Ouy
VUl Or1 " Oy A’Ul
Vv = = et Av=
dvg dvg
Vvd Oz1 " Dag Avd

d

La norme d'un champ vectoriel u dans un espace de Hilbert H'(£2)¢ se note :

2

d
2
||11||H1(Q)d = (Z ||Uj||H1(Q))
=1

Si u; est un champ scalaire dans I'espace H'(Q2) alors par la définition de la norme

H!

d 2

||vuiHL2(Q) = (Z

=1

85Ej

2
) < lwill ga)
12(9)

Théoréme 1.1 (Inégalité de Holder) [11]
Soit Q un ouvert de R%. 1 <r <oo,1<s<o00etl<t< oo tels que (%—i—é:%) Alors

Vf e L'(Q),VYg e L), f.g € L'(Q),

et
| fgllee<Il f llzr@ll 9 2o -

Remarque 1.1 :

Cette inégalité devient l'inégalité de Cauchy-Schwarz pourr=s=2 ett = 1.

Théoréme 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [1]

— Dans un espace de Hilbert :

Soit (E, < .,.>) un espace pré-hilbertien .Alors, pour tous u,v € E,
| <wv>[<[lulelv]s.

— Awvec des sommes :

Soient u et v e Q (QCRY) . Alors :

d d % d 2
3 o] < (Z mi?) (Z mi?) |
k=1 k=1

k=1

10



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

— Awvec des intégrales :
Soient f,g € L*(Q) . Alors :

/Ifgl dr < (/|f|2 d:v>2 (/|g|2 dx)2.
Q Q Q

Théoréme 1.3 (Inégalité de Poincaré) [1].
Soit Q un ouvert borné de R®. Alors, il existe une constante C > 0 (dépende de Q) telle

que : pour toute fonction v € H} (), nous avons :
| v lle2y< Ca || VU [[22(0) -

Remarque 1.2 :

Une inégalité de Poincaré est une inégalité qui permet de controler (estimer) la norme L*

d’une fonction par la norme L? de son gradiant.

Théoreme 1.4 :
Soit Q un ouvert borné régulier (i.e. admettent au plus des point anguleuz) de R.

v € HY(Q) n'est pas définie sur le bord, car les fonctions de H'(Q) ne sont pas continues
sin = 2.

On introduit la fonction trace :
Yo : H(Q) — L*(09)
v = (V) =0 s,

qui est continue. Dans ces conditions,

3C > 0, Yu € HI(Q), ||/70UHL2(BQ)< CHUHHI(Q)

Hy () = {v € HY(Q),yv = 0 sur 00}

1.1.1 Formules de Green et formule de la divergence

Nous donnons quelques rappels utiles par la suite.

Q un ouvert borné régulier de R?, soient v, w € H(Q) et soient v,w € H?(Q).

11



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

Formule de Green

ov ow
dr = / aw do — d.
&Eiw x vn;w do U@xi T
Q o0 Q
a) Pour tous champs scalaires v, w réguliers, on a :
ow
—/(Aw)v drx = /Vw Vv dr — / n do, (1.1)
Q Q go
ou n est la normale unitaire extérieure a €
b) Pour tous champs vectoriels v, w réguliers, on a :
ow
—/AW-de:/VW:Vde— a—-vda, (1.2)
Q Q go

d d Ow; Ov;
avec Vw : Vv = l; ];:1 dc. or-
¢) Soit Q un ouvert régulier de R? et p :  — R une fonction de classe C* et v : Q — R?
un champ vectoriel de classe C?. Alors

/Vp-vdx:—/p-divvdx+/(pn)-vda, (1.3)
) Q 80

oun = (ny,...,ng) est le vecteur normal unitaire a 9S.

Formule de la divergence :
Pour tout champ vectoriel v régulier, nous avons

/divvdx:/v-ndcr, (1.4)
Q o0

ou n est la normale unitaire extérieure a

Nous notons par ||-||x la norme sur X.

12



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

1.1.2 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 1.1 :
Soient X un espace de Hilbert, a : X x X — R une forme bilinéaire. Nous disons que

1) a(u,v) est continue sur X si :
Il existe M >0 Vu,v € X tel que |a(u,v)| < M [Jullx ||v]lx -
2) a(u,v) est coercive sur X si :
Il eziste a > 0 tel que o ||v]|% < a(v,v).
3) a(u,v) est symétrique si :
Vu,v € X, a(u,v) = a(v,u).

Théoréme 1.5 (Théoréme de représentation de Laz-Milgram)[10].
Soit a : X x X — R une forme bilinéaire, continue et coercive sur l’espace de Hilbert X
et soit L : X — R une forme linéaire continue sur X. Alors, il existe un unique u € X tel

que ’'équation a(u,v) = L(v) soit vérifiée pour tout v de X, c-a-d :

dueX YoeX, a(u,v) = L(v). (1.5)

13



Chapitre 2

Méthodes de domaines fictifs

Dans ce chapitre, nous parlons des méthodes de domaine fictif en présentant certaines
de ces méthodes, les méthodes de pénalisations, les méthodes de la frontiere élargie, les

méthodes de frontieres immergées.

2.1 Méthodes de pénalisation

Les méthodes de pénalisation, pour les problemes des domaines fictifs, ont été intro-
duites des les années 1960 par V. K. Saul’ev [30] et V. D. Kopcenov [19], ou un terme de
pénalisation est ajouté au coefficient de diffusion. Ces auteurs considéraient toutefois une
adaptation locale du maillage du domaine fictif (déplacement de noeuds) afin de prendre
en compte les conditions aux limites immergées. Ces méthodes ont été également déve-
loppées par E. Acquis [5] et J. Caltagirone [12] pour les équations de Navier Stokes et par
P. Angot en 1989 [2], ou1 un terme de pénalisation est utilisé dans I’équation de Poisson.
L’idée des méthodes de pénalisation est d’utiliser une unique équation sur le domaine fictif
() en perturbant le moins possible I’équation sur le domaine réel. Pour cela on introduit
un terme de pénalisation. Ce terme est divisé par un parametre de pénalisation que 'on
note 7, avec 0 < n << 1 de telle sorte que le terme de pénalisation soit nul sur le domaine

réel (ou une approximation) et qu’il tende vers 'infini sur le domaine extérieur (ou une

14



Chapitre 2 Meéthodes de domaines fictifs

approximation).

Nous allons décrire ces méthodes sur un cas simple, celui des équations elliptiques scalaires
avec des conditions aux bords de type Dirichlet, Neumann ou Robin, pour un maillage
structuré de taille de maille A pour le domaine fictif et pour une approximation par une
méthode d’éléments finis de Lagrange ()1 pour d = 2. Les résultats présentés proviennent

principalement des travaux de I. Ramiere [25], [26], [27] et [28].

2.1.1 Position du probleme et conditions aux bords

Soient a un champs de matrices de dimension d x d dont les coefficients sont dans
LC’O(Q)7 et qui sont uniformément symétriques définies positives sur S~2, b un scalaire de
L>(Q), strictement positif et f un second membre dans L2(Q). Nous considérons le pro-

bleme de I’équation elliptique suivante :

—div(@aVa) + b = f dans Q,
(2.1)
C.B. sur I,
ou C.B. représente les conditions au bord sur I', qui peuvent étre :
— Soit de Dirichlet : % = up avec up € HY?*(T).
— Soit de Robin : —(a.Vu).n = agt + gr avec ag € L=(T'), ag = 0, gr € L*(T) et
n le vecteur normal unitaire sortant,

— Soit de Neumann : cas Robin : ayp = 0.

L’idée des méthodes de pénalisation est de résoudre le systeme suivant sur le domaine

fictif :
—div(aVu) +bu = f dans €,
C.B. originale de (2.1) sur 0QNT, (2.2)
C.B. nécessaire sur OQ\I',

Afin d’assurer I'existence et 'unicité de u, les coefficients a, b, et f doivent vérifier les

hypothéses similaires & @, b et f suivantes :

15



Chapitre 2 Meéthodes de domaines fictifs

a est un champ de matrices de dimension d x d dont les coefficients sont dans L>((2)
et sont uniformément symétriques définies positives sur €2, b est un scalaire de L*®({),
strictement positif, f est dans L?*(€2). Les conditions aux limites (celles sur Q et celle sur
02 le bord du domaine fictif) dépendent des méthodes et des conditions au bord choisies.
Dans la suite, on note n la normale unitaire sortante sur le bord de et 1 € Hl(Q UQ.).

On note 9~ (resp. ¥*) sur I' la trace ¢ |5 (resp. ¢

o.). On définit [¢] = T — ¢~ le
saut de la trace par rapport a la normale n orientée et ¥ = %(zﬁ + 17) la moyenne
arithmétique. Dans les méthodes que 'on va regarder, on va dans un premier temps
approcher la frontiere immergée a ’aide d’une union de maille qui la traverse (méthode
a interface diffuse). On considérera ensuite la frontiere immergée comme étant approchée
par des faces de mailles ( méthode & interface fine). Une approximation par une méthode
d’éléments finis de Lagrange (), est effectuée. On considere par la suite, une triangulation
T), du domaine fictif qui est composée de quadrangles et qui est de plus structurée. On
introduit les notations suivantes : hy = diam(K) distance euclidienne maximale entre
deux points de K, h = max(hg, K € T},) la taille de maille, px = mind pi, pi étant le

1<i<2

minimum des diametres du cercle inscrit aux triangles obtenus en joignant les 3 sommets
(@) -

Définition 2.1 (Famille Réguliére) :

Une famille T}, d’éléments finis est réquliére s’il existe une constante o tel que

h
Vh,VK € Ty, -% < o.
PK

On définit

Vi = {U S CO(Q) | VK € Th,U|K S Ql(K)} et V}? = {U eV | Voo = O}

16



Chapitre 2 Meéthodes de domaines fictifs

2.1.2 Méthodes de pénalisation a interface diffuse

Ces méthodes sont décrites dans [26]. Elles consistent a approcher U'interface T par
une interface épaisse wy . On considere les domaines discrets suivants :

b= U K, wpr= U K et Qep = U K
KeT, KCQ KeT,,KNT'#) KTy, K¢, Uwp, 1
qui sont respectivement une discrétisation du domaine réel €2, celle de I' (I’interface

diffuse) et celle du domaine extérieur 2. (voir Figure 2.1). On impose naturellement, sur

I’approximation du domaine réel :

CL@h =a |5h, b@h =) |§h, f|§h = f |5h .

Qe Whr

FIGURE 2.1 — Définition des domaines pour la méthode d’interface diffuse.

Cas de condition au bord de Dirichlet

Si on prend comme condition au bord @ = up avec up € H'?(I'), alors en dehors du
domaine réel €2, on doit inclure un terme de pénalisation qui tend vers 'infini. On peut le
faire de deux manieres différentes : pénaliser sur wy, p ou sur €2 .

Pour pénaliser sur wy, r, on choisit un relevement up, de up dans H 1(Q) et on pose

17



Chapitre 2 Meéthodes de domaines fictifs

et

a=1Id, b=0, f=0 sur Q..

Concernant les conditions au bord sur 0€), on doit seulement imposer la condition de
Dirichlet u = up sur QN Owy, p. En effet, seule la condition au bord sur les noeuds liés a
02N Owy, r concerne la solution dans le domaine réel. La condition au bord sur le reste 02
peut éte choisie arbitrairement. L’autre possibilité est la pénalisation sur €2 5, qui consiste

a prendre le choix des coefficients suivants :

a=a, b=b, f=f sur wp,r,

1 1 1
a=—-Id, b=—-, f=-up, sur ..
n n n

Le systeme initial est préservé sur wy r et il devient négligeable sur €2, ;. La condition au
bord sur 92 doit étre ujpg = up,, .

En considérant des conditions de Dirichlet sur 92 et 0 < n << 1, la formulation va-
riationnelle sur le domaine fictif consiste a chercher ¢ € Hj(2) avec ¢ = u, — up, tel
que

/ aVé. Vuds + / bovdz — / Fode — / aVup,. Vods — / bup,vdz, Yo e HL(SQ).
Q Q Q Q Q

Le probleme discret revient a chercher ¢ € V)V tel que
/aV¢h.Vvdx+/b¢hvdx = /fvdx — /aVqu.Vvdx — /buDvrvdI, Yo € V2.
Q Q Q Q Q

Condition au bord de Robin ou de Neumann

Dans ce cas, on considere la condition au bord —(a.Vu).n = agu + gr (ag = 0 dans
le cas Neumann).
On suppose dans la suite que gg est défini dans un voisinage du bord I'. La formulation

variationnelle du probleme 2.2 sur Q et Q. sont : Vo € HY(Q),
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/aVu.Vvdac + /b uvdr — /(aVu)_.n vds — / (aVu).n vds = /f vdx dans Q,
Q

5 r o0NT o
/aVu.Vv dx + /b u v dr+ /(aVu)*.n vds — / (aVu).n vds = /f vdr dans Q..
Qe Qe r oQ/T Qe

Donc la somme des deux formulations variationnelles s’écrit dans €2 :

aVu.Vodr+ [ buvdr+ [ ((aVu)t.n— (aVu)".n) vds — [ (aVu).nvds = [ f v dx,
[t [ / /

Q G1)
/aVu.Vvdx +/b uvdr— /(aVu).n vds = /f v dr — (((aVu)".n — (aVu)~.n)dr, v).
Q Q 59 Q

Au sens des distributions, le probleme sur le domaine fictif devient :

—div(aVu) +bu= f — ((aVu)".n — (aVu)~.n)dr.

On a :

—(aVu)~.n = art + gg.

On va choisir q)q, assez petit pour que

(aVu)t.n ~0.

On obtient donc

—div(aVu,) + b u, = f — (gt + gr)or.
Le domaine fictif est discrétisé grace a un maillage structuré. Or la condition de Robin
est définie sur le bord du domaine réel T'.
En général, le bord du domaine réel n’étant pas défini exactement, on considere une
approximation de la fonction Dirac de celui-ci. Pour cela, on définit € > 0 de telle maniere

a ce que 'on ait

+
/aRu + grds ~ / wdz.
r Wh,T €
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On prend :

a=a, b=b+E f-f_ 92 SUr Wi,
€ €
a=nld, b=0, f=0 surQp.

Comme dans le cas de la condition du type Dirichlet, les conditions au bord sur la partie
002N Owy, r s'integrent de maniere standard. On se place dans la suite dans le cas de condi-
tion au bord de type Neumann homogene. La formulation variationnelle sur le domaine
fictif consiste a chercher :

u, € H'(Q) tel que

QRUy + gRr
f n

Wh,T

[ aVu, Nvdr + [ buyvdr = [ fodx — vdr, Yv € H(Q).
Q QO 0

Le probleme discret revient quant a lui a chercher :

u;‘ eV, tel que
h
_|_
faVuZ.Vvd:E + fbuf;vd:v = [ fvdx — [ antly T 91
9) Q Q

Wh,T

vdx, Yv € Vj,.

Sous les hypotheses qui ont été considérées sur a, b et sur les données f et up le théoreme

de Lax-Milgram assure ’existence et 1'unicité de la solution de ces deux problémes.

2.1.3 Méthodes de pénalisation a interface fine

Les méthodes de pénalisation a interface fine sont en particulier étudiées dans [27]
qui présente le cas de conditions aux bord mixtes de plus une stratégie de raffinement
local multi-niveaux du maillage. A chaque niveau raffinement, un ensemble de patchs de
forme simple (rectangulaire en 2D) est généré. Ces patchs sont des sous-grilles emboitées
centrées autour d’un volume de controle du niveau grossier, situé autour de l'interface fine
a approcher, I'.

Soient Qh = U K, T, = 8Qh et Qep = U K qui sont
KeT),,KCQ,KNT'#) K€ET, K¢, Uwp 1
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respectivement une discrétisation du domaine réel, une de l'interface fine et une de €2,

(voir Figure 2.2).

Qe h

FIGURE 2.2 — Définition des domaines pour la méthode d’interface fine.

On procede de la méme maniere que précédemment. On ajoute de plus, des conditions
sur I'y, qui sont des conditions de transmissions liant les sauts de flux et de solution sur

I'approximation de la frontiere immergée (voir [3]) :
[(a-Vu)-nlr, =au|r, —q sur [,
et
(a-Vu)-n|pr,=plulr, —g sur [y,
avec q, g € L*(R), a, B que 'ont déterminera ensuite. Ces conditions plus générales sont
inspirées du cas modele de fractures. Elles vont servir et seront choisies afin d’isoler la

solution du domaine physique approché du domaine fictif extérieur. Le probleme qui 'on

souhaite donc résoudre est :

—div(aVu) + bu = f dans Q,
C.B. originale de (2.1) sur 00 N T,
C.B. nécessaire sur OO\T, (2.3)

[(aVu).n]r, =at |r, —qg sur Iy,

(aVu).n |r,= Blulr, —g  sur 'y
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On pose naturellement sur Q-
Conditions au bord de type Dirichlet

On se retrouve dans la méme situation que celle décrite dans le probleme a interface
diffuse. Pour une condition de bord % = up avec up € HY2(T), il existe un relévement
up, de up dans H 1(Q) En dehors du domaine réel Q, on inclut un terme de pénalisation
qui tend vers l'infini. Deux pénalisations sont possibles : pénaliser sur I';, ou sur €2.. Si on

adopte la pénalisation sur I',, on pose 7 << 1 et on prend :
ajg, = Id, b, = flo. =0 dans .,

2 1
a=4p = —, g—g:qu sur I',.
no2 U

Si on adopte la pénalisation sur ()., on pose n << 1 et on prend :

1 1
aQ, = —1d, b|Q = -, f|Q€ = —up dans ).,
n n n

b=— a=q=g=0 surl}.
n

La formulation variationnelle sur le domaine fictif consiste & chercher ¢ € H}(Q) avec

¢ = u, —up, tel que :
/quS.Vvdx + /bgbvdx + /(o@ Ir, +8[¢]r, )vds = /fvdx + /(q + g)vds
Q Q Ty, Q Th

- /aVqu.Vvdx — /buD’rvdx — /(aﬂD,T Ir, +8[up,|r,)vds, Yv e H&(Q>7
Q Q

'
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le probleme approché par éléments finis consiste a chercher ¢Z €V tel que

/aV(bh.Vvdx —|—/ngz5hvda: + /(a&h v, +68[6"r, Jvds = /fvdx + /(q + g)vds
Q Ty Q Iy

— /aVuDﬁr.Vvdx - /buD’rvdx — /(OCED,T Ir, +8[up,|r,)vds, Vv e V2
) Q

T

(2.4)
Conditions au bord de type Robin

On a aussi la méme situation qui pour le probleme a interface diffus, c¢’est a dire I'on
considere la condition au bord —(a.Vu).n = agu + gr (ag = 0 dans le cas Neumann).

On prend :

ajQ, = Id, by = fi,, =0 dans €2,

g—g:gR sur ['y,.

a =46 = 2ap, 5

La condition au bord de €2 est la méme, on prend un condition du type Neumann homo-

gene. La formulation variationnelle sur le domine fictif consiste a chercher

u, € HY(Q) tel que

[ aVu, . Vudz + [ bu,vdz + [(at, [r —q + Blu,|r — g)vds
Q Q r

= [ fvdx — [(agu + gg)vds, Yo e HY(Q).
0 r

Le probleme discret consiste a chercher

uz eV, tel que
g{aVuf;.Vvda: +£buf§vdw +rf (aul |r, +B[ullr, + agup)vds (2.5)
h
= [ fvdz+ [(q¢+ g — gr)vds, Yu € V.
0 I

23



Chapitre 2 Meéthodes de domaines fictifs

2.1.4 Avantages et inconvénient de la méthode avec pénalisa-

tions

Les avantages de le méthode de domaine fictif avec pénalisation peuvent étre résumés
comme suit :

1. La méthode nécessite 'utilisation d’un unique maillage cartésien pour les deux

approches (interface finie ou diffuse).

2. Les conditions limites sont simulées avec une seule formulation générique.

3. La méthode est facile est rapide a implémenter.
Un taux de convergence en o(n?) en norme L2 pour une pénalisation surfacique et en o(n?)
en norme H! pour une pénalisation volumique a été obtenue numériquement dans [27].
Dans [4], une étude théorique a été faite sur une équation de Darcy pour une pénalisation
L? et une équation de Brinkmann pour une pénalisation H'.

Les inconvénients sont la perte de consistance et l'ordre de convergence lent en o(h%)

qui peut étre considéré comme rédhibitoire pour certaines applications.

2.2 Meéthode de la frontiere élargie

La méthode de frontiere élargie est une méthode de domaine fictif initialement déve-
loppée par Bertrand Maury dans [21], [6] pour des équations de Poisson dans un domaine
contenant des trous et avec des conditions aux bords de type Dirichlet. Elle a été ensuite
étendue a d’autres équations et largement utilisée (on citera par exemple [7, 13, 16]).

Cette méthode consiste a tirer profit de I'approche de domaine fictif en utilisant un
maillage structuré sur le domaine fictif €2 et un maillage volumique w localisé autour de la
frontiere immergée afin d’obtenir une précision suffisante autour de la frontiere immergée
Q. (voir Figure 2.3). Le probleéme a résoudre est remplacé par deux problémes : un premier

défini localement sur w et un second défini globalement sur le domaine fictif €2 étendu par
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Q.. Le probleme est ensuite relaxé et un procédé itératif de point fixe est utilisé afin de
résoudre les deux problemes. On définit n; la normale intérieure a 2, et n, la normale
extérieure €).. Le taux de convergence théorique en norme H} () est d’ordre %, en effet
u n’est en général pas régulier sur .. Dans l'article [7], il a été constaté toutefois sur des
tests numériques un ordre de convergence optimal en norme H'(w) et H'(Q\(Q. UD))

pour I’élément fini utilisé, dans des exemples de dimension 1 et 2.

Q

-

[olm|

FIGURE 2.3 — Exemple de méthodes a frontiere élargie.

2.2.1 Estimation de I’erreur
Soit f € LQ(Q), on doit trouver u € V tel que

—Atu=f dansQ,
(2.6)

ur = 0.
On souhaite résoudre un probleme fictif définit sur €2, pour cela, on définit f I'extension

de f définit sur Q par 0 sur Q, :

fe=1lg fia. =0

Q
on a l'ensemble U}, défini par : Uy = {u € ¢°(Q) | wpa =0, VK € mq,ux € Pi(K)}.

Propriétés 2.1 (Hypothéses sur Uy,). Soit Gy, G des sphéres concentriques fixrées et don-
nées tel que Go CC G CC 2, il existe hg tel que pour tout h < hg, on a pour R > 1, M >1
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fixés

A.1. Yu € HYG) (resp. Hy(Gy)), 3g € Uy (resp. Hy(Q)) tel que V 0 < s < R,
s<I<M
lu = glls,e<S hg*llullue.
A.2. Soit p € CP(Gy) et uy € Uy, alors 3g € U, N HY(G) tel que
loun = gllie< Cle, G, Go)hallun|1c-

A.3. Yh < hg, 3Gy, avec Gy CC Gy, CC G tel que si 0 <t < s < R alors Yuy, € Uy,
on a
[unlls,cn S hallunllc,
Ces hypotheses standards sont vérifiées par les espaces d’éléments finis définis sur un
maillage quasi-uniforme. Les parametres R et M jouent respectivement le role de la régu-

larité et 'ordre de I'approximation de I’espace d’approximation Uh.

Propriétés 2.2 (Hypothéses sur OF). Pour S > 2 fizé

B.1. SiveW est tel que Av € L*(w) alors
1080l 1 /20 SN AV 0w+ 0]l /2.1
B.2. Siv e H%(w), 2< s < S alors

1000 — Ol —1j2.0 S B M [0]]s 0

On ne choisit pas une méthode particuliere ici, on admet juste que I'on peut calculer
une approximation de 0, sur I'. De plus, afin de démontrer la convergence de probleme
discret, on a besoin que 9" soit linéaire, stable et soit une bonne approximation de la
dérivée normale extérieur en norme H—/2(T).

On défini 'opérateur

T; : Hy(Q) — Hy(Q)  tel que

— ATju = f + oM v*or.
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Ou v* I'unique solution de
—Av*=f dansw, v*|r=0 et v*|p,=pu|r, -
Soit on définit
u"t = 0u™ + (1 - Q)ut, (2.7)

etonaf €]l —2/(1+C)% 1], (C constant).

Lemme 2.1 :

Soit u* un point fire de lopérateur T, alors up, = Il u* est un point fize de TJ’}. Inver-
sement, soit u, un point fize de T}L, alors posons u* € H}(Q) défini par u* = TFup, u*
est un point fize de Ty. De plus, soit u) = Iyu° alors si Uitération (2.7) converge alors

Uitération discrétisé de (2.7) aussi.

On peut maintenant étudier la convergence de la procédure itérative. On se place dans le
casou f =0 et on note 7" =T}_,.

Théoreme 2.1 :

On se place dans le cas des hypotheéses (A.1..3) et (B.1..2). Soit hq suffisamment petit,
il existe hy €]0,hq] (ho suffisamment petit) et 6y €]0,1] tel que si on a 6y < 0 < 1 et

ha + hy, < hg alors la procédure itérative (2.7) converge vers une limite u*, si le terme

initial u® vérifie —Au® = f dans Q\Q, et dans Q.. De plus, u* le point five de T} vérifie

[w [l fl-rotf

O,w-

Erreur en norme H; ()

Puisque u n’est pas régulier au dela de I' en générale, alors la meilleure approximation

est d’ordre he/> ™. On a :

lu —unllro S llu— Hyullie + [Ju —u*|1L0.
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tel que IT;, : H}(Q) — Uy, la projection de Galerkin, définie par :
/Vﬂhu.thda: = /Vu.thdx Ywy, € Uy,
) )

tell que :

Uh:{UGQDO(g) |U|BQ:0, VKGmQ,U|KEP1(K)}

L’estimation suivante provient du lemme de Céa :

|u — Hyull1a < vig};hHU — vnll10-

Lemme 2.2 :

On se place sous les hypotheses (A.1..3) et (B.1..2), soit hg + h,, suffisamment petit, si
u satisfait Au = 0 dans Q\Q. et dans Q.. Soit u* le point fize de la procédure itérative
(2.7), alors on a :

lu — u*l|l1S]10nu — Dhull -1 jor+lu — yullyjzr,.

Corollaire 2.1 :
Sous les hypothéses du lemme précédent, siu la solution de (2.6) vérifie u € H*(Q\Q,) U

H?*(w), s < 3/2, alors on a 'estimation d’erreur suivante :

[ = unll oS l0wu = Opull 1 p2r+llu — Dyulli o hollullzwthe lullso-

Sous les hypotheses du lemme précédent, siu la solution de (2.6) vérifie Uon\q, € Hs(Q\Q.),

s >3/2 etuy, € H*(w) alors on a lestimation d’erreur suivante :
= unll0F hullullzw+he* log hallullso-
Erreur en norme H'(Q\(Q.UD))

Puisque u est régulier sur 2\()., on espere obtenir une meilleure approximation sur

un sous domaine de ce domaine.
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Proposition 2.1 :
Si on se place sous les hypotheses du théoréme 2.1, si ujq\qg, € H*(Q\Q.) pour s < M,
on a :

lu = unlly o\ @) S R ([l g, el o) + 100w — Ol -1z

Corollaire 2.2 :
Sous les hypothéses de la proposition précédente, siu € H*(Q\Q,) pour 1 < s < min(M, S),

on a :

lu = unlly @0 S (R + B Dlul, o\,
Erreur en norme H'(w)

Pour les mémes raisons que précédemment, on ne peut pas obtenir une approximation
optimale de u par u; dans un voisinage de I'. Mais on peut, apres avoir calculé un wuy,,

obtenir une meilleure approximation de u dans w en trouvant la solution v* de I’équation

—Av* = fdans w, v =uy sur Ty, ©v=0surl.

On observe que

*
lw = u*llw S llu = unllijzr, S llu—unlly o\ @)
On n’a aucun résultat de régularité sur v*, on ne peut donc pas borner directement l’erreur
d’approximation. Cependant, si on choisit une méthode stable et linéaire par rapport a

H?', on peut obtenir une estimation de l’erreur optimale, grace a

| — o]0 S lJu — Hpul|i e + [Ju — 01w

~Y

2.2.2 Avantages et inconvénient de la méthode de la frontiere

élargie

La méthode a frontiere élargie est une méthode qui a I'avantage d’avoir un ordre élevé

d’approximation. Cet ordre élevé a été illustré numériquement dans [7].
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L’inconvénient de cette méthode est d’utiliser un processus itératif de résolution d’un

probleme sur le domaine fictif et d’'un autre probleme a I'intérieur de la frontiere élargie.

2.3 Meéthodes de frontieéres immergées

Le terme de méthodes de frontieres immergées désigne des Méthodes qui traitent des
problemes d’obstacles immergés dans un domaine. Elles ont été introduites et développées
par Charles S. Peskin dans [22]. L’application visée a l'origine est la modélisation des
écoulements sanguins dans le coeur humain. Depuis, elles ont été utilisées pour résoudre
des problemes d’interaction fluide-structure plus généraux.

On peut voir une synthese de ces méthodes dans [23]. Dans [18], la méthode a frontieres
immergées est une méthode de lagrangien augmenté. Ces méthodes consistent a utiliser
un terme de forcage et un maillage structuré. Nous décrivons dans la suite la méthode
de frontiere immergée de C.S. Peskin récrite de maniere a étre plus conforme au cadre
introduit dans les sections précédentes, en particulier avec l'utilisation d’une méthode
d’éléments finis. Cette méthode consiste a utiliser deux maillages : un maillage structuré
régulier de taille h pour le domaine fictif €2 et un maillage Lagrangien pour décrire la
frontiere immergée €);. La prise en compte du domaine immergé se fait a 1'aide d’une
fonction 0 de Dirac lissée qui permet de distribuer le domaine immergé sur les points
voisins du maillage structuré. C’est cette fonction de Dirac lissée qui permet de lier les
deux maillages (voir Figure 2.4). Cette frontiere immergée sera notée 2y quand on se
place dans la configuration de référence et €2; quand on se place dans la configuration
réelle au temps t. La discrétisation en espace des équations se fait a ’aide d’une méthode
d’éléments finis par exemple de type Q1. La discrétisation en temps est effectuée a 1’aide

d’une méthode de Runge-Kutta d’ordre 2.
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0 0

O (X t)=ua

o

FIGURE 2.4 — Exemple de maillages sur un domaine fictif et sur le domaine immergé au

cours du temps.

2.3.1 Avantages de la méthodes de frontieres immergées

Cette méthode est utilisée dans de nombreux exemples d’interaction fluide-structure
dans le cas incompressible (manche a air, valve dans le coeur ...). Elle a ’avantage d’utiliser
deux maillages simples structurés et utilise une fonction de Dirac régularisée afin de lier
ces deux maillages en "projetant” les noeuds du maillage de la frontiere sur les noeuds
du maillage du domaine fictif.

Des cas particuliers de la méthode a frontiere immergée, pour des densités de force simple
(dans une direction, par exemple) avec I'approche des éléments finis, sont présentés dans
des articles de D. Boffi et L. Gastaldi [8] et [9]. Une méthode d’interface immergée a
été développée pour améliorer la méthode de frontiere immergée, en n’utilisant pas une
interface diffuse afin de prendre en compte le bord du domaine réel. Cette méthode utilise
des noeuds irréguliers pres de la frontiere du domaine réel, en ajoutant par exemple un
noeud au centre des mailles. Dans 'article de 2008 de Charles Peskin et Yoichiro Mori

[24], une convergence numérique d’ordre optimal, c’est a dire d’ordre 2, a été prouvée.

31



Chapitre 3

Application de la méthode de

domaine fictif

3.1 Probléme de Dirichlet

Nous nous proposons dans cette partie d’appliquer la méthode de domaine fictif pour
le probleme de Dirichlet qui nous permet de simplifier la prise en compte de domaine de
géométrie complexe.

Soit € un ouvert de R%. Nous considérons le probleme de Dirichlet suivant :

—Au = f dans Q,
(3.1)

u=0 sur 0f,

ol f une fonction de L?(Q) et u € Hj ().

3.2 Formulation variationnelle

Nous supposons que u € H*(2). En multipliant 1’équation de Laplace (3.1) par une

fonction test v qui s’annule sur le bord €2 et en intégrant sur ) et apres nous utilisons
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la formule de Green, nous obtenons le probleme suivant :

trouver u € H} (Q) tel que
(3.2)

[Vu-Vovdr=[fvdr Yve H Q).

Q Q
Nous définissons la forme bilinéaire a : H] x Hi — R et la forme linéaire continue
F:H} - R:

a(u,v) = /Vu -V dx.
0

F(v) = /fv dx.

Q
Théoréme 3.1 :

11 existe une unique solution u € H}(Q) telle que a(u,v) = F(v) Yv € H}(Q).

Preuve.
1) Continuité de a(.,.) :

Soient u,v € H}(S)) , nous avons :

la(u,v)| = |/VU-VU dx|
o)

< /qu-Vv| dx
0

d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :
<V @l Vo [z
= |U|H1(Q) |U|H1(Q)
Donec la forme bilinéaire a est continue avec M = 1 comme constante de continuité.

2) Coercivité de af(.,.) :

Soit v € H} (), nous avons :
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Donc la forme bilinéaire a est coercive avec o = 1 la constante de coercivité.
3) Continuité de F(.,.) :

Soit v € H (), nous avons :

d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

< f ez |l v ez

pour l'inégalité de Poincaré on a :

< Co || f 2@ [vla @)

De plus, H{(£2) est un espace de Hilbert. Alors, le théoréme de Lax-Milgram assure 'exis-
tence et l'unicité de u (solution de probleme (3.2)).

]

Soit D un ouvert de R? tel que Q C D, Q; = D\Q, I’ = 99, soit f une fonction définie
de D & valeur dans R, maintenant nous allons résoudre un probléme de pénalisation L?

[31] avec un coefficient de pénalité 0 < € < 1, qui est équivalant a la forme suivante :
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trouver u. € H}(D) tel que
(3.3)

[Vue-Vvde+21 [uwde= [ fvde Yve H}(D).
D o D
Un autre exemple d’application de la méthode de domaine fictif avec pénalisation H'!

de (3.2) est de :

trouver u, € Hy(D) tel que
(3.4)

1 Oue v Oue Ov _ 1
gVuE - Vv dx + EQfQ (uev + S e T 8962872) dx —gfv dr Vv € Hy(D).

Théoréme 3.2 (Theorem 2.1 dans [31]).
Soit D un domaine rectangulaire et € un domaine régulier. Il existe des solutions uniques

u et ue pour (3.2) et (3.4), respectivement, et nous avons les estimations suivantes :

lue —ull o < Cé (3.5)
[ucll o, < Ce (3.6)

Nous donnons aussi un théoreme concernant la régularité des solutions pour les pro-

blemes de pénalisation H*

Théoreme 3.3 (Theorem 3.1 dans [31]).
Soit D un domaine rectangulaire et Q un domaine régulier. Soit u. € Hi(D) la solution

du probléeme de pénalisation H* (3.4) pour f € L*(Q). Alors nous avons

ulo € HXQ),  ula, € HX(Q2),
lue —ullq < Ce (3.7)
lucllg, < Ce. (3.8)

3.3 Disque

Dans cette partie nous considérons €2 un disque inclus dans le domaine D, tel que

Q= {(a:l,xg) € R?|\/z3 + 2% < 2}, et D c’est le carré qui est defini par
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Chapitre 3 Application de la méthode de domaine fictif

D = {(x1,22)| — 3 < x1 < 3,-3 < x93 < 3}. Nous mettons f = 4 dans (3.1) nous obtenons

le probleme suivant :

—Au =4 dans €,
(3.9)
u=0 sur 01,
La solution exacte de (3.9) est u =4 — 23 — 22

D

Q;

FiGURE 3.1 — Domaine de calcul

Nous avons calculé les erreurs relatives avec la norme L?(D) par la pénalisation L? et
nous avons utilisé la méthode des élements finis Py, avec plusieurs valeurs de € et de h, (ou
h=+?2/k (k= N/6), pour N = 30, 60,120,300, 600, et de générer une grille N x N dans
le carré D) nous obtenons les résultats qui sont représentées par la Figure 3.2. Ensuite,
nous avons utilisé la pénalisation H! et nous avons calculé I'erreur relative avec la norme

H'(D), la Figure 3.3 représente ces résultats.
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Chapitre 3 Application de la méthode de domaine fictif

T
eps=0.1 —+—
eps=005
ps=0.01 —%—
05 ps=0.005 —&—
€ps=0.001 —=—
—

log(relative error L2)
S

-45 -4 35 3 25 -2 -15 -1
log(h)

FIGURE 3.2 — Disque : pénalisation L? et lerreur relative avec la norme L?(D)

Uen—ul|
€,h 0.D

avec échelle logarithmique
llullo, p

-1.8

2.2

log(relative error H1)

"\

-4.5 -4 -35 -3 -2.5 -2 -15 -1
log(h)

FIGURE 3.3 — Disque : pénalisation H' et lerreur relative avec la norme H!(D)

“Evh—“HI D

avec échelle logarithmique
llelly,p

Remarque 3.1
Nous pouvons voir a travers la Figure 3.2, si nous diminuons le terme de discrétisation
h nous remarquons que l’erreur ne diminue pas et parfois elle augmente. Ce phénomene,

nous pouvons l'expliquer par le fait que lerreur avec la pénalisation L? dépend de h, mais

aussi de € (voir Théoréme 3.3 dans [29]).
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Chapitre 3 Application de la méthode de domaine fictif

3.4 Ellipse

Dans cette partie nous considérons 2 une ellipse dans le domaine D qui a la méme

définition comme dans la section du cercle, tel que 2 = {(xl, T9) € ]R2]\/m < 1}.

Nous mettons f = 2.5 dans (3.1) nous obtenons le probléme suivant :

—Au = 2.5 dans €,
(3.10)

u=0 sur 0f2,

La solution exacte de (3.10) est u = 1 — 2% /4 — 3.

D

Q;

FIGURE 3.4 — Domaine de calcul

Nous avons fait les calculs identiques a la section précédente du disque mais au lieu de

prendre un disque nous avons pris une ellipse, les résultats sont dans les figures suivantes :
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Chapitre 3 Application de la méthode de domaine fictif

T
eps=0.1 —+—
eps=0.05 ---x---
eps=001 --;*
05 €ps=0.005 - |
ps=0.001 -
0
05
g
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5
g 1 %
b x
H
g as o
5 o
2
[N S I S
T S e e ». -
e
3 SR
Tt
35
45 4 35 -3 25 2 15 1

log(h)

FIGURE 3.5 — Ellipse : pénalisation L? et lerreur relative avec la norme L?(D)

Uen—ul|
€, h 0.D

ullo.p avec échelle logarithmique

0.6 |
eps=0.1 ——
€ps=0.05 ---x-—-
08 — o |
eps=0.005 &
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FIGURE 3.6 — Ellipse : pénalisation H' et l'erreur relative avec la norme H!(D)
|

“Evh—“HI D

llully,p

avec échelle logarithmique

Nous observons pour lellipse (Figure 3.5 et 3.6) le méme phénomene que dans ’exemple

précédent pour le disque, voir la remarque 3.1.
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Conclusion Générale

La méthode de domaine fictif est une méthode permettant une résolution rapide et
simple du probleme étendu sur le domaine fictif, dans ce travail cette méthode a été testée
avec succes, nous essaierons dans le futur d’appliquer cette méthode pour résoudre des
probléeme plus compliqués d'un certain phénomeénes physique (en mécanique des fluides,

électromagnétisme, biologie...).
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