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Université de Mohammed Seddik Ben-Yahia-Jijel
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elliptiques

Présenté par :
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3.1 Problème de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 Formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3 Disque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4 Ellipse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Conclusion Générale 40

Bibliographie 41

2



Notations

d : dimension de l’espace,

Ω, Ω̃ :ouvert borné de R, généralement domaine physique ou domaine fictif,

Ωe : le domaine extérieur,

Ω : l’adhérence de Ω,

Ωe,h : domaine polygonal approchant Ωe,

Ωh : domaine polygonal approchant Ω, Ωh = ⋃
K∈Th

K,

Γh : frontière ou partie de la frontière de Ωh,

Γ : ∂Ω : frontière de Ω,

ε : paramètre de pénalisation,

η : paramètre de pénalisation (tendant vers 0),

Th : maillage de Ω,

K : élément du maillage,

hK : diamètre de K : distance maximum entre deux points de K,

h : pas du maillage : maximum des diamètres hK , K ∈ Th,

σ : face d’un élément K du maillage,

n : normale extérieure unitaire (rattachée à des domaines différents selon le contexte),

dx : mesure de Lebesgue sur Rd,

(E, 〈., .〉) : espace pré-hilbertien : espace vectoriel muni d’un produit scalaire,

H : un espace de Hilbert réel séparable.
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Notations

H
′

: l’espace dual de l’espaces H.

Lp(Ω)={v :Ω→ R ; v mesurable et
∫
Ω
|v(x)|pdx <∞}, 1 6 p <∞ ,

‖ v ‖Lp(Ω)=
(∫

Ω
|v(x)|pdx

) 1
p

, 1 6 p <∞ ,

L2(Ω)={v : Ω→ R ; v mesurable et
∫
Ω
|v(x)|2dx <∞},

L2(Ω) : est un espace de Hilbert pour le produit scalaire < v,w >=
∫
Ω
v(x)w(x)dx; v, w ∈

L2(Ω),

‖v‖L2(Ω) = (
∫
Ω
|v(x)|2dx) 1

2 ,

p.p. : presque partout,

L∞(Ω)={ v mesurable dans Ω / ∃c > 0 vérifiant |v| 6 c p.p. sur Ω},

‖v‖∞= inf{c, |v| 6 c p.p. sur Ω},

Wm,p(Ω) : espace de Sobolev sur Ω défini par :

Wm,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω), ∂αv ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ Nd, |α| 6 m},

‖v‖Wm,p(Ω) =
(∫

Ω

∑
|α|6m

|∂αv|p(x)dx
) 1
p

,

Hm(Ω) = Wm,2(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂αv ∈ L2(Ω),∀α ∈ Nd, |α| 6 m},

|α|=
d∑
i=1

αi, utilisé pour la définition des espace de Sobolev,

∂αv=
∂|α|v

∂xα1
1 ...∂x

αd
d

,

H1(Ω) : espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω défini par :

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω); ∂v
∂xi
∈ L2(Ω), 1 6 i 6 d},

muni de la norme

‖ v ‖1,Ω= (v, v)
1
2
1,Ω =

(
‖ v ‖2

0,Ω +
d∑
i=1
‖ ∂v
∂xi
‖2

0,Ω

) 1
2

,

du produit scalaire :

(u, v)1,Ω = (u, v)0,Ω +
d∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
,
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Notations

H1(Ω) : est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., .)1,Ω

H1
0 (Ω)= {v ∈ H1(Ω), v = 0 sur ∂Ω},

|v|H1(Ω) : semi-norme sur H1(Ω), telle que :

|v|H1(Ω) = ‖∇v‖L2(Ω).

5



Introduction générale

Les méthodes de domaines fictifs qui sont de plus en plus utilisées, notamment pour les

problèmes d’interactions fluide-structure [20] et plus généralement pour tous les problèmes

à frontière libre. Le principe de ces méthodes est de prolonger un domaine réel ouvert

Ω̃ ⊂ Rd (dans la suite d = 2 ou 3) de bord Γ en un domaine Ω plus grand et de géométrie

simple appelé domaine fictif. Lors de la discrétisation on utilisera un maillage du domaine

fictif Ω non conforme par rapport au domaine réel Ω̃. Le domaine ajouté est appelé le

domaine extérieur Ωe (voir la Figure 1).

n

Ω

Ω
∼

Ω e

Γ

Figure 1 – Prolongements du domaine Ω̃ dans un domaine fictif Ω.

L’intérêt principal, dans les méthodes qui vont être décrites, est d’utiliser un maillage

structure sur le domaine fictif permettant une résolution rapide et simple du problème

étendu sur le domaine fictif. La difficulté majeure consiste à bien prendre en compte les

conditions aux limites sur la frontière du domaine réel (dite frontière immergée) afin de

recouvrer la solution du problème initial. On peut diviser en deux catégories les méthodes
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Introduction générale

de domaines fictifs selon que la frontière immergée est approchée à l’aide d’une surface

(quand d = 2)-volume (quand d = 3) qui l’entoure ( méthodes à interface diffuse) ou

bien que la frontière immergée est approchée grâce à une courbe(d = 2)/surface(d = 3)

(méthodes à interface fine).

On présentera, par la suite, une liste non exhaustive de ces méthodes ainsi que leurs avan-

tages et inconvénients. On présentera tout d’abord une méthode de pénalisation (PM),

puis la méthode de frontière élargie (FBM), développée par B. Maury [21]. Ensuite, on

présentera la méthode introduite et développée par C. S. Peskin [22] de frontière immer-

gée (IBM). Enfin on présentera différentes méthodes de multiplicateur de Lagrange ainsi

que les méthodes utilisant des éléments coupés avec multiplicateur de Lagrange ou une

méthode de type Nitsche.

Dans ce mémoire nous nous intéressons à la méthode de domaine fictif pour les pro-

blèmes elliptiques.

Ce mémoire est composé de trois chapitres, le premier est consacré à des notations de

base que nous avons utilisé tout au long de ce travail, concernant les vecteurs et la norme

associée, les formules de Green et de la divergence, ainsi que le théorème de Lax-Milgram

à propos d’existence et d’unicité de la solution.

Dans le deuxième chapitre, nous parlons des méthodes de domaine fictif en présentant

en présentant quelques une, les méthodes de pénalisations, les méthode de la frontière

élargie, les méthodes de frontières immergées, les méthodes de multiplicateur de Lagrange.

Le troisième chapitre c’est d’effectuer l’application de la méthode de domaine fictif

avec pénalisation L2 et H1 pour le problème de Dirichlet suivant :
−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1)

où f ∈ L2(Ω) et u ∈ H1
0 (Ω), avec Ω le domaine réel (Disque, ellipse) afin de calculer les
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Introduction générale

estimations d’erreurs entre les solutions exactes u et les solutions approchées uε,h après

la présentation des formulations variationnelles. De plus, pour valider nos résultats, des

exemples numériques ont été donnés où les calculs numériques ont été élaborés via le

ligiciel ”FreeFem++”.
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Chapitre 1

Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques formules de Green

et de la divergence et aussi l’existence et l’unicité de la solution avec le théorème de

Lax-Milgram.

1.1 Existence et unicité de solution

Dans cette section, nous rappelons des notions de base par rapport à la norme et des

théorèmes principaux concernant l’existence et l’unicité de la solution.

Soit d ∈ N, d > 1. Dans cette section nous travaillerons avec des champs vectoriels de

fonctions v,u,w : Ω→ Rd (Ω ⊂ Rd), que nous noterons

v = (v1, ..., vd), où vi : Ω→ R (i = 1, ..., d),

Pour un tel champ, nous écrirons les opérateurs vectoriels associés de la manière sui-

vante :

div v =
d∑
i=1

∂vi
∂xi

,

9



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

∇v =


∇v1

...

∇vd

 =



∂v1
∂x1
, ..., ∂v1

∂xd

...

∂vd
∂x1
, ..., ∂vd

∂xd

 et ∆v =


∆v1

...

∆vd

 .

La norme d’un champ vectoriel u dans un espace de Hilbert H1(Ω)d se note :

‖u‖H1(Ω)d :=
 d∑
j=1
‖uj‖2

H1(Ω)

 1
2

.

Si ui est un champ scalaire dans l’espace H1(Ω) alors par la définition de la norme

H1 :

‖∇ui‖L2(Ω) :=
 d∑
j=1

∥∥∥∥∥∂ui∂xj

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

 1
2

6 ‖ui‖H1(Ω) .

Théorème 1.1 (Inégalité de Hölder) [11]

Soit Ω un ouvert de Rd. 1 6 r 6∞, 1 6 s 6∞ et 1 6 t 6∞ tels que (1
r

+ 1
s

= 1
t
). Alors

∀f ∈ Lr(Ω),∀g ∈ Ls(Ω), f.g ∈ Lt(Ω),

et

‖ f.g ‖Lt(Ω)6‖ f ‖Lr(Ω)‖ g ‖Ls(Ω) .

Remarque 1.1 :

Cette inégalité devient l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour r = s = 2 et t = 1.

Théorème 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [1]

— Dans un espace de Hilbert :

Soit (E,< ., . >) un espace pré-hilbertien .Alors, pour tous u, v ∈ E,

| < u, v > | 6‖ u ‖E‖ v ‖E .

— Avec des sommes :

Soient u et v ∈ Ω (Ω ⊂ Rd) . Alors :

d∑
k=1
|ukvk| 6

(
d∑

k=1
|uk|2

) 1
2
(

d∑
k=1
|vk|2

) 1
2

.
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Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

— Avec des intégrales :

Soient f, g ∈ L2(Ω) . Alors :

∫
Ω

|fg| dx 6

∫
Ω

|f |2 dx

 1
2
∫

Ω

|g|2 dx

 1
2

.

Théorème 1.3 (Inégalité de Poincaré) [1].

Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors, il existe une constante C > 0 (dépende de Ω) telle

que : pour toute fonction v ∈ H1
0 (Ω), nous avons :

‖ v ‖L2(Ω)6 CΩ ‖ ∇v ‖L2(Ω) .

Remarque 1.2 :

Une inégalité de Poincaré est une inégalité qui permet de controler (estimer) la norme L2

d’une fonction par la norme L2 de son gradiant.

Théorème 1.4 :

Soit Ω un ouvert borné régulier (i.e. admettent au plus des point anguleux) de R.

v ∈ H1(Ω) n’est pas définie sur le bord, car les fonctions de H1(Ω) ne sont pas continues

si n > 2.

On introduit la fonction trace :

γ0 : H1(Ω)→ L2(∂Ω)

v 7→ γ0(v) = v |∂Ω,

qui est continue. Dans ces conditions,

∃ C > 0, ∀v ∈ H1(Ω), ‖γ0v‖L2(∂Ω)6 C‖v‖H1(Ω).

Où

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω), γ0v = 0 sur ∂Ω}.

1.1.1 Formules de Green et formule de la divergence

Nous donnons quelques rappels utiles par la suite.

Ω un ouvert borné régulier de Rd, soient v, w ∈ H1(Ω) et soient v,w ∈ H2(Ω).

11



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

Formule de Green

∫
Ω

∂v

∂xi
w dx =

∫
∂Ω

vniw dσ −
∫
Ω

v
∂w

∂xi
dx.

a) Pour tous champs scalaires v, w réguliers, on a :

−
∫
Ω

(∆w)v dx =
∫
Ω

∇w · ∇v dx−
∫
∂Ω

∂w

∂n
v dσ, (1.1)

où n est la normale unitaire extérieure à Ω

b) Pour tous champs vectoriels v,w réguliers, on a :

−
∫
Ω

∆w · v dx =
∫
Ω

∇w : ∇v dx−
∫
∂Ω

∂w

∂n
· v dσ, (1.2)

avec ∇w : ∇v =
d∑
i=1

d∑
j=1

∂wi
∂xj

∂vi
∂xj

.

c) Soit Ω un ouvert régulier de Rd et p : Ω̄→ R une fonction de classe C1 et v : Ω̄→ Rd

un champ vectoriel de classe C2. Alors

∫
Ω

∇p · v dx = −
∫
Ω

p · div v dx+
∫
∂Ω

(pn) · v dσ, (1.3)

oú n = (n1, ..., nd) est le vecteur normal unitaire à ∂Ω.

Formule de la divergence :

Pour tout champ vectoriel v régulier, nous avons

∫
Ω

div v dx =
∫
∂Ω

v · n dσ, (1.4)

où n est la normale unitaire extérieure à Ω

Nous notons par ‖·‖X la norme sur X.

12



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

1.1.2 Théorème de Lax-Milgram

Définition 1.1 :

Soient X un espace de Hilbert, a : X× X→ R une forme bilinéaire. Nous disons que

1) a(u, v) est continue sur X si :

Il existe M > 0 ∀u, v ∈ X tel que |a(u, v)| 6M ‖u‖X ‖v‖X .

2) a(u, v) est coercive sur X si :

Il existe α > 0 tel que α ‖v‖2
X 6 a(v, v).

3) a(u, v) est symétrique si :

∀u, v ∈ X, a(u, v) = a(v, u).

Théorème 1.5 (Théorème de représentation de Lax-Milgram)[10].

Soit a : X × X → R une forme bilinéaire, continue et coercive sur l’espace de Hilbert X
et soit L : X→ R une forme linéaire continue sur X. Alors, il existe un unique u ∈ X tel

que l’équation a(u, v) = L(v) soit vérifiée pour tout v de X, c-à-d :

∃!u ∈ X ∀v ∈ X, a(u, v) = L(v). (1.5)

13



Chapitre 2

Méthodes de domaines fictifs

Dans ce chapitre, nous parlons des méthodes de domaine fictif en présentant certaines

de ces méthodes, les méthodes de pénalisations, les méthodes de la frontière élargie, les

méthodes de frontières immergées.

2.1 Méthodes de pénalisation

Les méthodes de pénalisation, pour les problèmes des domaines fictifs, ont été intro-

duites dès les années 1960 par V. K. Saul’ev [30] et V. D. Kopc̆enov [19], où un terme de

pénalisation est ajouté au coefficient de diffusion. Ces auteurs considéraient toutefois une

adaptation locale du maillage du domaine fictif (déplacement de noeuds) afin de prendre

en compte les conditions aux limites immergées. Ces méthodes ont été également déve-

loppées par E. Acquis [5] et J. Caltagirone [12] pour les équations de Navier Stokes et par

P. Angot en 1989 [2], où un terme de pénalisation est utilisé dans l’équation de Poisson.

L’idée des méthodes de pénalisation est d’utiliser une unique équation sur le domaine fictif

Ω en perturbant le moins possible l’équation sur le domaine réel. Pour cela on introduit

un terme de pénalisation. Ce terme est divisé par un paramètre de pénalisation que l’on

note η, avec 0 < η << 1 de telle sorte que le terme de pénalisation soit nul sur le domaine

réel (ou une approximation) et qu’il tende vers l’infini sur le domaine extérieur (ou une

14



Chapitre 2 Méthodes de domaines fictifs

approximation).

Nous allons décrire ces méthodes sur un cas simple, celui des équations elliptiques scalaires

avec des conditions aux bords de type Dirichlet, Neumann ou Robin, pour un maillage

structuré de taille de maille h pour le domaine fictif et pour une approximation par une

méthode d’éléments finis de Lagrange Q1 pour d = 2. Les résultats présentés proviennent

principalement des travaux de I. Ramière [25], [26], [27] et [28].

2.1.1 Position du problème et conditions aux bords

Soient ã un champs de matrices de dimension d × d dont les coefficients sont dans

L∞(Ω̃), et qui sont uniformément symétriques définies positives sur Ω̃, b̃ un scalaire de

L∞(Ω̃), strictement positif et f̃ un second membre dans L2(Ω̃). Nous considérons le pro-

blème de l’équation elliptique suivante :
−div(ã∇ũ) + b̃ũ = f̃ dans Ω̃,

C.B. sur Γ,
(2.1)

où C.B. représente les conditions au bord sur Γ, qui peuvent être :

– Soit de Dirichlet : ũ = uD avec uD ∈ H1/2(Γ).

– Soit de Robin : −(ã.∇ũ).n = αRũ + gR avec αR ∈ L∞(Γ), αR > 0, gR ∈ L2(Γ) et

n le vecteur normal unitaire sortant,

– Soit de Neumann : cas Robin : αR = 0.

L’idée des méthodes de pénalisation est de résoudre le système suivant sur le domaine

fictif : 

−div(a∇u) + bu = f dans Ω,

C.B. originale de (2.1) sur ∂Ω ∩ Γ,

C.B. nécessaire sur ∂Ω\Γ,

(2.2)

Afin d’assurer l’existence et l’unicité de u, les coefficients a, b, et f doivent vérifier les

hypothèses similaires à ã, b̃ et f̃ suivantes :
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a est un champ de matrices de dimension d × d dont les coefficients sont dans L∞(Ω)

et sont uniformément symétriques définies positives sur Ω, b est un scalaire de L∞(Ω),

strictement positif, f est dans L2(Ω). Les conditions aux limites (celles sur Ω et celle sur

∂Ω le bord du domaine fictif) dépendent des méthodes et des conditions au bord choisies.

Dans la suite, on note n la normale unitaire sortante sur le bord de Ω̃ et ψ ∈ H1(Ω̃∪Ωe).

On note ψ−(resp. ψ+) sur Γ la trace ψ |Ω̃ (resp. ψ |Ωe). On définit dψe = ψ+ − ψ− le

saut de la trace par rapport à la normale n orientée et ψ = 1
2(ψ+ + ψ−) la moyenne

arithmétique. Dans les méthodes que l’on va regarder, on va dans un premier temps

approcher la frontière immergée à l’aide d’une union de maille qui la traverse (méthode

à interface diffuse). On considérera ensuite la frontière immergée comme étant approchée

par des faces de mailles ( méthode à interface fine). Une approximation par une méthode

d’éléments finis de Lagrange Q1 est effectuée. On considère par la suite, une triangulation

Th du domaine fictif qui est composée de quadrangles et qui est de plus structurée. On

introduit les notations suivantes : hK = diam(K) distance euclidienne maximale entre

deux points de K, h = max(hK , K ∈ Th) la taille de maille, ρK = min
16i62d

ρi, ρi étant le

minimum des diamètres du cercle inscrit aux triangles obtenus en joignant les 3 sommets

(aj)j 6=i.

Définition 2.1 (Famille Régulière) :

Une famille Th d’éléments finis est régulière s’il existe une constante σ tel que

∀h,∀K ∈ Th,
hK
ρK

6 σ.

On définit

Vh = {v ∈ C0(Ω) | ∀K ∈ Th, v|K ∈ Q1(K)} et V 0
h = {v ∈ Vh | v|∂Ω = 0}.
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2.1.2 Méthodes de pénalisation à interface diffuse

Ces méthodes sont décrites dans [26]. Elles consistent à approcher l’interface Γ par

une interface épaisse ωh,Γ. On considère les domaines discrets suivants :

Ω̃h = ⋃
K∈Th,K⊂Ω̃

K, ωh,Γ = ⋃
K∈Th,K∩Γ 6=∅

K et Ωe,h = ⋃
K∈Th,K /∈Ω̃h∪ωh,Γ

K

qui sont respectivement une discrétisation du domaine réel Ω̃, celle de Γ (l’interface

diffuse) et celle du domaine extérieur Ωe (voir Figure 2.1). On impose naturellement, sur

l’approximation du domaine réel :

a|Ω̃h = ã |Ω̃h , b|Ω̃h = b̃ |Ω̃h , f|Ω̃h = f̃ |Ω̃h .

n

Ω

Ω
∼

Ω e

Γ

Ω

Ωe

Ω

∼

h

h

wh Γ

Figure 2.1 – Définition des domaines pour la méthode d’interface diffuse.

Cas de condition au bord de Dirichlet

Si on prend comme condition au bord ũ = uD avec uD ∈ H1/2(Γ), alors en dehors du

domaine réel Ω̃, on doit inclure un terme de pénalisation qui tend vers l’infini. On peut le

faire de deux manières différentes : pénaliser sur ωh,Γ ou sur Ωe,h.

Pour pénaliser sur ωh,Γ, on choisit un relèvement uD,r de uD dans H1(Ω) et on pose

a = 1
η
Id, b = 1

η
, f = 1

η
uD,r sur ωh,Γ,
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et

a = Id, b = 0, f = 0 sur Ωe,h.

Concernant les conditions au bord sur ∂Ω, on doit seulement imposer la condition de

Dirichlet u = uD sur ∂Ω∩ ∂ωh,Γ. En effet, seule la condition au bord sur les noeuds liés à

∂Ω∩∂ωh,Γ concerne la solution dans le domaine réel. La condition au bord sur le reste ∂Ω

peut ête choisie arbitrairement. L’autre possibilité est la pénalisation sur Ωe,h, qui consiste

à prendre le choix des coefficients suivants :

a = ã, b = b̃, f = f̃ sur ωh,Γ,

a = 1
η
Id, b = 1

η
, f = 1

η
uD,r sur Ωe,h.

Le système initial est préservé sur ωh,Γ et il devient négligeable sur Ωe,h. La condition au

bord sur ∂Ω doit être u|∂Ω = uD,r.

En considérant des conditions de Dirichlet sur ∂Ω et 0 < η << 1, la formulation va-

riationnelle sur le domaine fictif consiste à chercher φ ∈ H1
0 (Ω) avec φ = uη − uD,r tel

que

∫
Ω

a∇φ.∇vdx+
∫
Ω

bφvdx =
∫
Ω

fvdx−
∫
Ω

a∇uD,r.∇vdx−
∫
Ω

buD,rvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Le problème discret revient à chercher φh ∈ V 0
h tel que

∫
Ω

a∇φh.∇vdx+
∫
Ω

bφhvdx =
∫
Ω

fvdx−
∫
Ω

a∇uD,r.∇vdx−
∫
Ω

buD,rvdx, ∀v ∈ V 0
h .

Condition au bord de Robin ou de Neumann

Dans ce cas, on considère la condition au bord −(a.∇u).n = αRu + gR (αR = 0 dans

le cas Neumann).

On suppose dans la suite que gR est défini dans un voisinage du bord Γ. La formulation

variationnelle du problème 2.2 sur Ω̃ et Ωe sont : ∀v ∈ H1(Ω),
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∫
Ω̃

a∇u.∇vdx+
∫
Ω̃

b u v dx−
∫
Γ

(a∇u)−.n vds−
∫

∂Ω∩Γ

(a∇u).n vds =
∫
Ω̃

f v dx dans Ω̃,

∫
Ωe

a∇u.∇v dx+
∫
Ωe

b u v dx+
∫
Γ

(a∇u)+.n vds−
∫

∂Ω/Γ

(a∇u).n vds =
∫
Ωe

f v dx dans Ωe.

Donc la somme des deux formulations variationnelles s’écrit dans Ω :

∫
Ω

a∇u.∇vdx+
∫
Ω

b u v dx+
∫
Γ

((a∇u)+.n− (a∇u)−.n) vds−
∫
∂Ω

(a∇u).n vds =
∫
Ω

f v dx,

∫
Ω

a∇u.∇vdx+
∫
Ω

b u v dx−
∫
∂Ω

(a∇u).n vds =
∫
Ω

f v dx− 〈((a∇u)+.n− (a∇u)−.n)δΓ, v〉.

Au sens des distributions, le problème sur le domaine fictif devient :

−div(a∇u) + b u = f − ((a∇u)+.n− (a∇u)−.n)δΓ.

On a :

−(a∇u)−.n = αRũ+ gR.

On va choisir a|Ωe assez petit pour que

(a∇u)+.n ' 0.

On obtient donc

−div(a∇uη) + b uη = f − (αRũη + gR)δΓ.

Le domaine fictif est discrétisé grâce à un maillage structuré. Or la condition de Robin

est définie sur le bord du domaine réel Γ.

En général, le bord du domaine réel n’étant pas défini exactement, on considère une

approximation de la fonction Dirac de celui-ci. Pour cela, on définit ε > 0 de telle manière

à ce que l’on ait ∫
Γ

αRu+ gRds '
∫

ωh,Γ

αRu+ gR
ε

dx.

19
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On prend :

a = ã, b = b̃+ αR
ε
, f = f̃ − gR

ε
sur ωh,Γ,

a = ηId, b = 0, f = 0 sur Ωe,h.

Comme dans le cas de la condition du type Dirichlet, les conditions au bord sur la partie

∂Ω∩∂ωh,Γ s’intègrent de manière standard. On se place dans la suite dans le cas de condi-

tion au bord de type Neumann homogène. La formulation variationnelle sur le domaine

fictif consiste à chercher :
uη ∈ H1(Ω) tel que∫
Ω
a∇uη.∇vdx+

∫
Ω
buηvdx =

∫
Ω
fvdx−

∫
ωh,Γ

αRuη + gR
ε

vdx, ∀v ∈ H1(Ω).

Le problème discret revient quant à lui à chercher :


uhη ∈ Vh tel que∫
Ω
a∇uhη .∇vdx+

∫
Ω
buhηvdx =

∫
Ω
fvdx−

∫
ωh,Γ

αRu
h
η + gR

ε
vdx, ∀v ∈ Vh.

Sous les hypothèses qui ont été considérées sur ã, b̃ et sur les données f̃ et uD le théorème

de Lax-Milgram assure l’existence et l’unicité de la solution de ces deux problèmes.

2.1.3 Méthodes de pénalisation à interface fine

Les méthodes de pénalisation à interface fine sont en particulier étudiées dans [27]

qui présente le cas de conditions aux bord mixtes de plus une stratégie de raffinement

local multi-niveaux du maillage. A chaque niveau raffinement, un ensemble de patchs de

forme simple (rectangulaire en 2D) est généré. Ces patchs sont des sous-grilles embôıtées

centrées autour d’un volume de contrôle du niveau grossier, situé autour de l’interface fine

à approcher, Γ.

Soient Ω̃h = ⋃
K∈Th,K⊂Ω̃,K∩Γ 6=∅

K, Γh = ∂Ω̃h et Ωe,h = ⋃
K∈Th,K /∈Ω̃h∪ωh,Γ

K qui sont
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respectivement une discrétisation du domaine réel, une de l’interface fine et une de Ωe

(voir Figure 2.2).

n

Ω

Ω
∼

Ω e

Γ

Ω

Ωe

Ω

∼

h

h

Γ

hΓ

Figure 2.2 – Définition des domaines pour la méthode d’interface fine.

On procède de la même manière que précédemment. On ajoute de plus, des conditions

sur Γh, qui sont des conditions de transmissions liant les sauts de flux et de solution sur

l’approximation de la frontière immergée (voir [3]) :

d(a · ∇u) · neΓh = αu |Γh −q sur Γh,

et

(a · ∇u) · n |Γh= βdueΓh − g sur Γh,

avec q, g ∈ L2(Ω), α, β que l’ont déterminera ensuite. Ces conditions plus générales sont

inspirées du cas modèle de fractures. Elles vont servir et seront choisies afin d’isoler la

solution du domaine physique approché du domaine fictif extérieur. Le problème qui l’on

souhaite donc résoudre est :

−div(a∇u) + bu = f dans Ω,

C.B. originale de (2.1) sur ∂Ω ∩ Γ,

C.B. nécessaire sur ∂Ω\Γ,

d(a∇u).neΓh = αu |Γh −q sur Γh,

(a∇u).n |Γh= βdueΓh − g sur Γh.

(2.3)
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On pose naturellement sur Ω̃ :

a|Ω̃ = ã |Ω̃, b|Ω̃ = b̃ |Ω̃, f|Ω̃ = f̃ |Ω̃ .

Conditions au bord de type Dirichlet

On se retrouve dans la même situation que celle décrite dans le problème à interface

diffuse. Pour une condition de bord ũ = uD avec uD ∈ H1/2(Γ), il existe un relèvement

uD,r de uD dans H1(Ω). En dehors du domaine réel Ω̃, on inclut un terme de pénalisation

qui tend vers l’infini. Deux pénalisations sont possibles : pénaliser sur Γh ou sur Ωe. Si on

adopte la pénalisation sur Γh, on pose η << 1 et on prend :

a|Ωe = Id, b|Ωe = f|Ωe = 0 dans Ωe,

α = 4β = 2
η
,

q

2 − g = 1
η
uD sur Γh.

Si on adopte la pénalisation sur Ωe, on pose η << 1 et on prend :

a|Ωe = 1
η
Id, b|Ωe = 1

η
, f|Ωe = 1

η
uD dans Ωe,

β = 1
η
, α = q = g = 0 sur Γh.

La formulation variationnelle sur le domaine fictif consiste à chercher φ ∈ H1
0 (Ω) avec

φ = uη − uD,r tel que :

∫
Ω

a∇φ.∇vdx+
∫
Ω

bφvdx+
∫
Γh

(αφ |Γh +βdφeΓh)vds =
∫
Ω

fvdx+
∫
Γh

(q + g)vds

−
∫
Ω

a∇uD,r.∇vdx−
∫
Ω

buD,rvdx−
∫
Γh

(αuD,r |Γh +βduD,reΓh)vds, ∀v ∈ H1
0 (Ω),
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Chapitre 2 Méthodes de domaines fictifs

le problème approché par éléments finis consiste à chercher φhη ∈ V 0
h tel que

∫
Ω

a∇φh.∇vdx+
∫

Ω
bφhvdx+

∫
Γh

(αφh |Γh +βdφheΓh)vds =
∫
Ω

fvdx+
∫
Γh

(q + g)vds

−
∫
Ω

a∇uD,r.∇vdx−
∫
Ω

buD,rvdx−
∫
Γh

(αuD,r |Γh +βduD,reΓh)vds, ∀v ∈ V 0
h ,

(2.4)

Conditions au bord de type Robin

On a aussi la même situation qui pour le problème à interface diffus, c’est à dire l’on

considère la condition au bord −(a.∇u).n = αRu + gR (αR = 0 dans le cas Neumann).

On prend :

a|Ωe = Id, b|Ωe = f|Ωe = 0 dans Ωe,

α = 4β = 2αR,
q

2 − g = gR sur Γh.

La condition au bord de Ω est la même, on prend un condition du type Neumann homo-

gène. La formulation variationnelle sur le domine fictif consiste à chercher



uη ∈ H1(Ω) tel que∫
Ω
a∇uη.∇vdx+

∫
Ω
buηvdx+

∫
Γ

(aūη |Γ −q + βduηeΓ − g)vds

=
∫
Ω
fvdx−

∫
Γ

(αRu+ gR)vds, ∀v ∈ H1(Ω).

Le problème discret consiste à chercher



uhη ∈ Vh tel que∫
Ω
a∇uhη .∇vdx+

∫
Ω
buhηvdx+

∫
Γh

(αūhη |Γh +βduhηeΓh + αRu
h
η)vds

=
∫
Ω
fvdx+

∫
Γh

(q + g − gR)vds, ∀v ∈ Vh.

(2.5)
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2.1.4 Avantages et inconvénient de la méthode avec pénalisa-

tions

Les avantages de le méthode de domaine fictif avec pénalisation peuvent être résumés

comme suit :

1. La méthode nécessite l’utilisation d’un unique maillage cartésien pour les deux

approches (interface finie ou diffuse).

2. Les conditions limites sont simulées avec une seule formulation générique.

3. La méthode est facile est rapide à implémenter.

Un taux de convergence en o(η 1
2 ) en norme L2 pour une pénalisation surfacique et en o(η 3

2 )

en norme H1 pour une pénalisation volumique a été obtenue numériquement dans [27].

Dans [4], une étude théorique a été faite sur une équation de Darcy pour une pénalisation

L2 et une équation de Brinkmann pour une pénalisation H1.

Les inconvénients sont la perte de consistance et l’ordre de convergence lent en o(h 1
2 )

qui peut être considéré comme rédhibitoire pour certaines applications.

2.2 Méthode de la frontière élargie

La méthode de frontière élargie est une méthode de domaine fictif initialement déve-

loppée par Bertrand Maury dans [21], [6] pour des équations de Poisson dans un domaine

contenant des trous et avec des conditions aux bords de type Dirichlet. Elle a été ensuite

étendue à d’autres équations et largement utilisée (on citera par exemple [7, 13, 16]).

Cette méthode consiste à tirer profit de l’approche de domaine fictif en utilisant un

maillage structuré sur le domaine fictif Ω et un maillage volumique ω localisé autour de la

frontière immergée afin d’obtenir une précision suffisante autour de la frontière immergée

Ωe (voir Figure 2.3). Le problème à résoudre est remplacé par deux problèmes : un premier

défini localement sur ω et un second défini globalement sur le domaine fictif Ω étendu par
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Ωe. Le problème est ensuite relaxé et un procédé itératif de point fixe est utilisé afin de

résoudre les deux problèmes. On définit ni la normale intérieure à Ωe et ne la normale

extérieure Ωe. Le taux de convergence théorique en norme H1
0 (Ω) est d’ordre 1

2 , en effet

u n’est en général pas régulier sur Ωe. Dans l’article [7], il a été constaté toutefois sur des

tests numériques un ordre de convergence optimal en norme H1(ω) et H1(Ω\(Ωe ∪ ω))

pour l’élément fini utilisé, dans des exemples de dimension 1 et 2.

Ω

Ω

Ω

Γ

n

e

∼

Ω e

Γ
Γ

0

w

n

n

e

Figure 2.3 – Exemple de méthodes à frontière élargie.

2.2.1 Estimation de l’erreur

Soit f̃ ∈ L2(Ω̃), on doit trouver ũ ∈ V tel que
−∆ũ = f̃ dans Ω̃,

ũ|Γ = 0.
(2.6)

On souhaite résoudre un problème fictif définit sur Ω, pour cela, on définit f l’extension

de f̃ définit sur Ω̃ par 0 sur Ωe :

f|
Ω̃

= f̃ |Ω̃, f|Ωe = 0.

on a l’ensemble Uh défini par : Uh = {u ∈ ϕ0(Ω) | u|∂Ω = 0, ∀K ∈ mΩ, u|K ∈ P1(K)}.

Propriétés 2.1 (Hypothèses sur Uh). Soit G0, G des sphères concentriques fixées et don-

nées tel que G0 ⊂⊂ G ⊂⊂ Ω, il existe h0 tel que pour tout h 6 h0, on a pour R > 1,M > 1
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Chapitre 2 Méthodes de domaines fictifs

fixés

A.1. ∀u ∈ H1(G) (resp. H1
0 (G0)), ∃g ∈ Uh (resp. H1

0 (G)) tel que ∀ 0 6 s 6 R,

s 6 l 6M

‖u− g‖s,G. hl−sΩ ‖u‖l,G.

A.2. Soit ϕ ∈ C∞0 (G0) et uh ∈ Uh, alors ∃g ∈ Uh ∩H1
0 (G) tel que

‖ϕuh − g‖1,G6 C(ϕ,G,G0)hΩ‖uh‖1,G.

A.3. ∀h 6 h0, ∃Gh avec G0 ⊂⊂ Gh ⊂⊂ G tel que si 0 6 t 6 s 6 R alors ∀uh ∈ Uh,

on a

‖uh‖s,Gh. hΩ‖uh‖t,Gh .

Ces hypothèses standards sont vérifiées par les espaces d’éléments finis définis sur un

maillage quasi-uniforme. Les paramètres R et M jouent respectivement le rôle de la régu-

larité et l’ordre de l’approximation de l’espace d’approximation Uh.

Propriétés 2.2 (Hypothèses sur ∂hn). Pour S > 2 fixé

B.1. Si v ∈ W est tel que ∆v ∈ L2(ω) alors

‖∂hnv‖−1/2,Γ.‖∆v‖0,ω+‖v‖1/2,Γ0 .

B.2. Si v ∈ Hs(ω), 2 6 s 6 S alors

‖∂nv − ∂hnv‖−1/2,Γ. hs−1
ω ‖v‖s,ω.

On ne choisit pas une méthode particulière ici, on admet juste que l’on peut calculer

une approximation de ∂n sur Γ. De plus, afin de démontrer la convergence de problème

discret, on a besoin que ∂hn soit linéaire, stable et soit une bonne approximation de la

dérivée normale extérieur en norme H−1/2(Γ).

On défini l’opérateur

T ?f : H1
0 (Ω)→ H1

0 (Ω) tel que

−∆T ?f u = f + ∂hnv
?δΓ.
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Où v? l’unique solution de

−∆v? = f dans ω, v? |Γ= 0 et v? |Γ0= Πhu |Γ0 .

Soit on définit

un+1 = θun + (1− θ)un+1, (2.7)

et on a θ ∈]1− 2/(1 + C)2, 1[, (C constant).

Lemme 2.1 :

Soit u? un point fixe de l’opérateur T ?f , alors uh = Πhu
? est un point fixe de T hf . Inver-

sement, soit uh un point fixe de T hf , alors posons u? ∈ H1
0 (Ω) défini par u? = T ?f uh, u?

est un point fixe de T ?f . De plus, soit u0
h = Πhu

0 alors si l’itération (2.7) converge alors

l’itération discrétisé de (2.7) aussi.

On peut maintenant étudier la convergence de la procédure itérative. On se place dans le

cas où f = 0 et on note T ? = T ?f=0.

Théorème 2.1 :

On se place dans le cas des hypothèses (A.1..3) et (B.1..2). Soit hΩ suffisamment petit,

il existe h0 ∈]0, h1[ (h0 suffisamment petit) et θ0 ∈]0, 1[ tel que si on a θ0 < θ < 1 et

hΩ + hω 6 h0 alors la procédure itérative (2.7) converge vers une limite u?, si le terme

initial u0 vérifie −∆u0 = f dans Ω\Ωe et dans Ωe. De plus, u? le point fixe de T ?f vérifie

‖u?‖1,Ω.‖f‖−1,Ω+‖f‖0,ω.

Erreur en norme H1
0 (Ω)

Puisque u n’est pas régulier au delà de Γ en générale, alors la meilleure approximation

est d’ordre h
1/2−ε
Ω . On a :

‖u− uh‖1,Ω . ‖u−Πhu‖1,Ω + ‖u− u?‖1,Ω.
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tel que Πh : H1
0 (Ω)→ Uh, la projection de Galerkin, définie par :

∫
Ω

∇Πhu.∇whdx =
∫
Ω

∇u.∇whdx ∀wh ∈ Uh.

tell que :

Uh = {u ∈ ϕ0(Ω) | u|∂Ω = 0, ∀K ∈ mΩ, u|K ∈ P1(K)}

.

L’estimation suivante provient du lemme de Céa :

‖u−Πhu‖1,Ω . inf
vh∈Uh

‖u− vh‖1,Ω.

Lemme 2.2 :

On se place sous les hypothèses (A.1..3) et (B.1..2), soit hΩ + hω suffisamment petit, si

u satisfait ∆u = 0 dans Ω\Ωe et dans Ωe. Soit u? le point fixe de la procédure itérative

(2.7), alors on a :

‖u− u?‖1,Ω.‖∂nu− ∂hnu‖−1/2,Γ+‖u−Πhu‖1/2,Γ0 .

Corollaire 2.1 :

Sous les hypothèses du lemme précédent, si u la solution de (2.6) vérifie u ∈ Hs(Ω\Ωe)∪
H2(ω), s < 3/2, alors on a l’estimation d’erreur suivante :

‖u− uh‖1,Ω.‖∂nu− ∂hnu‖−1/2,Γ+‖u−Πhu‖1,Ω. hω‖u‖2,ω+hs−1
Ω ‖u‖s,Ω.

Sous les hypothèses du lemme précédent, si u la solution de (2.6) vérifie u|Ω\Ωe ∈ H
s(Ω\Ωe),

s > 3/2 et u|ω ∈ H2(ω) alors on a l’estimation d’erreur suivante :

‖u− uh‖1,Ω. hω‖u‖2,ω+h1/2
Ω log hΩ‖u‖s,Ω.

Erreur en norme H1(Ω\(Ωe ∪ ω))

Puisque u est régulier sur Ω\Ωe, on espère obtenir une meilleure approximation sur

un sous domaine de ce domaine.

28



Chapitre 2 Méthodes de domaines fictifs

Proposition 2.1 :

Si on se place sous les hypothèses du théorème 2.1, si u|Ω\Ωe ∈ H
s(Ω\Ωe) pour s 6 M ,

on a :

‖u− uh‖1,Ω\(Ωe∪ω). hs−1
Ω (|u|s,Ω\Ωe+‖u‖1,Ω)+‖∂nu− ∂hnu‖−1/2,Γ.

Corollaire 2.2 :

Sous les hypothèses de la proposition précédente, si u ∈ Hs(Ω\Ωe) pour 1 < s 6 min(M,S),
on a :

‖u− uh‖1,Ω\(Ωe∪ω). (hs−1
Ω + hs−1

ω )|u|s,Ω\Ωe .

Erreur en norme H1(ω)

Pour les mêmes raisons que précédemment, on ne peut pas obtenir une approximation

optimale de u par uh dans un voisinage de Γ. Mais on peut, après avoir calculé un uh,

obtenir une meilleure approximation de u dans ω en trouvant la solution v? de l’équation

−∆v? = f dans ω, v? = uh sur Γ0, v = 0 sur Γ.

On observe que

‖u− u?‖1,ω . ‖u− uh‖1/2,Γ0 . ‖u− uh‖1,Ω\(Ωe∪ω).

On n’a aucun résultat de régularité sur v?, on ne peut donc pas borner directement l’erreur

d’approximation. Cependant, si on choisit une méthode stable et linéaire par rapport à

H1, on peut obtenir une estimation de l’erreur optimale, grâce à

‖u−Πhv
?‖1,ω . ‖u−Πhu‖1,ω + ‖u− v?‖1,ω.

2.2.2 Avantages et inconvénient de la méthode de la frontière

élargie

La méthode à frontière élargie est une méthode qui à l’avantage d’avoir un ordre élevé

d’approximation. Cet ordre élevé a été illustré numériquement dans [7].
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Chapitre 2 Méthodes de domaines fictifs

L’inconvénient de cette méthode est d’utiliser un processus itératif de résolution d’un

problème sur le domaine fictif et d’un autre problème à l’intérieur de la frontière élargie.

2.3 Méthodes de frontières immergées

Le terme de méthodes de frontières immergées désigne des Méthodes qui traitent des

problèmes d’obstacles immergés dans un domaine. Elles ont été introduites et développées

par Charles S. Peskin dans [22]. L’application visée à l’origine est la modélisation des

écoulements sanguins dans le cœur humain. Depuis, elles ont été utilisées pour résoudre

des problèmes d’interaction fluide-structure plus généraux.

On peut voir une synthèse de ces méthodes dans [23]. Dans [18], la méthode à frontières

immergées est une méthode de lagrangien augmenté. Ces méthodes consistent à utiliser

un terme de forçage et un maillage structuré. Nous décrivons dans la suite la méthode

de frontière immergée de C.S. Peskin récrite de manière à être plus conforme au cadre

introduit dans les sections précédentes, en particulier avec l’utilisation d’une méthode

d’éléments finis. Cette méthode consiste à utiliser deux maillages : un maillage structuré

régulier de taille h pour le domaine fictif Ω et un maillage Lagrangien pour décrire la

frontière immergée Ωt. La prise en compte du domaine immergé se fait à l’aide d’une

fonction δ de Dirac lissée qui permet de distribuer le domaine immergé sur les points

voisins du maillage structuré. C’est cette fonction de Dirac lissée qui permet de lier les

deux maillages (voir Figure 2.4). Cette frontière immergée sera notée Ω0 quand on se

place dans la configuration de référence et Ωt quand on se place dans la configuration

réelle au temps t. La discrétisation en espace des équations se fait à l’aide d’une méthode

d’éléments finis par exemple de type Q1. La discrétisation en temps est effectuée à l’aide

d’une méthode de Runge-Kutta d’ordre 2.
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Chapitre 2 Méthodes de domaines fictifs

Figure 2.4 – Exemple de maillages sur un domaine fictif et sur le domaine immergé au

cours du temps.

2.3.1 Avantages de la méthodes de frontières immergées

Cette méthode est utilisée dans de nombreux exemples d’interaction fluide-structure

dans le cas incompressible (manche à air, valve dans le coeur ...). Elle a l’avantage d’utiliser

deux maillages simples structurés et utilise une fonction de Dirac régularisée afin de lier

ces deux maillages en ”projetant” les noeuds du maillage de la frontière sur les noeuds

du maillage du domaine fictif.

Des cas particuliers de la méthode à frontière immergée, pour des densités de force simple

(dans une direction, par exemple) avec l’approche des éléments finis, sont présentés dans

des articles de D. Boffi et L. Gastaldi [8] et [9]. Une méthode d’interface immergée a

été développée pour améliorer la méthode de frontière immergée, en n’utilisant pas une

interface diffuse afin de prendre en compte le bord du domaine réel. Cette méthode utilise

des noeuds irréguliers près de la frontière du domaine réel, en ajoutant par exemple un

noeud au centre des mailles. Dans l’article de 2008 de Charles Peskin et Yoichiro Mori

[24], une convergence numérique d’ordre optimal, c’est à dire d’ordre 2, a été prouvée.

31



Chapitre 3

Application de la méthode de

domaine fictif

3.1 Problème de Dirichlet

Nous nous proposons dans cette partie d’appliquer la méthode de domaine fictif pour

le problème de Dirichlet qui nous permet de simplifier la prise en compte de domaine de

géométrie complexe.

Soit Ω un ouvert de R2. Nous considérons le problème de Dirichlet suivant :
−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(3.1)

où f une fonction de L2(Ω) et u ∈ H1
0 (Ω).

3.2 Formulation variationnelle

Nous supposons que u ∈ H2(Ω). En multipliant l’équation de Laplace (3.1) par une

fonction test v qui s’annule sur le bord ∂Ω et en intégrant sur Ω et après nous utilisons
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la formule de Green, nous obtenons le problème suivant :
trouver u ∈ H1

0 (Ω) tel que

∫
Ω
∇u · ∇v dx =

∫
Ω
fv dx ∀v ∈ H1

0 (Ω).
(3.2)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H1
0 × H1

0 → R et la forme linéaire continue

F : H1
0 → R :

a(u, v) =
∫
Ω

∇u · ∇v dx.

F (v) =
∫
Ω

fv dx.

Théorème 3.1 :

Il existe une unique solution u ∈ H1
0 (Ω) telle que a(u, v) = F (v) ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Preuve.

1) Continuité de a(., .) :

Soient u, v ∈ H1
0 (Ω) , nous avons :

|a(u, v)| = |
∫
Ω

∇u · ∇v dx|

6
∫
Ω

|∇u · ∇v| dx

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

6‖ ∇u ‖L2(Ω)‖ ∇v ‖L2(Ω)

= |u|H1(Ω)|v|H1(Ω).

Donc la forme bilinéaire a est continue avec M = 1 comme constante de continuité.

2) Coercivité de a(., .) :

Soit v ∈ H1
0 (Ω), nous avons :
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a(v, v) =
∫
Ω

(∇v)2 dx

=‖ ∇v ‖2
L2(Ω)

= |v|2H1(Ω).

Donc la forme bilinéaire a est coercive avec α = 1 la constante de coercivité.

3) Continuité de F (., .) :

Soit v ∈ H1
0 (Ω), nous avons :

|F (v)| = |
∫
Ω

fv dx|

6
∫
Ω

|fv| dx

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

6‖ f ‖L2(Ω)‖ v ‖L2(Ω)

pour l’inégalité de Poincaré on a :

6 CΩ ‖ f ‖L2(Ω) |v|H1(Ω).

De plus, H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert. Alors, le théorème de Lax-Milgram assure l’exis-

tence et l’unicité de u (solution de problème (3.2)).

Soit D un ouvert de R2 tel que Ω ⊂ D, Ω2 = D\Ω, Γ = ∂Ω, soit f une fonction définie

de D à valeur dans R, maintenant nous allons résoudre un problème de pénalisation L2

[31] avec un coefficient de pénalité 0 < ε < 1, qui est équivalant à la forme suivante :
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
trouver uε ∈ H1

0 (D) tel que

∫
D
∇uε · ∇v dx+ 1

ε

∫
Ω2

uεv dx =
∫
D
fv dx ∀v ∈ H1

0 (D).
(3.3)

Un autre exemple d’application de la méthode de domaine fictif avec pénalisation H1

de (3.2) est de :
trouver uε ∈ H1

0 (D) tel que

∫
D
∇uε · ∇v dx+ 1

ε

∫
Ω2

(
uεv + ∂uε

∂x1
∂v
∂x1

+ ∂uε
∂x2

∂v
∂x2

)
dx =

∫
D
fv dx ∀v ∈ H1

0 (D).
(3.4)

Théorème 3.2 (Theorem 2.1 dans [31]).

Soit D un domaine rectangulaire et Ω un domaine régulier. Il existe des solutions uniques

u et uε pour (3.2) et (3.4), respectivement, et nous avons les estimations suivantes :

‖uε − u‖1,Ω 6 Cε, (3.5)

‖uε‖1,Ω2
6 Cε. (3.6)

Nous donnons aussi un théorème concernant la régularité des solutions pour les pro-

blèmes de pénalisation H1

Théorème 3.3 (Theorem 3.1 dans [31]).

Soit D un domaine rectangulaire et Ω un domaine régulier. Soit uε ∈ H1
0 (D) la solution

du problème de pénalisation H1 (3.4) pour f ∈ L2(Ω). Alors nous avons

uε|Ω ∈ H2(Ω), uε|Ω2 ∈ H2(Ω2),

‖uε − u‖1,Ω 6 Cε, (3.7)

‖uε‖1,Ω2
6 Cε. (3.8)

3.3 Disque

Dans cette partie nous considérons Ω un disque inclus dans le domaine D, tel que

Ω =
{

(x1, x2) ∈ R2|
√
x2

1 + x2
2 6 2

}
, et D c’est le carré qui est defini par
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D = {(x1, x2)| − 3 < x1 < 3,−3 < x2 < 3}. Nous mettons f = 4 dans (3.1) nous obtenons

le problème suivant :


−∆u = 4 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(3.9)

La solution exacte de (3.9) est u = 4− x2
1 − x2

2.

n

n

1

2

Ω

Ω

Γ

2

D

Figure 3.1 – Domaine de calcul

Nous avons calculé les erreurs relatives avec la norme L2(D) par la pénalisation L2 et

nous avons utilisé la méthode des élements finis P1, avec plusieurs valeurs de ε et de h, (où

h =
√

2/k (k = N/6), pour N = 30, 60, 120, 300, 600, et de générer une grille N ×N dans

le carré D) nous obtenons les résultats qui sont représentées par la Figure 3.2. Ensuite,

nous avons utilisé la pénalisation H1 et nous avons calculé l’erreur relative avec la norme

H1(D), la Figure 3.3 représente ces résultats.
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Figure 3.3 – Disque : pénalisation H1 et l’erreur relative avec la norme H1(D)(
‖uε,h−u‖1,D
‖u‖1,D

)
avec échelle logarithmique

Remarque 3.1 :

Nous pouvons voir à travers la Figure 3.2, si nous diminuons le terme de discrétisation

h nous remarquons que l’erreur ne diminue pas et parfois elle augmente. Ce phénomène,

nous pouvons l’expliquer par le fait que l’erreur avec la pénalisation L2 dépend de h, mais

aussi de ε (voir Théorème 3.3 dans [29]).
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3.4 Ellipse

Dans cette partie nous considérons Ω une ellipse dans le domaine D qui à la même

définition comme dans la section du cercle, tel que Ω =
{

(x1, x2) ∈ R2|
√
x2

1/4 + x2
2 6 1

}
.

Nous mettons f = 2.5 dans (3.1) nous obtenons le problème suivant :


−∆u = 2.5 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(3.10)

La solution exacte de (3.10) est u = 1− x2
1/4− x2

2.

n 1

2n

Ω 2

D

Ω

Γ

Figure 3.4 – Domaine de calcul

Nous avons fait les calculs identiques à la section précédente du disque mais au lieu de

prendre un disque nous avons pris une ellipse, les résultats sont dans les figures suivantes :

38



Chapitre 3 Application de la méthode de domaine fictif
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Figure 3.5 – Ellipse : pénalisation L2 et l’erreur relative avec la norme L2(D)(
‖uε,h−u‖0,D
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)
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Figure 3.6 – Ellipse : pénalisation H1 et l’erreur relative avec la norme H1(D)(
‖uε,h−u‖1,D
‖u‖1,D

)
avec échelle logarithmique

Nous observons pour l’ellipse (Figure 3.5 et 3.6) le même phénomène que dans l’exemple

précédent pour le disque, voir la remarque 3.1.
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Conclusion Générale

La méthode de domaine fictif est une méthode permettant une résolution rapide et

simple du problème étendu sur le domaine fictif, dans ce travail cette méthode a été testée

avec succès, nous essaierons dans le futur d’appliquer cette méthode pour résoudre des

problème plus compliqués d’un certain phénomènes physique (en mécanique des fluides,

électromagnétisme, biologie...).
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[11] H.Brézis. Fonctional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,

Springer, New York, Heidelberg, Londan, 2010.

[12] J. Caltagirone and E. Arquis. Recirculating flow in porous media. Comptes Rendus

- Academie des Sciences, 302(14) :843–846, 1986.

[13] S. Del Pino and Olivier Pironneau. A fictitious domain based general pde solver.

Numerical methods for scientific computing variational problems and Applications,

2003.

[14] M. Discacciati, Numerical Approximation of Partial Differential Equations. Cour

Master MA, EPFL, Lausanne, 2010.
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