REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministere de ’enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université Mohammed Seddik Ben Yahia - Jijel

Faculté des Sciences Exactes et Informatique
Département de Mathématiques
Mémoire de fin d’études
Présenté pour I'obtention du dipléme de
Master
Spécialité : Mathématiques.
Option : EDP et Applications.

Théme

Existence et unicité de solution pour un probléme

de p-Laplacien

Présenté par

Fenineche Nadjat

Devant le jury composé de :

Président :  Yakhlef Othman  Maitre de Conférences B Université de Jijel
Encadreur :  Chikouche Wided Professeur Université de Jijel
Examinateur : Menniche Linda  Maitre de Conférences B Université de Jijel

Promotion 2020/2021



x Dédicaces x

Je dédie ce modeste travail

A mes trés chers parents.

A mes fréres, mes soeurs.
A toute ma famille.

A tous mes camarades de promotion avec lesquels j’ai partagé

ces années.

Sans oublier tout les professeurs que ce soit du primaire, du
moyen, du secondaire et tous les professeurs de l'université
Mohammed Seddik Ben Yahia-Jijel surtout spécialité

mathématiques.

x N adjatx



x Remerciements x

Tout d’abord et avant tout, je remercie ALLAH qui m’a donné la force, la vo-

lonté, la patience et le courage pour accomplir ce modeste travail.

Je tiens a exprimer ma reconnaissance et gratitude & mon encadreur Chikouche
Wided, pour avoir accepté de diriger ce travail ainsi que pour ses conseils avec beau-

coup de patience et d’encouragements.

Je remercie les membres du jury qui ont accepté de juger mon travail. Yakhlef
Othman, qui me fait ’honneur de présider ce jury. Menniche Linda, pour avoir

accepté d’examiner ce travail.

Je tiens a remercier tous ceux qui se sont impliqués dans ce travail, directement

ou indirectement.

A, TOUS , UN GRAND MERCI.



Table des matiéres

Notations

Introduction

1 Espaces de Lebesgue LP(®)(()

2 Espaces de Sobolev W) ()

3 Probléme du p(z)-Laplacien

A Espaces réflexifs - Espaces séparables
B Opérateurs de Nemytskii

Bibliographie

21

25

32

35

35



Notations

R ensemble des nombres réels.

RY espace euclidien de dimension V.

E espace de Banach.

£ le dual de FE.

Q ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue.

Q la fermeture de €).

U fonction mesurable définie de ) dans R.

Vu gradient de u, Vu = (38—;‘1, 8‘9—&, s 825—1;).

divv divergence du vecteur v de composante (vy, ...v9),divv = %2—;’%1 + %2—;%2 + ...+ %Z—UQJJVV.
Au laplacien de u , Au = gi;% + gizg + ... + %.

P-pP- presque partout.

Uy, —> U convergence forte de u,, vers u .

(-, ) le produit de dualité entre E et E'.

p(+) fonction mesurable défine de 2 a valeurs dansR.
p(u) = [, | u(z) [P dz : module convexe.

LP@)(Q) = {u:Q — R mesurable : [, |u(z) | dz < oo} .
| p() = 1inf{A > 0, p(%) < 1} : norme de Luxembourg.
Wir@)(Q) = {u € LP®(Q) : Vu € (LP@(Q))N}.

| w l1pa) = Julp@) + [Vtlpe).-

L. () = {u,u € L'(K) pour tout compact K C Q}.
Apzyu = div(\Vu(x)\p(w)_2Vu(x)> : p(x)-Laplacien de u.
D(02) = C5°(2) Eespace des fonctions de classe C*° & support compact inclue dans 2.



Introduction

Es espaces de Lebesgue & exposant variables furent introduits pour la premiére fois
dans un article en 1931 écrit par W. Orlicz [8]. Comme leur nom l'indique, ces
espaces sont une généralisation des espaces de Lebesgue classiques, en remplagant 1'ex-
posant constant p par une fonction variable d’exposant p(.). Les espaces fonctionnels
résultants LP() ont plusieurs propriétés similaires aux espaces LP, mais ils différent éga-
lement par de nombreuses propriétés, citons en particulier que les espaces de Lebesgue
a exposant variable ne sont pas invariants par translation.

Pour cette raison les espaces variables de Lebesgue ont un intérét intrinséque,
mais ils sont également trés importants pour leurs applications aux équations aux déri-
vées partielles et intégrales variationnelles avec des conditions de croissance non stan-
dard. Les 20 derniéres années, et surtout la derniére décennie, ont connu une croissance
explosive dans I’étude de ces espaces et les espaces connexes.

Le but principal de ce travail est de détailler un article de M. Allaoui, A. Am-
rouss et A. Ourraoui intitulé : Existence and uniqueness of solution for p(z)-Laplacian
problems [2].

Dans cet article, il s’agit d’étudier 1'existence d’une solution faible pour le probléme
elliptique faisant intervenir 'opérateur dit p(z)-Laplacien soumis a la condition de Di-
richlet suivant

—Apu = f(z,u) dans , W

we Wy "),

ot © C RY est un ouvert lipschitzien de RY, p est une fonction continue sur Q telle
que ;gsf) essp(z) > 1. C’est 'objet du troisiéme chapitre ot nous avons démontré, sous
certaines hypothéses sur la fonction donnée f, un résultat d’existence et d’unicité de la
solution faible du probléme (1). Ceci nécessite des connaissances préalables des espaces
de Sobolev construits a base des espaces de Lebesgue & exposant variable.

On commence alors au chapitre 1, par étudier ’espace de Lebesgue généralisé, c’est-a-
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dire I'espace suivant
LPO(Q) = {u : 2 — R mesurable : / | u(z) P de < oo} :
Q

ot 2 C RY est un ensemble mesurable et p € L°°(Q) telle que ;Ielgf] essp(x) > 1. Dans ce
chapitre, nous abordons les principales propriétés de cet espace, telles que : complétude,
séparabilité et réflexivité. Nous démontrons également les propriétés de base du module
convexe.

Au chapitre 2, nous donnons la définition de I’espace de Sobolev généralisé W@ (Q)),

qui est défini par

Wl,p(m)(Q) _ {u c Lp(x)(Q) . aa_u c LP(CU)(Q)N]' =1,.... ,N},
L

et nous présentons quelques unes de ses propriétés. On s’est restreint sur celles qui nous

sont utiles dans le chapitre 3.



Chapitre
Espaces de Lebesgue LP*)(Q))

Theoreme Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés
de base des espaces de Lebesgue a exposant variable, appelé aussi espaces de Lebesgue
généralisés.

Soit © un ouvert de RY. Etant donné une fonction p € L=(€) telle que p(z) > 1 p.p.

dans €2, on pose

p_ = inf essp(z) et p, = supessp(z),
e zeQ

alors

p— <p(r) <py p.p.dans . (1.1)

On définit la fonction exposante conjuguée p'(.) par la formule

1 Vzeq,

avec la convention — = 0. Puisque p(.) est une fonction, la notation p'(.) peut étre

confondue avec la dérivée de p(.), mais nous n’utiliserons jamais le symbole “ ' 7 dans
ce sens.

La notation p’ sera également utilisée pour désigner le conjugué d’un exposant constant.
L’opération de prendre le supremum /infimum d’un exposant ne commute pas avec la

formation de I’exposant conjugué. En fait, un calcul simple montre que

@' =0), @)= )

Pour plus de simplicité, nous omettrons les parenthéses du coté gauche de chaque égalité

et écrivons p'(.)1 et p'(.)— . Nous éviterons toujours les expressions ambigués telles que

/

P -



Espaces de Lebesgue LP(*)(Q)

Définition 1.1. On définit l’espace de Lebesque a exposant variable LP@®(Q), par

LPO(Q) = {u : Q — R mesurable : / | u(z) P do < oo} .
Q
Définition 1.2. Pour une fonction u € LP™®) | on définit le module convexe par
priy(10) = [ Juta) d
On vérifie facilement que p,(,) satisfait les propriétés suivantes :

Proposition 1.3 (Propriété du module convexe). Pour tous u,v € LP%@(Q) et

tout « € R, on a

L. ppay () 2 0.

2. pp)(u) =0 équivaut a u = 0.

3. Pp(a)(—1) = Pp(a)(u)

4- Pp() () = py() (|orfu)

5. i Ju(z)] < |v(@)| pp,x € Q alors ppay(u) < ppa) (V).
6. On a

P pp(ay (1) < ppiay (au) < ol ppay (1) < lalppa)(U) < ppay(u)  Sila] <1,

et

Pp() (1) < el ppay (1) < |l ppay (w) < ppy(au) < el pya (u)  Silal > 1.
Proposition 1.4.
1. Pour tout u,v € LP(2), on a py)(u+ v) < 2P (ppi) (1) + ppe) (V).
2. Pp(x) €St conveze.

8. Pour tout u € LP@(Q)\{0}, la fonction A — pyy(Au) est croissante, continue

et conveze sur [0, 400/

Preuve.

1. De l'inégalité |a + bP < 2P(]al? 4 |b|P) et de (1.1), nous avons pour presque tout
z €

[u(@) + v(@)" < 2 (Ju() " + [o(a) )
< o+ <|u(x)|p(w) i ’U(x)|p(z)>'

Par intégration de I'inégalité ci-dessus, nous obtenons le résultat.
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2. En effet, pour p €]1,400], la fonction  — 2 est convexe sur [0, 400].
Soient u,v € LP®(Q) et soit a un réel tel que 0 < a < 1, on a

p(z)

dx

Pp(z)(au + (1 — a)v /’au—l— (1—a)v

p(x)
g/ (alul + (1~ a)fel)"" da
0
< / <oz|u]p + (1 — a)[[P@® ) dx
—a/ luP®@ dz + (1 — a) /|v\p(w
= app(x)( ) + (1 - a)pp( )(

3. Fixons u € LP@®(Q)\{0}.
. Pour A\, Ay € [0, 00] telles que A; < Ay, alors

()P = [\ PO u(@) [P < Ao fu(z) P = [Agu(z) P dans ©.
Par intégration de l'inégalité ci-dessus, nous obtenons

Pp(a) (A11) < pp(a) (Aowr).

Par conséquent, la fonction A — pp)(Au) est croissante sur [0, +o0].

. Pour la continuité, soit (A,) une suite de réels positifs telle que
A, — A dans R.

Alors
Ant(z)[P@ = [ Au(x)[P@ dans R, p.p. dans Q.

D’aprés le Théoréme de convergence Monotone (Théoréme A.12)
Pp(a)(Antt) = Pp(a) (Aw).

. Soient Ay, Ay > 0 et soit a € [0, 1], on a grace a la convexité de la fonction pp(,)

(propriété 2, Proposition 1.4 )

ooty (@M + (1= )Aa)u) = pyiy (@) + (1= @) o))

< app)(Mu) + (1 — a)ppa) (Aau),

ce qui donne la convexité de la fonction A — pyy(Au).
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Proposition 1.5. LP@(Q) est un espace vectoriel sur R.

Preuve.
Notons d’abord que LP® () est non vide car 0 € LP(*)(Q).
Soient u,v € LP@(Q) et a € R.

D’aprés la propriété 6 de la Proposition 1.3, on a
Pp(z)(Qt) < ppay(u) < +oo  Sifal <1,

et

Pp(z)(au) < ol ppy (u) < 400 Sial > 1.

Ainsi, au € LP®(Q).
De la convexité (propriété 2, Proposition 1.4) de p,() et de la propriété qu’on vient de

démontrer, on a

1
< Pp(a)(2u) + 5 Pp(a)(20) < +o0,

N | —

1 1
Po(a) (U +0) = Py(a) <§ 2ut o 2“) <
d'ott u + v € LP@(Q). O

Soit la quantité définie sur 1’espace LP(*)(Q) par

|U|p(z) = inf {/\ > O,pp(x)<§> < 1}.

On définit pour tout u € LP®)(Q), I'intervalle I, de R par

L= {3 00 (2) <1,

Lemme 1.6. Soit u € LP®)(), on a

1. pp($)<\u| 4 ) <1st |u’Lp(z)(Q) # 0.

Lr(®) ()

2. Si Julp@) <1 alors ppa)(u) < |ulpm)-
3.(a) ppy(u) <1 équivaut & |ulye) < 1.

(b) ppzy(u) < 1 équivaut a |ulpm) < 1.
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Preuve.

1. En effet, soit (\,) une suite décroissante de réels strictement positifs telle que

Ap = |u|p(x)'
p(

)
. Alors

Appliquons le lemme de Fatou (Lemme A.11) avec u,(z) =

Pp(z =
PO\ Julywy/ — S Tulpio)

p(z) L
dr = / lim inf u,(z) dx
Q

n—o0

< lim inf/un(x) dx
Q

n—oo
. U
= Jim inf ()
<1,

puisque A, > |ulp@) Vn.
2. En effet, d’apres la propriété 6 de la Proposition 1.3 et la propriété 1, pour
|ulpz) # 0, on a

U
:Op(z)(u) = Pp(x) <’u|p(w) ] ( ))
p(z

u
< \UImep(x)(—w ( ))
p(x

< ‘u|p(x)'

3. En effet,
(a) Si pp(a)(u) < 1, alors |uly() < 1 par définition de la norme | - [

Réciproquement, si |u|,) < 1, alors on a d’aprés la propriété 2,
Pp(e) (1) < lulpe) < 1.

(b) Si pp)(u) < 1, alors il existe Ag > 1 tel que py)(Aou) < 1.
En effet, supposons que pyg)(Au) > 1 pour tout A > 1. En passant a la limite
lorsque A — 1, on obtient p,)(u) > 1, d’aprés la continuité de la fonction
A — Pp(z)(Au) (Proposition 1.4,3.) , ce qui est une contradiction.
Puisque pp(x)<:‘f0—> = pp)(Aou) < 1, alors |ul,m) < /\lo < 1 par définition de
la norme | - [,
Réciproquement, si |u|y) < 1, alors ppg)(u) < |u|pe) d’aprés la propriété 2,
ce qui donne p,(u) < 1.

]
Proposition 1.7. |- |, est une norme sur LP@)(Q), appelée norme de Luzemboury.

9
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Preuve.

Il suffit de montrer que pour tous u,v € LP®(Q) et a € R,
L. July > 0.
2. |ulp) = 0 si et seulement si v = 0.
3. pour tout o € R, |ty = |a||upe) (Homogénéité).
4. |u 4 v|p@) < |ulp@) + |V]pe) (Inégalité triangulaire).
En effet,
1. C’est évident.
2. Siu=0,alors I, = (0,00), donc |ulp) = inf I, = 0.
Supposons maintenant que |u|,,) = 0. Par la définition de 'inf
Ve>0,d eI, telleque 0 =inf I, < A <infl, +ec==¢.

Par conséquent,

1
Vn e N*, 9\, > O,pp(m)<)\i> <1 telleque 0 <\, < —<1.
n

n

Il est clair que lim A\, =0, on a
n—oo

u 1 »(@) i 1 \2@) i 1
12 o (5) = [ (50)" el de > (5)" [ @ de = S
Ceci n’est possible que si pp(;)(u) = 0, car sinon

Pp(z) (%) — 400, lorsque n — oo,

n

ce qui contredit le fait que pp(x)<%> < 1. Par conséquent u = 0 d’apres la
propriété 2 de la Proposition 1.3.

3. Le cas a = 0 est trivial. Nous supposons donc que a # 0, on a

= |af|ulp@),
ol on a utilisé la propriété 4 de la Proposition 1.3.

10
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4. L’inégalité est vraie lorsque I'une des deux normes |u|yz) ou vy est nulle.
Supposons donc ces deux normes non nulles. Pour alléger les notations, prenons

| - | pour | - |- Il suffit de montrer que

u-+v
- < .
pp<x><|u| T |v|) =
On a
<u+v>_ ( |l uo |v| v>
Pre\ Tl + ol ~ PPONJal ol Tl Tal + o] ol

Par la convexité (propriété 2 de la Proposition 1.4) de p,,) et la propriété 1 du

Lemme 1.6, il vient que :

<u+v>< |ul (u>+ v (v)
Pr\Ta ol = Tul + o] PO\l ™ Jul + o] PO\ o]

<1

De la propriété 3,(a) du Lemme 1.6, on obtient

|u + v

<1
Jul + ||
Par conséquent,

ju+ o] < uf + Jv].

Proposition 1.8. Siu € LF™(Q), u # 0 alors |ulye) = o <= pp) (L) = 1.

Preuve.
En effet, supposons que pj () (%) =1, alors p,) <§> < 1 et par définition de la norme,
on a |ulye) < o

Par ailleurs, d’apreés la propriété 1, on a

(i) st=me(3)
Pp(z) |u|Lp(:r)(Q) = Pp(x) ol

La croissance de la fonction A —— pp(z)(Au) (Proposition 1.6,3.) conduit & |u|pm) > o.
Ainsi, [uly@) = a.

Maintenant, si I'on suppose que |u|y,) = o et si I'on se référe a ’homogénéité de la
norme | - [ (Voir |aulpmy = |afulpm)), on a, [%],e) = 1 ce qui implique d’aprés la

propriété 3, que pp(q) (%) = 1. O]

11
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Proposition 1.9. Soit u € LP®)(Q), on a nous avons,

P+

1. 8t |ulpy > 1, alors |u|§(_x) < Pp(a) (1) < |u|p(x)'

2. Si |ulp@) < 1, alors |u]z(+x) < Ppa) (1) < ‘U|£(x)'

Preuve.

1. Si on suppose que |ulyy) = a < 1, alors

Puisque é < 1, nous obtenons d’apres la propriété 6. de la Proposition 1.3

1

1 U
o Pra) (W) < Ppa) (a) =1 < — =P (W),

c’est-a-~dire
[ul?) < ppoy (1) < [ul?%,,
On procéde de méme pour montrer le point 2.

]

Proposition 1.10. (Inégalité de type Holder) Pour tous u € LP™(Q) et v €
LP@(Q), on a uwv € L'(Q) et

1 1
| [ utoyete) ds < (— + ) [ oo © Lo
Q p yo-

<2 p@)| v ) -

Preuve.
Nous allons utiliser I'inégalité de Young suivante :
a® d?

1 1
ab< —+ — avec a,b>0, a,0>1, —4+—-=1.
a  p a B

Pour |u[pm) = 0 ou |v]y(z) = 0 I'inégalité de Holder est évidente.
Supposons que |ulym) # 0 et |v]y@) # 0, puisque 1 < p(z) < oo, |u(z)| < oo et

|v(x)| < 0o, on peut prendre

_ Jul@)] (@)

B |U|p(az)7 N |U|10’(33)7

a=px), B=7p).

12
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Par suite,

p(@) P ()
lu(z)v(z)] dxs/ 1 [ |u(z)| N /1 ()] "
0 |Ulp()| V] @) o \P(@) \ [tlp) P(@) \ 0]y )
u

Ju(=)] b (@)
IUIp<x>> R (Ivlp«x))'

Grace a la propriété 1 du Lemme 1.6, on obtient

1 1
Q| 1
o |ulp@)|vlp @) p- P+
1
< —+1
D
< 2.
ce qui donne l'inégalité recherchée. O]

Proposition 1.11. Soit la suite (u,) C LP@(Q) et soit u € LP®(Q) | alors les affir-

mations suivantes sont équivalentes :
1. lim |u, —u =0
n~>oo| n |p($) ’

2. lim pp(z)(un —u) = 0.

n—00

Proposition 1.12. L’espace LP®)(Q) est un espace de Banach.

Preuve.

Soit (u,) C LP®)(Q) une suite de Cauchy i.e.
Ve > 0,3ng,n,m >ng = |y — Unlp@) <.

Pour conclure il suffit de montrer quune sous-suite extraite converge dans LP®)(Q).

On extrait une sous-suite (u,) telle que
1
(U1 — Uk|p(a) < o pour tout k& € N. (1.2)

En fait, étant donné € = % il existe ny € N tel que m,n > n; implique

N | —

[th, — tn|p(a) <
Etant donné ¢ = 2% il existe ny > ny tel que m,n > ny implique
U — un|p($) < 92

13
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En particulier,

1
|un2 - unl‘p(z) < ?
Etant donné ¢ = 2% il existe ng > ny tel que m,n > ngz implique
1
D Un|p(x) < 23"
En particulier,
1
|un3 - um|p(x) < ?

De maniére générale, étant donné ¢ = Qk%, il existe ngy1 > ny tel que m,n > ngiy

implique
1

(s = Unilpe) < g

On va montrer que u,, converge dans LP@)(Q). Pour simplifier les notations on écrit

uy au lieu de u,, , de sorte que l'on a
1
[Uk1 — Uk|p(z) < pysug pour tout k& € N.

Sous

Donc, (v,) C LP®)(Q) et, par (1.2), on a
|Un|pzy < 1, pour tout n € N.

En effet,

M-

|Un|p(x) |(uk+1 - Uk)|p(x)

5T
)

IN

|uk+1 - Uk|p(:c)

i
I

[\
ol
M-
H
T
_,’_H
;

N 3(11—(?”)
=50 ))
§%<1

Par conséquent, par le Lemme 1.6

Pp(z)(Vn) = / [un (2)|P@ dzz < 1, pour tout n € N. (1.3)
Q

14
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En utilisant (1.3) et le théoréme de convergence monotone (voir Théoréme A.12), il

existe v € LP®@) () tel que

lim v, (z) = v(x), p.p. dans Q. (1.4)

n—oo

Par contre, pour m >n >2et x € {2, on a

[t () = wn ()] < e (2) = 2 ()| + [um 1 (%) = U2 ()] + .o + |unga (2) = un(2)]
= Vp_1(x) — v, ()

<wv(x) — v,_1(z). (1.5)

Par (1.4) et (1.5), il s’ensuit que pour presque tout = € Q, ux(r) C R est une suite de

Cauchy, donc convergente, disons

lim w,(z) = u(z),p.p. dans €. (1.6)

n—o0

Or de (1.5), et du fait que v,_1 > 0, on obtient
luk(x) — uy(z)] < v(x). (1.7)
En passant a la limite lorsque k£ — oo, on trouve grace a (1.6)
|ug(z) —u(x)| <wv(x), pour k > 2 et p.p. dans €. (1.8)

Comme v € LP®)(Q), on a
u e LP(Q).

En effet, par (1.6) et (1.8),
ug(z) — u(@)P@ = 0 et Jug(x) — w(@)P® < v(z)?@, p.p. dans Q,
puis par le théoréme de convergence dominée (voir Théoréme A.13)

lim / lug(z) — u(z) P dx = 0,
Q

k—o0
c’est a dire,
Jim pp(e (up —u) = 0.

Par conséquent, par la Proposition 1.11

lim Juy, — tly) = 0.
Jim fuy, = ulp@) =0

15
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Théoréme 1.13. Sip_ > 1 alors LP®)(Q) est un espace réflexif.

Preuve.

On définit les ensembles
Q_={zeQ:1<px)<2} et Q ={xeQ:pl)>2}
Notons que
Lp(x)(Q) — Lp(x)<Q+) D Lp(x)(gL).
Nous allons montrer que :
1. LP®)(€Q) est réflexif,
2. LP@)(Q_) est réflexif,

et de 1a, on conclut que LP™®)(Q) est réflexif, puisque la somme directe de deux espaces

de Banach réflexif est un espace réflexif.

1. LP®)(Q,) est uniformément convexe. En fait, soit € > 0 et soit
u,v € LPP(Q) tels que

|u|Lp(ac)(Q+) S 1, |U|Lp(w)(Q+) S 1et |u - ’U|Lp(9c)(Q+) > €. (19)

Puisque p(z) < 2 dans Q,, alors par la lére inégalité de Clarkson (voir [3], p.
59), on a

p(z)

‘u—l—v
2

p(z) ‘u—v

1
5 < —<\u]p(x) + ]v|p<x)), pourz € . (1.10)

En intégrant (1.10) dans 2, et en utilisant (1.9), on obtient

p(z) p(z) 1 1
/ dx —|—/ dx < / ~|ulP@ da —|—/ ~|oP@ da < 1,
0 0, a, 2 Q 2

donc
U+ v u—"v
pp(l")( 5 > +Pp(z)< 9 ) <L (1.11)

Il résulte de cette inégalité que

u+v
2

u—v

2

utwv u—v

Vérifions qu’on a nécessairement pp ) (“JQF”) < 1.

En effet, supposons que pp(,) (“;”’) = 1, de 'inégalité (1.11), on trouve

u—"v
1+ oy (5 ) 1.
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Espaces de Lebesgue LP(*)(Q)

ce qui donne pp(y) (%) = 0. D’aprés la Propriété 2. de la Proposition 1.3, on a
u = v, ce qui contredit le fait que |u — v|pe)q,) > €.

Donc pp(a) (“%”) < 1.

On distingue deux cas :

u—v

3
1.8. De plus, pp(x)<“;“”> =0de (1.11). D’ou v = —u.
Alors

(a) Si ppa) (%) = 1. Ceci est équivalent a |“5%)|,;) = 1 grace & la Proposition

P+

=0+1<1.

‘u —+v
Lr()(Q4)

2

P+ ‘u—v

2

Lr() ()

(b) Si pp(a) (“;”) < 1. 11 résulte de la Proposition 1.9 que

u—v

<1
2

p(z)

‘u#—v
2

<1 et’

p(z)

En appliquant la Proposition 1.9, en tenant compte de (1.12), on obtient

P+ U+ v uU—"v
< <1. (1.1
Lr@)(Qy) — pp(m)( 2 )—l—pp(;,;)( 2 ) <1 (113)

‘u—l—v
2

P+ ‘u—v

2

Lr(@)(Q24)

Comme [u — v|p)q, > €, on a par (1.13)

<1-—24,

’u + v
Lr(®)(Qy)

2

ou

§=1-— [1—(%)p+}’i>o.

Par conséquent, LP(*)(Q,) est uniformément convexe, et est donc réflexif par

le Théoréme A.7.
2. Soit p/(+) la fonction conjuguée de p(-). On définit 'opérateur linéaire
T:LP@(Q) — (LP@(Q)Y

ur— (Tu,v) = / w(z)v(x)de,v e LP@(Q).

Par I'inégalité de Holder (voir Proposition 1.10), on a

T
(T, = sup 00
veLP(@) |U|Lp'<x)(9)
v#£0
< 2‘U|Lp(z>(ﬂ_)‘U|Lp’<m>(sz,)a (1.14)
Ainsi
|Tu|(LP’(w)(Q_))’ < 2|U|Lp<w)(9,) (1.15)

17



Espaces de Lebesgue LP(*)(Q)

i.e. T est continu.

Soit |u] e oy = @ et considérons la fonction

)

p(z)—1
sgnu(r) €,

u(x
a

Vo = ‘
ou sgn est la fonction signe, c¢’est-a-dire

1 sit<O0

sgnt =40 sit=0

-1 sit<DO.
Notons que
vo € LX™N(Q) et |vol ey = 1.
Ainsi,
(T'u, vo) :/ u(x)vo(x) do
Q_
p(z)—1
N T
Q | o
P
:/ a‘_u(x) (x) dz
Q_ o
= Q.
Donc
Tu,v
|Tu|(LPI(I)(Q7))/: sup u
o ol
v#£0
N ”UO’LP/(I)(Q)
=«

De (1.15) et (1.16), on obtient
ulprer ooy < |Tul (@ )y < 2|ulpe gy pour tout u € LPO(Q),

il résulte que 7T est injectif. Par conséquent, 7" est un isomorphisme de LP(*)()_)
sur £ = T(LP®(Q_)). Ceci entraine que E est un sous-espace vectoriel fermé
de (L@ (Q_)). Comme L¥®)(Q_) est réflexif d’aprés la partie 1 de la preuve,
par le Corollaire A.3 LP'(®)(Q_) est réflexif. Ainsi, selon la Proposition A.2, E
est réflexif. D’ott LP'(*)(Q_) est réflexif.

18



Espaces de Lebesgue LP(*)(Q)

]

Théoréme 1.14. (cf.[4]) Soit @ C RN un domaine borné, alors LP@)(Q) est un espace

séparable.

Remarque 1.15. Pour u € LP®(Q), posons

|u|sup_Lp(m)(Q) = sup /U(x)v(a:) dx.
Q

Pyl (o) (V) <1

|+ |sup —zr() () €8t une norme sur LP@)(Q), équivalente a la norme de Luzembourg (voir

[5, Théoreme 2.3]).

Théoréme 1.16. Supposons que §) est de mes < oo. Soient p(-) et q(-) des fonctions
de L>(Q) telles que p(x),q(x) > 1 et p(z) < q(x) p.p. dans Q. Alors

3= (Q) — Lp(x)(Q)_

Preuve.

Supposons que p(z) < ¢(z) p.p. dans Q et que mes({2) < +oo et montrons que
L1@(Q) C LPD(Q).

Soit u € L@ (Q). Alors, on a py((u) < +00.

Lorsque |u| > 1, on a

ulP® < |u|?® pp. zeQ, (1.17)

et donc, Pp(z) (u) < pq(x)(u) < 400.
Mais, si |u| <1, on a [ulP® <1pp. z€Qet

/ |ulP@® dz < / dx = mes(Q2) < +o0. (1.18)
Q Q

Donc py) (1) < 4-00.

Par conséquent, u € LP@(Q) et on conclut que L1 (Q) c LP®)(Q).

Montrons maintenant que cette injection est continue. C’est a dire, nous devons montrer
que Popérateur identité Id : L (Q) — LP®(Q) est continu. Cet opérateur étant
linéaire, il suffit de trouver une constante C' > 0 de sorte que |u|pm) < Clulqm) pour

tout u € L@ (Q), ou de maniére équivalente, une constante C' > 0 vérifiant
[ulpzy < C pour tout u € LI1@)(Q) tel que [Ulg(z) < 1.

Soit donc u € LI@)(Q) tel que |u|y ) < 1. Alors, on a py)(u) < 1 d’apres la propriété
3 de la Proposition 1.6.

19



Espaces de Lebesgue LP(*)(Q)

Par suite, on obtient grace a (1.17) et (1.18)
prin (1) = [ [ul?) da

_/ |u|p(m) dx—}-/ |u|p(w) dr
lu|<1 |u|>1

§/ |u[P®) d:c—l—/ |u|1® dg
lu|<1 |u|>1

< mes(92) + pya) (v)
< mes(Q2) + 1.

Par ailleurs, d’aprés la propriété 6 de la Proposition 1.3, on a

(1) < me@ i
Pr(@) mes(Q) + 1 _mes(Q)%—lpp(m)u7

ce qui implique d’apres l'inégalité précédente

pm(m) =1

La définition de la norme | - |,(,) entraine que |u|y,) < mes(§2) + 1. D’ot, la continuité

de I'injection de L4®)(Q) dans LP(®)((Q). O
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev WLP(C”’)(Q)

Dans ce chapitre, nous étudierons I'espace de Sobolev généralise W1P(®)(()),

c’est-a-dire I'espace suivant

W (Q) = {u c L9 (Q) Ou

ZLj

e LPOQN j=1,... ,N},

oit  C RY est un ouvert. Notons que pour v € Whr@)(Q), % désigne la j-iéme
J

dérivée faible de u, c¢’est-a-dire

Op ou
had — D(Q). 2.1
/“axjd /anjsodx, pour ¢ € D(12) (2.1)

On définit dans W'(*)(Q) la norme standard suivante

o aptor= oy + 3 o
P P Z Oz,

p(z)

Avec l'introduction de I'opérateur gradient

vu:<8u ou 8u>

Oxy Oxy’ " Oxn/’

nous pouvons écrire 'espace WP (Q) comme suit
W Q) = {u e L7(Q) : u e L)Y,
Dans ce cas, il est plus pratique d’utiliser la norme équivalente
| ul1p@)= lulpe) + 1Vlp)

Proposition 2.1. W'P®)(Q) est un espace de Banach.
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Espaces de Sobolev W@ (Q)

Preuve.
Soit (u,) une suite de Cauchy dans W@ (Q), alors u,, gix’;,j = 1,...,N, sont des
suites de Cauchy dans LP®)(Q) par définition de la norme || - |1 () -
Comme LP®)(Q) est un espace de Banach, il existe v, w; € LP@)(Q) tels que
U, = u et % — w; dansI?®(Q) quand n — oo, (2.2)
j
pour tout j =1,..., N.
Par application de I'inégalité de Holder, on a pour tout ¢ € D(Q)

Oy Oy
Uy, — W) =—— dx < Clu, — ulpa) | =—— , 2.3
=032 o < Ol = ulo |52 2.3
et
ou ou
" ws)od <C" n 2 2.4
/&:2 <8ZC] w]>(,0 T 8xj p(x)|sp|p( ) ( )
SO 1,1
ouC'= =+~
D’aprés (2.2),(2.3) et (2.4), on a pour tout ¢ € D(2)
8% 2 dr — / uﬁ_x] dx, quand n — oo, (2.5)
et
ou,,
pdxr — [ w;pdz, quand n — oo, (2.6)
o 0z; Q
or
830 ou,,
dx dx. 2.7
5’% (930]80 . ( )
Par passage a la limite, nous obtenons en tenant compte de (2.5) et (2.6)
Oy
u-——dr = — [ w;pdx, pour tout ¢ € D(Q). (2.8)
o 0z; Q
En utilisant les régles de dérivation au sens des distributions, on trouve
Iy
(wy, ¢) :/ijgodx: —/Ua—x]dfﬁ
Oy
=—(u, 5
J
ou .
= (=—, ) pour tout ¢ € D(Q2),1 < j < N.
Ox;
Ainsi
Ou p(z) '
— =w; € LPY(Q), 1<j<N, (2.9)
8$j
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Espaces de Sobolev W@ (Q)

ce qui montre que u € W@ (Q).
De plus, on en déduit grace a (2.2) et (2.9) que

— 0, quand n — oo.

ouy,
Uy — U |1 p(e —Uu + ‘
I @)= |tn — ulpa) Z Ox; (‘993] p(@)

Finalement, W@ (Q) est un espace de Banach. O
Théoréme 2.2. Lespace WP (Q) est séparable et réflexif, si p_ > 1.

Preuve.
Rappelons que I'espace LP(®)(Q) est réflexif et séparable. Ceci implique que l’espace
E = (LP@)N+1 muni de la norme produit est réflexif et séparable.

On définit 'opérateur linéaire T' par

T:-W»®(Q) — E

u— (u, Vu).

| T(u) H(Lp<z>(sz))N+1:|| (4, V) [|l1p)= |U\Lp<r>(n) + ’vu|LP(I)(Q)N

Donc T est une isométrie linéaire et par conséquent 1" est injective, ce qui implique que
T est une isométrie bijective de W1P®)(Q) dans T'(WP®)((Q)).

On conclut que T(W@)(Q)) est un sous-espace fermé de E. Par la Proposition A.2
et la Proposition 4.5, on a que T(WP@)(Q)) est réflexif et séparable.

Par conséquent, WP (Q) est réflexif et séparable. O

Définition 2.3. On définit Wy "™ (Q) par Uadhérence de D(S2) dans W@ (),
— wlp=)

Corollaire 2.4. W, * $)(Q) est un espace de Banach pour la norme || - [|1 p()

Preuve.

Conséquence directe puisque W, @) (Q) est par définition un sous espace vectoriel fermé

de W1P@)(2). 0
Corollaire 2.5. Wol’p(x)(Q) est un espace réflexif et séparable.

Preuve.

Conséquence directe des Propositions A.2 et A.5. O]
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Espaces de Sobolev W@ (Q)

Proposition 2.6. (Inégalité de type Poincaré) Supposons que Q est borné alors il

existe une constante Cp > 0, telle que :
[ulyry < ColVulpwy Yu € Wy (Q),

Corollaire 2.7. Les normes [Vulymy et || u |1 p@) sont équivalentes sur Wol’p(w)(Q).

Plus précisément, on a
1,p(z
| 1o < [Vl Sl U lipe Vo€ Wy (@),
ol

1
a_l—i-Cp'

Lemme 2.8. Supposons que la fronti¢re de 0 est lipschitzienne. Soit p € C(Q) telle
que p(x) > 1 pour x € Q. Alors linjection

WLp(w)(Q) s Lfl(ﬂﬁ)(Q)7

est compacte pour toute fonction q € C(QQ) vérifiant 1 < q(z) < p*(x), ou p* est

I’exposant critique de Sobolev associé a p, d’expression

Np(z)
N—p(z)’

+o00, si p(x) > N.

st p(x N,
(@) = plz) <
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Chapitre 3

Probléme du p(x)-Laplacien

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme suivant :

—Apu = f(z,u) dans Q,
0 (z,u) (3.1)
u=0 sur 0f,

ot 2 est un ouvert lipschitzien de RY, A,y = div(|Vu(x)[P@ 2. Vu(x)) est lopérateur

p(x)-laplacien, p une fonction de C(2) avec

1 <p- = inf p(z) < p(z) < supp(x) = p; < oc. (3.2)
ze zeN

L’opérateur p(z)-laplacien apparait dans certains problémes physiques, par exemple,
dans la théorie de I’élasticité et la mécanique des fluides.
Supposons que
(H,) f est une fonction de Carathéodory décroissante par rapport a la deuxiéme variable
le.
flz,t1) < f(x,ta), pour tout = € Q et ty,ty € Rty > to.

(Hy) Il existe b >0, ¢ > 0 et g € C() tels que

1 <q(z) < sgp q(z) = q4 < p_, pour tout = € Q,
et

|f(x, )] < b(1 + [t]*@~1), pour tous = € Q,t € R.
(Hs) f(x,0) # 0, pour tout z € .

Définissons les opérateurs I, L : E — E’ par

(I(u),v) = /Q \Vu(z) [P 2Vu(z) - V() de, (3.3)

(L(u),v):/ﬂf(x,u)vdx, (3.4)

pour tous u,v € E.
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Probléme du p(x)-Laplacien

Définition 3.1. Soit E = Wol’p(x)(Q) et soitu € E. On dit que u est une solution faible
de (3.1) si

/ \Vu(z) [P 2Vu(z) - Vo(z) de = / f(z,w)vdx pour tout v € E.
Q Q

Théoréme 3.2. (cf.[6]) Soit E un espace de Banach réel réflexif, et soit T : E — E'" un
opérateur borné, demi-continu, coercif, et monotone sur l’espace E. Alors, l’équation

T(u) = g a au moins une solution uw € E pour chaque g € E'.

Nous allons applique ce théoréme pour montrer que le probléme (3.1) admet
une solution faible unique.

L’opérateur T : E — E’ sera défini par

T=1-1L. (3.5)
Vérifions a présent les hypothéses du Théoréme 3.2.
Lemme 3.3. L'opérateur I défini par (3.3) est borné et continu.

Preuve.

L’opérateur I est borné et continu puisque c’est la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle
1
/ L 9u P 4 | ) d.
o p(z)
Lemme 3.4. L'opérateur L défini par (3.4) est borné et continu.

Preuve.

1. On montre d’abord que L est borné. Grace a 'inégalité de Holder,

A partir de la Proposition 1.10,

I L(u) |l = sup [ (L(u),v) |

”U”l,p(z)zl
/ f(z,u) -vdx
Q

<2 sup | flp@ | e
lvll1,p() =1

== Sup
”U”l,p(z):1

< 2|f\p/(z) sup || v HLp(m)

”U”l,p(w)zl
<2 | f ’p’(x)a

d’ott L est borné.
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Probléme du p(x)-Laplacien

2. Montrons maintenant que L est continu.
Soit (up), C E une suite telle que u,, — wu. Puisque l'injection de E dans
L1®)(Q) est compacte, on peut extraire une sous-suite, notée aussi par (i, )n,
telle que u,, — u dans L1®) ().
Selon le Théoréeme B.3, 'opérateur de Nemytskii défini par
Nj: LI0(Q) — L1 (9)

Y

u = f(, w)

est continue.
(=)
Par conséquent, Ny¢(u,) — Ny(u) dans Lq(q@—l(Q). En utilisant l'inégalité de

Holder et l'injection continue de E dans L®)(€2), on obtient,

| (L(un) — L(u),v) | =

/ (f (@ n) — flz,u)) - v(2)da
Q

/Q (N} () () — Ny () () - v(x)da

< 2|Ng(up) — Nf(u)|%' |V |g@)

< C| N¢(up) — Ny (u) |% v | 1p),

tel que C' = 2C,, C) étant la constante d’injection compacte de W) (Q) dans
L1®@)(Q) (voir le Lemme 2.8).

Ainsi, L(u,) — L(u) dans E’. On en déduit alors que L est continu.

Corollaire 3.5. L’opérateur T défini par (3.5) est borné et continu.
Lemme 3.6. L’opérateur T défini par (3.5) est fortement monotone.

Preuve.

1. Commencons par montrer que I est fortement monotone.
Soient u,v € E, on a

(Iu — Tv,u — v)
= /Q ( | Vu(z) [P@2 Vu(z)— | Vo(z) [P©2 Vv(:c)) (Vu(x) — Vo)(z) dz
= /Q ( | Vu(z) P92 Vu(z)— | Vo(z) P2 VU(I))V(U —v)(z)dx

+/Q ( | Vu(z) [P@~2 Vu(z)— | Vo(z) |P@2 VU(QS))V(U —v)(x) dx,
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Probléme du p(x)-Laplacien

ou

0. = (e p) > 2},
et

Q_={reQ:1<p(x) <2}

On a besoin des inégalités élémentaires suivantes (cf. [7]), valables pour tous

r,y € RY

|2 — 2 P<27(| 2y "2 = | 2o |V ) - (2 — @) sy > 2, (3.6)
et
si 1<y <2,

1 _ _ .
| 21 —x5 |2< mﬂ o[+ o P77 ([ 2 72 2= @ 77 @) (01 —22), (3.7)

N

oux.y = > x;y; désigne le produit scalaire habituel des vecteurs = = (1, ...., xy)
i=1
et y = (y1,....,yny) dans RY et | - | est la norme associée.

. Pour fQ+ on applique pour tout = € 2, I'inégalité (3.6) avec

z1 = Vu(z), zo = Vou(z), vy = p(x),

on obtient

[V (u—0) (@) < 299 (|Vu(@) -2V u(z) - [To(@) 92 Tu(z) ) T (u—v)(2)
(3.8)
. Pour [, on applique pour tout z € Q_ Pinégalité (3.7) avec

z1 = Vu(z), zo = Vou(z),y = p(x),

on obtient

2 1 2—p(x p(x)—2
V(u—v)(z)” < (@) = L (IVu(@)] + Vu(z))) ( )<\VU(1’)\ =2 Vu(x)
. |W(x)|p<w>*2w(x))wu — () (3.9)

D’autre part, on a
IV (u—0)(@) [ = |V (u—)(2) D72V (u - v)(2)
= |Vu(z) — Vo(@) D72V (u — v)(2)
< (|Vu(@)| + Vo972V (u - v)(2) .
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Probléme du p(x)-Laplacien

Ceci implique grace a (3.9)

IV (u=0) ()" (p(2) 1) < (|Vu(@) P2 Vu(z)=[Vo(@) O Vo(2)) V(u—v)(z)
(3.10)
A partir des inégalités (3.8), (3.9) et (3.10), on obtient,
(Iu— Tv,u —v) > /ﬂ ﬁ | V(u—v)(z) P@ dx+/ (p(z) = 1) | V(u—v)(z) [P@ da
> L | V(u—v)(x) P da + (p_ — 1)/ | V(u—v)(z) @ da

Op+ Qy

> ¢ /Q | V(= v)(z) @ de
= COPp(x)(v(u —v)),

ou ¢y = min{z-, p- — 1}

« Si || u—=v||1p@)< 1, on a par définition de la norme || - ||1 )
V(= 0)|p@) <l u—v [lipe< 1
Il découle de la Proposition 1.9 que

(Tu — Tv,u — v) > ¢o|V(u—v)[PF ()

> coo™ |lu—v i}

grace a 'inégalité de Poincaré (voir Corollaire 2.7).

. Si || u—v|[1p@)> 1, on a par I'inégalité de Poincaré
1
SV =) 2l w = v llip@= 1,

d’on

Ceci implique, grace a la Proposition 1.9, que

(ITu— Tv,u — >CO/|aV \px)dm
:co/a”‘” |V( )|p(r) dr
Q
U—v

> coa™Prr=)p o (V(

)

u—v

> Coamaz(p+,p—)|v( ) i(z)
> o™ (Pp-)
= oo™ P +:P-) | uw—wv ||1p(w
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Probléme du p(x)-Laplacien

ol on a utilisé encore une fois 'inégalité de Poincaré dans la derniére étape.

Donc I est fortement monotone (cf. [9]).

2. En ce qui concerne la forte monotonie de l'opérateur —L, elle découle du fait

que f décroit par rapport a la deuxiéme variable, en effet

(L(u) — L(v),u —v) = /Q(f(x,u) — f(z,v))(u — v)dz < 0.

Par conséquent, T est fortement monotone.

Lemme 3.7. L’opérateur T est coercif .

Preuve.

Par les Propositions 1.10 et 1.9, on a pour u € E avec || u ||1p)> 1,

1 1
(Tu,u) = / | Vu(z) P92 Vu(z) - Vu(z) de — / flz,uw)udx
|| u || 1,p(x) || u || 1,p(x) Q Q
1
= / | Vu(z) @) do — / f(z,u) - ude
|| u ||17p(x) Q Q
1
> (e o =21 f byl @ bio) )
I u ”Lp(x) 1,p(z) p'(z) p(z)
1
> (1 B =C oo ),
Pl e "

tel que C' =2 | f |,/(2). Ceci implique que

1 1
(Tu,uy > lim

T el pga oo || w | Lp(x)

— ; p——1 —
—  lim <||u||17p(x) —C>—+oo.

”u”l,p(:c)_>oo

(1l =Cll o) )

im
lelly.p(ay oo || w ”Lp(m)

Cela signifie que la coercivité de T a bien lieu. O

On est maintenant en mesure d’assurer ’existence et I'unicité d’une solution du pro-

bléme (3.1).

Théoréme 3.8. Sous les hypothéses (Hy) et (Hs) sur la fonction f, I’ équation Tu = g

admet une unique solution v € E pour tout g € F'.

Preuve.
Grace au Corollaire 3.5 et aux Lemmes 3.3 et 3.7, le Théoréme 3.2 assure l'existence

d’une solution v € E de 'équation T'u = g pour tout g € F'.
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Probléme du p(x)-Laplacien

Pour l'unicité de la solution du probléme étudié, supposons que w et v sont deux

solutions telles que u # v. Par la forte monotonie de 7', il suit
0= (Tu—Tv,u—v)>C|u—v]|*>0.
Alors u = v. La solution est donc unique. n

Corollaire 3.9. Sous les hypothéses (Hy) — (Hj), le probléeme (3.1) admet une solution

faible unique.

Preuve.

D’aprés le théoréme précédent, il existe u € E unique solution de
Tu=0. (3.11)

Cette solution ne peut étre triviale puisque 70 # 0 grace a I'hypotheése (f3).
L’équation (3.11) veut dire :

(Tu,v) =0 Vvek,
ce qui s’écrit par définition de T :
(Iu,v) — (Lu,v) =0 Yov e E,

1.e.

/ \Vu(z) PP 2Vu(z) - Vo(x) dz — / flz,u)vde =0 YveE.
Q Q

Donc u est solution faible du probléme (3.1). O
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Annexe A

Espaces réflexifs - Espaces séparables

Définition A.1. Soit ' un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans
E” (voir [3| II1.4. p 39). On dit que E est réflexif si J(E) = E”.
Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E” (a l'aide de l'isomorphisme

J).

Proposition A.2. |3, Proposition I11.17| Soit E un espace de Banach réflexif et soit

M C E un sous-espace vectoriel fermé. Alors M -muni de la norme induite par E—est

réflexif.

Corollaire A.3. [3, Corollaire IT1.18| Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif

si et seulement si B est réflexif.

Définition A.4. On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble

D C FE dénombrable et dense.

Proposition A.5. |3, Proposition I11.22] Soit E un espace métrique séparable et soit

F sous-ensemble de E. Alors F' est séparable.

Définition A.6. On dit qu’un espace de Banach E de norme || - || est uniformément

convexe si Ve > 0,30 > 0 tel que

+
(x,yEE,H:cHgl, |y ll<let Hx—yHZ&t) = (Hx2yH<1—(5>.

Théoréme A.7. (Milman-Pettis)[3, Théoréme I11.29]| Tous espace de Banach unifor-

mément convexe est réflexif.
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Opérateurs monotones

Dans cette section, (E, || - ||) est un espace de Banach réflexif et séparable et
T un opérateur de E dans E’. On désignera par (-,-) les crochets de dualité entre E’
et B.
Définition A.8. On dit que
(i) T est monotone si
Vu,v € E, (Tu —Tv,u—v) > 0.
(11) On dit que T est fortement monotone s’il existe C > 0 tel que

(Tu —Tv,u—v)>C|lu—2v|?* pour tousu,v € E.

Définition A.9. On dit que T est coercif si

(T'u, u) _

lull o0 || ||

Les espaces LP(()

Soit  un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz.
e On désigne par L'(Q2) l'espace des fonctions intégrables sur 2 a valeurs dans R,

c’est-a-dire
LY(Q) :{f : 2 — R, f mesurable et /‘f(x){da: < oo}
Q

e Soit p € R, avec 1 < p < 0o, on définit :
LP(Q2) —{f :Q — R, f mesurable et |f|” € LI(Q)}.

Pour tout 1 < p < oo, On note :

110y =< / If(m)\pdrc) "
Q

la norme de f dans LP(€2). Muni de cette norme, les espaces LP(2) sont des espaces de
Banach séparables. Ils sont aussi réflexifs pour 1 < p < oo.
Soit 1 < p < oo, on désigne par p’ 'exposant conjugué de p c’est-a-dire le nombre réel

1 1
vérifiant — + — = 1.
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Théoréme A.10 (Inégalité de Holder). Soient u € LP(Q) et v € L (Q) avec
1 <p<oo. Alorsuw € L*(Q) et on a :

JAEE A
Q

Quelques résultats de mesure et intégration

Soit  un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz.

Lemme A.11. (Lemme de Fatou) Soit (u,)nen une suite de fonctions mesurables

positives sur €2, alors

/ < lim inf un> dr < lim inf (/ Uy, dx).
Q n—oo n—oo Q

Théoréme A.12. (de convergence monotone de Beppo Levi) Soit (u,),en une
suite croissante de fonctions de L*(2) telle que sup (fQ Up () dx) < +o00.
Alors, u, converge p.p. sur € vers une limite ﬁm‘li notée u.
De plus,
ue L'(Q) et |u, —ulpiq) — 0.

Théoréme A.13. (de convergence dominée de Lebesgue) Soit (u,) une suite de
fonctions de L*(2). On suppose que :
1. up, — up.p. surfl,

2. il existe une fonction v € L*(Q) telle que, pour chaque n, |u,| < v(z) p.p. sur Q.
Alors
ue L) et |u, —ulpig) — 0.
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Annexe B

Opérateurs de Nemytskii

Les opérateurs de Nemytskii sont une classe d’opérateurs non linéaires continus
bornés dans les espaces LP, ils prennent leurs nom du mathématicien Viktor Vladimi-

rovich Nemytskii.

Définition B.1. (Fonction de Carathéodory)
Soit 0 un ouvert borné de R™. Une fonction f : Q2 x R — R est dite de Carathéodory

st elle vérifie :
(i) L’application : R — Rt — f(x,t) est continue pour presque tout x € €.
(i1) L’application : Q — R,z — f(z,t) est mesurable pour tout t € R.
Définition B.2. On dit que Ny est un opérateur de Nemytskii (ou aussi opérateur de

superposition), associé a une fonction de Carathéodory f : Q2 x R — R sl est défini

par
(Nyu)(x) = [z, u(z)),

ot u: 2 — R est une fonction mesurable.

Théoréme B.3. Si f: 2 x R — R est une fonction Carathéodory vérifiant

(2, 1) < a(x)

pour p.p. x € Q etVt e R.

ot p1,pa € C(Q) tels que pr(z) > 1, po(x) > 1 Vo €9, et a € L@ (Q) avec a(z) >0
etb > 0 est une constante, alors l'opérateur de Nemytskii de LP*®)(Q) a LP2®)(Q) défini

par : Ne(u)(z) = f(z,u(x)) est un opérateur continu et borné.
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