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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons principalement a l'analyse
mathématique de la méthode de décomposition de domaines sans recouvre-

ment appliquée au probleme de Poisson et a I’équation de la chaleur.

Dans le premier chapitre, nous commencons par analyser les relations existant
entre les traces sur les frontieres des sous-domaines et I'interface et établissons
des résultats du type recollement par continuité. Nous abordons ensuite de
maniere formelle le probleme multi-domaine associé a 1’équation de Poisson,
ainsi que 1’équation de Steklov-Poincaré correspondante. Les mémes aspects
sont ensuite étudiés de maniere plus rigoureuse avec établissement d'une for-
mulation faible multi-domaines et établissement des liens entre le probleme
global et le probleme posés sur les sous-domaines. Nous terminons cette par-
tie par 'approximation de ces problemes utilisant la méthode des éléments

finis.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1’équation de la chaleur. La solvabilité
de cette équation est étudiée et une formulation faible multi-domaines est

analysée.

vi



Chapitre 1

Méthode de décomposition de
domaines pour le probleme de
Poisson
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1.1 Introduction

Dans toute la suite, £ est un ouvert borné de R? de frontie¢re 02 lipschitzienne.

Nous considérons le probleme de Poisson donné par

(1.1)

—Au=f dans €,
u=>0 sur 0,

ot f € L*(Q). Nous allons décomposer le domaine € en deux sous-domaines
disjoints €2y et 2, de frontieres lipschitziennes 0§2; et 0€2,, et ayant comme
interface I' = 093 N 0. Notre objectif est de ramener la résolution de (1.1)
a celle de deux sous-problemes posés sur €2y et {25. Plus précisément, nous

associons a (1.1) les deux problemes suivants

{ —Au; = f dans €;,

i=1,2 (1.2)
u; =0 sur 0€2 N 05,

et nous nous intéressons aux conditions supplémentaires qu’il faudrait imposer
sur l'interface I', ainsi qu’au cadre fonctionnel approprié a considérer, afin de

garantir que les probléemes (1.1) et (1.2) soient équivalents.

Le plan du chapitre est le suivant : Aprés avoir étudié la solvabilité du probleme
de Poisson, nous considérons la formulation multi-domaines correspondante.
Nous initions notre travail par 'analyse des relations existant entre les traces
sur les frontieres des sous-domaines et 'interface et établissons des résultats
du type recollement par continuité. Apres une présentation formelle de la
méthode multi-domaines et de I’équation de Steklov-Poincaré, nous définissons
les formulations faibles correspondantes et établissons des résultats montrant
I’équivalence entre le probleme global initial et le probleme multi-domaines.
Nous finissons le chapitre par une présentation succinte de ’approximation

par éléments finis du probléme multi-domaines.

1.2 Formulation faible
La formulation variationnelle associée, définie dans Hg (), est donnée par

Trouver u € Hy(Q) tel que a(u,v) = F(v) Vv € Hy(S2), (1.3)
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ou

a(u,v) = (Vu, Vo) = / Vu-Vvdr
Q

F(v) = (f,v) —/vad:c.

La forme bilinéaire a satisfaisant
la(u,v)| < ||VUHL2(Q) ||VUHL2(Q)
= |U’|H01(Q) |U|H3(Q) Vu,v € Hy(S),

est continue sur Hg (). De plus, vu que
2 2
a(0,0) = Voo = [0l Vo€ HAQ),

nous déduisons que a est coercive sur H}(Q). Finalement, en utilisant

I'inégalité de Poincaré, nous obtenons

[E@)l =10, < fll2@) 0]l 20
<Cp ||f”L2(Q) |U|H3(Q) Vv € Hy(Q),

ce qui montre que 'application linéaire F' est continue sur H} (). Le théoreme
de Lax-Milgram implique alors que le probleme variationnel admet une solu-

tion unique u € H} ().

1.3 Formulation multi-domaines

1.3.1 Trace de la restriction a un sous-domaine

Il est important pour la suite d’étudier les relations existant les traces sur
00 N OQ; et sur I' d'une fonction de H'(Q) et les traces de ses restriction a
;. Pour initier cette analyse, nous montrons dans le résultat suivant que la

dérivation au sens faible commute avec I'opération de restriction.

Lemme 1.3.1. Soit v € H™(Q), m € N. Alors la restriction vjq, appartient
a H™(S) et sa dérivée faible satisfait

D (U|Qz) = (Dav>|§2i )

pour tout multi-indice o = (aq, ) tel que |a| = a + ag < m.
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Démonstration. La preuve sera donnée pour m = 1. La démonstration des

autres cas suivra par des arguments identiques.

I1 est facile de voir que

Soit 1; € D(£;) et notons ¥? son prolongement par 0 a Q. Il est clair que

() = ”UHLQ(Q) = HUHLQ(Q) < +o0.

YY) € D(Q) et grace a la formule de Green, on obtient

/vgzgfjdm‘ :/ Zda:—Z/ 1d:c
Q;
:/Ug—i?dx
Q J
:_/%¢gd$+/ ol ds
Q 7 o0
:_/88; 0y = L.%widm

8v|Qi _ &
Ox; - 8xj|QZ,'

Ainsi,

Il est évident que

g,
s (P 8 (N 1 S 7
7 11L2 () 7|82 £2(9) 71 L2() illL2(Q)
ce qui termine la preuve. O

Le résultat de densité suivant sera utile pour la suite.

Lemme 1.3.2. Soit v € H'(Q) et soit v, sa restriction sur ;. Il existe une
suite (vn)n C D(Q) tel que

lim
n—-+00

’Un@i — Vo 1= 1, 2.

e
Démonstration. Nous savons que D(Q) est dense dans H'(Q). Pour v €

H'(Q). Il existe une suite (v,), C D(Q) tel que

imfon = 0l a0, = 0.

Il est clair que vy, € D(€);) avec

\Y (Un@) = (Vua)g, dans ;.
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De I'autre coté, grace au lemme 1.3.1, on a vjo, € H'(§;) avec
V (ve,) = (Vo) q, dans €;.

Il vient alors que

2 2 2
’ Unlﬁl - U|Qi Hl(Ql) - ‘ ’Un‘Qi - /U‘Qi LQ(Q,L) + Hv </Un‘ﬁz - U‘Qz) LQ(QZ‘)
2 2
= llvn = vllL20,) + IV (00 = 0) 20,
< |lvn — UHZI(QZ,) —0 quand n — +00,
d’ou le résultat. ]

Le résultat suivant montre que considérée sur 0€2 N 0€2;, la trace sur 0§2 d’un

élément de H'() est identique & la trace sur 99; de sa restriction a ;.

Proposition 1.3.3. Soit v € H'(Q) et soit Vi, sa restriction sur ), 1 =1,2.
Soit ¥(v) la trace de v sur OQ et ; (vj,) la trace de vig, sur 9. Alors

v(v) = v ('U‘Qi) sur 02 N 0LY;.
Démonstration. Soit (v,), C D(Q) tel que
Hmlfon = vl =0

Utilisant I'inégalité de trace, on obtient

[v(v) — Un”ﬂ(amam) = [l (v— Un)”p(amaszi) < v (v - Un)HLQ(GQ)

< Cllvp = vllgrgy — 0 quand n — +oo. (1.4)

De I'autre coté, et en utilisant des arguments similaires, on a

H%‘ (vie,) — U””L?(E)Qmaﬁi) - H% (ve,) =% (vae,) ’L2(amaﬂi)
= H% (vie, = njo,) |L2(6Qﬂaﬂi)
< || (via, = vuye,) |L2(8Q,-)
< Cllve: = vna| 10,

Prenant alors en compte le lemme 1.3.2, nous déduisons que

lim H% (U\Qi) - UnHm(amaQi) = 0. (1.5)

n—-+o0o
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Combinant (1.4) et (1.5), il vient que

H’Y(U) — i (U\Qz‘) }L2(8Qﬂ89i)

— 0 quand n — +o00,

<|ly(v) - Un”L?(amaQi)JF“Un — 7 (”Iﬂi) |L2(6Qﬂaﬂi)

ce qui donne le résultat. O

Nous montrons a présent que sur l'interface I', la trace de la restriction a €2,

d’un élément de H'(Q) est identique a la trace de sa restriction a €.

Proposition 1.3.4. Soit v € H'(Q) et soit v, sa restriction sur Q;, i = 1,2.

Soit ; (U|Qi> la trace de viq, sur 0€);. Alors

Y1 ('U‘Ql) = Yo (va) sur I'.

Démonstration. Afin de simplifier la présentation de la preuve, pour ¥ €

H'(2), nous poserons 1; = g,

Soit v € H'(Q). Appliquant la formule de Green, et prenant en compte le
lemme 1.3.1, pour j = 1,2 et tout ¢ € H'(2), on a

/Qvg—fjd$ = —é%qﬁdm%—/ﬁgv(v)v(qﬁ)njds

(< [ ot [ swnemias).
Q; o0NoN;

ce qui, grace au proposition 1.3.3, donne

. <.
Il ol o
= =

2

/Q’U 8‘97(@ dr = Z (— /QZ 3;’] ¢idr + /69ﬂ8§2i Yi (v5) i () ds) . (L)

i=1

De la méme manicre, utilisant la formule de Green pour v; € H'(€;), nous

déduisons que pour j = 1,2, 7 = 1,2 et tout ¢ € H*(), on a
/ Ui Sf,fj dr = —/ 3;’] i d$+/ i (v1) 7 (6:) n ds
= —/ g;ﬂ ¢; dx +/ Vi (Vi) Vi (@)ni ds
Q 80N0Q;

+/% (vi) i (¢ nids Vo € H'(Q),
r
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et donc
2
/Qva%dx:;/givi gﬁj dx

2

= (‘/ gz] ¢; dx +/ i (03) i (¢4) ] ds)
— Qi QNI
2

+3° [wtnnids  voeH'(@) (L)
i=1 YT

Combinant (1.6) et (1.7), on obtient

2
> [ () nids=o.
i=1 7T

Observant que n} = —n}, on a alors

/r (71 (v1) 71 (61) — 72 (v2) 72 (@2)) ”j1 ds =0 Vo € H'(Q),
ce qui implique que
[ i@ = n)onids =0 voe D@,
r

ol on a utilisé le fait que pour ce choix 71 (¢1) = 72 (¢2) = @r. De cette

derniere identité, et vu que ¢ est arbitraire, nous déduisons que pour j = 1,2
(71 (V1) = 72 (v2)) n{ =0 sur I'.
Multipliant alors par njl et sommant par rapport a 7, il vient que
Y1 (v1) =2 (v2) =0 sur I,

ce qui termine la preuve. ]

1.3.2 Recollement de fonctions

Nous avons vu que la restriction a un sous-domaine €2; d’'un élément de H™(£2)
est un élément de H™(€);). Nous nous intéressons a présent a une forme d’ana-

lyse réciproque. Plus précisément, nous considérerons des éléments de la forme
v = v1X0Q, + V2X0, (v1 € H' (1), v2 € H'(M))

et énoncerons des conditions, posées sur l'interface I', et garantissant leur

appartenance & H' ().
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Lemme 1.3.5. Soient v; € H'(Q1), vy € HY(Q) et v = v1xq, + vaXa,. Alors

pour tout j =1,2, on a

2
/ v %‘i de = — Z (/ g;’J b, dr + / %i (v:) v (Do, ) 1! ds)
Q2 i—1 Qi aNNAQ;

+ / (1 (01) — 7 () ()l ds b € HY(Q).

Démonstration. Afin de simplifier la présentation de la preuve, pour ¢ €

H'(Q2), nous poserons ¢; = ¢jq,.

Prenant en compte la définition de v et le fait que v; € H(£2;), et utilisant la

formule de Green sur {2;, nous obtenons pour tout j = 1,2

2 2
/8_” :Z/ Ui%dl‘:Z/ vi ot da
N ] i=1 /6 ’ i=1 Y ’
- Z </ g;c); Plo, dr + / Yi (Vi) i () nf ds)
i Q; a0,

_ i 4 o .
- Z_: </Q1 Oz ¢l dx + /69maszi Vi (Uz) Vi <¢z) n; dS)
2 .
—l—Z/%’ (v) i (p)n? ds Vo € HY(Q).
i=1 /T

Grace a la proposition 1.3.3 et a la proposition 1.3.4, nous déduisons que

2

/v%‘idm :—Z(/ §§j¢idx+/ %(Uz‘)W(@)”gdS)
Q Q 22N09;

i=1

n / (1 (01) — 72 (02)) 1 (D) mids Vo € H'(Q),

ce qui complete la preuve.

]

Proposition 1.3.6. Soient vy € H'(Qy), vo € H' () et v = vixa, + VaXa,-

Si
7 (v1) =72 (v2)  surl,
alors v € H'(Q). De plus,

y(v) =y (v;) sur 02 M 0.
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Démonstration. 11 est facile de voir que v € L*(Q). En effet

2 2
2 2 2 2
“UHL?(Q) :/Q|U| dx = E /Q |v|” dx = E /Q lv;|” dz < +o0.
i=1 @ i=1 i

D’autre part, prenant en compte le lemme 1.3.5 et le fait que v (v1) = 72 (v2)

sur I', on obtient

2
/va%da::—z:/ g;’;gbmid:p:—/gjqbdx Vo € D(Q),
Q i=1 /% Q

ou
__ Ouy Ova
95 = oz, X T g, X

Des arguments similaires a ceux précédemment utilisés, montrent que g; €
L*(92). Par conséquent, g; est la dérivée faible de v et elle appartient & L?(2),
autrement dit v € H'(Q). Grace a la proposition 1.3.3, nous déduisons alors
que

y(v) = ("U|Ql.) = () sur 09 N 08,

ce qui termine la preuve. 0
Finalement, nous nous intéressons au cas ou v; et vy sont plus réguliers.

Lemme 1.3.7. Soient vy € H?(2), vy € H?(Qy) et v = vyxq, +V2Xq,- Alors,

2
/vAngdx :Z/ Av; g, d
Q i=1 /8

2

+ Z /mmagi (%‘ (vi) i (V@Qi) ST — Y (ﬁb\ﬂi) ~i (Vvy) nl) ds

=1

+/F (71 (v1) =72 (2) 1 (Vi) - mads

+/r71 (d10,) (2 (Vog) =71 (Vor)) -mads Vo € H? ().

Démonstration. Afin de simplifier la présentation de la preuve, pour ¢ €

H'(Q), nous poserons ¢; = ¢jq,.

Prenant en compte la définition de v et le fait que v; € H'(£2;), et utilisant la

formule de Green, nous obtenons

2 2
/QvAgbdx:;/in (Aqﬁ)mid:c:;/gvA@d:v
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= 222; (/Q Av; i da +/a 1 (v (i) v (Vi) - mi — i () vi (Vi) - ) ds)

2

(/Q Av; ¢; dx + /amam (vi (Vi) vi (Vs) - i — i (@3) vi (Vi) - ng) dS)

=1

2
£ 30 [) (V6) = 20 (007 (Vo) -mds Vo € ).
i=1 /T
Grace a la proposition 1.3.3, nous avons

Y1 (P1) =72 (¢2) et (Vi) =7 (Vea),

prenant alors en compte la proposition 1.3.4 et le fait que n; = —nsy, nous

déduisons que

Z /F (vi ()7 (Vi) - mi — 53 (63) v (V) - my) dis

- / (1 (01) — 72 (02)) 1 (Vbr) -y s + / 7 (61) (2 (Vo) — 1 (Vn)) -y dis

ce qui donne le résultat énoncé. O

Proposition 1.3.8. Soient vy € H*(Qy), vy € H*(Qy) et v = v1Xq, + vaXa,-
St

7 (v1) =y (v2) et v (Vur)-ng = (Vug) - ny sur .
Alorsv € {v € HY(Q) | Av € L*(Q)}, avec Av = Avixa, + Avaxa,-
Démonstration. L’appartenance de v a l'espace H'(Q) est une conséquence

directe de la proposition 1.3.6. Reste a prouver que Av € L?(2). Grace au

lemme 1.3.7 et au fait que
71 (v1) =y (v2) et v (Vur)-ng =7 (Vog) -nyg sur T,

nous déduisons que

2
/Qqubd:B:;/QiAvigbmidx:/ﬂggbcm Vo € D(R),

ou g = Avixg, + Avaxq,. Des arguments similaires a ceux précédemment
utilisés, montrent que g € L?*(€2). Par conséquent, g est la dérivée faible de v
et elle appartient & L?(€). O
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1.3.3 Approche formelle de la méthode multi-domaines

Notre objectif est de trouver un probleme équivalent au probleme de Poisson,
mais posé sur les sous-domaines. Pour bien mettre en évidence les difficultés,
nous allons commencer par supposer que la solution faible v du probleme de
Poisson 1.1 est assez régulicre, i.e. u € HJ () N H?(Q).

e D’apres le lemme 1.3.1, sa restriction a €; appartient & H?(Q;) avec

et donc
—-A (UIQZ) =f p.p. dans €. (1.8)

De I'autre coté, grace a la proposition 1.3.3, on a
Yi (we,) =0 sur dQNIQ;, i=1,2. (1.9)
Finalement, la proposition 1.3.4 garantit que
Y1 ('U/‘Ql> =Y (u‘%) et T (Vuml) Ny =Y (Vu|g2) -ny sur . (1.10)

Combinant (1.8)-(1.10), nous voyons que si u € Hg(2) N H?(Q) est solution
faible de (1.1), alors (ujq,, ujn,) € H?(Q1) x H*(Q) satisfait le systéme suivant

([ —Auy = f dans Q,
—Auy = f dans 9,
7 (u) = sur 02 N 0€)y, (L.11)
Y2 (ug) = sur 99 N 9N,
71 (u1) =72 ( 2) sur I,
[ 71 (Vug) -ny =% (Vug) -ng - sur I

e Réciproquement, supposons que u; € H?(2;), us € H?(y) sont solutions de
(1.11). Prenant en compte (1.11); 4 et appliquant la proposition 1.3.8, il vient
que la fonction v = uyxo, + usxa, appartient & H'(Q) et que son laplacien

est dans L%(Q) et est donné par
Au = Auyxo, + Ausxa,-
Avec (1.11), ,, ceci implique que

—Au=f p.p. dans Q. (1.12)
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Finalement, grace a (1.11),, et a la proposition 1.3.3, nous avons que
y(u) = vi(uw;) =0 sur 002 N 0Qy;, 1 =1, 2.

Autrement dit,
y(u) =0 sur 0S. (1.13)

Combinant (1.12)-(1.13), nous voyons que u est solution du probleme de Pois-

SO1l.

En résumé, nous avons montré le résultat suivant :

Théoreme 1.3.9. Supposons que la solution faible u du probleme de Poisson
(1.1) appartienne a H*(Q). Alors (ujq,,wq,) appartient a H*() x H?(s)
et est solution du probléme (1.11).

Réciproquement, soit (uy,us) € H?(Qy)x H*() une solution de (1.11). Alors
la fonction u définie par

U= UL X0 + U2 X0z 5

appartient ¢ H*(Q), Au appartient ¢ L*(Q) et u est solution de (1.1).

Les conditions (1.11);  sont les conditions de transmission. Ces conditions
assurent la continuité sur l'interface de la solution globale u, ainsi que la

continuité du flux.

1.3.4 Définition formelle de I’équation d’interface de
Steklov-Poincaré

Les méthodes de décomposition de domaines se ramenent généralement a des
procédures pour une équation associée au probleme différentiel considéré et
posée sur l'interface I'. Ce probleme d’interface peut-étre défini en fonction de

I'opérateur de Steklov-Poincaré.
Notons A la valeur de I'inconnue u sur l'interface. Soit H;\ ’extension harmo-
nique de A a €);, i.e. la solution du probleme
—Av; =0 dans €2;,
vi (v;) =0 sur 02N 0%, (1.14)
i (vi) = A sur I',
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et Gif la solution du probleme

—Aw; = f dans €,
vi (w;) =0 sur 0€2 N 082,
vi(w;)) =0  surI.

Prenant en compte (1.11), 55,5, et grace a la linéarité du probleme, il est
facile de voir que

u; = H A+ Gif.
Substituant alors dans (1.11)4, nous obtenons
NV (HiA) + V (Gif)) -1 =72 (V (Had) + V (Gaf)) - nu,
qui peut-étre réécrite sous la forme
S\ =1, (1.15)

SA =7 (V(HN) -1 — 71 (V (o)) -y = Z% (V (HiN) - s,

et
2

v =m(V(Gif) m—=2(V(GS) nm=> %(V(Gf) - n.

i=1
L’opérateur S s’appelle opérateur de Steklov-Poincaré, I’équation (1.15) étant
I’équation d’interface de Steklov-Poincaré. Remarquons que Gif ne dépend
que de f et peut-étre obtenue indépendamment, tandis que H;\ ne dépend
que de A. Si on pouvait résoudre ’équation d’interface, alors nous pourrions
obtenir la solution globale par résolution de deux problemes indépendants

associés a ’extension harmonique, posés chacun sur un sous-domaine.

1.3.5 Formulation faible multi-domaines
Introduisons les formes bilinéaires a;, ¢ = 1, 2, définies par
ai(ui, Ui) = (VUZ, VUZ)QZ = / Vu; - Vv, dx U, Uy € HI(QZ),
Q;
et les espaces

Vi={vi € H(Q) | v (v;) = 0 sur 92 N o},
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Vi’ = Hy ().

Finalement, rappelons qu'il existe un opérateur trace de V; dans L2(T).

L’image de V; par cet opérateur est caractérisé de la maniere suivante
A= {;z € H%(I’) | 44 = vjr pour un certain v € H&(Q)} :

Cet ensemble est particulierement intéressant car il existe des opérateur d’ex-

tension E; : A — V; satisfaisant (E;u)p = p.

Théoréme 1.3.10. Soit u la solution du probléme de Poisson (1.3). Alors

(uj0,, uj,) est solution du probléme suivant

(- Trouwver (uy,us) € Vi X Vy tel que
ay (ug,v1) = (f,v1)gq, Vo, € V2,
az (uz, v2) = (f, v2)q, Vv, € V7, (1.16)
Y1 (u1) = 72 (uz) sur I,
2 2
Z a; (ug, Egp) = Z (f, Eip)g, Vi e A,
\ =1 i=1

ou E; désigne un opérateur d’extension quelconque de A a V.

Réciproquement, soit (uy,us) la solution de (1.16). Alors la fonction u définie
par

U = urxo, + UzXq, (1.17)

est la solution de (1.3).

Démonstration. La démonstration est divisée en deux parties.

Partie I. Soit u la solution du probleme de Poisson (1.3). Grace au lemme
1.3.1, nous avons que uj, € HI(QZ) pour ¢ = 1,2. Prenant en compte la

proposition 1.3.3 et le fait que y(u) = 0 sur 0f2, on obtient
Yi (we,) =(u) =0 sur 92N I,
ce qui montre que wjo, € V;. De plus, d’aprés la proposition 1.3.4 on a
7 (wa,) =72 (ugo,) surT,

ce qui donne (1.16),.
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e Afin de montrer (1.16),, considérons v; € V? et posons

1 dans €2,
w1 =
0 dans €.

Prenant en compte la proposition 1.3.6 et le lemme 1.3.1, nous déduisons que
wy € HY(Q). et que

Y(wy) =7 (v1) =0 sur 02 N 0y,

et
Y(wr) =2 (v2) =0 sur 02 N 0.

Ceci implique que
y(wy) =0 sur 02,

et par conséquent que w; € H}(Q). De plus, grace au lemme 1.3.1, on a

Vuy dans €y,
le =
0 dans 5.

Ces considérations montrent que
a(u,w) = (Vu, Vwy) = (Vuml,Vvl)Ql = ai(uj,,v1),

et
(f> 'lUl) = (fa Ul)Ql :
Prenant alors w; € H}(€) comme fonction test dans (1.3), nous obtenons

ar(ujn,,v1) = (f,v1)q,

ce qui donne le résultat. La formulation (1.16), est obtenue en utilisant les

mémes arguments.

e Finalement, soit u € A et soit E;u, i = 1,2, une extension de p en une

fonction de V. Posons

Ep =Eipxa, + Eapt xa,-

Il est clair que par définition, v1(Eju) = 72(Eou) = psur I' et donc d’apres la

proposition 1.3.6, il vient que

Y(Ep) =v(E;u) =0 sur 02 N0, i =1,2.
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Par conséquent,

v(Ep) =0 sur 02,

prouvant ainsi que Ey appartient & H{(£2). Choisissant alors Ey comme fonc-

tion test dans (1.3), et observant que

a(u,Bu) = ay(uy, Byp) + as(ug, Eop),

et
(fiEu)g, = (f, Bap)g, + (f, Eapt)g,

nous obtenons (1.16),.

Partie 1I. Considérons la réciproque.

e Soit (u1,u2) € V4 x V5 la solution de (1.16). Prenant en compte (1.16), et
la proposition 1.3.6, il vient que u € H'(Q) et que

y(u) = ~vi(u;)) =0 sur 02 N 05Y;.

Autrement dit, u € HJ ().

e Montrons a présent que u satisfait la formulation faible (1.3). D’apres la

proposition 1.3.3, pour v € Hg(2) nous avons
%i (ve,) =7 () =0 surdQNoYy, i=1,2,
et donc vy, € V;. De plus, vjo, — E; (vi (vje,)) € V; et
7 (v = Ei (3 (ve,))) =% (va.) = (Bi (7 (ve,))
= (ve,) =% (ve;) =0 sur I.
I vient que v, — E; (7 (vj,)) € Vi°. Prenant en compte (1.17), nous avons

2 2
a(u,v) = Z a; (u|gl,v|g Zal ul,vm
=1

1

[\)

1
= a; (ui, Vi — E, (%’ (vlgz)))ﬂZ
1

1

[\

—|—Za, u;, B 'yl U‘Q)))Q (1.18)
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Les identités (1.16), , impliquent que

[\

2

Z @i (ui7 v, — Ei (% (U\Qz)))QZ - Z (f? v, — Ei (%’ (U|Qz)))91 . (L19)

i=1 i=1
De plus, 'identité (1.16), implique que

2

D ai (B (i (ver))) g, = X (F B (3 (v0,))) g, - (1.20)

i=1 i=1

[\

Combinant (1.18)-(1.20), nous déduisons que

2

=3 (0 = Bs (3 (0, + (s (3 (v0)) ),

=1
2
=> (five)g = (fiv) Vo€ H)(Q),
=1
ce qui prouve notre assertion et termine la preuve. ]

1.3.6 Formulation faible de I’équation de Steklov-
Poincaré

Soit G;f € V¥ la solution de
a; (Gif,vi) = (f,v) Vv € VP, (1.21)

et pour n € A, soit H;n € V; son extension harmonique a €2;, i.e. la solution

du probleme suivant

a; HZ , Ug =0 VviEViO,
{ (i, v:) (1.22)

v (Hin) =n  sur I
De simples calculs montrent que H;v;(u;) + G, f satisfait

Q; (Hl)\ + Glf: Ui) = (fa Ui) vvi c V;Oa
i (HA + G f) = vi(u;) sur I,

et grace a I'unicité de la solution, nous déduisons que

u; = Hyyi(u;) + G f. (1.23)
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e Supposons que l'on a résolu le probleme (1.16) et posons A = v;(u;). Prenant

en compte (1.23) et remplacant dans (1.16),, il vient que

2

2
Zai (HiA, Eip) = Z ((f,Ein) — a; (Gif, E;p)) Vi e A
i—1

=1

e Réciproquement, supposons que A € A est solution de la formulation

précédente et posons

Gif + Hy A dans €y,
u =
GQf + Hg)\ dans QQ.

Alors pour tout v € H}(2), on a

M-

a(u,v) = a; (UIQm UIQZ-)

=1

I
'M“’

a; (umi, v, — E; (%’ (Ulﬂi)))

2

= +Zai (U\QwEi (71' (U\Qz))) : (1.24)

=1

)

Observant que v, — E; (7; (vj,)) € V,° et prenant en compte (1.21) et (1.22),

nous déduisons que

>~ (w0, 5. (3 (o))

— Z a; (Glf + Hi\, v, — E; (% (Ulﬂz)))

= Z (fs o0, = Ei (i (vier)) ) g, - (1.25)

D’autre part, A étant une solution de (1.14), on a

[\
[\

Zal U|Q; 5 % U|Q Zaz Gif + H;\ E; (% (Ulgz)»

=1 =1

:Z (i (v:))) g o - (1.26)
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Combinant (1.24)-(1.26), nous déduisons enfin que

2

(000 = B (3 (v0.))g, + D (FBi (% (v2))) g,

=1

(f, U|Qi>ﬂi = (f,v) Yo € Hy ().

a(u,v)

-MNTLM“

=1

Nous avons ainsi montré le résultat suivant.

Théoréme 1.3.11. Si uy et ug satisfont (1.16), alors A = v;(u;) est solution

du probleme

Trouver A € A tel que
2 1.27
ZaZ (HX, Eap) = > ((f o, — @ (Gif,Ep))  VYpeA (1.27)
=1 =1
Réciproqguement, si A est solution de (1.27), alors uy = Gy f + Hy\ et ug =
Gaof + HaX sont solutions de (1.16).
L’opérateur de Steklov-Poincaré S peut-étre défini de la maniere suivante :

pour tout A € A, SA € A’ est tel que

2
(SA 1) = Zai (HiA, Eipe) Vi e A

=1

De plus, ¥ € A’ est donné par

L’équation d’interface 1.27 peut-étre alors formulée comme

{ Trouver A € A tel que
(SA p) = (b,p)  VueA.

1.4 Approximation par éléments finis de la
formulation multi-domaines

Dans toute la suite, on supposera que €2 est polygonal et considérons un

maillage de Q formé par des triangles K vérifiant les criteres suivants :
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1. Les éléments K C Q du maillage doivent recouvrir le domaine, i.e. leur

union est égale a 2.

2. L’intersection de deux éléments distincts doit satisfaire :

0,
KN K' =< un sommet,

un coté.

et considérons une triangulation réguliere 7, de 2. Nous noterons Nj, le nombre
total de sommets et (z;)1<i<n, 'ensemble des sommets des triangles (encore

appelés les noeuds du maillage). Nous noterons

hx = diam(K) = sup ||z —y||
z,ye K

et définissons le pas du maillage par
h= m};{xx hK

Nous désignons par 7; 'ensemble de tous ces éléments. Soit P, 1'espace des

polynomes de degré inférieur ou égal a r et soit
Xy = {vn € C(Q) | vnjc € Py, VK € Th},

Vi = X7 N HXQ).

V,, est un espace vectoriel de dimension N, dont une base est donnée par les

fonctions ¢; € Vi, i =1,--- , N, telles que
di(x;) =06y  V1<i,j< Ny
Le probleme approché associé a (1.3) est donné par
Trouver u;, € Vj, tel que a(up,vy) = F(v) Yo, € Vi, (1.28)

ou
F(v) = (f,v).
Nous supposerons aussi que l'interface I' est une réunion de cotés de la tri-

angulation. On peut alors partitionner les noeuds de la triangulation comme
suit : (a:;)lngNi

correspond aux noeuds appartenant a l'interface I'. Les fonctions

correspond aux noeuds appartenant au sous-domaine §2; et

i)
() 1<j<Np
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de base seront divisées en conséquence, gbz étant la fonction de base associée a
% et ¢ étant la fonction de base associée a z}. Afin de considérer la version
discrete du probléme (1.16), et en s’inspirant de la définition de V;, V0 et A,

introduisons les espaces suivants
Vin = {vnj; | vn € i},

V5, = {vn € Vip | onr =0},
Ah = {Uhl]_" | Vp € Vh} .
En répétant les lignes de la preuve du théoreme 1.3.10, nous pouvons montrer
que up|q, et upjo,, Nous pouvons montrer que le probleme (1.28) est équivalent

au probleme multi-domaines suivant

4

Trouver (upjq,, Unja,) € Vin X Vo tel que
_ 0
ar (unja,, vin) = (f,vn)g, Vo, € Vi,
_ 0
Q2 (Uhmz, Uz,h) =(f, U2,h)92 Vvgp € Vg,h,
uh‘Ql = Un|q, sur I,
2
E a; (Ung,, Bipptn) = E Ei ntin)q Vin € Ap,
\ =1 =1

oulE,;,, 7 = 1,2, est n'importe quel opérateur de Aj, dans V; j,. Dans la pratique,
on choisit E; ,up, comme 'interpolant ; 5115, appartenant a V; 5, égal a iy, sur
les noeuds de l'interface et s’annulant dans les noeuds intérieurs de €2;. Ceci

nous amene au systeme suivant

( a1 (uh|ﬂla¢zl):F1(¢zl) Vizlf"?Nla
Qg (uh|927¢]2‘) = I (¢?) vjzla 7N27
1.29
aj (Uhmpﬁbgml) + az <uh\927 ¢£|§22) ( )
-y (¢gml) o) (qﬁl,;'%) Vk=1,--- Np.

Observant que

N N2 Nr
= Z u;di(x) + Z HEES Z us ¢ (x), avec u; = up(1}),
=1 j=1 j=1
et que

Nr
Up |, (T ZU ¢ )+ZU]F¢]F‘Q($>
=1
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il vient que (1.29) peut s’écrire sous la forme suivante
Apug + AipAd =1,
Agpuy + Aor A =15,
Ariu; + Apoug + (Afp + Afp) A = ] + 15,

ottuy = (uf, -+ ,ul,), up = (ug, -, ud,) et A= (ul,--- ,uly,) et on
(Ag)y; = ag (¢5.0) =12,
(Arg)y; = ae (06, ¢7)  (=1,2,
(A)y; = ac (9}, ¢5)  £=1,2
(Arr);; = ae (05,9;) (=12,
(fo); = Fu (¢}) =1,2,
(fr), = Fu (o)) (=1,2.

Le systeme précédent peut s’écrire sous la forme matricielle

A 0 Air u; f
0 Ay Ay w | = | £
Ari Ary Apr A fr

ou AFF:All"F—i_AlQ"[‘ et fF:flr—l—f;
Les matrices A1 et Ags sont inversibles puisqu’elles sont définies positives.

Apres avoir éliminé u; et uy, nous obtenons la forme réduite

2)‘ = X

ou
2

Y= Z (Afr — AnA A,
i=1
et

xr = fr — AF1A1_11f — Ar2A2_21f2.

La matrice X est appelée matrice du complément de Schur. Elle correspond a

la version algébrique de l'opérateur de Steklov-Poincaré discret.
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2.1 Introduction

Nous considérons ’équation de la chaleur donnée par

%—Au:f dans @ = Qx]0,T7,
u=0 sur ¥ = 00x]0,T7, (2.1)
u(-,0) = ug dans €2,

ot f € L*(Q) et ug € L*(2). Nous étudions principalement la solvabilité de

cette équation et analysons le probleme multi-domaines qui lui est associé.

2.2 Formulation faible de I’équation de la cha-
leur

Une étape importante pour la résolution d’une équation aux dérivées partielles
est liée a la définition précise a donner a la solution et au cadre fonctionnel
approprié dans lequel il faudrait établir son existence. Les variables espace
x et la variable temps ¢ jouant des roles distincts, la solution u est regardée
comme une fonction du temps a valeurs dans un espace de fonctions V' définies

sur €, i.e.
w: [ —V

t — u(t).
L’espace V est généralement choisi comme étant ’espace approprié a la for-
mulation variationnelle du probleme stationnaire associé (donc V = H}(Q)

dans notre cas).

Comme d’habitude, afin de déterminer une formulation variationnelle
adéquate, nous supposerons dans un premier temps que le probléeme (2.1)
admet une solution réguliere. Une simple intégration par parties montre que

pour ¢ € CH(Q) telle que ¢ = 0 sur ¥, on a

/ %(a:, t) p(x,t) dedt
Q

u(z, T) p(z,T) dx—/Qu(x,O) o(x,0)dz,

:_/Qu(x,t)%f(x,t)da:dt—k/

Q
et

/ —Au(z,t) p(z,t) dedt
Q
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Z/Vu(m,t)-Vgo(:v,t)da:dt—/g—Z(s,t)go(s,t)dsdt
Q )

= / Vu(z,t) - Vo(x,t) dedt.
Q

Multipliant alors (2.1); par une fonction test ¢, intégrant et prenant en compte
les deux identités précédentes ainsi que la condition initiale (2.1)3, nous obte-

nons

- / u(z,t) %‘f(:c, t) dxdt + / Vu(z,t) - Vo(x,t) dedt
Q Q

:/Qf(x,t) oz, t) da:dt—i—/guo(x)gp(x,()) dm—/u(m,T) o(x, T) d.

Q
Contrairement au terme de gauche qui possede de bonnes propriétés de conti-
nuité et de coercivité, le dernier terme dans la partie de droite est difficile a
gérer et afin de le controller, nous choisirons une fonction test qui s’annule sur
Q1 x {T'}. Nous avons ainsi montré que si le probleme (2.1) admet une solution

classique u, alors cette solution satisfait la formulation variationnelle suivante

/(U(t%%‘?(t)) dt+/a(U(t),90(t))dt=/(f(t),w(t))dtJr(Uo,@(O)) (2.2)

I I I
pour tout ¢ € C1(Q) tel que ¢ = 0 sur ¥ et ¢(T) = 0 dans 2, o la forme
bilinéaire a est définie par
a(u,v) = (Vu, Vv) .
Remarquons finalement que si I’on choisit ¢ de la forme

O=19YR ¢ avec ¢ € D (] — 00, T|) et ¢ € C'(Q) telle que Pan =0

nous obtenons

- [w®. 0w+ [atu.o v d

I 1

- /(f(t),qsw(t) dt + (uo, ) 1(0).

I
Nous allons analyser chaque terme pour déterminer ’espace correspondant et

donner un sens rigoureux a nos calculs.

e Le premier point concerne la régularité de u par rapport a t et plus par-

ticulierement le sens a donner a la dérivée en temps dans le premier terme.
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Choisissant V' = HJ(Q) et supposant que u € L*(I; H}(Q)) et ¢ € Hg(Q),
nous avons

[(u(®), &) < u®)ll 20 161 2@y < C 1w a2 0 N6l 30 -
La fonction ¢ — (u(t), ) ¢'(t) appartient donc & L*(I) C L'(I).

e De méme, des arguments classiques montrent que pour presque tout t & [
et pour tout ¢ € H*(Q), on a

la(u(t), o) < [[Vu(t)llz2@) VOl 120y = lul)ll g3 o) 101l a0 - (2.3)

Il vient que la fonction ¢t — a (u(t), ¢) appartient & L?(I). Finalement, une
fois que f € L*(Q) et que

[(F@), D) < F @O 2@ 01l L2y < CPIF Ol L2y 19l 30 »

nous concluons que t — (f(t),¢) appartient a L*(I). En résumé, si u €
L*(I; H{(2)) et ¢ € H (), alors la formule variationnelle obtenue plus haut

a un sens.

Toutes ces considérations nous amenent a la définition suivante.

Définition 2.2.1. Soient f € L*(Q) et ug € L*(). Une fonction u €
L3(I; HY(Q)) est une solution faible de (2.1) si

- [w®. 0w+ [atu.o) v i

1 1

— [0 w(e)dt + (10,6)v10), (2.4)

I
pour tout ¢ € D (] — 00, T|) et tout ¢ € H ().

Remarque 2.2.2. De ce qui précéde, nous savons que t — (u(t), ) € L*(I),
t — a(u(t),p) € L2(I) et t — (f(t),p) € L*(I). Ce sont donc des éléments
de D'(I), avec

—/W@¢WﬁMt=—«wx@w%mwm

I
= (& W), 9) . V) pnpyy, Y €D,

/a (u(t), p) ¥ (t) dt = (a(u(-),¢), V)pnpay V¥ € D),

I



2.2. FORMULATION FAIBLE DE LEQUATION DE LA CHALEUR 27

/ (1), 6) by dt = (F(),0) V)puoy ¥ € D(I).

I
Ces arguments montrent que si uw € L*(I; H} () est une solution faible de
(2.1), alors

4 (u(-),0) +a(u(-),0) = (f(-),¢)  dans D'(I),

pour tout ¢ € H}(Q). Cette formulation inspirera la définition du probléme

approché dans la méthode de Galerkin.

Remarque 2.2.3. La condition initiale (2.1)3 apparait de maniere faible dans
la formulation (2.4) car le fait que u appartienne a L*(I; H}()) n'est pas
suffisant pour donner un sens a u(0). Mais nous montrerons plus loin que
u € LA(I; H:(Q)) N C(I; L3(2)), impliquant ainsi que u(0) existe et donnant

un sens a la condition initiale u(0) = .

La solution de (2.4) est construite grace a la méthode de Faedo-Galerkin en

utilisant un développement dans une base appropriée.

Lemme 2.2.4. Il existe une base (wg), C Hy(Q) orthogonale dans Hy () et

orthonormale dans L*().
Démonstration. Voir la section 6.5.1 dans [3]. O

Le résultat d’existence et d’unicité d’une solution au probléeme (2.4) est énoncé

dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.5. Soient f € L*(Q) et u € L*(Q). Alors le probléeme (2.4)
admet une unique solution uw € L>®(I; L*(Q)) N L*(I; H'(Q)). Cette solution

satisfait les estimations suivantes
HUH%OO(I;LQ(Q)) < ”U0||2L2(Q) + C?D“fH%Z(Q), (2.5)

“uH%Z(I;H(}(Q)) < ||UOH%2(Q) + O?D”f”%?(@p (2.6)
ou Cp est la constante de Poincaré. De plus, uw € W(I; Hy(Q), H1(Q)) et

satisfait la formulation équivalente suivante

(240,0) +a (u(t),6) = (f(t),6) Vo€ HIQ),
u(0) = up.
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Démonstration. Pour tout m € N, nous notons V,,, '’espace vectoriel engendré
par les m premiers éléments de la base (wj)1,... m et P, 'opérateur de projec-
tion orthogonale de L?(f2) sur V,,. Le probléme approché est défini par

(

Chercher u,,(t) = Z Gim (t)w; solution, pour 1 < j <m, de
i=1

(2.7)
(tn (8), wj) + @ (um(t),w;) = (f(t),w)),
L um(0) = uom
ou ug, = Pphug. Vu que
(UO — UQm» gb) =0 \V/Qb € Vm, (28)
il vient que
- Z Pils,
i=1
ol le vecteur p est la solution du systeme
(Mp% = (u07wj)>
et ol
Mi; = (wi,wj)  1<d,j<m (2.9)

est la matrice de masse. De plus, prenant en compte (2.8) et le fait que wug,, €

V,n, nous obtenons

HUOmHi%Q) = (Uom, Uom)
= SUOmv Uom — u02+ (Uom, o) = (Uom, Uo)
WV
=0

< ||U0m||L2(Q) ||U0||L2(Q)

impliquant que
||U0m||L2(Q) = ||U0||L2(Q)
Finalement, nous savons que (ug,,),, converge vers uy dans L*(Q).
Les fonctions gj,,, sont des fonctions scalaires définies sur I et (2.7) est, rela-
tivement a ces fonctions, un systeme différentiel linéaire avec des coefficients

non constants et avec une condition initiale en ¢ = 0. En effet, pour tout

j:17"'am

Z Wiy Wj) Gi (1) + @ (Wi, w;) Gim (1)) = (f(t), wy)
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ce qui donne le systeme linéaire suivant
Mgy, (t) + N(t)gm(t) = F(t)
Mgm(o) = 90

o, pour tout 1 <17,7 <m

Nij(t) = a(wi,wj), F;(t)=(ft),w;) (90); = (uo,w;). (2.10)

Comme les éléments wq, - -+ ,w,, sont linéairement indépendants, la matrice

M est inversible et le systeme précédent est réduit a

{ I (t) + MTIN () g (t) = MTE (),

2.11
gm(0) = Mgy, (21)

Le systeme différentiel (2.11) admet une solution unique g,, € C(I) et donc
g, € L*(I). Par conséquent, le probleme approché (2.7) admet une solution

unique u,, satisfaisant
Uy € C(I; Vi) et ul, € L*(I; V).

Le reste de la preuve sera divisé en cinq parties. En premier lieu, nous
établissons des estimations H{ par rapport & la variable espace. Nous pas-
sons ensuite a la limite, et établissons les estimations a priori. Finalement,
nous établissons le résultat de régularité, la formulation équivalente et termi-

nons par le résultat d’unicité.

Etape 1. Estimation a priori dans L>(I; L*()) N L*(I; H()). Multipliant

(2.7) par gjm, et sommant, nous obtenons
2
1 (s ) + @l (8), 0 (8)) = (F(0) 0 (8)
Prenant en compte la coercivité de a, il vient que
2
a(p,p) > H¢HH§(Q) pour p. t. t € I et tout ¢ € Hy (). (2.12)

De I'autre coté, utilisant 1'inégalité de Young, on a
(f@), um (@) < F @)l 2 Nm () 20
< Cp F Ol 2 1m0

2 C? 2
< 3 lun @) + 2 1 Oll72(0) -
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Combinant ces inégalités, il vient que

2 2 2
& () 20y) + lim () gy < CEIF DN

En intégrant cette inégalité entre 0 et s (0 < s < T'), on obtient

() 32y < Mt (O)Iz2ey +0123/0 IF (Ol 2y dt

2 2
< uollz2iy + Cp 1£11720)

ce qui implique que
2 2 2
SUE_) [ ($) 7200y < l[woll720) + CF 1 fIlz2(0) - (2.13)
se€

De maniere similaire, en intégrant entre 0 et T, on obtient

2 2 2 2
||um(T)||L2(Q) + ||umHL2(1;H3(Q)) < H“0HL2(Q) +CF ||f||L2(Q) : (2.14)

La suite (), est, par conséquent, uniformément bornée dans l’espace
L(1: LA(Q) N LA(1: H(Q).

Etape 2. Passage a la limite. D’apres les étapes précédentes, la suite (uy,)m
est bornée dans L°°(I; L?(Q)) N L*(I; HL(Q)). 11 existe alors une sous-suite,
encore indexée par m, une fonction u € L*®(I;L*())) et une fonction
u* € L2(I; HY(Q)) tel que

lim u,, =u  faible* dans L>(I; L*()), (2.15)
m—o0
lim w,, = u* faiblement dans L*(I; Hy(9)). (2.16)
m—r0o0

De (2.15) et (2.16), nous déduisons en particulier que

i | (unt). (1)) dt = / (ult), () dt

m——+00 I I

lim [ (un(8), o(t)) dt = / (u* (1), (1)) dt

m—+oo Jr I
pour tout ¢ € L*(I; L*(Q2)) et donc u = u* € L>=(I; L*(2)) N L*(I; H{(2)).

Des arguments classiques montrent alors que pour tout ¢ € Hj({) et tout
1 € D(] — 00, T[), nous avons

lim [ (a (un(t), 0) — a(u(t), ) ¥(t) dt

m——+00 I
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= lim (Vun,(t) — Vu(t), Vo) (t)dt = 0.

m—+oo Jr
Remarquant que (2.7) implique que

—/@mwMWW@MVﬁ/Mwﬁ%%W@Mt

1 1

=/mm%wwﬁ+wm%ww> Vi € D (] — 00, T,

I
et prenant en compte les résultats de convergence précédents, nous obtenons

par passage a la limite

_ / (u(t), ;) ' (t) dt + / a(u(t), oy Ji(t) dt

1 1

I/U@MWWWWH%%W@) Vi € D (] - o0, T]).

I
Arguant par densité, il vient que

- [t 0w+ [

1 I

:/uwwwww+wmwm> VpeD( -0 T)  (217)

I
pour tout ¢ € D (] — 0o, T|) et tout HJ(2). Autrement dit, u satisfait la for-

mulation variationnelle (2.4).

Etape 3. Estimations a priori. Les estimations (2.5) et (2.6) sont une
conséquence directe de (2.13) et (2.14) et de la semi-continuité inférieure de

la norme par rapport a la topologie faible et a la topologie faible-étoile.

Etape 4. Régularité et formulation équivalente. Prouvons maintenant que
9u e L*(I; H1(9)). Soit A(-) la forme linéaire définie par

(A)u(t), ¢) = alu(t),¢) Vo € Hy(Q).
Des arguments similaires a ceux utilisés pour établir (2.3) montrent que
|a (u(t), &) < ()]l g1 oy 191l 110

pour presque tout t € I et pour tout ¢ € H(Q). Donc, pour tout ¢ €
L*(I; H{(2)) on a

/Mumwmﬁ\:

I

/wwmﬂm\

I
< [ 1 1900) gy

< Nl s o) 190 2 o) -
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Par conséquent, on obtient

[ autt, o0 dt\

||A<')u||L2(I;H—1(Q) = sup I

peL2(I;HL ()
H“GHL2(I;H6(Q))§1

< ||“||L2(1;H3(Q))

montrant ainsi que Au € L*(I; H}(Q)). De l'autre c6té, prenant en compte

la Remarque 2.2.2, nous savons que u satisfait
&), ) =(f.¢) —alu(),¢)
= (f=A()u,¢)  dans D'(I), V¢ € H5(Q).
Utilisant (A-1), on obtient (u, ¢) = (u, ¢) et donc

i (wo)=(f—Al)u,¢) Vo€ Hy(Q), (2.18)
et comme f — A(-)u € L*(I; H*(2)), d’aprés le Lemme A-4.4, on déduit que
9u ¢ LX(I; H1(Q)).

e Reste a prouver que u(0) = wug. D’apres ce qui précede, u €
W(I; H (), HY(Q)) — C(I; L*(R2)). Multipliant I'identité (2.18) par ¢ €
D(] — o0, T]) et utilisant la formule d’intégration par parties (A-2), on ob-

tient

- / (ult), &) ¥/ (t) di + / a(u(t), () dt

1 1

- / (F(), 6) & (8) dt + (u(0), 6).

I
Comparant avec (2.17), on obtient

(u(0) = uo, @) ¥(0) = 0.

Choisissant v telle que ¥(0) = 1, il vient que u(0) = ug. Ainsi, et prenant en

compte la Remarque 2.2.2, nous concluons que u satisfait

(249.0) +a(u(t).0) = (F(1).0) Vo€ HY(Q),
u(0) = up.

Etape 5. Unicité. Soient uy et uy deux solutions de (2.4). Utilisant la formu-

lation précédente, nous pouvons facilement voir que x = u; — uo satisfait

(20,6) +a(x(t),6) =0 Vo e HY(Q),
x(0) = 0.
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En posant ¢ = x(t) et prenant en compte (A-3), on obtient

1 X720 + a (x(8), x (1) = 0.

Intégrant alors entre 0 et ¢, nous déduisons que

X oy + / @ (x(s), x(s)) ds = 0

et grace a (2.12), il vient que

MO / ()% oy s < 0.

Ainsi
HX(t)HiQ(Q) <0 pourtouttel

autrement dit

x(t) =0 pour tout t € I.

Ceci montre 1'unicité de la solution et termine la preuve. O]

2.3 Formulation faible multi-domaines

Théoreme 2.3.1. Soit u la solution du probléme de Poisson (2.4). Alors

(w0, ujn,) est solution du probléme suivant

( Trowver u; € L*(I; V;) N C(I; L*($Y) tel que
4 (ui,vi)q q, T ai(ui,vi) = (f,vi)q, Vo, € V2,
7 (1) = 72 (u2) sur T,
) ) (2.19)
> (4 (ui Bip)g, + ai(us, i) =Y (£ Rip)g,  Yu €A,
i=1 i=1
L wi(0) = (UO)\Qi ;

ou E; désigne un opérateur d’extension quelconque de A a V.

Réciproquement, soit (uy,us) la solution de (1.16). Alors la fonction u définie
par

U = Ur1XQ, + U2XQ,

est la solution de (2.4).
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Démonstration. La démonstration est divisée en deux parties.

Partie I. Soit u la solution du probleme de la chaleur (2.4). Arguant comme
dans la preuve du théoreme 1.3.10, nous concluons que ug,(t) € V; pour

presque tout t € I. De plus, vu que

el oy + el oz 1wl 2m @) + 1lle.re@y) < +o0,

nous déduisons que
ug, € L*(I;V;) N O(I; L* ().

e Soit alors v; € V,? et posons

V; dans €;,
W; =
0 dans €, 7 # 1.

Toujours d’apres la preuve du théoreme 1.3.10, w; € H}(Q) satisfait
a(u(t), w;) = a;(uq,(t),v;) p.p. dans I,

et
(f(),wi) = (f(t),vi)q, p.p. dans I.

De méme; il est clair que

(u(t), w;) = (o, (t),vi)Q p.p. dans 1.

i

Choisissant alors w; comme fonction test dans (2.4), nous obtenons

_/(UQZ-@),UZ')Q_ V(1) dt+/ai (uje, (1), v:) P(t) dt:/(f(t)avi>gi¢<t) dt,

I 1 1

pour tout 1 € D (I) et tout v; € V;'. Prenant en compte la remarque 2.2.2,

nous déduisons que
% (U\Qu Uz)Q + ai(“’lQia vi) = (f, Uz)g Vu; € Vio-

e Soit € A et soit E;u, + = 1,2, une extension de p en une fonction de V.

D’apres la preuve du théoreme 1.3.10,

Ep = Eipixa, + Eopt xa, € Hy (),
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au(t), Er) = a (u (8), Eap) + aa(uao, (6, B,
(u(t>7]E:u) = (u\Ql (t)vELu)Ql + (uml (t)’EQ'u)Qg
et
(f(t),Bu) = (f(), Eapr)g, + (f(1), Bap)g,

pour presque tout ¢ € I. Choisissant alors Ex comme fonction test dans (2.4),

nous obtenons

2

2
> (i (w0 Bitt) g, + aiwa,, ) > (f B Vi € A.

i=1 i=1
Finalement, observons que vu que u € C(I; L?(€)) satisfait u(0) = uo dans €,
il vient que wo, € C(I; L*(Qq,)) satisfait

uj0; (0) = (uo)yg, ;
ce qui acheve de montrer la premiere implication.
Partie II. Considérons la réciproque.
e Soit (uy, us) € Vi xVa lasolution de (2.19). Raisonnant comme dans la preuve
du théoréme 1.3.10, nous déduisons que u € H} () et que si v € H} () , alors

v, €Vioet v, = Ei (v (v,)) € V7.

Montrons & présent que u satisfait la formulation faible (2.4). Nous avons

_ / (u(t), v) & (1) dt + / a(u(t), v) B (t) dt

1 1

/(ui(t),v) W' (t) dt—i—/ai(ui(t),vi) U(t) dt)

1 1

2

=3 [ )= B (i (), o 01

=1

£3 oot (1) )

—Z/I(ui(t),]E,- (i (v10,)) ), ¥ () dt

=1
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+Z/ w(t).E: (v (v,))) (1) dt
= Z/ ’)/Z U|Q )))QZ P(t) dt
+Z/ (i (i) ) ) W (2) dt

= Z/ ) v0;) g, U(t) dt = Z/I(f(t) v) ¥(t) dt

pour tout ¢ € D (I) et tout v € H}(2). Autrement dit

& (u,v) +a(u,0) = (fiv) Vo e Hy(Q).

ce qui prouve notre assertion et termine la preuve.



Appendice : Notations et
résultats auxiliaires

A-1 Cadre classique

A-1.1 Espaces de fonctions régulieres

Soit n > 2 et soit  C R”™ un ouvert borné de fronticre 92 et notons ) =
Q U 09 'adhérence de 2 dans R"™ . Rappelons qu'un n-uplet de la forme
a=(ag, -+ ,a,) € N" est appelé multi-indice d’ordre |a| = a; + -+ - + ay,. Si
a est un multi-indice, on note D* l'opérateur différentiel défini par

ool z(z)

= P TR

D%z(x)

e Nous désignerons par C(2) 'espace des fonctions continues sur 2. L’en-
semble de toutes les fonctions m fois contintiment différentiables sur Q (i.e.
I'espace de toutes les fonctions z € C(£2) dont toutes les dérivées partielles

D®z, |a| < m, sont continues dans 2) sera noté C™(£2). Nous définissons alors

e Pour z € C(Q), le support de z est 'adhérence dans R™ de I’ensemble
{z € Q| z(z) # 0}. Nous désignerons par C.(Q2) 'espace des fonctions conti-

nues a support compact dans {2 et posons

D(Q) = C=(Q) N CL(Q).

e De la méme maniere, nous désignerons par C'(£2) I'espace des fonctions conti-
nues sur Q et par C™(Q) l'espace des fonctions z € C™(Q) tel que pour
chaque multi-indice «, |a] < m, application = € Q — D%z(x) se prolonge
continiment sur €. Nous définissons alors

37
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e Nous considérons 'espace
COH(Q) = {z € C(Q)| sup % < —i—oo} avec 0 < pu <1
x,yGQ

et posons
CmH(Q) ={z€C™(Q) | D*2 € C**(Q) Va, |a] <m}.

e Finalement, soit @) = Qx]0, T'[. Nous définissons 1'espace

C“’Q(Q)Z{ZEC(QH sup  Leteti=stur)] <+oo}.

J
(@), (y,m)eQ [Pyl lt=T]2

A-1.2 Caractérisation de la géométrie du domaine

On dira que Q est de classe C%* si pour tout point z de la frontiere T, il
existe un systeme de coordonnées orthogonales (y1,---,¥,), un hypercube
U* =TI ,] — a;, a;] et une application

n—1

(I)mZH]—OJZ',CLZ‘[ — ]—%,%[

i=1
de classe C%“ tel que

QmUl':{(yl’ >yn) < Ux‘yn>q)$(yla 7yn71)}a
POUT = {1 yn) €U [y = D"(y1,--+ yn)}

A-2 [Espaces de Lebesgue

La plupart des résultats énoncés dans cette section sont classiques et peuvent-
étre trouvés dans n’importe quel bon livre d’analyse fonctionnel (voir par

exemple [1]); Nous les rappelons pour le confort du lecteur.

Soit 1 < p < oo. Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) v :  — R
est dans LP(Q) si

/Q|v(x)]p dr < .

ol = ( [ 1o )’

I'espace LP(£2) est un espace de Banach.

Muni de la norme
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Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) v : 2 — R est dans L>(£2) si
esssup |v(z)| =inf {M € R | |v(x)] < M p.p. dans 2} < co.
e
Muni de la norme

[0]] Lo (@) = €58 sUpseq [v()]

I'espace L>(€2) est aussi un espace de Banach.

La plupart des quantités qu’on utilise étant des fonctions vectorielles, la nota-
tion sera simplifiée et on omettra la dimension n dans la notation de ’espace
(le sens sera clair d’apres le contexte). En particulier, nous utiliserons la no-

tation suivante

(20) = / 2(@)dla)de,  ze IM(Q), b€ LP(Q),
(20) = / 2(a) - o(a) do

:Z/sz<x) QZS](ZU)CZ]J, S LP(Q;Rn)7 QSELPI(Q;]Rn)'
A-3 Espaces de Sobolev

A-3.1 Définitions

Commencons par rappeler qu'un n-uplet de la forme a = (g, -+ ,a,) € N”
est appelé multi-indice d’ordre |a] = ag + + -+ + ay,. Si « est un multi-indice,
on note D* 'opérateur différentiel défini par

ololz(z)

D% (x) = —-——.

= oz

Soit D(Q2) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support com-
pact dans Q. Pour m € N, on définit ’espace de Sobolev H™(£2) de la maniere

suivante
H™Q)={z€ L*(Q) | D*2 € L*(Q) YVa e N, |a| <m},

muni de la norme

[NIE

a2
Il gy = | D 1D 2720y

la|<m
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Nous noterons aussi par Hj (2) Padhérence de D(2) dans H'(Q). Nous savons

que Hj(f2) est caractérisé de la maniere suivante
Hy(Q) ={z€ H'(Q) | zr =0} .

Nous désignerons par H1(Q2) le dual de H(€2) et on le munit de la norme

duale

[fllg-r = sup (f, Z>H—1,H(} :

2l 100 <1
‘ |HO(Q)

A-3.2 Inégalité de Poincaré

Nous commencons par rappeler I'inégalité de Poincaré qui affirme qu’il existe

une constante positive Cp, dépendant de €2 et de n, tel que
||Z||L2(Q) <Cp ||VZ||L2(Q) Vz e H&(Q)'
Une conséquence directe de I'inégalité de Poincaré est que la semi-norme
’Z|H3(Q) = ||VZ||L2(Q)

est une norme sur Hg (), équivalente a la norme ||| ;. @-
A-3.3 Trace

Théoreéme A-3.1. Soit 2 C R"™ un ouvert de frontiere 0S2. L’application
v :D(Q) = y(u) = upn € L*(09)

se prolonge de manicre unique, et de fagon continue a l’espace H(§2).

L’opérateur ainsi obtenu n'est pas surjectif sur L*(0). L’image de O est
lespace de Sobolev Hz(S2).

A-3.4 Formules de Green

Nous commencons par la formule de Stokes.

Théoreme A-3.2. Soit Q C R"™ un ouvert borné de frontiere 0S) lipschit-

zienne. Il existe une unique extension continue St u,v € H'(Q) alors

. ov v
Vi=1,---,n /Q <u oz + o u) dx = /897(71)7(1))71@- ds
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Suit alors la formule de Green pour le Laplacien.
Théoréeme A-3.3. Soit 0 C R™ un ouvert borné de frontiere 0N) lipschit-
zienne. Si u,v € H*(Q) alors

/Q (uAv — Auv)de = / (v(u)y(Vv) - n —y(v)y(Vu) - n) ds.

o0
A-4 Espaces de Bochner

Nous considérons maintenant des espaces de fonctions définies sur un intervalle
la,b[ de R et a valeurs dans un espace de Banach X (pour plus de détails sur

ces espaces voir par exemple [5] ou [2]).

Définition A-4.1. a) On notera LP(Ja,b[; X), 1 < p < 400, lespace des
fonctions f définies de ]a,b| dans X telles que

i) [ est mesurable pour la mesure de Lebesque dt sur |a, b,

b v
) Wlisguons = ([ 101 )" < 40
b) On notera L>(I;X), Uespace des fonctions f définies de ]a,b] dans X
satisfaisant i) et essentiellement bornée sur |a,bl; i.e.

1N 2o gappix) = eSStS;lIZ[ 1f @)l < +o0.
€la,

¢) On notera C([a,b]; X), Uespace des fonctions continues de |a,b] dans X

muni de la norme

1fllcapx) = sup [[fF)]x-
tEla,b]

Muni de ces normes, ces espaces sont des espaces de Banach.

Nous finissons cette section par des espaces de type Bochner-Sobolev et
présentons certaines de leurs propriétés les plus utiles. Soient H et V deux
espaces de Hilbert séparables tels que H, V et V'’ forment un triplet de Gel-
fand

Ve H=H <V,

i.e. 'espace de Hilbert H est identifié avec son dual H', V' étant dense dans H
avec injection continue. Une conséquence des identifications précédentes est
que

<Z,¢>:(2,¢), Z€H7¢€V (A_l)
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L’espace que 'on va considérer a présent est d’une importance fondamentale

dans le traitement des EDP instationnaires.

Définition A-4.2. Soient a, b € RU {—o00,+00}. On note W (|a,b[; V, V")

I’espace
W(a, bV, V') = {z € L*(a,b[; V) | & € L2(Ja,b[; V") } .
Muni de la norme

Oz 2
||Z||W(}avb[) - <||Z||L2(}a,b[;\/) + HEHB(}(L,I;[;V')) ’

W ((Ja,b[; V, V") est un espace de Hilbert. De plus, il possede des propriétés de

régularité qui nous seront tres utiles pour la suite.

Lemme A-4.3. L’espace W(]a,b[;V,V') s’injecte continiment dans

C([a,b]; H) et on a la formule d’intégration par parties suivante

[ () o [ (25802000) o = 10, 000) = Gl o) (42

pour tout z, ¢ € W(la,b[; V, V'), t € [a,b]. En particulier, on a

t ¢
l<%@w@>w=%m4wz—wwﬁazal%W@MMs<Aa

pour tout z € W(la,b[; V, V') et t € [a,b].

Démonstration. Voir le lemme 1.2, p. 261 dans [5]. O

De plus, nous avons le résultat suivant.

Lemme A-4.4. Soient u et g sont deux fonctions dans L'(Ja,b[; V). Alors,

les assertions suivantes sont équivalentes

- Pour toute fonction ¢ € D(Ja,b]), on a

b b
[ uwteae=— [ g ar
- Pour tout w € V', on a
& (u, w) = (g, w)
dans le sens des distributions.

Démonstration. Voir le lemme 1.1, p. 250 dans [5]. O
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A-5 Théoréme de Lax-Milgram
Théoréeme A-5.1. Soit H un espace de Hilbert réel de norme || - ||g. On

considere une forme bilinéaire continue sur H x H, i.e.
AM >0, Vy,z € H, a(y, 2)| < M ||yl |1zl »
et on suppose qu’elle est elliptique (ou coercive) sur H, i.e.
Ja >0, Vz€ H, a(z,2)>alz|.

On considere aussit une forme linéaire F' sur H. Alors le probléme

Trowver y € H tel que
Vze H, aly,z)=F(z),

admet une solution unique z € H. De plus, cette solution vérifie
1yl < SIEF|a-

Démonstration. Voir [1].
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