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0.1. INTRODUCTION GENERALE

0.1 INTRODUCTION GENERALE

Les phénomenes de contact impliquant des corps déformables abondent en indus-
trie et dans la vie de tous les jours. Le contact du piston avec la chemise, de la roue
avec le rail et d'une chaussure avec le sol ne représentent que trois exemples parmi
bien d’autres. Ces phénomenes jouent un role important dans les structures et les
systemes mécaniques, ils ont été intensivement étudiés depuis longue date et la lit-

térature relevant des Sciences de 'Ingénieur qui leur est dédiée est assez riche.

La littérature mathématique dédiée a I'étude des phénomenes de contact est plus
récente. La raison réside dans le fait que, accompagnés de phénomenes physiques
et de surface complexes, les processus de contact sont modélisés par des problémes
aux limites non linéaires, tres difficiles a analyser. L'une des premieres publications
mathématiques concernant ce sujet est celle de Signorini [19], ot le probléme de
contact entre un corps linéairement élastique et une fondation rigide est formulé. Il
s’ensuit le travail de Fichera [13] ot le probleme de Signorini a été résolu, en utili-
sant des arguments des inéquations variationnelles de type elliptique. Cependant,
la théorie générale de la mécanique du contact a commencé avec la monographie de
Duvaut et Lions [11], qui ont présenté des formulations variationnelles de plusieurs
problemes de contact et ont prouvé quelques résultats fondamentaux d’existence et

d’unicité de la solution.

Une étude complete des phénomenes de contact comprend généralement les étapes
suivantes : la modélisation, 1’analyse variationnelle et numérique des modeles. L
‘objectif de la modélisation est de comprendre I'ensemble des hypotheses de na-
ture mécanique dans la description d’'un phénomene de contact, et d’associer a tout
processus de contact un modele mathématique, représenté par un systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles associé aux conditions aux limites et éventuellement
aux conditions initiales, décrivant le processus en question. L’analyse variationnelle
des modeéles a pour but de préciser la consistance des modeles pour le contact; elle
comprend la dérivation de la formulation faible des modéles ainsi que des résul-

tats d’existence et éventuellement d’unicité de la solution; son objectif est aussi ce-
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lui d’étudier des propriétés liées au comportement de la solution (régularité, stabi-
lité, comportement assymptotique). L'analyse numérique des modeles est destinée
a l’étude des schémas semi-discrétisés et totalement discrétisés associés aux formu-
lations faibles dérivées a l'étape précédente; on y établit des résultats d’existence
et d’unicité des solutions discretes, suivis de résultats d’estimation de ’erreur et de

convergence des solutions discretes vers la solution du probléme continu.

Dans ce travail nous allons présenter quelques considérations sur les deux pre-
miéres étapes ci-dessus, la modélisation et ’analyse variationnelle des modeles, que
nous allons illustrer a travers un exemple concret, modélisant le contact frottant

d’un corps visco-élastique avec une fondation.
Ce mémoire se compose de trois chapitres.

Au début on commence ce mémoire par un chapitre qui contient les définitions et les

résultats fondamentaux qui sont essentiels pour comprendre les chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre est consacré a présenter des généralités sur les inéquations va-
riationnelles elliptiques du premier genre et deuxieme genre et a I’étude d’existence
et d'unicité de quelques classes d’inéquations variationnelles linéaires. Ce chapitre
contient aussi une partie principale de ce travail, qui présente un résultat issu de la

théorie des inéquations variationnelles d’évolution avec terme de mémaoire.

Au troisieme chapitre, nous intéressons a la modélisation des probléemes de contact;
nous présentons le cadre physique, les lois de comportement de nature visco-élastique.
Nous décrivons aussi les conditions de contact et les lois de frottement que nous
utilisons dans les problémes de contact envisagés. La formulation variationnelle est
obtenue sous forme d’une inéquation quasivariationnelle avec des opérateurs de
mémoire (history-dependent) et nous établissons un résultat d’existence et d"unicité

de la solution faible.




0.2. Notations

0.2 Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de notre travail.

K=R Corps des réels.

E,F Espace vectoriel sur K.

I-1lg Norme sur E.

(E, |I-llg) Espace normé sur K.

<..>E Crochet du produit scalaire dans E.

L(E,R) Espace des formes linéaires définies sur E.

L(E,F) Espace des opérateurs linéaires de E dans F.

L(E) Espace des opérateurs linéaires de E dans lui méme.

Z(E,F) Espace des opérateurs linéaires continues de E dans F.

Z(E) Espace des opérateurs linéaires continues de E dans lui méme.

E' Espace dual de E.

E” Espace bidual de E.

R4 Espace euclidien de dimension d, avec d = 2,3.

Q Ouvert non vide de R?.

C(Q) Espace des fonctions continues sur le fermé Q.

C*®(Q)) Espace des fonctions indéfiniment différentiables.

LP(Q) Espace de Lebesgue ou de classe des fonctions dont la puissance
d’exposant p est intégrable au sens de Lebesgue, ot1 < p < 00.

p-p Presque partout.

ess Essentiellement.

L®(Q)) Espace linéaire des fonctions mesurables.

a,b Deux formes bilinéaires.

fii Deux fonctions.

A, S Deux opérateurs.

H'(Q) = WFP(Q) Espace de Sobolev.

0% Opérateur de trace.
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C(a, b))

[0, T]

C([0, T|; E)
C([0, T]; E)

div

Espace des fonctions continues a valeurs réelles définies sur
l'intervalle [a,b] C R.

Intervalle de temps, avec T > 0.

Espace des fonctions continues sur [0, T] a valeurs dans E.
Espace des fonctions continiment dérivables sur [0, T| &
valeurs dans E.

Opérateur de divergence.

Gradient de u.

Frontiere du domaine sur Q).

Une partie de Q).

Mesure de Lebesgue sur I'p.

Force volumique.

Force surfacique.

Vecteur unitaire normal.

Espace des tenseurs symétriques de second ordre dans R”.
Champ de déplacements.

Produit scalaire entre u et v dans 1’espace R,

Tenseur des contraintes.

Tenseur des déformation.

Tenseur d’élasticité.

Tenseur de viscosité.

Composantes normale et tangentielle du vecteur de déplacement u.
Composantes normale et tangentielle du vecteur de contrainte ¢.
Composantes normale et tangentielle du vecteur de vitesse 1.
Opérateur d’identité de R?.

Delta Kronecker.

Dérivée normale.




Chapitre

PRELIMINAIRES D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments d’analyse fonctionnelle qui se-
ront utilisés partout dans ce travail. Quelques résultats sont donnés sans démons-
trations car ils sont standard et peuvent étre trouvés dans beaucoup de références
de mathématiques [4], [5], [8], [9] et [10]. Nous commengons par donner quelques
rappels sur les espaces normés, les espaces fonctionnels, le théoreme de point fixe

de Banach qui s’adapte aux inéquations variationnelles a terme de mémoire.

1.1 Définitions et propriétés élémentaires
Soit E un espace vectoriel sur IR.

1.1.1 Norme et notion d’espace de Banach

Définition 1.1. [9] Une norme sur E est une application ||.|| : E — R vérifiant
1. La séparation :Vx € E, ||x]|=0< x=0.
2. L’homogénéité : YA € R,Vx € E, ||Ax|| = |A]]|x]].
3. L'inégalité triangulaire : Vx,y € E, |x+y| < ||x]| + [ly]|-

Définition 1.2. [9] Un espace vectoriel E muni d’une norme ||.|| est appelé espace normé,

noté (E, |.|).
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Définition 1.3. [9] Un espace normé (E, ||.||) est dit complet si toute suite de Cauchy de E

est convergente dans I'espace.

Définition 1.4. [9] Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

1.1.2 Produit scalaire et notion d’espace de Hilbert

Nous présentons dans cette partie un type particulier d’espace normé, dans lequel

la norme est définie d’'une maniere spéciale.
Définition 1.5. [5] Un produit scalaire est une application < .,. >g: EXE — R
vérifiant

1. Yy € E : x —< x,y > est linéaire pour tout x € E fixé.

2.Vx,y€ E, <x,y >g=<y,x >

3. Vx€E, <x,x >p>0etsi<x,x >p=0alors x = 0.

Définition 1.6. [5] On appelle espace préhilbertien réel un espace vectoriel E muni d’'un

produit scalaire < .,. >g, noté (E, < .,. >p ).

Rappelons que le produit scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz

V(x,y) € E?, |<x,y>p|<V<x,x>p V<Y Y >E.
La norme associée au produit scalaire est définie par la relation

x|l = V< x,x >g, Vx€E.

Définition 1.7. [5] Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme

associé a son produit scalaire.

1.2 Eléments d’analyse linéaire

Pour la réalisation de ce travail nous allons avoir besoin de rappeler quelques no-
tions d’analyse linéaire qui seront d’une grande utilité, en particulier des résultats

sur les fonctions convexes et semicontinues inférieurement.




1.2. Eléments d’analyse linéaire

1.2.1 Opérateurs linéaires

Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||p) deux espaces normés et soit L : E — F un opérateur.

L'opérateur L est dit linéaire si
L(ax + By) = aL(x) + BL(y), V(x,y) € E%Va,B € R.

Notation 1.8. On note par L(E, F) l'ensemble des opérateurs linéaires de E dans F et par
L(E) I'ensemble des opérateurs linéaires de E dans lui méme. Notant aussi L(E,R) l'en-

semble des formes (ou des fonctionnelles) linéaires définies sur E.

L’opérateur linéaire L est dit k-Lipschitzienne (Lipschitzienne de rapport k) sur E,

s’il existe k > 0 tel que
IL(x) = LW)lp <k llx —yll, Vxy €k

Sik €]0,1], on dit que L est un opérateur contractant.
Théoreme 1.9. [10] Soient (E, ||.||¢) et (F,||.||p) deux espaces normés et L : E — F un
opérateur linéaire. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L est continue sur E.

2. L est continue en 0.

3. Il existe k > 0 tel que

IL()[[p < Kllxl[g,  Vx € E.

Notation 1.10. On note par £ (E, F) I'espace des opérateurs linéaires continues de E dans

F et par £ (E) l'espace des opérateurs linéaires continues de E dans lui méme.

La proposition suivante décrit une norme d"un opérateur linéaire continue.
Proposition 1.11. [7] Soient (E, ||.||¢) et (F, ||.|| ) deux espaces normés et soit L : E — F
un opérateur linéaire. Alors

1. Z(E,F) est un sous espace vectoriel de L(E, F).

2. Pourtout L € #(E,F),ona

L(x
sup IEOE _ g L)l = sup L)y < +oo.
ceevory 1XIE < lxlp=1

10
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Cette quantité est notée ||L|| o g p)-
L'application ||.|| 4 g ry ainsi définie est une norme sur £ (E, F) qui lui confere donc
une structure naturelle d’espace vectoriel normé, et il est complet si F Iest.

Dong, on a la propriété suivante, pour L € .Z(E, F)

ILG)p < 1Ll 2(er) lxlE, VX € E.

Rappelons aussi 1'espace dual d'un espace vectoriel normé par la définition sui-

vante.

Définition 1.12. [7] Soit (E, ||.||g) un espace vectoriel normé. On munit R de sa norme
canonique qu’est la valeur absolue. L'ensemble des formes linéaires continues sur E, c’est-a-

dire £ (E, R) est un espace vectoriel normé appelé dual topologique de E et noté E'.
Remarque 1.13. Le dual E' d'un espace vectoriel normé (E, ||.||¢) est un espace de Banach.

Définition 1.14. [7] Soit (E, ||.||z) un espace vectoriel normé.

Le bidual de E est par définition le dual de E’, i.e.
E' = (E') = Z(E,R).
Proposition 1.15. [I8] L'application

E— E"

x|—>](x):{

El — R
¢~ ¢(x)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

] identifie E a son bidual E" et on écrit E ~ E”.

Remarque 1.16. L’espace E est alors dit réflexif si | est surjective.

L’isomorphisme entre E et E” étant maintenant établi, on voit que l'écriture

¢(x) =J(x)(¢), Vo cE, x€eE

comporte une dualité. Par conséquent, on introduit le crochet de dualité

< @, X >pyp=<J(X), ¢ >prxp -

11
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L'isomorphisme | peut maintenant se réécrire de maniére beaucoup plus concise :

| E—E"
| xe< L x >puE

dong, | envoie x vers une forme linéaire continue sur E’ donnée par l'évaluation en

X.

L'espace vectoriel des formes linéaires continues .Z(E, R) muni de cette norme

< @Q,x >
lgllp = sup IS0 el
Ixlgzoe  1XlE

est un espace normé et ’action de ¢ € E’ sur un élément x € E est notée a I'aide du
crochet de dualité < .,. >/ de sorte que

def
< Q,X >pr«E= (P(X)

Les formes linéaires continues sur un espace de Hilbert sont obtenues sous cette

forme :

Théoreme 1.17. [19] (Théoreme de représentation de Riesz)
Soit ¢ une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert (E, < .,. > ). Alors il existe

un unique vecteur y € E tel que, pour tout x € E
p(x) =<x,y>E.

De plus, ona gl = I|x]l .

Le Théoréme de représentation de Riesz permet également d’identifier un espace
de Hilbert a son dual et, avec son bidual qui montre que tout espace de Hilbert est

réflexif.

1.2.2 Généralités sur les formes bilinéaires

Définition 1.18. [24]Soient E et F deux espaces vectoriels sur R.

Une forme bilinéaire sur E x F est une application a : E x F — R telle que

12
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1. Pour tout x € E fixé, application y — a(x,y) est une forme linéaire sur F, ¢’est-a-

dire une application linéaire de F dans R.

2. Pour tout y € F fixé, I'application x — a(x,y) est une forme linéaire sur E, c’est-a-

dire une application linéaire de E dans R.

Définition 1.19. [24] Soit E un espace vectoriel sur IR.

Une forme bilinéaire a : E x E — R est dite symétrigue si
V(x,y) € E2, a(x,y) = a(y,x).

Définition 1.20. [24]Soient E un espace vectoriel sur R et a : E x E — R une forme
bilinéaire.
1. On dit que a est positive, si

Vxe€E, a(x,x)>0

2. On dit que a est définie positive, si
Vx € E\{0}, a(x,x)>0.
Remarque 1.21. Un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.

Définition 1.22. [24] Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||r) deux espaces normés.
Une forme bilinéaire a : E x F — R est dite continue sur E X F, s’il existe une constante

M > 0, telle que
V(x,y) €EEXF, |a(x,y)[<M x| [yl

Définition 1.23. [24]Soit (E, ||.||g) un espace normé.
On dit qu’une forme bilinéaire a : E x E — R est coercive (ou E-elliptique), s’il existe une

constante m > 0, telle que
Vx € E, a(x,x)>m|x|3
1.2.3 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement

Définition 1.24. [9] Soient E un espace vectoriel réel et f : E — (—00, 00| une fonction.

Le domaine effectif de la fonction f est I’ensemble des points ou elle ne prend pas la valeur

13
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+00, on le note
D(f) ={x € E, f(x) < 4oo}.

On dit que f est propre si f(x) > —oo pour tout x € E et son domaine effectif est non vide.

Définition 1.25. [9] Soit E un espace vectoriel réel.

La fonction propre f : E — (—o0, 40| est dite convexe si

fltx+ (1 =ty) <tf(x) + (1 =) f(y), (1.2.1)

pour tout x,y € E et t € [0,1].La fonction f est strictement convexe si I'inégalité (1.2.1)
est stricte pour x # yett € [0,1].

Notons quessi f, g : E — (—o0, +00] sont des fonctions convexes et A > 0, alors les

fonctions f + g et A f sont aussi convexes.

Définition 1.26. [9] Soit E un espace vectoriel réel.
Une fonction f : E — (—o0, +00] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) en x € E
si

inf im f(x,) > f(x), (1.2.2)

n—-4o00
pour chaque suite (x,)ncN convergente vers x dans E. La fonction f est s.c.i si elle est

s.c.i.en chaque point x € E.

Notons que si f,¢ : E — (—00,+0c0] sont des fonctions s.c.i et A > 0, alors les
fonctions f 4 g et A f sont aussi s.c.i.De plus, si f est une fonction continue, alors elle

est aussi s.c.i. Cependant, l'inverse n’est pas vrai.

1.3 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces fonctionnels a va-
leurs réelles et nous allons aborder les espaces des fonctions continues, continiment

différentiables, les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev.

14
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Etant donné un ouvert Q) de R?. Soit x = (x, ..., x;) un élément de R et soit & =
d
(a1, ...,q) € N un multi-indice telque |x| =

1

&;, NOUS posons
1

ol*ly(x)
14
b U(x) a axl”‘l...axd”‘d'

1.3.1 Espaces des fonctions contintiment différentiables

On note par C(Q) I'espace des fonctions continues sur Q). C(Q)) est un espace de

Banach muni de la norme suivante
[ollci@) = max{lo(x)|, x€Q}.
Pour m > 0, 'espace C™((Q)) défini par
C"(Q) ={v e C(Q), D" eC(Q) pourtouta telque |a| < m]}.

L'espace C™(Q)) est un espace de Banach muni de la norme suivante

HU”cm(ﬁ) = Z HDLXU”C(ﬁ)'

|a[<m

Par ailleurs, C*®(Q)) désigne I'espace des fonctions indéfiniment différentiables

c°(Q) = ﬁcmm).
m=0

1.3.2 Espaces de Lebesgue L”

Pour p € [1,+00], LP(Q)) désigne 1'espace linéaire des (classes d’équivalence de)
fonctions mesurables au sens de Lebesgue définies sur () a valeurs dans R pour

lesquelles

ol = ([ 1900 1" dx) <o
Q

L'application v — |[|v[|;p(q) est une norme sur LP(Q)) et v représente une classe
d’équivalence de fonctions; deux fonctions étant équivalentes si elles sont égales

presque partout (p.p.), c’est-a-dire égales sauf sur un sous ensemble de ().

15
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1.3.3 La mésurabilité et les éspaces séparables

Pour p = +o0 et v: ) — R une fonction mesurable, noté par

[0]| () = esssup|v(x)| = inf{M € [0, +o0], [v(x)[<M pp. x€Q}
xeQ)

On dit que v est essentiellement borné si [|v|| () < oo.
On note L*(Q)) I'espace linéaire des (classes d’équivalence de) fonctions mesurables
v : QO — R qui sont essentiellement bornées. L'application v — [|v[| () est une

norme sur 'espace L®(Q}).

Le cas particulier p = 2.’espace L?(Q)) est un espace de Hilbert muni de produit
scalaire

< U0 >p0)= /u(x) o(x)dx, Vu,v € L*(Q).
Q

De plus, L?(Q)) est séparable et I'inégalité de Cauchy-Schwarz ci-dessous est vérifiée

| [ux) o(0dx| <l oz, Yo € ().
Q

1.3.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des outils indispensables dans I'étude des problemes

aux limites. Pour plus de détails voir [§].

Soient k € N et p € [1,+o0]. Nous définissons les espaces de Sobolev par
WrP(Q)) = {v € LP(Q) tel que D*v € LF(Q) avec |a| < k}.

La norme sur 'espace Wr? (Q) est définie par

H”Hwk,p(n) =

L’espace de Sobolev W*?(Q)) muni de cette norme est un espace de Banach.

On note que WO7(Q) = LP(Q), et lorsque p = 2, on écrit WK2(Q) = HF(Q).
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1.3. Espaces fonctionnels

L’espace de Sobolev H¥(Q)) est un espace de Hilbert séparable muni du produit
scalaire

< U0 > k)= / Y D"u(x) D*v(x)dx, Vu,ve H ().
O laf<k

L'opérateur de Trace. Les espaces de Sobolev sont définis par les espaces L7 (Q}).
Par conséquent, les fonctions de Sobolev sont définies de maniére uniquement p.p.
dans ). Puisque la frontiere I de () a une mesure zéro dans R?, les valeurs limites
d’une fonction de Sobolev ne sont pas bien définies. Mais, il est possible de définir
la trace d"une fonction de Sobolev sur le bord de telle sorte que pour une fonction

de Sobolev continue jusqu’au bord, sa trace coincide avec sa valeur au bord.

Théoreme 1.27. [9] Supposons Q un domaine de Lipschitz dans R? avec bord T et 1 <
p < +oo. Alors il existe un opérateur linéaire continu vy : W'P(Q) — LP(T) tel que
Yo =70 |rsiv € WP(Q)NC(Q).

L'opérateur -y est appelé 1'opérateur de trace, et yv peut étre appelé 1’opérateur trace
dev € WP(Q).
Notons que la continuité de y implique qu’il existe une constante Cn > 0, qui dé-

pend de (), telle que

lvull e ry < Ca lullyrp), Vo€ WH(Q). (13.1)

1.3.5 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Nous aurons besoin des espaces des fonctions vectorielles pour étudier les pro-
blemes variationnels dépendant du temps. Dans la suite, (E, ||.||g) désignera un es-

pace de Banach réel et [0, T| désignera 'intervalle de temps, pour T > 0.

Espaces C™ ([0, T; E). Nous définissons C([0, T|; E) 'espace des fonctions v : [0, T| —

E qui sont continues sur l'intervalle [0, T|. L'espace C([0, T]; E) muni de cette norme

= Hllg,
19l c(jo,m:E) tg}%””()!hs
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1.3. Espaces fonctionnels

est un espace de Banach.

Pour m > 0, nous définissons "espace
Cc™([0,T;E) = {v € C([0,T|;E), oY e ([0, T;E), j=1,2,...,m}.

Il s’agit d"un espace Banach avec la norme

0 max ?)
follonors) ]20 max o) (¢) e

En particulier, C1([0, T]; E) désigne I'espace des fonctions continiment différen-
tiables sur [0, T] a valeurs dans E. C’est un espace de Banach muni de la norme

% gy = max ||o(f)||g + max ||O(t)||E.

[0l c1(jo,7;8) tE[O/T]H (t)lle te[O,T}H 1)
Soit aussi

c=([0, T]; E ﬂC’”[OT] E),

m=0

l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur [0, T] a valeurs dans E.

Espaces LP([0, T|; E). Pour p € [1 +oo[ LP([0, T]; E) est I'espace des fonctions me-
surables v : [0,T] — E telles que va (t)||kdt < oo. L'espace LP([0, T];E) est un

espace de Banach muni de cette norme

[ollpomye) = / fote) )

On définit L*([0, T]; E) I'espace des fonctions mesurables v : [0, T] — E telles que
t — [|v(t)|| £ est essentiellement borné sur [0, T]. L'espace L ([0, T]; E) est un espace
de Banach muni de la norme

[0l Lo ((0,7;E) = esssup [|o(t) ||
t€[0,T]

Si (E, < .,. >g) est un espace de Hilbert, L?([0, T]; E) est aussi un espace de Hilbert

muni de produit scalaire

T
<0 > 120, 178) = / < u(t),o(t) >gdt, Vu,oe L2(]0,T];E).
0
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1.4. Résultats utiles

Espaces WP ([0, T];E). k € N et p € [1, +00], nous présentons 1’espace
W ([0, T); E) = {v € LP([0, TJ; E) tel que [[0™[|p(po,75) < 00, Vi < k}.

Si p < +00, on définit la norme dans 1'espace W7 ([0, T]; E) par la formule suivante

||”Hwkv [0,T];E (/ Z ||v Hp dt)

0 0<m<k

Si p = 400, la norme est définie par

||u||Wkoo 0TI.E) = max ess sup ||v (t)||E
([0,T};E) — Zk
t€[0,T)

Si E est un espace de Hilbert et p = 2, alors 'espace
H*([0, T]; E) = W*2([0, T]; E)

est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

T
<u,v >Hk([O,T},‘E): Z / < u(m)(t), 'U(m) (t) >E dt.

0<m<k 0

1.4 Résultats utiles
I) Théoremes de point fixe

Soient (E, ||.||g) un espace de Banach et K est un sous ensemble non vide fermé de E.
Soit A : K — K un opérateur défini sur K. Nous sommes intéressés par 1’existence

d"une solution u € K de I'équation d’opérateur
Au = u. (1.4.1)

Un élément u € K qui satisfait (1.4.1) est appelé un point fixe d’opérateur L.

Maintenant, nous présentons 1’énoncé du théoréme principal d’existence des points

tixes pour des opérateurs linéaires.
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1.4. Résultats utiles

Théoreme 1.28. [24] Soit K un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Banach

(E [I-le)-
Supposons que A : K — K un opérateur contractant, c’est-a-dire, il existe une constante
k €]0,1], telle que

|Au— Av||p <k |lu—v|g Vuovek.

Alors, il existe un unique u € K tel que Au = u.

Nous avons besoin d"une version du théoréeme de point fixe de Banach que nous rap-
pelons dans ce qui suit. Pour un opérateur A : K — K, on définit A" = A(A™1)

pour m > 2.

Théoréme 1.29. [24]Soient K un sous ensemble non vide fermé d'un espace de Banach
(E, |I.llg)- et A : K — K. Supposons que A™ : K — K est contractant pour un entier

positif m. Alors A admet un point fixe unique.

Preuve. D’aprés le théoreme A™ a un point fixe unique u € K. Donc
A" u=u.

D’autre part, on a

A" (Au) = A(AN" u) = Au.

Ainsi Au € K est aussi un point fixe de A™, ot A" admet un point fixe unique.
Donc, nous avons

Au = u.

c’est-a-dire u est un point fixe de A. L'unicité du point fixe de A est une conséquence

d’unicité du point fixe de A™. O

Lemme 1.30. [24] Soit A : C([0, T]; E) — C([0, T|; E) un opérateur satisfait la propriété

suivante : il existe C > 0 tel que

[ A () = Ama(B) [ < C/H’h(S) —1m2(s)lleds,  Yy,m e C([0,T[;E), t € [0, T].
0

Alors, il existe un unique élément n* € C([0, T|; E) tel que Ay* = n*.
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1.4. Résultats utiles

IT) Inégalité de Gronwall

L'inégalité de Gronwall suivante sera utilisée dans I'étude des inéquations varia-
tionnelles d’évolution. Pour cela, nous utilisons ci-dessous la notation C([a, b]) pour

l’espace des fonctions continues a valeurs réelles définies sur l'intervalle [a,b] C R.

Lemme 1.31. [24] Supposons f,g € C([a, b]) satisfaisant

t

F(t) <8 +C [ fls)ds, Ve lab],

0

ot C > 0 est une constante. Alors,

t

f(r) <g(t)+ C/g(s)ec(ts)ds, Vt € [a,b].
0

De plus, si g est croissant, alors

F(t) < g1, vt e [a,b].

ITI) Inégalité de Young

Nous avons besoin du résultat suivant.

Lemme 1.32. [24] Soient p,q > 1 deux exposants conjugués, c’est-a-dire % + % = 1. Alors

p q
w< " s
P g

IV) Formule de Green

Nous avons aussi le résultat suivant.
Théoreme 1.33. [15] Soit T = (11, 2) € H'(Q)?. Alors

/T.VU dx + /divr vdx = /(’L’J’l) vda, Yve HY(Q).
Q Q r

On n la normale extérieure sur T.
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Chapitre

INEQUATIONS VARIATIONNELLES
D’'EVOLUTION AVEC VISCOSITE

Les inégalités variationnelles étudiées dans ce chapitre sont évolutives puisqu’elles
font intervenir la dérivée temporelle de la solution et une condition initiale. Leur
principale caractéristique réside dans le fait qu’ils sont régis par deux formes bili-
néaires, dont 1'une ne fait intervenir que la dérivée temporelle de la solution. On
parle des résultats d’existence et d"unicité de base puis nous considérons également
les inéquations quasivariationnelles d’évolution et les inéquations variationnelles
d’évolution a terme de mémoire avec viscosité pour lesquelles nous prouvons les

résultats d’existence et d’unicité.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont un intérét, car ils peuvent étre directe-
ment appliqués a I’étude des problemes de contact frictionnel impliquant des maté-

riaux viscoélastiques a mémoire courte.

Partout dans ce chapitre, E désigne un espace de Hilbert réel de produit scalaire
< .,. > et de norme ||| et, de plus, [0, T] désigne 'intervalle de temps d’intérét,

ouT > 0.
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2.1. Inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques

2.1 Inéquations variationnelles et quasivariationnelles
elliptiques

Dans cette section, nous présentons quelques théoremes sur la résolvabilité des in-

équations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques.

2.1.1 Inéquations variationnelles elliptiques

Nous commencons par un résultat d’existence et d’unicité pour les inéquations va-
riationnelles elliptiques de premiere espece, puis nous passons aux inéquations va-

riationnelles elliptiques de deuxiéme espece.

2.1.1.1 Inéquations variationnelles de premiere espéece

Soient a : ExXE — R et f € E. Nous considérons le probleme de trouver un

élément u € E tel que
a(u,v—u)>< f,o—u>g, YovéEeE. (2.1.1)

Une inéquation de la forme (2.1.1) s’appelle inéquation variationnelle elliptique de

premiere espece.

On s’intéresse aux résultats standard d’existence et d"unicité des solutions pour les

inéquations de forme (2.1.1). Pour cela, nous avons I’hypotheses suivante :

a:ExE— R uneforme bilinéaire symétrique et
(a)Il existe une constante M > 0 telle que
‘a(u,v)‘ < M|ullgllo|le, Vu,o € E. 2.1.2)
(b)Il existe une constante m > 0 telle que
a(v,v) > m|v||%, Vo€ E.

Vs

Notons que d’apres les définitions et les conditions (2.1.2)(a) et (2.1.2)(b)

montrent que la forme bilinéaire a est continue et E-elliptique, respectivement.

Nous avons le résultat de base d’existence et d’unicité.
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2.1. Inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques

Théoreéme 2.1. [24]] Soient E un espace de Hilbert. Supposons que I’hypotheéses(2.1.2)) est
vérifiée. Alors pour tout f € E I'inéquation variationnelle elliptique (2.1.1)) admet une solu-

tion unique.

2.1.1.2 Inéquations variationnelles de deuxiéme espeéce

Soienta : ExX E — R, f € E et une fonction j : E — R. Nous considérons le

probleme de trouver un élément u € E tel que
a(u,v—u)+jv)—jlu) >< f,o—u>g, YovekE. (2.1.3)

Une inéquation variationnelle de la forme (2.1.3)) est appelée inéquation variation-

nelle elliptique de deuxiéme espece.

Dans le cas particulier, lorsque j = 0, I'inéquation variationnelle(2.1.3) représente

une inéquation variationnelle elliptique de premiére espéce.

Dans I'étude de probleme (2.1.3), nous supposons que 'hypothese ci-dessus (2.1.2)

est satisfaite, de plus
j: E— R estune fonction convexe et s.c.i. (2.1.4)

Le premier résultat principal est le suivant.

Théoréme 2.2. [24] Supposons que les hypotheses(2.1.2) et (2.1.4) sont satisfaites. Alors

pour tout f € E l'inéquation variationnelle elliptique (2.1.3)) admet une solution unique.

2.1.2 Inéquations quasivariationnelles elliptiques

Ici, nous considérons des inéquations quasivariationnelles elliptiques, c’est-a-dire
que nous permettons a la fonctionnelle j de dépendre explicitement de la solution.
Par conséquent, étant donné une forme bilinéaire 2 : E x E — R, f € E et une

fonctionnelle j : E — R.

Maintenant, nous considérons le probleme de trouver un élément u € E tel que

a(u,v—u)+j(u,v)—ju,u) >< f,o—u>g, VYoveE. (2.1.5)
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2.2. Inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques dépendantes du
temps

Une inéquation de la forme (2.1.5) est appelée inéquation quasivariationnelle ellip-

tique.

Dans l'étude de probleme (2.1.5), en plus de (2.1.2) ci-dessus, nous considérons I'hy-

pothese suivante sur la fonctionnelle j :

J:EXE—Ret
(a)Pour tout 7 € E, j(7,.) est convexe et s.c.i sur E.
(b)Il existe & > 0 tel que (2.1.6)
j(1,02) = j(,01) + j (12, 01) = (772, 02)
< afm —mallgllor —valle, Vi, m2,01,02 € E.

J

Le deuxieme résultat qu’on va présenter en étudiant les inéquations quasivariation-

nelles elliptique (2.1.5) est le suivant.

Théoreme 2.3. [24] Supposons que les hypotheses (2.1.2)) et (2.1.6) sont satisfaites. De plus,
supposons que m > «. Alors, pour tout f € E l'inéquation quasi-variationnelle elliptique

(2.1.5)) admet une solution unique.

2.2 Inéquations variationnelles et quasivariationnelles
elliptiques dépendantes du temps

Les inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques étudiées dans cette
section sont dépendantes du temps, c’est-a-dire que les données et la solution dé-

pendent a la fois de la variable de temps, qui joue le role d'un parameétre.

2.2.1 Résultats d’existence et d’unicité de 'IVE de premiére espeéce

Nous commengons par I'étude des inéquations variationnelles dépendantes du temps.

Pour cela, soit T > 0 et notons [0, T] I'intervalle de temps d’intérét.
Supposonsa : E x E — Ret

fec(o,T};E). 2.2.1)
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2.2. Inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques dépendantes du
temps

On considere le probléme de trouver une fonction u : [0, T] — E telle que

a(u(t),v—u(t)) > < f(t),v—u(t) >, Yo €E, te]|0,T]. (2.2.2)

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoreme 2.4. [24)] Supposons que (2.1.2)) et (2.2.1)) sont vérifiées. Alors, I'inéquation va-
riationnelle dépendante du temps (2.2.2)) a une solution unique u € C([0, T|; E).

2.2.2 Résultat d’existence et d'unicité de ' VE de deuxiéme espece

Supposonsa: EXE — R,j: E— Retf € C([0,T|;E).

Nous considérons le probleme de trouver une fonction u : [0, T] — E telle que

a(u(t),o—u(t)) +j(v) —ju(t)) > < f(t),v—u(t) >, Vo€ E, te[0,T]. (22.3)

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoreme 2.5. [24] Supposons que (2.1.2), (2.1.4) et (2.2.1) sont satisfaites. Alors, l'in-
équation variationnelle dépendante du temps (2.2.3) a une solution unique u € C([0, T|; E).

2.2.3 Résultat d’existence et d"unicité de 'QVE

Nous considérons maintenant le cas des inéquations quasivariationnelles dépen-

dantes du temps. Soit T > 0 et notons a nouveau [0, T| l'intervalle de temps d’inté-

A

rét.

On considere le probléme de trouver une fonction u : [0, T] — E telle que

a(u(t),v—u(t))+j(u(t),v)—jut),u(t)) > < f(t),v—u(t) >g, Vo€ Ete]0,T].
(2.2.4)

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 2.6. [24] Supposons que (2.1.2), (2.1.6) et (2.2.1)) sont satisfaites. De plus, si

m > w, alors il existe une unique solution u € C([0, T|; E) de l'inéquation (2.2.4).
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2.3. Inéquations variationnelles d’évolution avec viscosité

2.3 Inéquations variationnelles d’évolution avec visco-
sité

Les inéquations variationnelles étudiées dans cette partie sont évolutives puisqu’elles
font intervenir la dérivée temporelle de la solution et une condition initiale. Leur
principale caractéristique réside dans le fait qu’elles sont régies par deux formes bi-
linéaires dont 1'une ne fait intervenir que la dérivée temporelle de la solution. En
utilisant alors la terminologie issue de la mécanique des continus, nous les appelons

inéquations variationnelle d’évolution avec viscosité.

Résultat d’existence et d’unicité

Soient a et b deux formes bilinéaires sur E, j : E — R, f : [0,T|] — E et 1 une

donnée initiale.

Nous intéressons aux conditions suffisantes pour l'existence et 1'unicité de la solu-
tion du probléme suivant :

Trouver u : [0, T| — E tel que

a(u(t), v —u(t)) +b(i(t), v —u(t)) +j(v) —j(u(t))
> < f(t),v—u(t) >, YveE te]|0,T|. (2.3.1)
u(0) = up. (2.3.2)

L'inégalité (2.3.1) représente une inégalité variationnelle d’évolution contient la dé-
rivée temporelle de la fonction inconnue u, par conséquent, la condition initiale
(2.3.2)est nécessaire. Le terme b(1i(t),v — 1(t)) dans(2.3.1) est appelé le terme de

viscosité.
Dans I'étude du probleme de Cauchy (2.3.1)-(2.3.2)), nous supposons que

a:ExE— R uneforme bilinéaire symétrique et
il existe une constante M > 0 telle que (2.3.3)
la(u,v)| < M||ullgllv||e, Vu,v e E.
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2.4. Inéquations quasivariationnelles d’évolution avec viscosité

b:Ex E— R uneforme bilinéaire symétrique et
(a)ll existe M" > 0 tel que | b(u,v) |< M'||u||gllv]lg, Yu,v € E. (2.3.4)
(b)Il existe m’ > 0 tel que | b(v,v) |> m'||v||7, Vv € E.

j: X — R une fonctionnelle convexe et s.c.i. (2.3.5)
fec(lo,TJ;E). (2.3.6)
ug € E. (2.3.7)

Notez que I'hypothése (2.3.3) montre que la forme bilinéaire a est continue, tandis
que 'hypothese (2.3.4) montre que la forme bilinéaire b est symétrique, continue et
E-elliptique. L'ellipticité de la forme bilinéaire a n’est pas nécessaire, ni sa symétrie,

et cela est dGi a la présence de la forme bilinéaire b dans (2.3.1)), qui joue un role
crucial dans I'étude du probleme (2.3.1))-(2.3.2).

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoreme 2.7. [24] Supposons que (2.3.3)—(2.3.7) sont satisfaites. Alors, il existe une
solution unique u du probleme (2.3.1)-(2.3.2)). De plus, on a la régularité de la solution
u € CY[0,T);E).

24 Inéquations quasivariationnelles d’évolution avec
viscosité

Dans cette section, nous considérons des inéquations quasivariationnelles d’évolu-
tion avec la viscosité, c’est-a-dire que nous permettons a la fonctionnelle j de dé-

pendre explicitement de la solution u ou de sa dérivée 1.

Supposons que j : E x E — IR et considérons le probleme suivant : trouver u :

[0, T] — E tel que

a(u(t),v—u(t)) +b(t), v —u(t)) +ju(t),v) —jlult),u(t))
> < f(t),v—u(t) >, YvoeEte]|0,T|. (2.4.1)
u(0) = up. (24.2)
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2.5. Inéquations quasivariationnelles d’évolution a terme de mémoire avec
viscosité

Nous considérons aussi le probleme de trouver u : [0, T| — E tel que
a(u(t), v —u(t)) +b(u(t), v —ult)) + j(u(t),v) — j(u(t), u(t))
> < f(t),v—u(t) >, YveEte]|0,T|. (2.4.3)
u(0) = up. (24.4)

Dans 'étude de ces inéquations quasivariationnelles d’évolution, nous avons le ré-

sultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoreme 2.8. [24] Supposons que (2.3.3),(2.3.4), (2.3.6),(2.3.7) et (2.1.6) sont satisfaites.
Alors

1. Il existe une unique solution u € C*([0, T|; E) au probleme 2.4.1)-2.4.2).
2. Sim’ > w, il existe une unique solution u € C*([0, T]; E) au probleme (2.4.3)-(2.44).

De plus, si f € WYP([0,T]; E) pour certains p € [1,00], alors u € WP ([0, T]; E).

2.5 Inéquations quasivariationnelles d’évolution a terme
de mémoire avec viscosité

Dans le reste de ce travail, nous passons a 1’étude des inéquations variationnelles
avec viscosité pour lesquelles la fonctionnelle j dépend de 1'intégrale de la solution

ou d’intégrale de sa dérivée.

2.5.1 Opérateurs a mémoire

Pour introduire le concept des inéquations variationnelles a terme de mémoire,
soient (E, ||.||p) et (F, ||.|| p) deux espaces vectoriels normés et un opérateur S : C([0, T|; E)

— C([0, T]; F). L'opérateur S est un opérateur de mémoire si

Il existe Lg > 0 tel que
|501(5) = S02(8)|| < Ls J3 01(5) = 2(5) I s, (25.1)
Yoy, v, € C([0,T); E), t € [0, T].

Pour éviter toute confusion, on adopte la notation Su(t) au lieu de (Su)(t), pour

tout f € [0, T|.
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2.5. Inéquations quasivariationnelles d’évolution a terme de mémoire avec
viscosité

Un exemple d’opérateur S qui satisfait est donné par S : C([0,T|;E) —
C([0, T]; F) tel que
t

So(t) = / Av(s)ds +vo, Voe C([0,T;E),t € [0,T], (25.2)
0

ol A : E — F est un opérateur continu de Lipschitz et yg € F.
Le deuxieme exemple d’opérateur S c’est I’opérateur de Volterra S : C([0, T|; E) —
C([0, T]; F) donné par

t
So(t) = /A(t—s) o(s)ds +yo, Vo e C(0,T;E), t € [0,T], (2.5.3)
0

ot maintenant A € C([0, T]; Z(E, F)) et, encore, yy € F.

En effet, dans le cas de 'opérateur (2.5.2), I'inégalité (2.5.1) est vraie pour Lg étant
la constante de Lipschitz d’opérateur A, et dans le cas de 'opérateur (2.5.3), elle est

vraie avec

Ls = |Allc(o,m.2(5F) = tfef}g}(] A || (£ F)-

Il est clair, pour les opérateurs (2.5.2) et (2.5.3), la valeur actuelle Sv(t) a l'instant

t € [0, T] dépend de terme de mémoire des valeurs de v & l'instant 0 < s < t et,

donc, sont des opérateurs a terme de mémoire.

2.5.2 Résultat d’existence et d’unicité

Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||z) deux espaces de Hilbert et supposons une fonctionnelle
j: F x E— R et considérons un opérateur a terme de mémoire S : C([0, T|;E) —
C([0, T}, F).

Nous sommes intéressés a fournir des conditions qui garantissent la résolution unique

des problemes suivants :
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Probléme 01.

Trouver u : [0, T| — E tel que

a(u(t), v —u(t)) +b(u(t), 0 —u(t)) + j(Su(t), v) — j(Su(t),u(t))
>< f(t),v—u(t) >g, Vov€Ete[0,T], (254)

u(0) = uy. (2.5.5)

Probléme 02.

Trouver u : [0, T| — E tel que

a(u(t), v —u(t)) +b(a(t), 0 —u(t)) + j(Su(t),v) — j(Su(t),u(t))
> < f(t),v—u(t) >g, Yoe€Etel0,T|, (2.5.6)

u(0) = up. (2.5.7)

Les inégalités variationnelles (2.5.4) et (2.5.6) sont des inéquations variationnelles

dépendantes du temps a terme de mémaoire.

La nouveauté consiste dans le fait qu'a chaque instant t € [0, T|, la fonctionnelle j dé-
pend de I'intégrale de la solution jusqu’a l'instant ¢,Su(t), ou de l'intégrale de la dé-
rivée de la solution jusqu’a l'instant ¢,51(t). Cette caractéristique rend ces problemes
différents des inéquations quasivariationnelles étudiées a la section 2.2, puisque j a
été supposé dépendre de la valeur actuelle de la solution, u(t), ou de la valeur ac-

tuelle de sa dérivée, 1 (t).

Dans l'étude des inéquations variationnelles d’évolution a terme de mémoire avec

viscosité, nous avons le résultat d’existence et d"unicité suivant.

Théoreme 2.9. [24] Supposons que (2.3.3), (2.3.4),(2.3.6), 2.3.7), 2.1.6) et (2.5.1)) sont

satisfaites. Alors
1. 1l existe une unique solution u € C*([0, T]; E) au probleme (2.5.4)-2.5.5).
2. Il existe une unique solution u € C'([0, T); E) au probleme (2.5.6)-2.5.7).
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2.5. Inéquations quasivariationnelles d’évolution a terme de mémoire avec
viscosité

Preuve. Ici et ci-dessous, C représentera diverses constantes positives dont les va-

leurs peuvent changer d'une ligne a I'autre.

1. La preuve est basée sur un argument de point fixe et sera établie en plusieurs
étapes. Ces étapes sont les suivantes :
Etape 01 : Résoudre un probléme intermédiaire
Nous considérons ci-dessous le probleme intermédiaire suivant :

P/ :Soityy = (1,4?) € C([0, T}, E x F). Trouver wy, : [0, T] — E, tel que

a(ip' (£), 0 —wy (1)) + b(wy (1), v — wy (1)) + (7 (£),0) — j(? (1), wy (1))
>< f(t),v—wy(t) >g, Vo€ E tec[0,T], (25.8)
wy (0) = uo. (2.5.9)

La solvabilité unique de ce probléeme intermédiaire P est donnée par le théo-

reme 2.6| dong, il existe une unique solution de régularité w, € C([0, T|; E).
Etape 02 : Un argument de point fixe

Dans la deuxiéme étape, nous considérons 'opérateur A : C([0, T|;E X F) —

C([0, T], E x F) définie par

An(t) = </0tw,7(s)ds + uo,S(/Ot wy(s)ds + u0)>,
vy € C([0, T;E x F),t € [0, T], (2.5.10)

et prouver que A a un unique point fixe 7* € C([0, T]; E x F).
En effet, Soient 7 = (17%,7%) € C([0, T);E x F) et ¢ = (¢',&%) € C([0, T]; E x
F). Et notons par w,, et we les solutions correspondantes du probléeme intermé-
diaire Pf ,Ona
a('(s), 0 = wy(s)) + b(wy(s), 0 — wy(s)) +]'(772(S),v) — j(1?(s), wy(s))
>< f(s),v—wy(s) >g, Vo€ Ess€l0,T]
a((s), 0 — wg(s)) + blwg (s),0 — wi(5)) +(E2(5),0) — j(2(6), 0g(5))

>< f(s),v—wg(s) >g, Vv € E,s€[0,T].

32
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On prend v = w¢(s) dans la premiere inégalité et v = w;,(s) dans la deuxieéme,

puis on additionne les inégalité obtenues pour trouver

b(wy(s) — we(s), wy(s) — we(s)) < a('(s) — ' (s), we(s) — wy(s))+
1% (s), we (s)) = (17 (s), wy () + j(E%(s), wy () — j(E%(s), we(s)) (25.11)

Par les hypotheses (2.3.3), (2.3.4) et (2.1.6), en résulte que

a1 (5) = &'(5), we(5) — wy(5))| < M (s) = &)l llwes) — w0y (5)]|

b(awy(s) — wels), wys) — we(s)) = ¢y () — we (o),

et
j(12(s),we (s)) = j(r7(s), wy () + j(E3(s), wy (5)) — j(E%(s), we(s))

BT | e
L'inégalité devient

] PR TE Y IR e |

+ucH112(s) - gZ(S)HFHw,y(s) - wg(s)HE, Vs € [0, T).
D’ou

M

e st = (2

') =g 6)|| + o

626 ent - w50,

E

Nous utilisons 1'inégalité ab < #, pour tout a,b € R+. On obtient

M

o) st < 3o

10y al X l2(s) — &2 ?
1) =8|+ 2 - 26 )
2

Loyt

M? 2

2 42
e R ORSIO] I
M
+2 e -2, <

R )

P(s) - 826)|) ).

4
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2.5. Inéquations quasivariationnelles d’évolution a terme de mémoire avec
viscosité

Donc
2 M2 2
Hwﬂ(s) —wg(s)HE = m'2 7'(s) = (s HE m’2 7*(s) _CZ(S)HF
2M2 20
< max (Wf ) |[16) Hm' (25.12)
ol ||.|[gxr désigne la norme sur 'espace E x F, donnée par
Ilzce = Wl + nl2 v = (") € ExF.
L'inégalité (2.5.12) devient
2 2
qu(s) - wg(s)HE < ch(s) —ee)| ., Vel (2.5.13)

D’autre part, par (2.5.10), on a
An(t) = AZ(t) = Al (1), 77 (1) = AE (1), 8 (1)

_ </Otw,7(s)ds+u0,5(/0tw,7(s)ds+uo>)—
(/Otwg(s)ds—|—u0,5(/0tw§(s)ds—|—uo>>
= ([ tnts) ~wels)ds, [ A( [ wy(ryar+ o) as
[ ([ wetorir )as)
= ([ wnts) ~we(snas, [ A( [ wy(s) ~ welryar)as)
= ([ (yls) —wel))ds 5( [ (10y06) ~ wels))ds) ~ ).

Donc
an0— AZO[ = || (on) — wels))ds,S( J: an(s) — we(o))s) —wo) [
= |15 wogts) = wg(s))as], + 5 Jy ()~ o)) e
On a aussi
|42 Gents) = wetsn)as| < ([ len(s) = i) s)
<(( [ ras)( / (o) - g<s>uzds>%>2
< [ g (s) — wg(s)] s
(2.5.14)

34



2.5. Inéquations quasivariationnelles d’évolution a terme de mémoire avec
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Par (2.5.13), I'inégalité devient
|y (o) —wetsas| <t [ nts) - e)]

ds. 2.5.15
EXF ° ( )

Et

(S5 o) —wi)as) —so] =[5 fy a5+ w0) = (fy (ot + o)
2[5 o) —wetry)ar]| as)’

<i2( [ [ og(r) e par as)

<227 [ ([ r) — g gir) s

< 27 [ 7€ [ ) - 80} par as

t rs
< L?TZC/O /0 |7 (r) — C(V)Héder ds.
(2.5.16)

IN

D’apres (2.5.15) et (2.5.16), on a

2

~ <[ |ne) -z

L’'inégalité (2.5.17) et le lemme montrent que 'opérateur A admet un
unique point fixe y* € C([0, T]; E x F).

[an(t) — Az 2

te[0,T]. (2517
ds, Ve[0T (2517)

Etape 03 : Existence. Soit 7* = (7*,7%*) € C([0, T]; E x F) un point fixe de A,
tel que

At (t) = 7*(t) = (/Ot Wy« (s)ds + uo,S(/Ot Wy (s)ds + uo)), Vi e [0, T].

(2.5.18)
Donc le probleme (2.5.8)-(2.5.9) devient
t t
a ( /0 Wy (s)ds +ug, v — wy+ (t)) +b(wy(t), v —wy«(t)) +j<S ( /0 wy (s)ds + u()), v)

—f(s(/Otwn*(s)dSJruo),wq*(t)) > < f(t),v—wy(t) > Yo € Ete€0,T]

avec wy«(0) = ug et wy. € C([0, T|;E).
Soit u € C'([0, T]; X) une fonction définie par

u(t) = /Ot wy+(s)ds 4+ up, Vt € [0,T]. (2.5.19)

35
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D’apres la formule (2.5.19), 1’égalité (2.5.18) devient
() = u(t), n*(t) =Su(t), Vteclo,T].

Et par (2.5.19), en déduit que u(0) = wuy.
Donc, on conclut que u est une solution du probléme 01. De plus, puisque
wy+ € C([0,T]; E), en déduit que u a une régularité u € C'([0, T]; E). Ce qui

conclut la partie d’existence.

Unicité. Soient uy,u; € CU([0, T]; X) deux solutions de (2.5.4)-2.5.5) et t €
[0, T]. Alors

a(uy(t),0 —ux(t)) + b (t),0 — ux(t)) + j(Sur(t),v) — j(Sur(t), i1(t))
>< f(t),v—uq(t) >, Vo€ E, te]0,T].

a(ua(t), v —ua(t)) + b(uz(t), v — 12(t)) + j(Suz(t), v) — j(Suz(t), z(t))
>< f(t),v—1p(t) >g, Vo€ E,tel0,T].

Nous prenons v = 1y(t) dans la premiere inégalité et v = 14 () dans la

deuxiéme, on trouve

a(uy(t),ua(t) — 1y (t)) + b(uy(t), v (t) — 1u1(t)) + j(Suq(t), 1u2(t))
—j(Suq(t),11(t)) >< f(t),ux(t) —uq(t) >g, Yo € E, t€][0,T].

aup(t), iy (t) —ua(t)) + b(ua(t), 11 (t) — ua(t)) + j(Sua(t), u1(t))
— j(Sup(t),12(t)) >< f(t),u1(t) —uip(t) >, Vo € E, t€]0,T].

Les deux inégalités précédentes nous donnent

b(u (t) — up(t), 11 (8) —1ia(t)) < a(ur(t) — ua(t), ta(t) — ()

+j(Sun(t), i2(t)) — j(Sua(t), i1 (t)) + j(Sua(t), un(t)) — j(Sua(t), ta(t)).
(2.5.20)

De plus, puisque 1;(0) = up, on a

t
wi(t) = /O i;(s)ds + ug, Wi=1,2. (2.5.21)
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2.5. Inéquations quasivariationnelles d’évolution a terme de mémoire avec
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Donc

Jur() = wa) 2 < ([ lins) — ta(6) )" < T [ ins) = a(s) 2 .
(2.5.22)

En utilisant maintenant les hypotheses (2.3.3), (2.3.4) (b), (2.5.1)et (2.1.6), on a

i (£) — tia (1) [, < Mlfun(8) = a ()] [l (1) — a2(0) |

+ Ly /OHul(s)—uz(s)HEds)x||u1(t)—u2(t)\E (25.23)

D’apres (2.5.23) et (2.5.22)), on résulte

i (5) = 2O < (22 () — 2]+ 252 [ ar(5) — wea(s)]] o
m m 0

X | (£) — 1ia(t)

I

2M? 20212 / ot 2
< () = ®)]; + 552 (e (s) = o) | s
2M? 2Ta’L2 [t
< ) = o)+ s [ (s) — a(o)| s
2M T 2T2 2L2

2 /H”l — 1lp(s HEds

/0 /o 2 (r) = ﬂz(r)IIEdr ds.

i (8) — ()| < C [ is(s) — tials)]|2 ds (2.5.24)
0

En utilisant 1'inégalité de Gronwall, on déduit

< eC=0 %0, vtelo,T).

0 < [lir(t) —ia(t)] <

D’ot 111 (t) = 11p(t). De plus, les inégalités (2.5.21)) et (2.5.22) nous donnent que

up(t) = up(t) pour tout ¢ € [0, T].
Ce qui démontre la partie de 'unicité.

2. La preuve est similaire a la preuve de 1. La seule différence réside dans le choix
de l'opérateur A : C([0,T|;E x F) — C([0,T]|;E x F) qui est maintenant

donné par

An(t) = </0t wy (s)ds + uo, Swﬂ(t)>, Vn € C([0,T];E x F),t € [0, T].
(2.5.25)

37
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Refaire la méme idée de deuxieme étape de la preuve précédente, en trouvant
(2.5.13). D’autre part, par (2.5.13) et (2.5.25), on a pour tous #,¢ € C([0, T]; E x
F)ett e [0,T]

A (D,77(5) = A1), 3(1))
/Ow ds+uo,5(w,7(t))> — </0 wg(s)ds+uo,5wg(t)>

A (t) — Ag(t)

_ /Ot £(5))ds, Swy (1) — Swe(t)).
On a aussi
Janey = ao = [ (S o) (o) sy = swew) [

=[5 (wy(s) - wg(s))dst + |[Sy (t) = Sy (1) i

En déduit par (2.5.13) et (2.5.1) que

2 2 2 t 2
Jov = 7€ [ 00 =2 o 12( ] n(s) -9

< c/o In(s) — &s)|2, pds ¥t € [0,T]. (2.5.26)

HAW( —AG(H)

Donc, A admet un unique point fixe *x € C([0, T]; E x F).

Existence. Soit 7* = (7*,%#?*) € C([0, T}; E x F) un point fixe de A, tel que

ARH(E) = 7% (t) = (/Ot W, (s)ds + g, Sw,,*(t)) Vi € C([0, T]; E x F), t € [0, T].

(2.5.27)
Notons u € C!([0, T];E) la fonction donnée par (2.5.19) et I'égalité (2.5.27)

devient

(8 = u(t) ,n*(t) = Su(t), Vte[0,T].
Donc, on conclut que u est une solution au probléme 02.

Unicité. Soient u1, uy € C'([0, T]) deux solutions de (2.5.6)-(2.5.7) et t € [0, T].
Alors

a(ur(t), 0 —u(t)) +b(ua(t), v — g (t)) +j(Sua(t), v —j(Sua(t), w1 (t))
> < f(t),v—uy(t) >g, Yo €E, te]|0,T],
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a(ua(t), v —ua(t)) + b(ua(t), v — ua(t)) + j(Siua(t), v) — j(Suia(t), 1i2(t))
>< f(t),v—1p(t) >, Vo€ E, te]0,T].

Nous prenons v = 1i(t) dans la premiere inégalité et v = 1u4(t) dans la

deuxiéme, on trouve

a(u(t),1ia(t) — 1 (£)) + b(iia (8), 12 (8) — i1 (£)) + j(Sia (#), 12(8))
— j(Sur (), ur(t)) =< f(t),12(t) — i1 (t) >p, Vte€[0,T).

aup(t), ur(t) —1a(t)) + b(ua(t), 1 (t) — ua(t)) + j(Sua(t), ur(t))
—j(Sle(f), le(f)) >< f(t),bll(t) — ﬂz(t) >, YVt € [0, T].

Les deux inégalités nous donnent

b(iiy () — i (t), i (#) — 1ia(8)) < a(ua(t) — ua(t), 2(t) — ta ()
+ (St (8), 12 (t)) — (St (8), 11 (£))
+(Sup(t), i (t)) — j(Siia(t), u2(t)) (2.5.28)

En utilisant maintenant les hypotheses (2.3.3), (2.3.4)(b), (2.5.1) et (2.1.6), pour

obtenir

m' |11 (t) — ”z(t)Hé < Ml[up(t) — ua(t) || gl (t) — 2(t) ||

+ocLs(/Ot 11 (s) —uz(s)HEds> x| (£) — 1ia(t)

o (25.29)
d’ou
i () — ()| < c/ot lin(s) —ua(s)|> ds Vi€ [0,T].  (2530)
Par I'inégalité de Gronwall, on déduit
0 < |y (t) — iz (£)||F < C x €0 %0, Vte|o,T]

Donc 11 (t) = uy(t). De plus, par (2.5.21) et (2.5.22), on déduit que u;(t) =
uy(t), pour tout t € [0, T).

Ce qui démontre la partie de 'unicité.
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Ce qui termine la démonstration du théoreme O

Le théoréeme fournit des résultats d’existence et d'unicité dans 1’étude des pro-
blemes de Cauchy (2.5.4)-(2.5.5) et (2.5.6)-(2.5.7), respectivement, sous les mémes

hypothéses sur les données; notons aussi que la régularité u € C!([0, T];E) de

la solution est la méme, dans les deux problemes ci-dessus. Par conséquent, nous

concluons que les inéquations quasivariationnelles (2.5.4)-(2.5.5) et (2.5.6)-(2.5.7))

présentent une caractéristique commune. De plus, nous notons qu’en comparaison
avec le théoréme dans le théoreme 2.9/ nous n’avons pas besoin d’hypotheses
de petitesse dans l'étude du probleme (2.5.6)-(2.5.7)). Cette caractéristique provient
du fait que dans la preuve du théoreme nous utilisons I'hypothese (2.5.1)), qui
implique un terme intégral et nous permet de dériver I'inégalité (2.5.17) ; et, comme
il résulte du lemme les inégalités de cette forme conduisent a une propriété de

point fixe sans aucune hypothese de petitesse sur les données.

Des exemples de problemes aux limites qui conduisent a des inéquations quasivaria-
tionnelles de la forme (2.5.4)-(2.5.5) et (2.5.6)-(2.5.7) seront présentés dans le chapitre

suivant.
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Chapitre

PROBLEMES AUX LIMITES DE CONTACT POUR
LES MATERIAUX VISCOELASTIQUES A
MEMOIRE COURTE

Dans ce chapitre, nous présentons les notations et les préliminaires qui sont néces-
saires a l’étude des problemes aux limites de contact. Nous étudions des modéles
quasi-statiques pour des problemes de frottement impliquant des matériaux visco-
élastiques a mémoire courte. Nous modélisons le frottement avec des versions de la
loi de Tresca, et les lois dépendantes du glissement total et du taux de glissement
total. Pour tous les modeles, nous prouvons que le champ de déplacement satisfait
une inéquation variationnelle d’évolution avec le terme de viscosité. Ensuite, nous
appliquons les résultats du chapitre 2 pour obtenir les résultats d’existence, d"uni-

cité et de régularité.

Dans ce chapitre, nous utilisons un nouveau espace V, ainsi que son produit scalaire
< .,. >y et la norme associée ||.||y. L'utilisation des résultats abstraits présentés
dans le chapitre précédent de ce travail est faite danslecas E = V, < .,. >g=<

g V.

41



3.1. Modélisation des problémes élastiques et viscoélastiques

3.1 Modélisation des problémes élastiques et viscoélas-
tiques

Cette section est consacrée a la présentation du cadre physique général et les for-
mulations mathématiques appropriées a I'étude des probléemes de contacts, avec

frottement, entre un corps élastique ou viscoélastique et une fondation rigide.

3.1.1 Cadre physique

Le cadre physique considéré dans ce mémoire est le suivant :

On considere un corps élastique ou viscoélastique qui occupe un domaine borné
QO c RY, (d = 2,3), de frontiére suffisamment réguliere d() partitionnée en trois
parties mesurables disjointes I'p, I'y, I'c correspondant aux conditions aux limites
mécanique, telles que mes(I'p) > 0 et I’ensembles I'p, I'y, I'c forment une partition

disjointe de 0() (voir Fig 3.1).

fondation _

Fig 3.1. Le corps est en contact avec une fondation rigide.

On note par n la normale unitaire sortante a 9(). Le corps est encastré sur I'p dans
une structure fixée et en contact avec frottement. Sur I'y agissent des tractions sur-
faciques de densité f,. Nous intéressons a 1’étude de 1’évolution du corps matériel
sous l'action des forces volumiques de densité fy et nous supposons que fj et f,
varient tres lentement par rapport au temps. Finalement, soit [0, T] I'intervalle de

temps avec T > 0.
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3.1. Modélisation des problémes élastiques et viscoélastiques

Avant la description des modéles mathématiques associées au cadre physique pré-
senté ci-dessus, nous donnons quelques notations et conventions que nous utilise-

rons tout au long de ce chapitre.

Nous notons par $¢ I’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R (d = 2,3)

ama

(i.e, I’espace des matrices symétriques d’ordre d). ”.” et ||.|| représentent respective-

ment le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S
uv =uy;, |v||= (v.v)% pour tout 1 = (u;),v = (v;) € R%.
ot =0T, Tl = (T.T)% pour tout o = (03j) , T= () € Sk
Le champ des déplacements :

u=u(xt) = (u(x,t)) : Qx[0,T] — R,

aveci=1,..,4d.

Le tenseur des déformations linéarisées :

e(u) = (gij(u)) : Qx[0,T] — e,

avec g;j(u) = J(Vu+ vtu) = %(ui,]- +uj;) etu;; = g—z]'j,l <ij<d.

en(u) en(u) .. e1q(u)

en(u) exn(u) .. €aq(u)
e(u) =

_€d1(“) enp(u) . de(“)_

Le tenseur des contraintes :

oc=0(u) = (0;(u) : Qx [0,T] — 87, 1<i,j<d

Le tenseur d’élasticité :
La notion d’élasticité s’intéresse exclusivement a la déformation illustré dans la fi-

gure suivante.
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x '| N MN
f %] Action d'une = M |
{ contrainte i !

Fig 3.2. Déformation d"un corps élastique soumis a une contrainte.

L’élasticité étudie les déplacements, les déformations et les contraintes dans un corps

soumis a des forces extérieures.

Le tenseur d’élasticité est un objet mathématique utilisé en élasticité. C’est un ten-

seur symétrique d’ordre 4 noté A.

Frottement :
Le frottement est une force s’opposant aux mouvements d"un corps en contact avec

un autre ou la force opposée a celle qui est a ’origine du mouvement.

Le tenseur de viscosité :

La viscosité caractérise le fait que tout changement de forme d’un fluide réel s’ac-
compagne d’'une résistance (frottements) , donc, la viscosité mesure la résistance
d’un fluide au changement de forme; la viscosité détermine la vitesse de mouve-
ment du fluide (par exemple, la vitesse de déplacement d’une cuillere dans un bol;
plus le liquide est visqueux, plus le mouvement est lent).

Le tenseur de viscositéé est symétrique d’ordre 4 noté .

Les conditions de contact :

Nous passons maintenant a la description de diverses conditions sur la surface de
contact I'c, ce qui sont divisées naturellement dans la direction normale et ceux qui
sont dans la direction tangentielle. Pour les décrire, nous désignons par u, et u les

composantes normale et tangentielle du déplacement u sur la frontiere, elles sont
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données par

Uy, =un , Ur=1U—UyN. (3.1.1)

Fig 3.3. Composantes d"un vecteur de déplacement.

Nous notons par ¢y, et 0; les composantes normale et tangentielle e d"un champ des

contraintes a la frontiere telles que

0, = (on)n , 0r =on—oyn. (3.1.2)

op(u) '5(U)

Fig 3.4. Composantes d"un vecteur contrainte.

Les relations (3.1.1)) et (3.1.2) nous permettent d’écrire la relation suivante

(O'Il).U — (Tnvn + 0’1"07.

Nous représentons la dérivation par rapport au temps, par

du
dt’

=
ou 1 désigne le champ des vitesses.
Nous notons par 1, et i les composantes normale et tangentielle du vecteur de
vitesse 1 a la frontiére telles que

un — u.n , I/ZT — M - unn. (3.1.3)
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3.1.2 Modele mathématique du cadre physique

3.1.2.1 Problémes d’élasticité et de viscosité

Dans cette partie, nous intéressons au comportement du matériau qui est linéaire
(les relations entre les contraintes et les déformations sont linéaires) et élastique (le

solide reprend sa forme initiale des que les forces appliquées sont supprimées).

3.1.2.1.1 L'équation de mouvement

Nous intéressons a un modele mathématique décrivant I’évolution d’un corps dé-
formable en contact avec une fondation, ses inconnues sont le champ de déplace-
ment u : Q x [0, T] — R? et le champ des contraintes o : Q x [0, T] — S%, avec
T > 0. L’évolution de I’état mécanique du corps est décrite par 1'équation du mou-

vement de Cauchy

div o(t) +fo(t) =0 dans Q x [0,T], (3.1.4)

NP p ’z . . a0;;
ou div représente 1'opérateur divergence dive = (cjj;) tel que 0;;; = 5 et fo la
]

densité des forces volumiques.
Les processus modélisés par 1'équation d’équilibre (3.1.4) s’appellent processus quasi-

statiques. Dans le cas statique, I’équation d’équilibre est valable dans ).

3.1.2.1.2 Lois de comportement

Les lois de comportements (ou lois constitutives)sont des relations entre le tenseur

des contraintes ¢, le tenseur des déformations «.

A. Lois de comportement élastique

Une loi constitutive d"un corps élastique est donnée par
o= Ace(u), (3.1.5)

ou A= (aijkh)/ i,j,k,h e 1,d le tenseur d’élasticité.

Sous forme de composants, les équations constitutives

Tij = @jjkn ek (1) (3.1.6)
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Nous permettons aux coefficients a;j;, de dépendre de 'emplacement du point dans

le corps.

Pour des raisons de symétrie, chaque tenseur est caractérisé par seulement deux

coefficients. Ainsi, la loi de comportement linéaire d'un corps élastique est donnée

par
o =2ue(u) + Atr(e(u))I, (3.1.7)

ou A > 0etu > 0sont des coefficients de lamé et tr(e(u)) le tenseur de trace de £(u)
tre(u)) = &ii(u)

et I représente le tenseur d’identité (la matrice d’identité) sur R".

Par une formule composants, I'équation (3.1.7) s’écrit
oij = 2p gij(u) + A €ii(u) &ij,
ou J;; est le delta Kronecker, i.e,
1, sii=j,
dij = )
0, sii#]j.
B. Lois de comportement viscoélastique

La loi de comportement pour un corps viscoélastique a mémoire courte est donnée

par
o=Ae(u)+ Be(n), (3.1.8)

oulB = (bl-]-kh), i,j,k,he{1,..,d}, le tenseur des coefficients de viscosité.
Sous forme de composants, les équations constitutives
0ij = Aijkn €xn() + ijin €k (1h)- (3.1.9)

Nous permettons aux coefficients b;j;, de dépendre de 'emplacement du point dans

le corps.

La loi de comportement linéaire pour un corps viscoélastique a mémoire courte est
donnée par

o =2ue(u) + Atr(e(u))I +20e(u) + Ctr(e(u))l, (3.1.10)
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ou A > 0etyu > 0sont des coefficients de lamé et 8 > 0, ¢ > 0 sont des coefficients
de viscosité.

En composants,

0jj = 2p €ij(u) + A & (u) 6; + 20 &;5(11) + & €i(1h) 6jj.
3.1.2.1.3 Conditions aux limites de contact

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites a la fois en direction
de la normale et dans le plan tangent, ces derniéres étant appelées conditions de
frottement. En direction de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral
(lorsque l'obstacle est rigide), bilatéral (lorsqu’il n’y a pas de séparation entre le

corps et I'obstacle).

Rappelons que la frontiére est divisée en trois parties disjointes et mesurables I'p, I'yy
et T'c telles que mes(I'p) > 0, nous donnons dans ce paragraphe les conditions aux

limites sur chacune des trois parties.

A. Conditions aux limites de déplacement-traction
Dans tous les problemes qui seront étudiés dans cette partie, le corps est encastré

sur la partie I'p, donc
u=0 surlp (Condition de Dirichlet) (3.1.11)

cette relation représente la condition aux limites de déplacement.
Une traction surfacique de densité f, agit sur la partie I'y et par conséquent le vec-

teur des contraintes de Cauchy on satisfait
cn=f, surly (Condition de Newman) (3.1.12)

cette condition est appelée la condition aux limites de traction.

B. Conditions de contact
Pour compléter le modele mathématique qui d’écrit 1’évolution du corps, il faut
préciser les conditions aux limites sur I'c, c’est I'objet des conditions de contact et

des lois de frottement que nous allons décrire dans ce qui suit.
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S’iln’y a pas d’écart entre le corps et la base, nous avons
Uy = O.

Cette condition est placée pour un contact bilatéral (le contact entre le corps et la

base est maintenue en tout temps).

Sinon, dans les points de I'c tels que 1, < g, il n’existe pas de contact entre et la base

rigide donc le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule, c-a-d
uy < g =0, =0, sur I¢,

ot la distance de chaque point x € I'c a la base rigide dans la direction de la normale

n(x) est connue et notée par g(x).

Nous supposons aussi que le contact entre le corps et la base rigide se produit si et

seulement si u, = g. Puisque la base est considérée rigide, donc
Uy =8¢ =—=>0, <0, sur Ic.
On peut résumer les conditions ci dessus de la maniere condensée suivante
up <g, 0, <0, ou(up—g)=0, sur I'c. (3.1.13)

Les conditions (3.1.13) s’appellent les conditions de contact unilatéral ou conditions

de contact de type Signorini.

C. Lois de contact avec ou sans frottement
La condition de contact est dite sans frottement dans la quelle la partie tangentielle

de la contrainte (la force de frottement) est nulle, ¢’est-a-dire
or =0, sur I'c. (3.1.14)
Dans le cas ot la force de frottement n’est pas nulle, le contact est avec frottement.

Les lois de frottement intervenant dans ce chapitre sont des versions de la loi de type

Tresca. La loi de frottement de type Tresca se caractérise par l'intervention statique
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de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle peut s’énoncer comme
suit

. (3.1.15)

O-T — _8—L Si I/ZT # 0.

[l

{H%H <g sitip =0,

Ici, 11 est la vitesse tangentielle ou le taux de glissement et ¢ : I'c — R4 représente
le seuil de frottement (ce seuil n’est pas fixée et dépend du coefficient de frottement
et de la solution du probleme).

Nous pouvons prendre pour g le choix suivant

g = g(Su(t)) (3.1.16)

ou
g = g(Su(t)). (3.1.17)
Ici,

t
sw(t) = [[lw(s)]ds,
0

et les fonctions Su(x, t) et Su(x, t) représentent le glissement total et le taux de glis-

sement total au point x sur I'c dans la période de temps [0, t], respectivement.

La loi de frottement (3.1.15) associée a (3.1.16) sera appelée loi de frottement dépen-
dant du glissement total et la méme loi de frottement (3.1.15) associée a (3.1.17) sera

appelée loi de frottement dépendant du taux de glissement total.

3.1.2.2 Quelques hypotheses
Nous commencons par cette notation.
Notation 3.1. On note par
divt =11+ o avec T = (T1(x1,x2,t), T2(x1,x2,1)) (3.1.18)
Ort = (11(x1,x2), 2(x1,x2))

Vo= (v1,v2) avec v=1uv(xy,x2,t) or v=1uv(xy,x2) (3.1.19)
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Nous considérons un corps élastique en contact avec une base rigide. Alors, la for-

mulation mécanique du probleme de contact sans frottement est donnée par :

Probléme P!

1 . Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,T] — R? et un

champ des contraintes ¢ : Q x [0, T] — S tels que

divo+1£fy=0 dans (),
o =2ue(u) + Atr(e(u))l.

u=20 sur I'p,
on=f; sur I'y.

Si on consideére un corps élastique en contact avec frottement, le probleme méca-

nique devient :

Probléme P2 . Trouver un champ des déplacements u : Q x [0, T] — R? et un

champ des contraintes ¢ : Q x [0, T] — S tels que

(div c+fy=0 dans (),
o =2ue(u) + Atr(e(u))l.
u=20 sur I'p,
on=f, sur I'y,
{nafn <g  osiie=0,

| o= —gﬁ, sitiy # 0. ¢

Maintenant, on considere les problémes viscoélastiques sans et avec frottement par :

Probléme P!

iscoelq Trouver un champ des déplacements u : Q) x [0, T] — R et un

champ des contraintes ¢ : Q x [0, T] — S tels que

(div o+ fo=0 dans (),
o =2ue(u) + Atr(e(u))I +20¢(1t) 4 Gtr(e(u))I.
u=20 sur I'p,
on=f, sur I'y,
u(0) = ug dans Q.

\
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Probléme P2

- scoelq Trouver un champ des déplacements u : Q) x [0, T| — R et un

champ des contraintes ¢ : Q x [0, T] — S tels que

(div o +fg=0 dans (),
o =2ue(u) + Atr(e(u))I +20¢(u) + Ctr(e(un))I.
u=20 sur I'p,
on=f sur I'y,
{||(7T|| <g  siic=0, surlc
Or = —gHg—:H, si 1y # 0. ’
u(0) = uy dans Q.

\

Dans I’étude du problemes mécanique ci-dessus nous supposons les hypotheses sui-

vantes.

1. Les forces volumiques fo dans () et les forces surfaciques f sur I'y sont de la

forme suivante
fo = (0,0, fo) avec fo= fo(x1,x2,t): QA x[0,T] — R (3.1.20)
f» = (0,0, f») avec fr = fa(xq,x2,t): Ty x[0,T] — R (3.1.21)

2. Nous supposons aussi que fg et f, engendrent une déformation sur le corps

avec un déplacement u qui est indépendant de x3, tel que
u = (uy,up,uz) = (0,0,u) avec u=u(xy,x,t):Qx[0,T — R (3.1.22)
Et le tenseur des déformations ¢(u) est donné par

1 ..
e(u) = (si]-(u)) avec sij(u) = E(ui’j + uj,l-) ,1,j€1,3.

Tel que

Donc tre(u) = 0.

3. Dans le cas des corps élastiques, la loi de comportement (3.1.7) devient sous

forme suivante

0 0 pu, 0 0 o3
oc(u)=2ue(u)=| 0 0 pur| =10 0 o3]- (3.1.23)
puy pup 0 031 03 0
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C’est-a-dire

013 = 031 = U
023 = 032 = MU 1

Donc I'équation d’équilibre (3.1.4) sera écrite
0111 + 0122 + 0133 =0

0211 + 0222+ 0233 =0 (3.1.24)
0311+ 03202+ 0333+ fo =0

Comme u et fy ne dépendent que des variables xq,x; et = u(x1,x2), il dé-
coule de (3.1.23) que les deux premieres équations de (3.1.24) sont satisfaites
de facon identique. De plus, la derniére équation dans (3.1.24) devient

0311 + 0322 + fo = 0.

D’autre part, on a

Vu = (uy,uy),
donc
uvu = (puq, puy).
Et
div(uVu) = div(pu 1, puy) = 0311 + 0322

Alors, I’équation (3.1.4) devient
div(uVu) + fo =0 dans Q. (3.1.25)

Dans le cas des corps viscoélastiques, on refait les mémes étapes précédentes,
on trouve

div(uvu +6vii) + fo =0 dans Q. (3.1.26)

4. Conditions de Dirichlet et Neumann
Nous décrivons maintenant les conditions sur la frontiére 0Q).

Nous supposons que les déplacements sont bloqués sur la frontiere I'p, ainsi

(3.1.22)) nous donne

u=0, surlp, (condition de Dirichlet).
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Soit n le vecteur normal unitaire sur 9Q). Donc, nous avons
n = (n1,n2,0) avec n; = (x1,x2):9Q0 —R,i=1,2. (3.1.27)
On désigne par d,u la dérivée normale du déplacement, donnée par
Optt = Vun = u 11y + upny, (3.1.28)

ou

{T.n = TNy + T.no. (3.1.29)

T.VU =T01 + T0p.

Par (3.1.23), (3.1.27) et (3.1.28), on obtient le vecteur on = (0;n;) tel que

0 0 pu | |ny 0 0 0
on=| 0 0  pup| (na| = 0 = 0 = 0
puy puyr 0 0 Ju 11y + U1 uviu.n HOnU

C’est-a-dire,

on = (0,0, uo,u) (3.1.30)

Maintenant, nous utilisons (3.1.12), (3.1.21) et (3.1.30), pour obtenir

0 0
on = 0 =10
Jonu f2

Donc

uoqpu = f sur I'y, (condition de Newman).

Pour les corps viscoélastiques, on a

0 0
on = 0 =10
Uy + 00,1 f2

Dong, la condition de Newman devient

5. Lois de frottement

D’abord, a partir de (3.1.22) et (3.1.27)), nous déduisons que le déplacement
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normal disparait u,, = 0, ce qui montre que le contact est bilatéral, c’est-a-dire
que le contact est conservé pendant toute la durée du processus.

En utilisant maintenant (3.1.22), (3.1.23), (3.1.19) et (3.1.27) nous conclurons

que

ur =(0,0,u) , ou(u)=0 , or(u)=1(0,0,uonu) (3.1.31)

Nous pouvons maintenant décrire les principales conditions de frottement.
Nous supposons que le frottement est modélisé par les conditions(3.1.15) ci-

dessus sur I'c.

En utilisant (3.1.31)), pour trouver que (3.1.15) devient

| pou |< g, sinn=0,
{yanu = —gﬁ, siu # 0. (3.1.32)
La fonction g satisfait
g€ L3(T¢), g(x)>0 pp xelc. (3.1.33)

Mais, si la loi de frottement (3.1.32) dépendant de glissement total ou du taux
de glissement total, alors g satisfait
(@ g:Te xR — Ry
(b) Il existe Ly > 0 tel que
8(x,71) —g(x,12)| < Lg [r1 =12,
3.1.34
Vri,mm € R, ppx elc. ( )

(c) L'application x — g(x,r) est mesurable sur I'c,
pour tout r € RR.

(d) L'application x — g(x,0) appartient a L?(T¢).

y
Notons que la condition (3.1.34)(b) montre que g(x,) : R — R, est une
fonction continue de Lipschitz, uniformément par rapport a x € I'c; les autres
conditions de sont introduites pour des raisons mathématiques, puis-
quelles garantissent que 'application x — g(x,&(x)) appartient a L?(T¢)
pour tout ¢ € L?(T¢).
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Ici, et dans ce qui suite nous intéressons aux problemes suivants.
Trouver u : QO x [0, T] — R tel que

(

div(uvu(t) +0vu)(t) + fo(t) =0 dans Q x [0, T],
u(t) =0 sur I'p x [0, T],
(Percr) Uou(t) + 09,1 (t) = fo(t) sur 'y x [0, T,
{| o) + 00(t) |< g(Sult), s =0,
1dnu(t) + 09,11 () = —g(S (t))|g§§§|, si ti(t) # 0. cn b
\ u(0) = uy dans Q.
([ dio(uvu(t) + 6vi)(t) + fo(t) = 0 dans Q x [0,T],
u(t) =0 sur I'p x [0, T},
(Perrcr) Hou(t) + 00,1(t) = fo(t) sur 'y x [0, T,
{| 1o u(t) + 09,u(t) | < g(Su(t)),. siu(t) =0, sur Te % [0,T]
HOu(E) + 09,11(t) = —g(Su(t)) fity,  siii(t) # 0. cr iy
u(0) = ug dans Q.

\
Dans 1’étude des problemes mécanique (Pcrgr) et (PcrrgT) nous supposons les
hypotheses suivantes.

Nous supposons que les forces volumiques fy et les tractions surfaciques f, ont la

régularité suivante
fo€ C([0,T|;L*(Q)), f» € C([0, T|; L*(Tn)). (3.1.35)
On suppose que les coefficients de 1'élasticité et de viscosité satisfont
ue L®(Q) (3.1.36)

6 € L*(Q), il existe 6* > 0, tel que 6(x) > 6" p.p x € Q. (3.1.37)

Nous introduisons l'espace fonctionnel V donné par
V={veH(Q), v=0 surlp}.

Ici, I'égalité v = 0 sur I'p s’entend au sens de traces. L'espace V' est un espace de

Hilbert séparable muni de produit scalaire

< u,v >y=<Vvu,Vvo >L2(Q)2 .
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Par conséquent, par la définition de V, nous obtenons que

0l < Cllolly, YoeV. (3.1.38)

Nous combinons (3.1.38) et (1.3.1) pour voir qu’il existe Cn > 0, qui dépend de () et

I, tel que
[0ll12(q) < Callollv, VoeV. (3.1.39)

Enfin, la donnée initiale vérifiée

ug € V. (3.1.40)

3.2 Problemes de friction dépendant du glissement to-
tal et du taux de glissement total

Nous définissons les formes bilinéaires : a : VXV — R,b: VXV — Retla

fonction f : [0, T] — V par

a(u,v) = /]/tVu.Vv dx, Yu,veV. (3.2.1)

O
b(u,v) = /GVM.VU dx, Yu,veV. (3.2.2)

Q
<ﬂmvm:/ﬁwvh+/ﬁwvw,W@VJEMH (3.2.3)

Q I'n
avec

fec(o,T]V). (3.2.4)

Pour les problemes que nous étudions dans cette section, le seuil de frottement g

est supposée dépendre du glissement total ou du taux de glissement total et donc g

satisfait (3.1.16)) ou (3.1.17)), respectivement. Pour cette raison, dans ce qui suit, pour

chaque fonction v € C([0, T]; V) on note Sv(t) ’élément de L?(T¢) donné par
t
So(t) = /0 lo(s) | ds, Wtelo,T). (3.2.5)

Notez également que dans (3.2.5) nous écrivons |v(s)| pour la valeur absolue de la

trace de la fonction v(s) sur T'c qui est un élément de L?(T'¢) et I'intégrale ci-dessus
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est comprise dans I'espace L?(T'c). En conséquent, Sv(t) € L?(T'¢), et S est un opéra-
teur qui associe chaque fonction v € C([0, T]; V) a la fonction Sv € C([0, T]; L?(T'¢)),
c’est-a-dire; S : C([0, T]; V) — C([0, T]; L*(T¢)).

La fonctionnelle j : L?(T¢) x V — R est définie par

j(n,0) = /g(ﬂ) |v|da, Yy € L*(T¢),veV. (3.2.6)
T'c

Ainsi, le probléeme de contact viscoélastique antiplan avec la loi de frottement total
dépendant du glissement est formulée par (Pcpgt) et la formulation classique du
probleme de contact viscoélastique antiplan avec loi de frottement dépendant du

taux de glissement total est formulée par (Pcrrgr).
Maintenant, on va énoncer les deux problemes variationnels suivants :

Probléme 01.

Trouver u : [0, T| — V tel que

a(u(t), v —u(t)) +b(a(t), 0 —u(t)) + j(Su(t),v) — j(Su(t),u(t))
>< f(t),v—u(t) >y, YoeV,tel0,T], (327)

u(0) = uo. (3.2.8)
Probléme 02.

Trouver u : [0, T| — V tel que

a(u(t), v —u(t)) +b(i(t), v —u(t)) + j(Su(t), v) — j(Su(t), u(t))
> < f(t),v—u(t) >y, YoeV,tel0,T], (3.2.9)

u(0) = up. (3.2.10)

3.2.1 Formulations variationnelles

Nous allons présenter dans la suite les deux formulations variationnelles des pro-

blémes (PcrgT) et (Pcrrar)-
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Supposons que le probléme (Pcpgt) admet une solution u € V. Multiplier I'équa-
tion d’équilibre par (v — u(t)) € V, pour tout t € [0, T|, puis en intégrant le résultat

sur €).
/div(ptVu(t) +0vu(t))(v—u(t))dx + /fo(t)(v —u(t)dx=0, YoeV.
Q Q

On utilise la formule de Green, on trouve

/(Wu(t) ovi(1). V(0 — i(t))dx = /fo(t)(v —(t))dxt
@] Q
/((qu(t) +0va()n) (o — i(t))da, Vo€V,

Q
et

/(qu(t) V()Y (v — u(t))dx = /fo(t)(v () dx+ (3.2.11)
Q

Q)]

/(yanu(t) + 09,1 (1)) (v — i(t))da, Yo €V,
r
D’abord, calculons l'intégrale [ (ud,u(t) + 00,1 (t))(v — u(t))da.

r
Puisque I' = I'y UT'p UT'¢ et chaque élément v € V s’annule sur I'p.Alors

L'intégrale sur I'p : Sur I'p, on a u = 0. Donc

/ (4t () + 09,(1)) (0 — i(t))da =0, Yo e V. (3.2.12)
I'p
L'intégrale sur I'y : Sur I'y;, on a uod,u(t) + 00,1 (t) = fo(t).

Donc

/(yanu(t) 4 09,1 (1)) (0 — 1i())da = /fz(t)(v —i(t))da, YoeV. (3.2.13)
I'n I'n
L'intégrale sur I'c : Nous montrons

pOntt + 00,1t > g(Su(t)) | u(t) [ —g(Su(t)) [v].

En effet,
Siu#0,ona
(10,() + 03,(1) (0~ (1) = —g(Su(1) 0} (0 = (1)
_ i(t)o (1)
- _g(Su(t))| u(t) | —|—g(51/l(t))| u(t) |
u(t)v
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D’autre part, on a u(t)v <| u(t)v |, alors |uu ?ﬁ

|i(t)o]
< HOl . Donc

(nonu(t) + 00,1(t)) (v — u(t)) = g(Su(t)) [ u(t) [ —g(Su(t)) | v |
Siu # 0, on a aussi
(onu(t) + 00,1 (t)) (v — 1(t)) = (uonu(t) + 00,1 (t))v
> — | udnu(t) + 600,u(t) || v |

Par (Pcpgr), ona | uo,u(t) + 00,1(t) |< g(Su(t)). Donc
dau(t) +09,i(t) > —g(Su(t)) | o |
= g(su(t)) |u(t) | —g(Su(t) | 0| .
D’ou
[ () +09,1(1)) (0~ t())da > [ g(Su(t)) | i(t) | da— [ g(Su(t)) | 0| da.
I'c I'c

I'c
(3.2.14)

Par les inégalités (3.2.12),(3.2.13) et (3.2.14), la formule (3.1.26) devient

/(qu(t)+9vu(t))v(v—u( dx>/f0 (0 — i dx+/g (Su(t)) | u(t) | da
Q I'c
- / g(Su(t)) || da+ / £l (0= i(t))da,
/qu V(v —u(t) dx+/0Vu V(v —u(t) dx+/gSu ) | v|da

/ g(Su(t) | () [ da > [ folt) (o i(t))dx+ [ falt) (o — t(t))d.
QO I'n

En utilisant les relations (3.2.1)), (3.2.2), (3.2.3) et (3.2.6) avec une condition initiale,
alors on obtient (3.2.7) et (3.2.8).

Ce qui conclut la formulation variationnelle du probléeme (Pcggt) (voir le pro-

bleme01).

Refaire les mémes étapes précédente pour obtenir la formulation variationnelle du

probleme (Pcpgr), & part dans le calcule d’intégrale [ (udu(t) +00,1(t)) (v —1i(t))da
r

sur I'c, au lieu de prendre g(Su(t)) on écrit g(Su(t)).
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total

3.2.2 Principaux résultats d’existence et d’unicité

Maintenant, nous allons présenter les résultats d’existence et d"unicité des solutions

faibles des problemes 01 et 02.

Théoreme 3.2. Supposons que (3.1.35)), (3.1.36),(3.1.37) (3.1.40), et (3.1.34) sont satis-

faites. Alors
(1) Il existe une solution unique u € C'([0, T]; V) du probléme 01.
(2) Il existe une solution uniqueu € C'([0,T]; V') du probléme 02.

Preuve. Nous commencons par montrer les conditions suivantes.
1. La continuité des formes bilinéaires symétriques

Soit la forme bilinéaire symétriquea : V x V. — R, telle que

a(u,v) = /qu.Vvdx, Yu,veV.

Etp € L®(Q).Onapourtoutu,v € V

| a(u,v) |=| /qu.Vv dx [< |l =) | /Vu.Vv dx | .
0

(@)

Par la définition Vit = (u1,15), on a

2
[a(,9) 1< lullsgey | [ Y woidx ]
Q

i=1

En utilisant maintenant le produit scalaire

< f,8& >1210 =fj/fz x)gi(x
QO

i=1

On trouve

| a(,0) 1< [l (0 |< V1,70 >3]
En appliquant I'inégalité de Cauchy-schwartz sur (3.2.16)), on obtient

[ a(u,0) | < [l | Vull 2y [Vl 2 (a2

= [l lullvlivllv-

(3.2.15)

(3.2.16)
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Dong, il existe M = [|p[| () > O, tel que
| a(u,0) [< Ml[ullv]lofv.

D’ot1 la continuité de la forme a.
Par la méme méthode on montre que la forme b est continue (i.e, il existe M'||6]| ;. (y) >
0), telle que

| b(u,0) |< M'|Jullv|[o]lv.

2. La Coercivité des formes bilinéaires symétriques

Soit 6 € L*®(Q). Pour toutv € V,on a

b(v,v) = /GVU.VU dx.
0

Par (3.1.37), on a

b(v,v) > /Q*VU.VU dx,
Q

> 9*/VU.VU dx,
Q

-y

a =

2, 5
v dx,
1

2
— ¢ /ﬁwzmwwawzww%,ann
i=1
(@)

Donc il existe m = 6* > 0, tel que
b(v,0) > m|v|3, VoeV.

D’ou la coercivité de la forme b.
Par la méme méthode on montre que la forme a est coercive (i.e il existe m =u* >0,

telle que a(v,v) > m’||v||?, pour tout v € V).

3. La condition (3.1.34) sur g implique que la fonctionnelle j donnée par (3.2.6) satis-
fait l'hypothese (2.1.6) avec E = V et F = L?(T¢), aussi, il résulte de (3.25)que

HSW“)_SWU)

t
< o) = oa() e s,
Yoy, v, € C([0,T]; V), t € [0, T].

L2(T¢
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Et par(3.1.39), I'opérateur S : C([0, T]; V) — C([0, T]; L>(T¢)) satisfait (2.5.1) pour
E=VetF=L*Tc).
La régularité (3.2.4) et (3.1.40) montrent (2.3.6) et (2.3.7).

D’apres toutes ces propriétés, nous appliquons le résultat du théoréme [2.9|aux pro-

blemes (3.2.7)-(3.2.8) et (3.2.9)-(3.2.10), on trouve les résultats d’existence et d"unicité

de la solution u € C'([0, T]; V) de chaque probléme posé.

Ce qui termine la démonstration. O
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