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0.1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

0.1 INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les phénomènes de contact impliquant des corps déformables abondent en indus-

trie et dans la vie de tous les jours. Le contact du piston avec la chemise, de la roue

avec le rail et d’une chaussure avec le sol ne représentent que trois exemples parmi

bien d’autres. Ces phénomènes jouent un rôle important dans les structures et les

systèmes mécaniques, ils ont été intensivement étudiés depuis longue date et la lit-

térature relevant des Sciences de l’Ingénieur qui leur est dédiée est assez riche.

La littérature mathématique dédiée à l’étude des phénomènes de contact est plus

récente. La raison réside dans le fait que, accompagnés de phénomènes physiques

et de surface complexes, les processus de contact sont modélisés par des problèmes

aux limites non linéaires, très difficiles à analyser. L’une des premières publications

mathématiques concernant ce sujet est celle de Signorini [19], où le problème de

contact entre un corps linéairement élastique et une fondation rigide est formulé. Il

s’ensuit le travail de Fichera [13] où le problème de Signorini a été résolu, en utili-

sant des arguments des inéquations variationnelles de type elliptique. Cependant,

la théorie générale de la mécanique du contact a commencé avec la monographie de

Duvaut et Lions [11], qui ont présenté des formulations variationnelles de plusieurs

problèmes de contact et ont prouvé quelques résultats fondamentaux d’existence et

d’unicité de la solution.

Une étude complète des phénomènes de contact comprend généralement les étapes

suivantes : la modélisation, l’analyse variationnelle et numérique des modèles. L

’objectif de la modélisation est de comprendre l’ensemble des hypothèses de na-

ture mécanique dans la description d’un phénomène de contact, et d’associer à tout

processus de contact un modèle mathématique, représenté par un système d’équa-

tions aux dérivées partielles associé aux conditions aux limites et éventuellement

aux conditions initiales, décrivant le processus en question. L’analyse variationnelle

des modèles a pour but de préciser la consistance des modèles pour le contact ; elle

comprend la dérivation de la formulation faible des modèles ainsi que des résul-

tats d’existence et éventuellement d’unicité de la solution ; son objectif est aussi ce-
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0.1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

lui d’étudier des propriétés liées au comportement de la solution (régularité, stabi-

lité, comportement assymptotique). L’analyse numérique des modèles est destinée

à l’étude des schémas semi-discrétisés et totalement discrétisés associés aux formu-

lations faibles dérivées à l’étape précédente ; on y établit des résultats d’existence

et d’unicité des solutions discrètes, suivis de résultats d’estimation de l’erreur et de

convergence des solutions discrètes vers la solution du problème continu.

Dans ce travail nous allons présenter quelques considérations sur les deux pre-

mières étapes ci-dessus, la modélisation et l’analyse variationnelle des modèles, que

nous allons illustrer à travers un exemple concret, modélisant le contact frottant

d’un corps visco-élastique avec une fondation.

Ce mémoire se compose de trois chapitres.

Au début on commence ce mémoire par un chapitre qui contient les définitions et les

résultats fondamentaux qui sont essentiels pour comprendre les chapitres suivants.

Le deuxième chapitre est consacré à présenter des généralités sur les inéquations va-

riationnelles elliptiques du premier genre et deuxième genre et à l’étude d’existence

et d’unicité de quelques classes d’inéquations variationnelles linéaires. Ce chapitre

contient aussi une partie principale de ce travail, qui présente un résultat issu de la

théorie des inéquations variationnelles d’évolution avec terme de mémoire.

Au troisième chapitre, nous intéressons à la modélisation des problèmes de contact ;

nous présentons le cadre physique, les lois de comportement de nature visco-élastique.

Nous décrivons aussi les conditions de contact et les lois de frottement que nous

utilisons dans les problèmes de contact envisagés. La formulation variationnelle est

obtenue sous forme d’une inéquation quasivariationnelle avec des opérateurs de

mémoire (history-dependent) et nous établissons un résultat d’existence et d’unicité

de la solution faible.
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0.2. Notations

0.2 Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de notre travail.

K = R Corps des réels.

E, F Espace vectoriel sur K.

‖.‖E Norme sur E.

(E, ‖.‖E) Espace normé sur K.

< ., . >E Crochet du produit scalaire dans E.

L(E, R) Espace des formes linéaires définies sur E.

L(E, F) Espace des opérateurs linéaires de E dans F.

L(E) Espace des opérateurs linéaires de E dans lui même.

L (E, F) Espace des opérateurs linéaires continues de E dans F.

L (E) Espace des opérateurs linéaires continues de E dans lui même.

E′ Espace dual de E.

E′′ Espace bidual de E.

Rd Espace euclidien de dimension d, avec d = 2, 3.

Ω Ouvert non vide de Rd.

C(Ω) Espace des fonctions continues sur le fermé Ω.

C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment différentiables.

Lp(Ω) Espace de Lebesgue ou de classe des fonctions dont la puissance

d’exposant p est intégrable au sens de Lebesgue, où 1 ≤ p ≤ ∞ .

p.p Presque partout.

ess Essentiellement.

L∞(Ω) Espace linéaire des fonctions mesurables.

a, b Deux formes bilinéaires.

f , j Deux fonctions.

Λ, S Deux opérateurs.

H1(Ω) = Wk,p(Ω) Espace de Sobolev.

γ Opérateur de trace.
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0.2. Notations

C([a, b]) Espace des fonctions continues à valeurs réelles définies sur

l’intervalle [a, b] ⊂ R.

[0, T] Intervalle de temps, avec T > 0.

C([0, T]; E) Espace des fonctions continues sur [0, T] à valeurs dans E.

C1([0, T]; E) Espace des fonctions continûment dérivables sur [0, T] à

valeurs dans E.

div Opérateur de divergence.

Ou Gradient de u.

∂Ω Frontière du domaine sur Ω.

ΓD Une partie de Ω.

mes(ΓD) Mesure de Lebesgue sur ΓD.

f0 Force volumique.

f2 Force surfacique.

n Vecteur unitaire normal.

Sd Espace des tenseurs symétriques de second ordre dans Rd.

u Champ de déplacements.

u.v Produit scalaire entre u et v dans l’espace Rd.

σ Tenseur des contraintes.

ε(u) Tenseur des déformation.

A Tenseur d’élasticité.

B Tenseur de viscosité.

un, uτ Composantes normale et tangentielle du vecteur de déplacement u.

σn, στ Composantes normale et tangentielle du vecteur de contrainte σ.

u̇n, u̇τ Composantes normale et tangentielle du vecteur de vitesse u̇.

I Opérateur d’identité de Rd.

δij Delta Kronecker.

∂n Dérivée normale.
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Chapitre 1
PRÉLIMINAIRES D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments d’analyse fonctionnelle qui se-

ront utilisés partout dans ce travail. Quelques résultats sont donnés sans démons-

trations car ils sont standard et peuvent être trouvés dans beaucoup de références

de mathématiques [4], [5], [8], [9] et [10]. Nous commençons par donner quelques

rappels sur les espaces normés, les espaces fonctionnels, le théorème de point fixe

de Banach qui s’adapte aux inéquations variationnelles à terme de mémoire.

1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Soit E un espace vectoriel sur R.

1.1.1 Norme et notion d’espace de Banach

Définition 1.1. [9] Une norme sur E est une application ‖.‖ : E −→ R+ vérifiant

1. La séparation : ∀x ∈ E, ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

2. L’homogénéité : ∀λ ∈ R, ∀x ∈ E, ‖λx‖ = |λ|‖x‖.

3. L’inégalité triangulaire : ∀x, y ∈ E, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Définition 1.2. [9] Un espace vectoriel E muni d’une norme ‖.‖ est appelé espace normé,

noté (E, ‖.‖).
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1.2. Éléments d’analyse linéaire

Définition 1.3. [9] Un espace normé (E, ‖.‖) est dit complet si toute suite de Cauchy de E

est convergente dans l’espace.

Définition 1.4. [9] Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

1.1.2 Produit scalaire et notion d’espace de Hilbert

Nous présentons dans cette partie un type particulier d’espace normé, dans lequel

la norme est définie d’une manière spéciale.

Définition 1.5. [5] Un produit scalaire est une application < ., . >E: E × E −→ R

vérifiant

1. ∀y ∈ E : x 7→< x, y >E est linéaire pour tout x ∈ E fixé.

2. ∀x, y ∈ E, < x, y >E=< y, x >E.

3. ∀x ∈ E, < x, x >E≥ 0 et si < x, x >E= 0 alors x = 0.

Définition 1.6. [5] On appelle espace préhilbertien réel un espace vectoriel E muni d’un

produit scalaire < ., . >E, noté
(
E,< ., . >E

)
.

Rappelons que le produit scalaire vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwartz

∀(x, y) ∈ E2, |< x, y >E|≤
√
< x, x >E

√
< y, y >E.

La norme associée au produit scalaire est définie par la relation

‖x‖E =
√
< x, x >E, ∀x ∈ E.

Définition 1.7. [5] Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme

associé à son produit scalaire.

1.2 Éléments d’analyse linéaire

Pour la réalisation de ce travail nous allons avoir besoin de rappeler quelques no-

tions d’analyse linéaire qui seront d’une grande utilité, en particulier des résultats

sur les fonctions convexes et semicontinues inférieurement.
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1.2. Éléments d’analyse linéaire

1.2.1 Opérateurs linéaires

Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F) deux espaces normés et soit L : E −→ F un opérateur.

L’opérateur L est dit linéaire si

L(αx + βy) = αL(x) + βL(y), ∀(x, y) ∈ E2, ∀α, β ∈ R.

Notation 1.8. On note par L(E, F) l’ensemble des opérateurs linéaires de E dans F et par

L(E) l’ensemble des opérateurs linéaires de E dans lui même. Notant aussi L(E, R) l’en-

semble des formes (ou des fonctionnelles) linéaires définies sur E.

L’opérateur linéaire L est dit k-Lipschitzienne (Lipschitzienne de rapport k) sur E,

s’il existe k > 0 tel que

‖L(x)− L(y)‖F ≤ k ‖x− y‖E, ∀x, y ∈ E.

Si k ∈]0, 1[, on dit que L est un opérateur contractant.

Théorème 1.9. [10] Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F) deux espaces normés et L : E −→ F un

opérateur linéaire. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L est continue sur E.

2. L est continue en 0.

3. Il existe k > 0 tel que

‖L(x)‖F ≤ k‖x‖E, ∀x ∈ E.

Notation 1.10. On note par L (E, F) l’espace des opérateurs linéaires continues de E dans

F et par L (E) l’espace des opérateurs linéaires continues de E dans lui même.

La proposition suivante décrit une norme d’un opérateur linéaire continue.

Proposition 1.11. [7] Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F) deux espaces normés et soit L : E −→ F

un opérateur linéaire. Alors

1. L (E, F) est un sous espace vectoriel de L(E, F).

2. Pour tout L ∈ L (E, F), on a

sup
x∈E\{0E}

‖L(x)‖F
‖x‖E

= sup
‖x‖E≤1

‖L(x)‖F = sup
‖x‖E=1

‖L(x)‖F < +∞.
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1.2. Éléments d’analyse linéaire

Cette quantité est notée ‖L‖L (E,F).

L’application ‖.‖L (E,F) ainsi définie est une norme sur L (E, F) qui lui confère donc

une structure naturelle d’espace vectoriel normé, et il est complet si F l’est.

Donc, on a la propriété suivante, pour L ∈ L (E, F)

‖L(x)‖F ≤ ‖L‖L (E,F) ‖x‖E, ∀x ∈ E.

Rappelons aussi l’espace dual d’un espace vectoriel normé par la définition sui-

vante.

Définition 1.12. [7] Soit (E, ‖.‖E) un espace vectoriel normé. On munit R de sa norme

canonique qu’est la valeur absolue. L’ensemble des formes linéaires continues sur E, c’est-à-

dire L (E, R) est un espace vectoriel normé appelé dual topologique de E et noté E′.

Remarque 1.13. Le dual E′ d’un espace vectoriel normé (E, ‖.‖E) est un espace de Banach.

Définition 1.14. [7] Soit (E, ‖.‖E) un espace vectoriel normé.

Le bidual de E est par définition le dual de E′, i.e.

E′′ = (E′)′ = L (E′, R).

Proposition 1.15. [8] L’application

J :


E −→ E′′

x 7→ J(x) :

{
E′ −→ R

ϕ 7→ ϕ(x)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

J identifie E à son bidual E′′ et on écrit E ' E”.

Remarque 1.16. L’espace E est alors dit réflexif si J est surjective.

L’isomorphisme entre E et E” étant maintenant établi, on voit que l’écriture

ϕ(x) = J(x)(ϕ), ∀ϕ ∈ E′, x ∈ E

comporte une dualité. Par conséquent, on introduit le crochet de dualité

< ϕ, x >E′×E=< J(x), ϕ >E′′×E′ .
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1.2. Éléments d’analyse linéaire

L’isomorphisme J peut maintenant se réécrire de manière beaucoup plus concise :

J :

{
E −→ E′′

x 7→< ., x >E′×E

donc, J envoie x vers une forme linéaire continue sur E′ donnée par l’évaluation en

x.

L’espace vectoriel des formes linéaires continues L (E, R) muni de cette norme

‖ϕ‖E′ = sup
‖x‖E 6=0E

|< ϕ, x >E′×E|
‖x‖E

est un espace normé et l’action de ϕ ∈ E′ sur un élément x ∈ E est notée à l’aide du

crochet de dualité < ., . >E′×E de sorte que

< ϕ, x >E′×E
déf
= ϕ(x).

Les formes linéaires continues sur un espace de Hilbert sont obtenues sous cette

forme :

Théorème 1.17. [19] (Théorème de représentation de Riesz)

Soit ϕ une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert
(
E,< ., . >E

)
. Alors il existe

un unique vecteur y ∈ E tel que, pour tout x ∈ E

ϕ(x) =< x, y >E .

De plus, on a ‖ϕ‖E′ = ‖x‖E.

Le Théorème de représentation de Riesz permet également d’identifier un espace

de Hilbert à son dual et, avec son bidual qui montre que tout espace de Hilbert est

réflexif.

1.2.2 Généralités sur les formes bilinéaires

Définition 1.18. [24]Soient E et F deux espaces vectoriels sur R.

Une forme bilinéaire sur E× F est une application a : E× F −→ R telle que

12



1.2. Éléments d’analyse linéaire

1. Pour tout x ∈ E fixé, l’application y 7→ a(x, y) est une forme linéaire sur F, c’est-à-

dire une application linéaire de F dans R.

2. Pour tout y ∈ F fixé, l’application x 7→ a(x, y) est une forme linéaire sur E, c’est-à-

dire une application linéaire de E dans R.

Définition 1.19. [24] Soit E un espace vectoriel sur R.

Une forme bilinéaire a : E× E −→ R est dite symétrique si

∀(x, y) ∈ E2, a(x, y) = a(y, x).

Définition 1.20. [24]Soient E un espace vectoriel sur R et a : E × E −→ R une forme

bilinéaire.

1. On dit que a est positive, si

∀x ∈ E, a(x, x) ≥ 0.

2. On dit que a est définie positive, si

∀x ∈ E\{0}, a(x, x) > 0.

Remarque 1.21. Un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.

Définition 1.22. [24] Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F) deux espaces normés.

Une forme bilinéaire a : E× F −→ R est dite continue sur E× F, s’il existe une constante

M > 0, telle que

∀(x, y) ∈ E× F, | a(x, y) |≤ M ‖x‖E ‖y‖F.

Définition 1.23. [24]Soit (E, ‖.‖E) un espace normé.

On dit qu’une forme bilinéaire a : E× E −→ R est coercive (ou E-elliptique), s’il existe une

constante m > 0, telle que

∀x ∈ E, a(x, x) ≥ m ‖x‖2
E.

1.2.3 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement

Définition 1.24. [9] Soient E un espace vectoriel réel et f : E −→ (−∞,+∞] une fonction.

Le domaine effectif de la fonction f est l’ensemble des points ou elle ne prend pas la valeur
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+∞, on le note

D( f ) = {x ∈ E, f (x) < +∞}.

On dit que f est propre si f (x) > −∞ pour tout x ∈ E et son domaine effectif est non vide.

Définition 1.25. [9] Soit E un espace vectoriel réel.

La fonction propre f : E −→ (−∞,+∞] est dite convexe si

f (tx + (1− t)y) ≤ t f (x) + (1− t) f (y), (1.2.1)

pour tout x, y ∈ E et t ∈ [0, 1].La fonction f est strictement convexe si l’inégalité (1.2.1)

est stricte pour x 6= y et t ∈ [0, 1].

Notons que si f , g : E −→ (−∞,+∞] sont des fonctions convexes et λ ≥ 0, alors les

fonctions f + g et λ f sont aussi convexes.

Définition 1.26. [9] Soit E un espace vectoriel réel.

Une fonction f : E −→ (−∞,+∞] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) en x ∈ E

si

inf lim
n→+∞

f (xn) ≥ f (x), (1.2.2)

pour chaque suite (xn)n∈N convergente vers x dans E. La fonction f est s.c.i si elle est

s.c.i.en chaque point x ∈ E.

Notons que si f , g : E −→ (−∞,+∞] sont des fonctions s.c.i et λ ≥ 0, alors les

fonctions f + g et λ f sont aussi s.c.i.De plus, si f est une fonction continue, alors elle

est aussi s.c.i. Cependant, l’inverse n’est pas vrai.

1.3 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces fonctionnels à va-

leurs réelles et nous allons aborder les espaces des fonctions continues, continûment

différentiables, les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev.
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1.3. Espaces fonctionnels

Étant donné un ouvert Ω de Rd. Soit x = (x1, ..., xd) un élément de Rd et soit α =

(α1, ..., αd) ∈Nd un multi-indice telque |α| =
d
∑

i=1
αi, nous posons

Dαv(x) =
∂|α|v(x)

∂x1
α1 ...∂xd

αd
.

1.3.1 Espaces des fonctions continûment différentiables

On note par C(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω. C(Ω) est un espace de

Banach muni de la norme suivante

‖v‖C(Ω) = max{|v(x)|, x ∈ Ω}.

Pour m ≥ 0, l’espace Cm(Ω) défini par

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω), Dαv ∈ C(Ω) pour tout α tel que |α| ≤ m}.

L’espace Cm(Ω) est un espace de Banach muni de la norme suivante

‖v‖Cm(Ω) = ∑
|α|≤m

‖Dαv‖C(Ω).

Par ailleurs, C∞(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables

C∞(Ω) =
∞⋂

m=0
Cm(Ω).

1.3.2 Espaces de Lebesgue LP

Pour p ∈ [1,+∞[, Lp(Ω) désigne l’espace linéaire des (classes d’équivalence de)

fonctions mesurables au sens de Lebesgue définies sur Ω à valeurs dans R pour

lesquelles

‖v‖Lp(Ω) =
( ∫

Ω

| v(x) |P dx
) 1

P
< ∞.

L’application v 7→ ‖v‖Lp(Ω) est une norme sur Lp(Ω) et v représente une classe

d’équivalence de fonctions ; deux fonctions étant équivalentes si elles sont égales

presque partout (p.p.), c’est-à-dire égales sauf sur un sous ensemble de Ω.
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1.3. Espaces fonctionnels

1.3.3 La mésurabilité et les éspaces séparables

Pour p = +∞ et v : Ω −→ R une fonction mesurable, noté par

‖v‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|v(x)| = inf{M ∈ [0,+∞], |v(x)| ≤ M p.p. x ∈ Ω}.

On dit que v est essentiellement borné si ‖v‖L∞(Ω) < ∞.

On note L∞(Ω) l’espace linéaire des (classes d’équivalence de) fonctions mesurables

v : Ω −→ R qui sont essentiellement bornées. L’application v 7→ ‖v‖L∞(Ω) est une

norme sur l’espace L∞(Ω).

Le cas particulier p = 2.L’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert muni de produit

scalaire

< u, v >L2(Ω)=
∫
Ω

u(x) v(x)dx, ∀u, v ∈ L2(Ω).

De plus, L2(Ω) est séparable et l’inégalité de Cauchy-Schwarz ci-dessous est vérifiée∣∣∣ ∫
Ω

u(x) v(x)dx
∣∣∣ ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω), ∀u, v ∈ L2(Ω).

1.3.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des outils indispensables dans l’étude des problèmes

aux limites. Pour plus de détails voir [8].

Soient k ∈N et p ∈ [1,+∞]. Nous définissons les espaces de Sobolev par

Wk,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω) tel que Dαv ∈ Lp(Ω) avec |α| ≤ k}.

La norme sur l’espace Wk,p(Ω) est définie par

‖u‖Wk,p(Ω) =


(

∑
|α|≤k
‖Dαv‖p

Lp(Ω)

) 1
P

, si 1 ≤ p < +∞.

max
|α|≤k
‖Dαv‖L∞(Ω), si p = +∞.

L’espace de Sobolev Wk,p(Ω) muni de cette norme est un espace de Banach.

On note que W0,p(Ω) = Lp(Ω), et lorsque p = 2, on écrit Wk,2(Ω) ≡ Hk(Ω).
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1.3. Espaces fonctionnels

L’espace de Sobolev Hk(Ω) est un espace de Hilbert séparable muni du produit

scalaire

< u, v >Hk(Ω)=
∫
Ω

∑
|α|≤k

Dαu(x) Dαv(x)dx, ∀u, v ∈ Hk(Ω).

L’opérateur de Trace. Les espaces de Sobolev sont définis par les espaces Lp(Ω).

Par conséquent, les fonctions de Sobolev sont définies de manière uniquement p.p.

dans Ω. Puisque la frontière Γ de Ω a une mesure zéro dans Rd, les valeurs limites

d’une fonction de Sobolev ne sont pas bien définies. Mais, il est possible de définir

la trace d’une fonction de Sobolev sur le bord de telle sorte que pour une fonction

de Sobolev continue jusqu’au bord, sa trace coïncide avec sa valeur au bord.

Théorème 1.27. [9] Supposons Ω un domaine de Lipschitz dans Rd avec bord Γ et 1 ≤
p < +∞. Alors il existe un opérateur linéaire continu γ : W1,p(Ω) −→ Lp(Γ) tel que

γv = v |Γ si v ∈W1,p(Ω) ∩ C(Ω).

L’opérateur γ est appelé l’opérateur de trace, et γv peut être appelé l’opérateur trace

de v ∈W1,p(Ω).

Notons que la continuité de γ implique qu’il existe une constante CΩ > 0, qui dé-

pend de Ω, telle que

‖γu‖Lp(Γ) ≤ CΩ ‖u‖W1,p(Ω), ∀v ∈W1,p(Ω). (1.3.1)

1.3.5 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Nous aurons besoin des espaces des fonctions vectorielles pour étudier les pro-

blèmes variationnels dépendant du temps. Dans la suite, (E, ‖.‖E) désignera un es-

pace de Banach réel et [0, T] désignera l’intervalle de temps, pour T > 0.

Espaces Cm([0, T]; E). Nous définissons C([0, T]; E) l’espace des fonctions v : [0, T] −→
E qui sont continues sur l’intervalle [0, T]. L’espace C([0, T]; E) muni de cette norme

‖v‖C([0,T];E) = max
t∈[0,T]

‖v(t)‖E,
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1.3. Espaces fonctionnels

est un espace de Banach.

Pour m ≥ 0, nous définissons l’espace

Cm([0, T]; E) = {v ∈ C([0, T]; E), v(j) ∈ C([0, T]; E), j = 1, 2, ..., m}.

Il s’agit d’un espace Banach avec la norme

‖v‖Cm(0,T;E) =
m

∑
j=0

max
t∈[0,T]

‖v(j)(t)‖E.

En particulier, C1([0, T]; E) désigne l’espace des fonctions continûment différen-

tiables sur [0, T] à valeurs dans E. C’est un espace de Banach muni de la norme

‖v‖C1([0,T];E) = max
t∈[0,T]

‖v(t)‖E + max
t∈[0,T]

‖v̇(t)‖E.

Soit aussi

C∞([0, T]; E) =
∞⋂

m=0
Cm([0, T]; E),

l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur [0, T] à valeurs dans E.

Espaces Lp([0, T]; E). Pour p ∈ [1,+∞[, Lp([0, T]; E) est l’espace des fonctions me-

surables v : [0, T] −→ E telles que
T∫
0
‖v(t)‖p

Edt < ∞. L’espace Lp([0, T]; E) est un

espace de Banach muni de cette norme

‖v‖Lp([0,T];E) =
( T∫

0

‖v(t)‖p
Edt
) 1

P
.

On définit L∞([0, T]; E) l’espace des fonctions mesurables v : [0, T] −→ E telles que

t 7→ ‖v(t)‖E est essentiellement borné sur [0, T]. L’espace L∞([0, T]; E) est un espace

de Banach muni de la norme

‖v‖L∞([0,T];E) = ess sup
t∈[0,T]

‖v(t)‖E.

Si (E,< ., . >E) est un espace de Hilbert, L2([0, T]; E) est aussi un espace de Hilbert

muni de produit scalaire

< u, v >L2([0,T];E)=

T∫
0

< u(t), v(t) >E dt, ∀u, v ∈ L2([0, T]; E).
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1.4. Résultats utiles

Espaces Wk,p([0, T]; E). k ∈N et p ∈ [1,+∞], nous présentons l’espace

Wk,p([0, T]; E) = {v ∈ Lp([0, T]; E) tel que ‖v(m)‖Lp([0,T];E) < ∞, ∀m ≤ k}.

Si p < +∞, on définit la norme dans l’espace Wk,p([0, T]; E) par la formule suivante

‖u‖Wk,p([0,T];E) =
( T∫

0

∑
0≤m≤k

‖v(m)(t)‖p
E dt

) 1
P

.

Si p = +∞, la norme est définie par

‖u‖Wk,∞([0,T];E) = max
0≤m≤k

ess sup
t∈[0,T]

‖v(m)(t)‖E.

Si E est un espace de Hilbert et p = 2, alors l’espace

Hk([0, T]; E) ≡Wk,2([0, T]; E)

est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

< u, v >Hk([0,T];E)= ∑
0≤m≤k

T∫
0

< u(m)(t), v(m)(t) >E dt.

1.4 Résultats utiles

I) Théorèmes de point fixe

Soient (E, ‖.‖E) un espace de Banach et K est un sous ensemble non vide fermé de E.

Soit Λ : K −→ K un opérateur défini sur K. Nous sommes intéressés par l’existence

d’une solution u ∈ K de l’équation d’opérateur

Λu = u. (1.4.1)

Un élément u ∈ K qui satisfait (1.4.1) est appelé un point fixe d’opérateur L.

Maintenant, nous présentons l’énoncé du théorème principal d’existence des points

fixes pour des opérateurs linéaires.
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1.4. Résultats utiles

Théorème 1.28. [24] Soit K un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Banach

(E, ‖.‖E).

Supposons que Λ : K −→ K un opérateur contractant, c’est-à-dire, il existe une constante

k ∈]0, 1[, telle que

‖Λu−Λv‖E ≤ k ‖u− v‖E, ∀u, v ∈ K.

Alors, il existe un unique u ∈ K tel que Λu = u.

Nous avons besoin d’une version du théorème de point fixe de Banach que nous rap-

pelons dans ce qui suit. Pour un opérateur Λ : K −→ K, on définit Λm = Λ(Λm−1)

pour m ≥ 2.

Théorème 1.29. [24]Soient K un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Banach

(E, ‖.‖E). et Λ : K −→ K. Supposons que Λm : K −→ K est contractant pour un entier

positif m. Alors Λ admet un point fixe unique.

Preuve. D’après le théorème 1.28, Λm a un point fixe unique u ∈ K. Donc

Λm u = u.

D’autre part, on a

Λm(Λu) = Λ(Λm u) = Λu.

Ainsi Λu ∈ K est aussi un point fixe de Λm, où Λm admet un point fixe unique.

Donc, nous avons

Λu = u.

c’est-à-dire u est un point fixe de Λ. L’unicité du point fixe de Λ est une conséquence

d’unicité du point fixe de Λm.

Lemme 1.30. [24] Soit Λ : C([0, T]; E) −→ C([0, T]; E) un opérateur satisfait la propriété

suivante : il existe C > 0 tel que

‖Λη1(t)−Λη2(t)‖E ≤ C
t∫
0

‖η1(s)− η2(s)‖E ds, ∀η1, η1 ∈ C([0, T]; E), t ∈ [0, T].

Alors, il existe un unique élément η∗ ∈ C([0, T]; E) tel que Λη∗ = η∗.
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1.4. Résultats utiles

II) Inégalité de Gronwall

L’inégalité de Gronwall suivante sera utilisée dans l’étude des inéquations varia-

tionnelles d’évolution. Pour cela, nous utilisons ci-dessous la notation C([a, b]) pour

l’espace des fonctions continues à valeurs réelles définies sur l’intervalle [a, b] ⊂ R.

Lemme 1.31. [24] Supposons f , g ∈ C([a, b]) satisfaisant

f (t) ≤ g(t) + C
t∫

0

f (s) ds, ∀t ∈ [a, b],

où C > 0 est une constante. Alors,

f (t) ≤ g(t) + C
t∫

0

g(s)eC(t−s)ds, ∀t ∈ [a, b].

De plus, si g est croissant, alors

f (t) ≤ g(t)eC(t−a), ∀t ∈ [a, b].

III) Inégalité de Young

Nous avons besoin du résultat suivant.

Lemme 1.32. [24] Soient p, q ≥ 1 deux exposants conjugués, c’est-à-dire 1
p +

1
q = 1. Alors

ab ≤ ap

p
+

bq

q
, ∀a, b ≥ 0.

IV) Formule de Green

Nous avons aussi le résultat suivant.

Théorème 1.33. [15] Soit τ = (τ1, τ2) ∈ H1(Ω)2. Alors∫
Ω

τ.Ov dx +
∫
Ω

divτ v dx =
∫
Γ

(τ.n) v da, ∀v ∈ H1(Ω).

Où n la normale extérieure sur Γ.
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Chapitre 2
INÉQUATIONS VARIATIONNELLES

D’ÉVOLUTION AVEC VISCOSITÉ

Les inégalités variationnelles étudiées dans ce chapitre sont évolutives puisqu’elles

font intervenir la dérivée temporelle de la solution et une condition initiale. Leur

principale caractéristique réside dans le fait qu’ils sont régis par deux formes bili-

néaires, dont l’une ne fait intervenir que la dérivée temporelle de la solution. On

parle des résultats d’existence et d’unicité de base puis nous considérons également

les inéquations quasivariationnelles d’évolution et les inéquations variationnelles

d’évolution à terme de mémoire avec viscosité pour lesquelles nous prouvons les

résultats d’existence et d’unicité.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont un intérêt, car ils peuvent être directe-

ment appliqués à l’étude des problèmes de contact frictionnel impliquant des maté-

riaux viscoélastiques à mémoire courte.

Partout dans ce chapitre, E désigne un espace de Hilbert réel de produit scalaire

< ., . >E et de norme ‖.‖E et, de plus, [0, T] désigne l’intervalle de temps d’intérêt,

où T > 0.
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2.1. Inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques

2.1 Inéquations variationnelles et quasivariationnelles
elliptiques

Dans cette section, nous présentons quelques théorèmes sur la résolvabilité des in-

équations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques.

2.1.1 Inéquations variationnelles elliptiques

Nous commençons par un résultat d’existence et d’unicité pour les inéquations va-

riationnelles elliptiques de première espèce, puis nous passons aux inéquations va-

riationnelles elliptiques de deuxième espèce.

2.1.1.1 Inéquations variationnelles de première espèce

Soient a : E × E −→ R et f ∈ E. Nous considérons le problème de trouver un

élément u ∈ E tel que

a(u, v− u) ≥ < f , v− u >E, ∀v ∈ E. (2.1.1)

Une inéquation de la forme (2.1.1) s’appelle inéquation variationnelle elliptique de

première espèce.

On s’intéresse aux résultats standard d’existence et d’unicité des solutions pour les

inéquations de forme (2.1.1). Pour cela, nous avons l’hypothèses suivante :

a : E× E −→ R une forme bilinéaire symétrique et

(a)Il existe une constante M > 0 telle que∣∣∣a(u, v)
∣∣∣ ≤ M‖u‖E‖v‖E, ∀u, v ∈ E.

(b)Il existe une constante m > 0 telle que

a(v, v) ≥ m‖v‖2
E, ∀v ∈ E.


(2.1.2)

Notons que d’après les définitions 1.22 et 1.23, les conditions (2.1.2)(a) et (2.1.2)(b)

montrent que la forme bilinéaire a est continue et E-elliptique, respectivement.

Nous avons le résultat de base d’existence et d’unicité.
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2.1. Inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques

Théorème 2.1. [24] Soient E un espace de Hilbert. Supposons que l’hypothèses(2.1.2) est

vérifiée. Alors pour tout f ∈ E l’inéquation variationnelle elliptique (2.1.1) admet une solu-

tion unique.

2.1.1.2 Inéquations variationnelles de deuxième espèce

Soient a : E × E −→ R, f ∈ E et une fonction j : E −→ R. Nous considérons le

problème de trouver un élément u ∈ E tel que

a(u, v− u) + j(v)− j(u) ≥< f , v− u >E, ∀v ∈ E. (2.1.3)

Une inéquation variationnelle de la forme (2.1.3) est appelée inéquation variation-

nelle elliptique de deuxième espèce.

Dans le cas particulier, lorsque j ≡ 0, l’inéquation variationnelle(2.1.3) représente

une inéquation variationnelle elliptique de première espèce.

Dans l’étude de problème (2.1.3), nous supposons que l’hypothèse ci-dessus (2.1.2)

est satisfaite, de plus

j : E −→ R est une fonction convexe et s.c.i. (2.1.4)

Le premier résultat principal est le suivant.

Théorème 2.2. [24] Supposons que les hypothèses(2.1.2) et (2.1.4) sont satisfaites. Alors

pour tout f ∈ E l’inéquation variationnelle elliptique (2.1.3) admet une solution unique.

2.1.2 Inéquations quasivariationnelles elliptiques

Ici, nous considérons des inéquations quasivariationnelles elliptiques, c’est-à-dire

que nous permettons à la fonctionnelle j de dépendre explicitement de la solution.

Par conséquent, étant donné une forme bilinéaire a : E × E −→ R, f ∈ E et une

fonctionnelle j : E −→ R.

Maintenant, nous considérons le problème de trouver un élément u ∈ E tel que

a(u, v− u) + j(u, v)− j(u, u) ≥< f , v− u >E, ∀v ∈ E. (2.1.5)
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2.2. Inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques dépendantes du
temps

Une inéquation de la forme (2.1.5) est appelée inéquation quasivariationnelle ellip-

tique.

Dans l’étude de problème (2.1.5), en plus de (2.1.2) ci-dessus, nous considérons l’hy-

pothèse suivante sur la fonctionnelle j :

j : E× E −→ R et

(a)Pour tout η ∈ E, j(η, .) est convexe et s.c.i sur E.

(b)Il existe α > 0 tel que

j(η1, v2)− j(η1, v1) + j(η2, v1)− j(η2, v2)

≤ α‖η1 − η2‖E‖v1 − v2‖E, ∀η1, η2, v1, v2 ∈ E.


(2.1.6)

Le deuxième résultat qu’on va présenter en étudiant les inéquations quasivariation-

nelles elliptique (2.1.5) est le suivant.

Théorème 2.3. [24] Supposons que les hypothèses (2.1.2) et (2.1.6) sont satisfaites. De plus,

supposons que m > α. Alors, pour tout f ∈ E l’inéquation quasi-variationnelle elliptique

(2.1.5) admet une solution unique.

2.2 Inéquations variationnelles et quasivariationnelles
elliptiques dépendantes du temps

Les inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques étudiées dans cette

section sont dépendantes du temps, c’est-à-dire que les données et la solution dé-

pendent à la fois de la variable de temps, qui joue le rôle d’un paramètre.

2.2.1 Résultats d’existence et d’unicité de l’IVE de première espèce

Nous commençons par l’étude des inéquations variationnelles dépendantes du temps.

Pour cela, soit T > 0 et notons [0, T] l’intervalle de temps d’intérêt.

Supposons a : E× E −→ R et

f ∈ C([0, T]; E). (2.2.1)
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2.2. Inéquations variationnelles et quasivariationnelles elliptiques dépendantes du
temps

On considère le problème de trouver une fonction u : [0, T] −→ E telle que

a(u(t), v− u(t)) ≥ < f (t), v− u(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T]. (2.2.2)

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théorème 2.4. [24] Supposons que (2.1.2) et (2.2.1) sont vérifiées. Alors, l’inéquation va-

riationnelle dépendante du temps (2.2.2) a une solution unique u ∈ C([0, T]; E).

2.2.2 Résultat d’existence et d’unicité de l’IVE de deuxième espèce

Supposons a : E× E −→ R, j : E −→ R et f ∈ C([0, T]; E).

Nous considérons le problème de trouver une fonction u : [0, T] −→ E telle que

a(u(t), v− u(t))+ j(v)− j(u(t)) ≥ < f (t), v− u(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T]. (2.2.3)

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théorème 2.5. [24] Supposons que (2.1.2), (2.1.4) et (2.2.1) sont satisfaites. Alors, l’in-

équation variationnelle dépendante du temps (2.2.3) a une solution unique u ∈ C([0, T]; E).

2.2.3 Résultat d’existence et d’unicité de l’IQVE

Nous considérons maintenant le cas des inéquations quasivariationnelles dépen-

dantes du temps. Soit T > 0 et notons à nouveau [0, T] l’intervalle de temps d’inté-

rêt.

On considère le problème de trouver une fonction u : [0, T] −→ E telle que

a(u(t), v−u(t))+ j(u(t), v)− j(u(t), u(t)) ≥ < f (t), v−u(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T].

(2.2.4)

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théorème 2.6. [24] Supposons que (2.1.2), (2.1.6) et (2.2.1) sont satisfaites. De plus, si

m > α, alors il existe une unique solution u ∈ C([0, T]; E) de l’inéquation (2.2.4).
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2.3 Inéquations variationnelles d’évolution avec visco-
sité

Les inéquations variationnelles étudiées dans cette partie sont évolutives puisqu’elles

font intervenir la dérivée temporelle de la solution et une condition initiale. Leur

principale caractéristique réside dans le fait qu’elles sont régies par deux formes bi-

linéaires dont l’une ne fait intervenir que la dérivée temporelle de la solution. En

utilisant alors la terminologie issue de la mécanique des continus, nous les appelons

inéquations variationnelle d’évolution avec viscosité.

Résultat d’existence et d’unicité

Soient a et b deux formes bilinéaires sur E, j : E −→ R, f : [0, T] −→ E et u0 une

donnée initiale.

Nous intéressons aux conditions suffisantes pour l’existence et l’unicité de la solu-

tion du problème suivant :

Trouver u : [0, T] −→ E tel que

a(u(t), v− u̇(t)) + b(u̇(t), v− u̇(t)) + j(v)− j(u̇(t))

≥ < f (t), v− u̇(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T]. (2.3.1)

u(0) = u0. (2.3.2)

L’inégalité (2.3.1) représente une inégalité variationnelle d’évolution contient la dé-

rivée temporelle de la fonction inconnue u, par conséquent, la condition initiale

(2.3.2)est nécessaire. Le terme b(u̇(t), v − u̇(t)) dans(2.3.1) est appelé le terme de

viscosité.

Dans l’étude du problème de Cauchy (2.3.1)-(2.3.2), nous supposons que

a : E× E −→ R une forme bilinéaire symétrique et

il existe une constante M > 0 telle que∣∣a(u, v)
∣∣ ≤ M‖u‖E‖v‖E, ∀u, v ∈ E.

 (2.3.3)
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b : E× E −→ R une forme bilinéaire symétrique et

(a)Il existe M′ > 0 tel que | b(u, v) |≤ M′‖u‖E‖v‖E, ∀u, v ∈ E.

(b)Il existe m′ > 0 tel que | b(v, v) |≥ m′‖v‖2
E, ∀v ∈ E.

 (2.3.4)

j : X −→ R une fonctionnelle convexe et s.c.i. (2.3.5)

f ∈ C([0, T]; E). (2.3.6)

u0 ∈ E. (2.3.7)

Notez que l’hypothèse (2.3.3) montre que la forme bilinéaire a est continue, tandis

que l’hypothèse (2.3.4) montre que la forme bilinéaire b est symétrique, continue et

E-elliptique. L’ellipticité de la forme bilinéaire a n’est pas nécessaire, ni sa symétrie,

et cela est dû à la présence de la forme bilinéaire b dans (2.3.1), qui joue un rôle

crucial dans l’étude du problème (2.3.1)-(2.3.2).

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théorème 2.7. [24] Supposons que (2.3.3)–(2.3.7) sont satisfaites. Alors, il existe une

solution unique u du problème (2.3.1)-(2.3.2). De plus, on a la régularité de la solution

u ∈ C1([0, T]; E).

2.4 Inéquations quasivariationnelles d’évolution avec
viscosité

Dans cette section, nous considérons des inéquations quasivariationnelles d’évolu-

tion avec la viscosité, c’est-à-dire que nous permettons à la fonctionnelle j de dé-

pendre explicitement de la solution u ou de sa dérivée u̇.

Supposons que j : E × E −→ R et considérons le problème suivant : trouver u :

[0, T] −→ E tel que

a(u(t), v− u̇(t)) + b(u̇(t), v− u̇(t)) + j(u(t), v)− j(u(t), u̇(t))

≥ < f (t), v− u̇(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T]. (2.4.1)

u(0) = u0. (2.4.2)
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Nous considérons aussi le problème de trouver u : [0, T] −→ E tel que

a(u(t), v− u̇(t)) + b(u̇(t), v− u̇(t)) + j(u̇(t), v)− j(u̇(t), u̇(t))

≥ < f (t), v− u̇(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T]. (2.4.3)

u(0) = u0. (2.4.4)

Dans l’étude de ces inéquations quasivariationnelles d’évolution, nous avons le ré-

sultat d’existence et d’unicité suivant.

Théorème 2.8. [24] Supposons que (2.3.3),(2.3.4), (2.3.6),(2.3.7) et (2.1.6) sont satisfaites.

Alors

1. Il existe une unique solution u ∈ C1([0, T]; E) au problème (2.4.1)-(2.4.2).

2. Si m′ > α, il existe une unique solution u ∈ C1([0, T]; E) au problème (2.4.3)-(2.4.4).

De plus, si f ∈W1,p([0, T]; E) pour certains p ∈ [1, ∞], alors u ∈W1,p([0, T]; E).

2.5 Inéquations quasivariationnelles d’évolution à terme
de mémoire avec viscosité

Dans le reste de ce travail, nous passons à l’étude des inéquations variationnelles

avec viscosité pour lesquelles la fonctionnelle j dépend de l’intégrale de la solution

ou d’intégrale de sa dérivée.

2.5.1 Opérateurs à mémoire

Pour introduire le concept des inéquations variationnelles à terme de mémoire,

soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F) deux espaces vectoriels normés et un opérateur S : C([0, T]; E)

−→ C([0, T]; F). L’opérateur S est un opérateur de mémoire si
Il existe LS > 0 tel que∥∥∥Sv1(t)− Sv2(t)

∥∥∥
F
≤ LS

∫ t
0 ‖v1(s)− v2(s)‖E ds,

∀v1, v2 ∈ C([0, T]; E), t ∈ [0, T].

(2.5.1)

Pour éviter toute confusion, on adopte la notation Su(t) au lieu de (Su)(t), pour

tout t ∈ [0, T].
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Un exemple d’opérateur S qui satisfait 2.5.1 est donné par S : C([0, T]; E) −→
C([0, T]; F) tel que

Sv(t) =
t∫

0

A v(s)ds + y0, ∀v ∈ C([0, T]; E), t ∈ [0, T], (2.5.2)

où A : E −→ F est un opérateur continu de Lipschitz et y0 ∈ F.

Le deuxième exemple d’opérateur S c’est l’opérateur de Volterra S : C([0, T]; E) −→
C([0, T]; F) donné par

Sv(t) =
t∫

0

A(t− s) v(s)ds + y0, ∀v ∈ C([0, T]; E), t ∈ [0, T], (2.5.3)

où maintenant A ∈ C([0, T]; L (E, F)) et, encore, y0 ∈ F.

En effet, dans le cas de l’opérateur (2.5.2), l’inégalité (2.5.1) est vraie pour LS étant

la constante de Lipschitz d’opérateur A, et dans le cas de l’opérateur (2.5.3), elle est

vraie avec

LS = ‖A‖C([0,T];L (E,F)) = max
t∈[0,T]

‖A(t)‖L (E,F).

Il est clair, pour les opérateurs (2.5.2) et (2.5.3), la valeur actuelle Sv(t) à l’instant

t ∈ [0, T] dépend de terme de mémoire des valeurs de v à l’instant 0 ≤ s ≤ t et,

donc, sont des opérateurs à terme de mémoire.

2.5.2 Résultat d’existence et d’unicité

Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F) deux espaces de Hilbert et supposons une fonctionnelle

j : F× E −→ R et considérons un opérateur à terme de mémoire S : C([0, T]; E) −→
C([0, T]; F).

Nous sommes intéressés à fournir des conditions qui garantissent la résolution unique

des problèmes suivants :
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Problème 01.

Trouver u : [0, T] −→ E tel que

a(u(t), v− u̇(t)) + b(u̇(t), v− u̇(t)) + j(Su(t), v)− j(Su(t), u̇(t))

≥< f (t), v− u̇(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T], (2.5.4)

u(0) = u0. (2.5.5)

Problème 02.

Trouver u : [0, T] −→ E tel que

a(u(t), v− u̇(t)) + b(u̇(t), v− u̇(t)) + j(Su̇(t), v)− j(Su̇(t), u̇(t))

≥ < f (t), v− u̇(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T], (2.5.6)

u(0) = u0. (2.5.7)

Les inégalités variationnelles (2.5.4) et (2.5.6) sont des inéquations variationnelles

dépendantes du temps à terme de mémoire.

La nouveauté consiste dans le fait qu’à chaque instant t ∈ [0, T], la fonctionnelle j dé-

pend de l’intégrale de la solution jusqu’à l’instant t,Su(t), ou de l’intégrale de la dé-

rivée de la solution jusqu’à l’instant t,Su̇(t). Cette caractéristique rend ces problèmes

différents des inéquations quasivariationnelles étudiées à la section 2.2, puisque j a

été supposé dépendre de la valeur actuelle de la solution, u(t), ou de la valeur ac-

tuelle de sa dérivée, u̇(t).

Dans l’étude des inéquations variationnelles d’évolution à terme de mémoire avec

viscosité, nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théorème 2.9. [24] Supposons que (2.3.3), (2.3.4),(2.3.6), (2.3.7), (2.1.6) et (2.5.1) sont

satisfaites. Alors

1. Il existe une unique solution u ∈ C1([0, T]; E) au problème (2.5.4)-(2.5.5).

2. Il existe une unique solution u ∈ C1([0, T]; E) au problème (2.5.6)-(2.5.7).
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Preuve. Ici et ci-dessous, C représentera diverses constantes positives dont les va-

leurs peuvent changer d’une ligne à l’autre.

1. La preuve est basée sur un argument de point fixe et sera établie en plusieurs

étapes. Ces étapes sont les suivantes :

Étape 01 : Résoudre un problème intermédiaire

Nous considérons ci-dessous le problème intermédiaire suivant :

Pη
1 : Soit η = (η1, η2) ∈ C

(
[0, T], E× F

)
. Trouver wη : [0, T] −→ E, tel que

a(η1(t), v− wη(t)) + b(wη(t), v− wη(t)) + j(η2(t), v)− j(η2(t), wη(t))

≥< f (t), v− wη(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T], (2.5.8)

wη(0) = u0. (2.5.9)

La solvabilité unique de ce problème intermédiaire Pη
1 est donnée par le théo-

rème 2.6, donc, il existe une unique solution de régularité wη ∈ C([0, T]; E).

Étape 02 : Un argument de point fixe

Dans la deuxième étape, nous considérons l’opérateur Λ : C([0, T]; E× F) −→
C([0, T], E× F) définie par

Λη(t) =
( ∫ t

0
wη(s)ds + u0, S

( ∫ t

0
wη(s)ds + u0

))
,

∀η ∈ C([0, T]; E× F), t ∈ [0, T], (2.5.10)

et prouver que Λ a un unique point fixe η∗ ∈ C([0, T]; E× F).

En effet, Soient η =
(
η1, η2) ∈ C([0, T]; E× F) et ξ =

(
ξ1, ξ2) ∈ C([0, T]; E×

F). Et notons par wη et wξ les solutions correspondantes du problème intermé-

diaire Pη
1 , On a

a(η1(s), v− wη(s)) + b(wη(s), v− wη(s)) + j(η2(s), v
)
− j(η2(s), wη(s))

≥< f (s), v− wη(s) >E, ∀v ∈ E, s ∈ [0, T].

a(ξ1(s), v− wξ(s)) + b(wξ(s), v− wξ(s)) + j(ξ2(s), v
)
− j
(

ξ2(s), wξ(s))

≥< f (s), v− wξ(s) >E, ∀v ∈ E, s ∈ [0, T].

32



2.5. Inéquations quasivariationnelles d’évolution à terme de mémoire avec
viscosité

On prend v = wξ(s) dans la première inégalité et v = wη(s) dans la deuxième,

puis on additionne les inégalité obtenues pour trouver

b(wη(s)− wξ(s), wη(s)− wξ(s)) ≤ a(η1(s)− ξ1(s), wξ(s)− wη(s))+

j(η2(s), wξ(s))− j(η2(s), wη(s)) + j(ξ2(s), wη(s))− j(ξ2(s), wξ(s)) (2.5.11)

Par les hypothèses (2.3.3), (2.3.4) et (2.1.6), en résulte que∣∣∣a(η1(s)− ξ1(s), wξ(s)− wη(s)
)∣∣∣ ≤ M

∥∥η1(s)− ξ1(s)
∥∥

E

∥∥wξ(s)− wη(s)
∥∥

E,

b(wη(s)− wξ(s), wη(s)− wξ(s)) ≥ m′
∥∥∥wη(s)− wξ(s)

∥∥∥2

E
,

et

j(η2(s), wξ(s))− j(η2(s), wη(s)) + j(ξ2(s), wη(s))− j(ξ2(s), wξ(s))

≤ α
∥∥∥η2(s)− ξ2(s)

∥∥∥
F

∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥

E
.

L’inégalité (2.5.11) devient

m′
∥∥∥wη(s)− wξ(s)

∥∥∥2

E
≤ M

∥∥∥η1(s)− ξ1(s)
∥∥∥

E

∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥

E

+α
∥∥∥η2(s)− ξ2(s)

∥∥∥
F

∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥

E
, ∀s ∈ [0, T].

D’où∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥2

E
≤
(M

m′
∥∥∥η1(s)− ξ1(s)

∥∥∥
E
+

α

m′
∥∥∥η2(s)− ξ2(s)

∥∥∥
F

)∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥

E
.

Nous utilisons l’inégalité ab ≤ a2+b2

2 , pour tout a, b ∈ R+. On obtient

∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥2

E
≤ 1

2

(M
m′
∥∥∥η1(s)− ξ1(s)

∥∥∥
E
+

α

m′
∥∥∥η2(s)− ξ2(s)

∥∥∥
F

)2

+
1
2

∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥2

E
.

1
2

∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥2

E
≤ 1

2

(M2

m′2
∥∥∥η1(s)− ξ1(s)

∥∥∥2

E
+

α2

m′2
∥∥∥η2(s)− ξ2(s)

∥∥∥2

F

+ 2
M
m′
∥∥∥η1(s)− ξ1(s)

∥∥∥
E
× α

m′
∥∥∥η2(s)− ξ2(s)

∥∥∥
F

)
.
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Donc ∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥2

E
≤ 2M2

m′2
∥∥∥η1(s)− ξ1(s)

∥∥∥2

E
+

2α2

m′2
∥∥∥η2(s)− ξ2(s)

∥∥∥2

F

≤ max
(2M2

m′2
,

2α2

m′2
)∥∥∥η(s)− ξ(s)

∥∥∥2

E×F
, (2.5.12)

où ‖.‖E×F désigne la norme sur l’espace E× F, donnée par∥∥η
∥∥2

E×F =
∥∥η1
∥∥2

E +
∥∥η2
∥∥2

F, ∀η =
(
η1, η2) ∈ E× F.

L’inégalité (2.5.12) devient∥∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥∥2

E
≤ C

∥∥∥η(s)− ξ(s)
∥∥∥2

E×F
, ∀s ∈ [0, T]. (2.5.13)

D’autre part, par (2.5.10), on a

Λη(t)−Λξ(t) = Λ(η1(t), η2(t))−Λ(ξ1(t), ξ2(t))

=
( ∫ t

0
wη(s)ds + u0, S

( ∫ t

0
wη(s)ds + u0

))
−( ∫ t

0
wξ(s)ds + u0, S

( ∫ t

0
wξ(s)ds + u0

))
=
( ∫ t

0
(wη(s)− wξ(s))ds,

∫ t

0
A
( ∫ s

0
wη(r)dr + u0

)
ds

−
∫ t

0
A
( ∫ s

0
wξ(r)dr + u0

)
ds
)

=
( ∫ t

0
(wη(s)− wξ(s))ds,

∫ t

0
A
( ∫ s

0
wη(s)− wξ(r)dr

)
ds
)

=
( ∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds, S

( ∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds
)
− y0

)
.

Donc∥∥∥Λη(t)−Λξ(t)
∥∥∥2

E×F
=
∥∥∥( ∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds, S

( ∫ t
0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds
)
− y0

)∥∥∥2

E×F

=
∥∥∥∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds
∥∥∥2

E
+
∥∥∥S
( ∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds
)
− y0

∥∥∥2

F

On a aussi∥∥∥∫ t
0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds
∥∥∥2

E
≤
( ∫ t

0

∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥

Eds
)2

≤
(( ∫ t

0
12ds

) 1
2
( ∫ t

0

∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥2

Eds
) 1

2
)2

≤ T
∫ t

0

∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥2

Eds

(2.5.14)
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Par (2.5.13), l’inégalité (2.5.14) devient∥∥∥∫ t
0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds
∥∥∥2

E
≤ CT

∫ t

0

∥∥∥η(s)− ξ(s)
∥∥∥2

E×F
ds. (2.5.15)

Et∥∥∥S
( ∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds
)
− y0

∥∥∥2

F
=
∥∥∥S
( ∫ t

0 wη(s)ds + u0

)
− S

( ∫ t
0 wξ(s)ds + u0

)∥∥∥2

F

≤ L2
s

( ∫ t

0

∥∥∥∫ s
0

(
wη(r)− wξ(r)

)
dr
∥∥∥

E
ds
)2

≤ L2
s

( ∫ t

0

∫ s

0

∥∥wη(r)− wξ(r)
∥∥

Edr ds
)2

≤L2
s T
∫ t

0

( ∫ s

0

∥∥wη(r)− wξ(r)
∥∥

Xdr
)2

ds

≤ L2
s T
∫ t

0
TC

∫ t

0

∥∥η(r)− ξ(r)
∥∥2

E×Fdr ds

≤ L2
s T2C

∫ t

0

∫ s

0

∥∥η(r)− ξ(r)
∥∥2

E×Fdr ds.

(2.5.16)

D’après (2.5.15) et (2.5.16), on a∥∥∥Λη(t)−Λξ(t)
∥∥∥2

E×F
≤ C

∫ t

0

∥∥∥η(s)− ξ(s)
∥∥∥2

E×F
ds, ∀t ∈ [0, T]. (2.5.17)

L’inégalité (2.5.17) et le lemme 1.30 montrent que l’opérateur Λ admet un

unique point fixe η∗ ∈ C([0, T]; E× F).

Étape 03 : Existence. Soit η∗ = (η1∗, η2∗) ∈ C([0, T]; E× F) un point fixe de Λ,

tel que

Λη∗(t) = η∗(t) =
( ∫ t

0
wη∗(s)ds + u0, S

( ∫ t

0
wη∗(s)ds + u0

))
, ∀t ∈ [0, T].

(2.5.18)

Donc le problème (2.5.8)-(2.5.9) devient

a
( ∫ t

0
wη∗(s)ds+u0, v−wη∗(t)

)
+ b(wη∗(t), v−wη∗(t))+ j

(
S
( ∫ t

0
wη∗(s)ds+u0

)
, v
)

− j
(

S
( ∫ t

0
wη∗(s)ds+u0

)
, wη∗(t)

)
≥ < f (t), v−wη∗(t) >E ∀v ∈ E, t ∈ [0, T],

avec wη∗(0) = u0 et wη∗ ∈ C([0, T]; E).

Soit u ∈ C1([0, T]; X) une fonction définie par

u(t) =
∫ t

0
wη∗(s)ds + u0, ∀t ∈ [0, T]. (2.5.19)
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D’après la formule (2.5.19), l’égalité (2.5.18) devient

η1∗(t) = u(t), η2∗(t) = Su(t), ∀t ∈ [0, T].

Et par (2.5.19), en déduit que u(0) = u0.

Donc, on conclut que u est une solution du problème 01. De plus, puisque

wη∗ ∈ C([0, T]; E), en déduit que u a une régularité u ∈ C1([0, T]; E). Ce qui

conclut la partie d’existence.

Unicité. Soient u1, u2 ∈ C1([0, T]; X) deux solutions de (2.5.4)-(2.5.5) et t ∈
[0, T]. Alors

a(u1(t), v− u̇1(t)) + b(u̇1(t), v− u̇1(t)) + j(Su1(t), v)− j(Su1(t), u̇1(t))

≥< f (t), v− u̇1(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T].

a(u2(t), v− u̇2(t)) + b(u̇2(t), v− u̇2(t)) + j(Su2(t), v)− j(Su2(t), u̇2(t))

≥< f (t), v− u̇2(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T].

Nous prenons v = u̇2(t) dans la première inégalité et v = u̇1(t) dans la

deuxième, on trouve

a(u1(t), u̇2(t)− u̇1(t)) + b(u̇1(t), u̇2(t)− u̇1(t)) + j(Su1(t), u̇2(t))

− j(Su1(t), u̇1(t)) ≥< f (t), u̇2(t)− u̇1(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T].

a(u2(t), u̇1(t)− u̇2(t)) + b(u̇2(t), u̇1(t)− u̇2(t)) + j(Su2(t), u̇1(t))

− j(Su2(t), u̇2(t)) ≥< f (t), u̇1(t)− u̇2(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T].

Les deux inégalités précédentes nous donnent

b(u̇1(t)− u̇2(t), u̇1(t)− u̇2(t)) ≤ a(u1(t)− u2(t), u̇2(t)− u̇1(t))

+ j(Su1(t), u̇2(t))− j(Su1(t), u̇1(t)) + j(Su2(t), u̇1(t))− j(Su2(t), u̇2(t)).
(2.5.20)

De plus, puisque ui(0) = u0, on a

ui(t) =
∫ t

0
u̇i(s)ds + u0, ∀i = 1, 2. (2.5.21)
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Donc∥∥u1(t)− u2(t)
∥∥2

E ≤
( ∫ t

0

∥∥u̇1(s)− u̇2(s)
∥∥

Eds
)2
≤ T

∫ t

0

∥∥u̇1(s)− u̇2(s)
∥∥2

E ds.

(2.5.22)

En utilisant maintenant les hypothèses (2.3.3), (2.3.4) (b), (2.5.1)et (2.1.6), on a

m′
∥∥u̇1(t)− u̇2(t)

∥∥2
E ≤ M

∥∥u1(t)− u2(t)
∥∥

E

∥∥u̇1(t)− u̇2(t)
∥∥

E

+ αLs

( ∫ t

0

∥∥u1(s)− u2(s)
∥∥

E ds
)
×
∥∥u̇1(t)− u̇2(t)

∥∥
E, (2.5.23)

D’après (2.5.23) et (2.5.22), on résulte∥∥u̇1(t)− u̇2(t)
∥∥2

E ≤
(M

m′
∥∥u1(t)− u2(t)

∥∥
E +

αLs

m′

∫ t

0

∥∥u1(s)− u2(s)
∥∥

Eds
)

×
∥∥u̇1(t)− u̇2(t)

∥∥
E

≤ 2M2

m′2
∥∥u1(t)− u2(t)

∥∥2
E +

2α2L2
s

m′2
( ∫ t

0

∥∥u1(s)− u2(s)
∥∥

Eds
)2

≤ 2M2

m′2
∥∥u1(t)− u2(t)

∥∥2
E +

2Tα2L2
s

m′2

∫ t

0

∥∥u1(s)− u2(s)
∥∥2

Eds

≤ 2M2T
m′2

∫ t

0

∥∥u̇1(s)− u̇2(s)
∥∥2

E ds +
2T2α2L2

s
m′2

×∫ t

0

∫ s

0

∥∥u̇1(r)− u̇2(r)
∥∥2

Edr ds.

D’où ∥∥u̇1(t)− u̇2(t)
∥∥2

E ≤ C
∫ t

0

∥∥u̇1(s)− u̇2(s)
∥∥2

E ds (2.5.24)

En utilisant l’inégalité de Gronwall, on déduit

0 ≤
∥∥u̇1(t)− u̇2(t)

∥∥2
E ≤ eC(t−0) × 0, ∀t ∈ [0, T].

D’où u̇1(t) = u̇2(t). De plus, les inégalités (2.5.21) et (2.5.22) nous donnent que

u1(t) = u2(t) pour tout t ∈ [0, T].

Ce qui démontre la partie de l’unicité.

2. La preuve est similaire à la preuve de 1. La seule différence réside dans le choix

de l’opérateur Λ : C([0, T]; E × F) −→ C([0, T]; E × F) qui est maintenant

donné par

Λη(t) =
( ∫ t

0
wη(s)ds + u0, Swη(t)

)
, ∀η ∈ C([0, T]; E× F), t ∈ [0, T].

(2.5.25)
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Refaire la même idée de deuxième étape de la preuve précédente, en trouvant

(2.5.13). D’autre part, par (2.5.13) et (2.5.25), on a pour tous η, ξ ∈ C([0, T]; E×
F) et t ∈ [0, T]

Λη(t)−Λξ(t) = Λ
(
η1(t), η2(t)

)
−Λ

(
ξ1(t), ξ2(t)

)
=
( ∫ t

0
wη(s)ds + u0, S

(
wη(t)

))
−
( ∫ t

0
wξ(s)ds + u0, Swξ(t)

)
=
( ∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds, Swη(t)− Swξ(t)

)
.

On a aussi∥∥∥Λη(t)−Λξ(t)
∥∥∥2

E×F
=
∥∥∥( ∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds, Swη(t)− Swξ(t)

)∥∥∥2

E×F

=
∥∥∥∫ t

0

(
wη(s)− wξ(s)

)
ds
∥∥∥2

E
+
∥∥∥Swη(t)− Swξ(t)

∥∥∥2

F
.

En déduit par (2.5.13) et (2.5.1) que∥∥∥Λη(t)−Λξ(t)
∥∥∥2

E×F
≤ TC

∫ t

0

∥∥η(s)− ξ(s)
∥∥2

E×Fds + L2
s

( ∫ t

0

∥∥wη(s)− wξ(s)
∥∥

Eds
)2

≤ C
∫ t

0

∥∥η(s)− ξ(s)
∥∥2

E×Fds ∀t ∈ [0, T]. (2.5.26)

Donc, Λ admet un unique point fixe η∗ ∈ C([0, T]; E× F).

Existence. Soit η∗ =
(
η1∗, η2∗) ∈ C([0, T]; E× F) un point fixe de Λ, tel que

Λη∗(t) = η∗(t) =
( ∫ t

0
wη∗(s)ds+u0, Swη∗(t)

)
∀η ∈ C([0, T]; E× F), t ∈ [0, T].

(2.5.27)

Notons u ∈ C1([0, T]; E) la fonction donnée par (2.5.19) et l’égalité (2.5.27)

devient

η1∗(t) = u(t) , η2∗(t) = Su̇(t), ∀t ∈ [0, T].

Donc, on conclut que u est une solution au problème 02.

Unicité. Soient u1, u2 ∈ C1([0, T]) deux solutions de (2.5.6)-(2.5.7) et t ∈ [0, T].

Alors

a(u1(t), v− u̇1(t)) + b(u̇1(t), v− u̇1(t)) + j(Su̇1(t), v− j(Su̇1(t), u̇1(t))

≥ < f (t), v− u̇1(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T],
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a(u2(t), v− u̇2(t)) + b(u̇2(t), v− u̇2(t)) + j(Su̇2(t), v)− j(Su̇2(t), u̇2(t))

≥< f (t), v− u̇2(t) >E, ∀v ∈ E, t ∈ [0, T].

Nous prenons v = u̇2(t) dans la première inégalité et v = u̇1(t) dans la

deuxième, on trouve

a(u1(t), u̇2(t)− u̇1(t)) + b(u̇1(t), u̇2(t)− u̇1(t)) + j(Su̇1(t), u̇2(t))

− j(Su̇1(t), u̇1(t)) ≥< f (t), u̇2(t)− u̇1(t) >E, ∀t ∈ [0, T].

a(u2(t), u̇1(t)− u̇2(t)) + b(u̇2(t), u̇1(t)− u̇2(t)) + j(Su̇2(t), u̇1(t))

− j(Su̇2(t), u̇2(t)) ≥< f (t), u̇1(t)− u̇2(t) >E, ∀t ∈ [0, T].

Les deux inégalités nous donnent

b(u̇1(t)− u̇2(t), u̇1(t)− u̇2(t)) ≤ a(u1(t)− u2(t), u̇2(t)− u̇1(t))

+ j(Su̇1(t), u̇2(t))− j(Su̇1(t), u̇1(t))

+ j(Su̇2(t), u̇1(t))− j(Su̇2(t), u̇2(t)) (2.5.28)

En utilisant maintenant les hypothèses (2.3.3), (2.3.4)(b), (2.5.1) et (2.1.6), pour

obtenir

m′
∥∥u̇1(t)− u̇2(t)

∥∥2
E ≤ M

∥∥u1(t)− u2(t)
∥∥

E

∥∥u̇1(t)− u̇2(t)
∥∥

E

+ αLs

( ∫ t

0

∥∥u̇1(s)− u̇2(s)
∥∥

Eds
)
×
∥∥u̇1(t)− u̇2(t)

∥∥
E, (2.5.29)

d’où

∥∥u̇1(t)− u̇2(t)
∥∥2

E ≤ C
∫ t

0

∥∥u̇1(s)− u̇2(s)
∥∥2

E ds ∀t ∈ [0, T]. (2.5.30)

Par l’inégalité de Gronwall, on déduit

0 ≤ ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2
E ≤ C× eC(t−0) × 0, ∀t ∈ [0, T].

Donc u̇1(t) = u̇2(t). De plus, par (2.5.21) et (2.5.22), on déduit que u1(t) =

u2(t), pour tout t ∈ [0, T].

Ce qui démontre la partie de l’unicité.
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Ce qui termine la démonstration du théorème 2.9.

Le théorème 2.9 fournit des résultats d’existence et d’unicité dans l’étude des pro-

blèmes de Cauchy (2.5.4)-(2.5.5) et (2.5.6)-(2.5.7), respectivement, sous les mêmes

hypothèses sur les données ; notons aussi que la régularité u ∈ C1([0, T]; E) de

la solution est la même, dans les deux problèmes ci-dessus. Par conséquent, nous

concluons que les inéquations quasivariationnelles (2.5.4)-(2.5.5) et (2.5.6)-(2.5.7))

présentent une caractéristique commune. De plus, nous notons qu’en comparaison

avec le théorème 2.8, dans le théorème 2.9 nous n’avons pas besoin d’hypothèses

de petitesse dans l’étude du problème (2.5.6)-(2.5.7)). Cette caractéristique provient

du fait que dans la preuve du théorème 2.9, nous utilisons l’hypothèse (2.5.1), qui

implique un terme intégral et nous permet de dériver l’inégalité (2.5.17) ; et, comme

il résulte du lemme 1.30, les inégalités de cette forme conduisent à une propriété de

point fixe sans aucune hypothèse de petitesse sur les données.

Des exemples de problèmes aux limites qui conduisent à des inéquations quasivaria-

tionnelles de la forme (2.5.4)-(2.5.5) et (2.5.6)-(2.5.7) seront présentés dans le chapitre

suivant.
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Chapitre 3
PROBLÈMES AUX LIMITES DE CONTACT POUR

LES MATÉRIAUX VISCOÉLASTIQUES Á
MÉMOIRE COURTE

Dans ce chapitre, nous présentons les notations et les préliminaires qui sont néces-

saires à l’étude des problèmes aux limites de contact. Nous étudions des modèles

quasi-statiques pour des problèmes de frottement impliquant des matériaux visco-

élastiques à mémoire courte. Nous modélisons le frottement avec des versions de la

loi de Tresca, et les lois dépendantes du glissement total et du taux de glissement

total. Pour tous les modèles, nous prouvons que le champ de déplacement satisfait

une inéquation variationnelle d’évolution avec le terme de viscosité. Ensuite, nous

appliquons les résultats du chapitre 2 pour obtenir les résultats d’existence, d’uni-

cité et de régularité.

Dans ce chapitre, nous utilisons un nouveau espace V, ainsi que son produit scalaire

< ., . >V et la norme associée ‖.‖V . L’utilisation des résultats abstraits présentés

dans le chapitre précédent de ce travail est faite dans le cas E = V, < ., . >E=<

., . >V .
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3.1 Modélisation des problèmes élastiques et viscoélas-
tiques

Cette section est consacrée à la présentation du cadre physique général et les for-

mulations mathématiques appropriées à l’étude des problèmes de contacts, avec

frottement, entre un corps élastique ou viscoélastique et une fondation rigide.

3.1.1 Cadre physique

Le cadre physique considéré dans ce mémoire est le suivant :

On considère un corps élastique ou viscoélastique qui occupe un domaine borné

Ω ⊂ Rd, (d = 2, 3), de frontière suffisamment régulière ∂Ω partitionnée en trois

parties mesurables disjointes ΓD, ΓN, ΓC correspondant aux conditions aux limites

mécanique, telles que mes(ΓD) > 0 et l’ensembles ΓD, ΓN, ΓC forment une partition

disjointe de ∂Ω (voir Fig 3.1).

Fig 3.1. Le corps est en contact avec une fondation rigide.

On note par n la normale unitaire sortante à ∂Ω. Le corps est encastré sur ΓD dans

une structure fixée et en contact avec frottement. Sur ΓN agissent des tractions sur-

faciques de densité f2. Nous intéressons à l’étude de l’évolution du corps matériel

sous l’action des forces volumiques de densité f0 et nous supposons que f0 et f2

varient très lentement par rapport au temps. Finalement, soit [0, T] l’intervalle de

temps avec T > 0.
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Avant la description des modèles mathématiques associées au cadre physique pré-

senté ci-dessus, nous donnons quelques notations et conventions que nous utilise-

rons tout au long de ce chapitre.

Nous notons par Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd (d = 2, 3)(
i.e, l’espace des matrices symétriques d’ordre d

)
. ”.” et ‖.‖ représentent respective-

ment le produit scalaire et la norme euclidienne sur Rd et Sd

u.v = uivi, ‖v‖ = (v.v)
1
2 pour tout u = (ui), v = (vi) ∈ Rd.

σ.τ = σijτij, ‖τ‖ = (τ.τ)
1
2 pour tout σ = (σij) , τ = (τij) ∈ Sd.

Le champ des déplacements :

u = u(x, t) = (ui(x, t)) : Ω× [0, T] −→ Rd,

avec i = 1, .., d.

Le tenseur des déformations linéarisées :

ε(u) = (εij(u)) : Ω× [0, T] −→ Sd,

avec εij(u) = 1
2(Ou +Otu) = 1

2(ui,j + uj,i) et ui,j =
∂ui
∂xj

, 1 ≤ i, j ≤ d.

ε(u) =



ε11(u) ε12(u) ... ε1d(u)

ε21(u) ε22(u) ... ε2d(u)

. . .

. . .

. . .

εd1(u) εd2(u) ... εdd(u)


Le tenseur des contraintes :

σ = σ(u) = (σij(u)) : Ω× [0, T] −→ Sd, 1 ≤ i, j ≤ d.

Le tenseur d’élasticité :

La notion d’élasticité s’intéresse exclusivement à la déformation illustré dans la fi-

gure suivante.
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Fig 3.2. Déformation d’un corps élastique soumis à une contrainte.

L’élasticité étudie les déplacements, les déformations et les contraintes dans un corps

soumis à des forces extérieures.

Le tenseur d’élasticité est un objet mathématique utilisé en élasticité. C’est un ten-

seur symétrique d’ordre 4 noté A.

Frottement :

Le frottement est une force s’opposant aux mouvements d’un corps en contact avec

un autre ou la force opposée à celle qui est à l’origine du mouvement.

Le tenseur de viscosité :

La viscosité caractérise le fait que tout changement de forme d’un fluide réel s’ac-

compagne d’une résistance (frottements) , donc, la viscosité mesure la résistance

d’un fluide au changement de forme ; la viscosité détermine la vitesse de mouve-

ment du fluide (par exemple, la vitesse de déplacement d’une cuillère dans un bol ;

plus le liquide est visqueux, plus le mouvement est lent).

Le tenseur de viscositéé est symétrique d’ordre 4 noté B.

Les conditions de contact :

Nous passons maintenant à la description de diverses conditions sur la surface de

contact ΓC, ce qui sont divisées naturellement dans la direction normale et ceux qui

sont dans la direction tangentielle. Pour les décrire, nous désignons par un et uτ les

composantes normale et tangentielle du déplacement u sur la frontière, elles sont
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données par

un = u.n , uτ = u− unn. (3.1.1)

Fig 3.3. Composantes d’un vecteur de déplacement.

Nous notons par σn et στ les composantes normale et tangentielle e d’un champ des

contraintes à la frontière telles que

σn = (σn).n , στ = σn− σnn. (3.1.2)

Fig 3.4. Composantes d’un vecteur contrainte.

Les relations (3.1.1) et (3.1.2) nous permettent d’écrire la relation suivante

(σn).v = σnvn + στvτ.

Nous représentons la dérivation par rapport au temps, par

u̇ =
du
dt

,

où u̇ désigne le champ des vitesses.

Nous notons par u̇n et u̇τ les composantes normale et tangentielle du vecteur de

vitesse u̇ à la frontière telles que

u̇n = u̇.n , u̇τ = u̇− u̇nn. (3.1.3)
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3.1.2 Modèle mathématique du cadre physique

3.1.2.1 Problèmes d’élasticité et de viscosité

Dans cette partie, nous intéressons au comportement du matériau qui est linéaire

(les relations entre les contraintes et les déformations sont linéaires) et élastique (le

solide reprend sa forme initiale dès que les forces appliquées sont supprimées).

3.1.2.1.1 L’équation de mouvement

Nous intéressons à un modèle mathématique décrivant l’évolution d’un corps dé-

formable en contact avec une fondation, ses inconnues sont le champ de déplace-

ment u : Ω× [0, T] −→ Rd et le champ des contraintes σ : Ω× [0, T] −→ Sd, avec

T > 0. L’évolution de l’état mécanique du corps est décrite par l’équation du mou-

vement de Cauchy

div σ(t) + f0(t) = 0 dans Ω× [0, T], (3.1.4)

où div représente l’opérateur divergence divσ = (σij,j) tel que σij,j =
∂σij
∂xj

et f0 la

densité des forces volumiques.

Les processus modélisés par l’équation d’équilibre (3.1.4) s’appellent processus quasi-

statiques. Dans le cas statique, l’équation d’équilibre est valable dans Ω.

3.1.2.1.2 Lois de comportement

Les lois de comportements (ou lois constitutives)sont des relations entre le tenseur

des contraintes σ, le tenseur des déformations ε.

A. Lois de comportement élastique

Une loi constitutive d’un corps élastique est donnée par

σ = A ε(u), (3.1.5)

où A = (aijkh), i, j, k, h ∈ 1, d le tenseur d’élasticité.

Sous forme de composants, les équations constitutives

σij = aijkh εkh(u). (3.1.6)
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Nous permettons aux coefficients aijkh de dépendre de l’emplacement du point dans

le corps.

Pour des raisons de symétrie, chaque tenseur est caractérisé par seulement deux

coefficients. Ainsi, la loi de comportement linéaire d’un corps élastique est donnée

par

σ = 2µε(u) + λtr(ε(u))I, (3.1.7)

où λ > 0 et µ > 0 sont des coefficients de lamé et tr(ε(u)) le tenseur de trace de ε(u)

tr(ε(u)) = εii(u)

et I représente le tenseur d’identité (la matrice d’identité) sur Rd.

Par une formule composants, l’équation (3.1.7) s’écrit

σij = 2µ εij(u) + λ εii(u) δij,

où δij est le delta Kronecker, i.e,

δij =

{
1 , si i = j,
0 , si i 6= j.

B. Lois de comportement viscoélastique

La loi de comportement pour un corps viscoélastique à mémoire courte est donnée

par

σ = A ε(u) + B ε(u̇), (3.1.8)

où B = (bijkh), i, j, k, h ∈ {1, ..., d}, le tenseur des coefficients de viscosité.

Sous forme de composants, les équations constitutives

σij = aijkh εkh(u) + bijkh εkh(u̇). (3.1.9)

Nous permettons aux coefficients bijkh de dépendre de l’emplacement du point dans

le corps.

La loi de comportement linéaire pour un corps viscoélastique à mémoire courte est

donnée par

σ = 2µε(u) + λtr(ε(u))I + 2θε(u̇) + ξtr(ε(u̇))I, (3.1.10)
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où λ > 0 et µ > 0 sont des coefficients de lamé et θ > 0, ξ ≥ 0 sont des coefficients

de viscosité.

En composants,

σij = 2µ εij(u) + λ εii(u) δij + 2θ εij(u̇) + ξ εii(u̇) δij.

3.1.2.1.3 Conditions aux limites de contact

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites à la fois en direction

de la normale et dans le plan tangent, ces dernières étant appelées conditions de

frottement. En direction de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral

(lorsque l’obstacle est rigide), bilatéral (lorsqu’il n’y a pas de séparation entre le

corps et l’obstacle).

Rappelons que la frontière est divisée en trois parties disjointes et mesurables ΓD, ΓN

et ΓC telles que mes(ΓD) > 0, nous donnons dans ce paragraphe les conditions aux

limites sur chacune des trois parties.

A. Conditions aux limites de déplacement-traction

Dans tous les problèmes qui seront étudiés dans cette partie, le corps est encastré

sur la partie ΓD, donc

u = 0 sur ΓD (Condition de Dirichlet) (3.1.11)

cette relation représente la condition aux limites de déplacement.

Une traction surfacique de densité f2 agit sur la partie ΓN et par conséquent le vec-

teur des contraintes de Cauchy σn satisfait

σ n = f2 sur ΓN (Condition de Newman) (3.1.12)

cette condition est appelée la condition aux limites de traction.

B. Conditions de contact

Pour compléter le modèle mathématique qui d’écrit l’évolution du corps, il faut

préciser les conditions aux limites sur ΓC, c’est l’objet des conditions de contact et

des lois de frottement que nous allons décrire dans ce qui suit.
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S’il n’y a pas d’écart entre le corps et la base, nous avons

un = 0.

Cette condition est placée pour un contact bilatéral (le contact entre le corps et la

base est maintenue en tout temps).

Sinon, dans les points de ΓC tels que un < g, il n’existe pas de contact entre et la base

rigide donc le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule, c-à-d

un < g =⇒ σn = 0, sur ΓC,

où la distance de chaque point x ∈ ΓC à la base rigide dans la direction de la normale

n(x) est connue et notée par g(x).

Nous supposons aussi que le contact entre le corps et la base rigide se produit si et

seulement si un = g. Puisque la base est considérée rigide, donc

un = g =⇒ σn ≤ 0, sur ΓC.

On peut résumer les conditions ci dessus de la manière condensée suivante

un ≤ g, σn ≤ 0, σn(un − g) = 0, sur ΓC. (3.1.13)

Les conditions (3.1.13) s’appellent les conditions de contact unilatéral ou conditions

de contact de type Signorini.

C. Lois de contact avec ou sans frottement

La condition de contact est dite sans frottement dans la quelle la partie tangentielle

de la contrainte (la force de frottement) est nulle, c’est-à-dire

στ = 0, sur ΓC. (3.1.14)

Dans le cas où la force de frottement n’est pas nulle, le contact est avec frottement.

Les lois de frottement intervenant dans ce chapitre sont des versions de la loi de type

Tresca. La loi de frottement de type Tresca se caractérise par l’intervention statique
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de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle peut s’énoncer comme

suit {
‖στ‖ ≤ g, si u̇τ = 0,
στ = −g u̇τ

‖u̇τ‖ , si u̇τ 6= 0.
(3.1.15)

Ici, u̇τ est la vitesse tangentielle ou le taux de glissement et g : ΓC −→ R+ représente

le seuil de frottement (ce seuil n’est pas fixée et dépend du coefficient de frottement

et de la solution du problème).

Nous pouvons prendre pour g le choix suivant

g = g(Su(t)) (3.1.16)

ou

g = g(Su̇(t)). (3.1.17)

Ici,

Sw(t) =
t∫
0

‖wτ(s)‖ds,

et les fonctions Su(x, t) et Su̇(x, t) représentent le glissement total et le taux de glis-

sement total au point x sur ΓC dans la période de temps [0, t], respectivement.

La loi de frottement (3.1.15) associée à (3.1.16) sera appelée loi de frottement dépen-

dant du glissement total et la même loi de frottement (3.1.15) associée à (3.1.17) sera

appelée loi de frottement dépendant du taux de glissement total.

3.1.2.2 Quelques hypothèses

Nous commençons par cette notation.

Notation 3.1. On note par

divτ = τ1,1 + τ2,2 avec τ = (τ1(x1, x2, t), τ2(x1, x2, t)) (3.1.18)

Or τ = (τ1(x1, x2), τ2(x1, x2))

Ov = (v,1, v,2) avec v = v(x1, x2, t) or v = v(x1, x2) (3.1.19)
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Nous considérons un corps élastique en contact avec une base rigide. Alors, la for-

mulation mécanique du problème de contact sans frottement est donnée par :

Problème P1
ela. Trouver un champ des déplacements u : Ω × [0, T] −→ Rd et un

champ des contraintes σ : Ω× [0, T] −→ Sd tels que
div σ + f0 = 0 dans Ω,
σ = 2µε(u) + λtr(ε(u))I.
u = 0 sur ΓD,
σ n = f2 sur ΓN.

Si on considère un corps élastique en contact avec frottement, le problème méca-

nique devient :

Problème P2
ela. Trouver un champ des déplacements u : Ω × [0, T] −→ Rd et un

champ des contraintes σ : Ω× [0, T] −→ Sd tels que

div σ + f0 = 0 dans Ω,
σ = 2µε(u) + λtr(ε(u))I.
u = 0 sur ΓD,
σ n = f2 sur ΓN,{
‖στ‖ ≤ g, si u̇τ = 0,
στ = −g u̇τ

‖u̇τ‖ , si u̇τ 6= 0.
surΓC.

Maintenant, on considère les problèmes viscoélastiques sans et avec frottement par :

Problème P1
viscoela. Trouver un champ des déplacements u : Ω× [0, T] −→ Rd et un

champ des contraintes σ : Ω× [0, T] −→ Sd tels que

div σ + f0 = 0 dans Ω,
σ = 2µε(u) + λtr(ε(u))I + 2θε(u̇) + ξtr(ε(u̇))I.
u = 0 sur ΓD,
σ n = f2 sur ΓN,
u(0) = u0 dans Ω.
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Problème P2
viscoela. Trouver un champ des déplacements u : Ω× [0, T] −→ Rd et un

champ des contraintes σ : Ω× [0, T] −→ Sd tels que

div σ + f0 = 0 dans Ω,
σ = 2µε(u) + λtr(ε(u))I + 2θε(u̇) + ξtr(ε(u̇))I.
u = 0 sur ΓD,
σ n = f2 sur ΓN,{
‖στ‖ ≤ g, si u̇τ = 0,
στ = −g u̇τ

‖u̇τ‖ , si u̇τ 6= 0.
surΓC,

u(0) = u0 dans Ω.

Dans l’étude du problèmes mécanique ci-dessus nous supposons les hypothèses sui-

vantes.

1. Les forces volumiques f0 dans Ω et les forces surfaciques f2 sur ΓN sont de la

forme suivante

f0 = (0, 0, f0) avec f0 = f0(x1, x2, t) : Ω× [0, T] −→ R (3.1.20)

f2 = (0, 0, f2) avec f2 = f2(x1, x2, t) : ΓN × [0, T] −→ R (3.1.21)

2. Nous supposons aussi que f0 et f2 engendrent une déformation sur le corps

avec un déplacement u qui est indépendant de x3, tel que

u = (u1, u2, u3) = (0, 0, u) avec u = u(x1, x2, t) : Ω× [0, T] −→ R (3.1.22)

Et le tenseur des déformations ε(u) est donné par

ε(u) = (εij(u)) avec εij(u) =
1
2
(ui,j + uj,i) , i, j ∈ 1, 3.

Tel que

ε(u) =


0 0 1

2 u,1

0 0 1
2 u,2

1
2 u,1

1
2 u,2 0

 .

Donc trε(u) = 0.

3. Dans le cas des corps élastiques, la loi de comportement (3.1.7) devient sous

forme suivante

σ(u) = 2µε(u) =


0 0 µu,1

0 0 µu,2

µu,1 µu,2 0

 =


0 0 σ13

0 0 σ23

σ31 σ32 0

 . (3.1.23)
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C’est-à-dire {
σ13 = σ31 = µu,1

σ23 = σ32 = µu,1

Donc l’équation d’équilibre (3.1.4) sera écrite
σ11,1 + σ12,2 + σ13,3 = 0
σ21,1 + σ22,2 + σ23,3 = 0
σ31,1 + σ32,2 + σ33,3 + f0 = 0

(3.1.24)

Comme u et f0 ne dépendent que des variables x1, x2 et µ = µ(x1, x2), il dé-

coule de (3.1.23) que les deux premières équations de (3.1.24) sont satisfaites

de façon identique. De plus, la dernière équation dans (3.1.24) devient

σ31,1 + σ32,2 + f0 = 0.

D’autre part, on a

Ou = (u,1, u,2),

donc

µOu = (µu,1, µu,2).

Et

div(µOu) = div(µu,1, µu,2) = σ31,1 + σ32,2.

Alors, l’équation (3.1.4) devient

div(µOu) + f0 = 0 dans Ω. (3.1.25)

Dans le cas des corps viscoélastiques, on refait les mêmes étapes précédentes,

on trouve

div(µOu + θOu̇) + f0 = 0 dans Ω. (3.1.26)

4. Conditions de Dirichlet et Neumann

Nous décrivons maintenant les conditions sur la frontière ∂Ω.

Nous supposons que les déplacements sont bloqués sur la frontière ΓD, ainsi

(3.1.22) nous donne

u = 0, sur ΓD, (condition de Dirichlet).
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Soit n le vecteur normal unitaire sur ∂Ω. Donc, nous avons

n = (n1, n2, 0) avec ni = (x1, x2) : ∂Ω −→ R , i = 1, 2. (3.1.27)

On désigne par ∂nu la dérivée normale du déplacement, donnée par

∂nu = Ou.n = u,1n1 + u,2n2, (3.1.28)

où {
τ.n = τ1n1 + τ2.n2.
τ.Ov = τ1v,1 + τ2v,2.

(3.1.29)

Par (3.1.23), (3.1.27) et (3.1.28), on obtient le vecteur σn = (σijnj) tel que

σn =


0 0 µu,1

0 0 µu,2

µu,1 µuu,2 0




n1

n2

0

 =


0

0

µu,1n1 + µu,2n2

 =


0

0

µOu.n

 =


0

0

µ∂nu

 .

C’est-à-dire,

σn = (0, 0, µ∂nu) (3.1.30)

Maintenant, nous utilisons (3.1.12), (3.1.21) et (3.1.30), pour obtenir

σn =


0

0

µ∂nu

 =


0

0

f2

 .

Donc

µ∂nu = f2 sur ΓN, (condition de Newman).

Pour les corps viscoélastiques, on a

σn =


0

0

µ∂nu + θ∂nu̇

 =


0

0

f2

 .

Donc, la condition de Newman devient

µ∂nu + θ∂nu̇ = f2 sur ΓN.

5. Lois de frottement

D’abord, à partir de (3.1.22) et (3.1.27), nous déduisons que le déplacement
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normal disparait un = 0, ce qui montre que le contact est bilatéral, c’est-à-dire

que le contact est conservé pendant toute la durée du processus.

En utilisant maintenant (3.1.22), (3.1.23), (3.1.19) et (3.1.27) nous conclurons

que

uτ = (0, 0, u) , σn(u) = 0 , στ(u) = (0, 0, µ∂nu) (3.1.31)

Nous pouvons maintenant décrire les principales conditions de frottement.

Nous supposons que le frottement est modélisé par les conditions(3.1.15) ci-

dessus sur ΓC.

En utilisant (3.1.31), pour trouver que (3.1.15) devient{
| µ∂nu |≤ g, si u̇ = 0,
µ∂nu = −g u̇

|u̇| , si u̇ 6= 0.
(3.1.32)

La fonction g satisfait

g ∈ L2(ΓC), g(x) ≥ 0 p.p. x ∈ ΓC. (3.1.33)

Mais, si la loi de frottement (3.1.32) dépendant de glissement total ou du taux

de glissement total, alors g satisfait

(a) g : ΓC ×R −→ R+.

(b) Il existe Lg > 0 tel que

|g(x, r1)− g(x, r2)| ≤ Lg |r1 − r2|,

∀r1, r2 ∈ R, p.p.x ∈ ΓC.

(c) L’application x 7→ g(x, r) est mesurable sur ΓC,
pour tout r ∈ R.

(d) L’application x 7→ g(x, 0) appartient à L2(ΓC).



(3.1.34)

Notons que la condition (3.1.34)(b) montre que g(x, ) : R −→ R+ est une

fonction continue de Lipschitz, uniformément par rapport à x ∈ ΓC ; les autres

conditions de (3.1.34) sont introduites pour des raisons mathématiques, puis-

qu’elles garantissent que l’application x −→ g(x, ξ(x)) appartient à L2(ΓC)

pour tout ξ ∈ L2(ΓC).
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Ici, et dans ce qui suite nous intéressons aux problèmes suivants.

Trouver u : Ω× [0, T] −→ R tel que

(PCFGT)



div(µOu(t) + θOu̇)(t) + f0(t) = 0 dans Ω× [0, T],

u(t) = 0 sur ΓD × [0, T],

µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) = f2(t) sur ΓN × [0, T],{
| µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) |≤ g(Su(t)), si u̇(t) = 0,
µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) = −g(Su(t)) u̇(t)

|u̇(t)| , si u̇(t) 6= 0.
sur ΓC × [0, T],

u(0) = u0 dans Ω.

(PCFTGT)



div(µOu(t) + θOu̇)(t) + f0(t) = 0 dans Ω× [0, T],

u(t) = 0 sur ΓD × [0, T],

µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) = f2(t) sur ΓN × [0, T],{
| µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) |≤ g(Su̇(t)), si u̇(t) = 0,
µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) = −g(Su̇(t)) u̇(t)

|u̇(t)| , si u̇(t) 6= 0.
sur ΓC × [0, T],

u(0) = u0 dans Ω.

Dans l’étude des problèmes mécanique (PCFGT) et (PCFTGT) nous supposons les

hypothèses suivantes.

Nous supposons que les forces volumiques f0 et les tractions surfaciques f2 ont la

régularité suivante

f0 ∈ C([0, T]; L2(Ω)), f2 ∈ C([0, T]; L2(ΓN)). (3.1.35)

On suppose que les coefficients de l’élasticité et de viscosité satisfont

µ ∈ L∞(Ω) (3.1.36)

θ ∈ L∞(Ω), il existe θ∗ > 0, tel que θ(x) ≥ θ∗ p.p x ∈ Ω. (3.1.37)

Nous introduisons l’espace fonctionnel V donné par

V = {v ∈ H1(Ω), v = 0 sur ΓD}.

Ici, l’égalité v = 0 sur ΓD s’entend au sens de traces. L’espace V est un espace de

Hilbert séparable muni de produit scalaire

< u, v >V=< Ou,Ov >L2(Ω)2 .
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Par conséquent, par la définition de V, nous obtenons que

‖v‖H1(Ω) ≤ C‖v‖V , ∀v ∈ V. (3.1.38)

Nous combinons (3.1.38) et (1.3.1) pour voir qu’il existe CΩ > 0, qui dépend de Ω et

Γ, tel que

‖v‖L2(Ω) ≤ CΩ‖v‖V , ∀v ∈ V. (3.1.39)

Enfin, la donnée initiale vérifiée

u0 ∈ V. (3.1.40)

3.2 Problèmes de friction dépendant du glissement to-
tal et du taux de glissement total

Nous définissons les formes bilinéaires : a : V × V −→ R, b : V × V −→ R et la

fonction f : [0, T] −→ V par

a(u, v) =
∫
Ω

µOu.Ov dx, ∀u, v ∈ V. (3.2.1)

b(u, v) =
∫
Ω

θOu.Ov dx, ∀u, v ∈ V. (3.2.2)

< f (t), v >V=
∫
Ω

f0(t) v dx +
∫

ΓN

f2(t) v da, ∀v ∈ V, t ∈ [0, T]. (3.2.3)

avec

f ∈ C([0, T]; V). (3.2.4)

Pour les problèmes que nous étudions dans cette section, le seuil de frottement g

est supposée dépendre du glissement total ou du taux de glissement total et donc g

satisfait (3.1.16) ou (3.1.17), respectivement. Pour cette raison, dans ce qui suit, pour

chaque fonction v ∈ C([0, T]; V) on note Sv(t) l’élément de L2(ΓC) donné par

Sv(t) =
∫ t

0
| v(s) | ds, ∀t ∈ [0, T]. (3.2.5)

Notez également que dans (3.2.5) nous écrivons |v(s)| pour la valeur absolue de la

trace de la fonction v(s) sur ΓC qui est un élément de L2(ΓC) et l’intégrale ci-dessus
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est comprise dans l’espace L2(ΓC). En conséquent, Sv(t) ∈ L2(ΓC), et S est un opéra-

teur qui associe chaque fonction v ∈ C([0, T]; V) à la fonction Sv ∈ C([0, T]; L2(ΓC)),

c’est-à-dire ; S : C([0, T]; V) −→ C([0, T]; L2(ΓC)).

La fonctionnelle j : L2(ΓC)×V −→ R est définie par

j(η, v) =
∫
ΓC

g(η) | v | da, ∀η ∈ L2(ΓC), v ∈ V. (3.2.6)

Ainsi, le problème de contact viscoélastique antiplan avec la loi de frottement total

dépendant du glissement est formulée par (PCFGT) et la formulation classique du

problème de contact viscoélastique antiplan avec loi de frottement dépendant du

taux de glissement total est formulée par (PCFTGT).

Maintenant, on va énoncer les deux problèmes variationnels suivants :

Problème 01.

Trouver u : [0, T] −→ V tel que

a(u(t), v− u̇(t)) + b(u̇(t), v− u̇(t)) + j(Su(t), v)− j(Su(t), u̇(t))

≥< f (t), v− u̇(t) >V , ∀v ∈ V, t ∈ [0, T], (3.2.7)

u(0) = u0. (3.2.8)

Problème 02.

Trouver u : [0, T] −→ V tel que

a(u(t), v− u̇(t)) + b(u̇(t), v− u̇(t)) + j(Su̇(t), v)− j(Su̇(t), u̇(t))

≥ < f (t), v− u̇(t) >V , ∀v ∈ V, t ∈ [0, T], (3.2.9)

u(0) = u0. (3.2.10)

3.2.1 Formulations variationnelles

Nous allons présenter dans la suite les deux formulations variationnelles des pro-

blèmes (PCFGT) et (PCFTGT).
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Supposons que le problème (PCFGT) admet une solution u ∈ V. Multiplier l’équa-

tion d’équilibre par (v− u̇(t)) ∈ V, pour tout t ∈ [0, T], puis en intégrant le résultat

sur Ω.∫
Ω

div(µOu(t) + θOu̇(t))(v− u̇(t))dx +
∫
Ω

f0(t)(v− u̇(t))dx = 0, ∀v ∈ V.

On utilise la formule de Green, on trouve∫
Ω

(µOu(t) + θOu̇(t)).O(v− u̇(t))dx =
∫
Ω

f0(t)(v− u̇(t))dx+

∫
Ω

((µOu(t) + θOu̇(t)).n)(v− u̇(t))da, ∀v ∈ V,

et ∫
Ω

(µOu(t) + θOu̇(t)).O(v− u̇(t))dx =
∫
Ω

f0(t)(v− u̇(t))dx+ (3.2.11)

∫
Γ

(µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t))(v− u̇(t))da, ∀v ∈ V.

D’abord, calculons l’intégrale
∫
Γ
(µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t))(v− u̇(t))da.

Puisque Γ = ΓN ∪ ΓD ∪ ΓC et chaque élément v ∈ V s’annule sur ΓD.Alors

L’intégrale sur ΓD : Sur ΓD, on a u = 0. Donc∫
ΓD

(µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t))(v− u̇(t))da = 0, ∀v ∈ V. (3.2.12)

L’intégrale sur ΓN : Sur ΓN, on a µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) = f2(t).

Donc∫
ΓN

(µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t))(v− u̇(t))da =
∫

ΓN

f2(t)(v− u̇(t))da, ∀v ∈ V. (3.2.13)

L’intégrale sur ΓC : Nous montrons

µ∂nu + θ∂nu̇ ≥ g(Su(t)) | u̇(t) | −g(Su(t)) | v | .

En effet,

Si u̇ 6= 0, on a

(µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t))(v− u̇(t)) = −g(Su(t))
u̇(t)
| u̇(t) | (v− u̇(t))

= −g(Su(t))
u̇(t)v
| u̇(t) | + g(Su(t))

u̇2(t)
| u̇(t) |

= g(Su(t)) | u̇(t) | −g(Su(t))
u̇(t)v
| u̇(t) |
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D’autre part, on a u̇(t)v ≤| u̇(t)v |, alors u̇(t)v
|u̇(t)| ≤

|u̇(t)v|
|u̇(t)| . Donc

(µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t))(v− u̇(t)) ≥ g(Su(t)) | u̇(t) | −g(Su(t)) | v |

Si u̇ 6= 0, on a aussi

(µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t))(v− u̇(t)) = (µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t))v

≥ − | µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) || v |

Par (PCFGT), on a | µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) |≤ g(Su(t)). Donc

µ∂nu(t) + θ∂nu̇(t) ≥ −g(Su(t)) | v |

= g(Su(t)) | u̇(t) | −g(Su(t)) | v | .

D’où∫
ΓC

(µ∂nu(t)+ θ∂nu̇(t))(v− u̇(t))da ≥
∫
ΓC

g(Su(t)) | u̇(t) | da−
∫
ΓC

g(Su(t)) | v | da.

(3.2.14)

Par les inégalités (3.2.12),(3.2.13) et (3.2.14), la formule (3.1.26) devient∫
Ω

(µOu(t)+ θOu̇(t)).O(v− u̇(t))dx ≥
∫
Ω

f0(t)(v− u̇(t))dx+
∫
ΓC

g(Su(t)) | u̇(t) | da

−
∫
ΓC

g(Su(t)) | v | da +
∫

ΓN

f2(t)(v− u̇(t))da,

∫
Ω

µOu(t).O(v− u̇(t))dx +
∫
Ω

θOu̇(t).O(v− u̇(t))dx +
∫
ΓC

g(Su(t)) | v | da

−
∫
ΓC

g(Su(t)) | u̇(t) | da ≥
∫
Ω

f0(t)(v− u̇(t))dx +
∫

ΓN

f2(t)(v− u̇(t))da.

En utilisant les relations (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) et (3.2.6) avec une condition initiale,

alors on obtient (3.2.7) et (3.2.8).

Ce qui conclut la formulation variationnelle du problème (PCFGT) (voir le pro-

blème01).

Refaire les mêmes étapes précédente pour obtenir la formulation variationnelle du

problème (PCFGT), à part dans le calcule d’intégrale
∫
Γ
(µ∂nu(t)+ θ∂nu̇(t))(v− u̇(t))da

sur ΓC, au lieu de prendre g(Su(t)) on écrit g(Su̇(t)).
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3.2.2 Principaux résultats d’existence et d’unicité

Maintenant, nous allons présenter les résultats d’existence et d’unicité des solutions

faibles des problèmes 01 et 02.

Théorème 3.2. Supposons que (3.1.35), (3.1.36),(3.1.37) (3.1.40), et (3.1.34) sont satis-

faites. Alors

(1) Il existe une solution unique u ∈ C1([0, T]; V) du problème 01.

(2) Il existe une solution uniqueu ∈ C1([0, T]; V) du problème 02.

Preuve. Nous commençons par montrer les conditions suivantes.

1. La continuité des formes bilinéaires symétriques

Soit la forme bilinéaire symétrique a : V ×V −→ R, telle que

a(u, v) =
∫
Ω

µOu.Ovdx, ∀u, v ∈ V.

Et µ ∈ L∞(Ω). On a pour tout u, v ∈ V

| a(u, v) |=|
∫
Ω

µOu.Ov dx |≤ ‖µ‖L∞(Ω) |
∫
Ω

Ou.Ov dx | .

Par la définition Ou = (u,1, u,2), on a

| a(u, v) |≤ ‖µ‖L∞(Ω) |
∫
Ω

2

∑
i=1

u,iv,idx | .

En utilisant maintenant le produit scalaire

< f , g >L2(Ω)n=
n

∑
i=1

∫
Ω

fi(x)gi(x)dx. (3.2.15)

On trouve

| a(u, v) |≤ ‖µ‖L∞(Ω) |< Ou,Ov >L2(Ω)2 | . (3.2.16)

En appliquant l’inégalité de Cauchy-schwartz sur (3.2.16), on obtient

| a(u, v) | ≤ ‖µ‖L∞(Ω)‖Ou‖L2(Ω)2 ‖Ov‖L2(Ω)2 ,

= ‖µ‖L∞(Ω)‖u‖V‖v‖V .
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Donc, il existe M = ‖µ‖L∞(Ω) > 0, tel que

| a(u, v) |≤ M‖u‖V‖v‖V .

D’où la continuité de la forme a.

Par la même méthode on montre que la forme b est continue (i.e, il existe M′‖θ‖L∞(Ω) >

0), telle que

| b(u, v) |≤ M′‖u‖V‖v‖V .

2. La Coercivité des formes bilinéaires symétriques

Soit θ ∈ L∞(Ω). Pour tout v ∈ V, on a

b(v, v) =
∫
Ω

θOv.Ov dx.

Par (3.1.37), on a

b(v, v) ≥
∫
Ω

θ∗Ov.Ov dx,

≥ θ∗
∫
Ω

Ov.Ov dx,

= θ∗
∫
Ω

2

∑
i=1

v2
,i dx,

= θ∗
2

∑
i=1

∫
Ω

v2
,i dx = θ∗‖Ov‖2

L2(Ω)2 = θ∗‖v‖2
V , ∀v ∈ V.

Donc il existe m = θ∗ > 0, tel que

b(v, v) ≥ m‖v‖2
V , ∀v ∈ V.

D’où la coercivité de la forme b.

Par la même méthode on montre que la forme a est coercive (i.e il existe m′ = µ∗ > 0,

telle que a(v, v) ≥ m′‖v‖2
V , pour tout v ∈ V).

3. La condition (3.1.34) sur g implique que la fonctionnelle j donnée par (3.2.6) satis-

fait l’hypothèse (2.1.6) avec E = V et F = L2(ΓC), aussi, il résulte de (3.2.5)que∥∥∥Sv1(t)− Sv2(t)
∥∥∥

L2(ΓC)
≤
∫ t

0
‖v1(s)− v2(s)‖L2(ΓC)

ds,

∀v1, v2 ∈ C([0, T]; V), t ∈ [0, T].
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Et par(3.1.39), l’opérateur S : C([0, T]; V) −→ C([0, T]; L2(ΓC)) satisfait (2.5.1) pour

E = V et F = L2(ΓC).

La régularité (3.2.4) et (3.1.40) montrent (2.3.6) et (2.3.7).

D’après toutes ces propriétés, nous appliquons le résultat du théorème 2.9 aux pro-

blèmes (3.2.7)-(3.2.8) et (3.2.9)-(3.2.10), on trouve les résultats d’existence et d’unicité

de la solution u ∈ C1([0, T]; V) de chaque problème posé.

Ce qui termine la démonstration.
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