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Notations générales

Symbole

R

N

[a, 0]

H

adh(C)
int(C)

C®) (u, R")
C(R,R)
C([To, T, H)
LY([Th, T], R)

de ()
Projo(.)
dom( f)
epi(f)
af()
9°f()
a’f(.)

Description

L’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des nombres naturels.

Intervalle fermé de R d’extrémité a et b.

Espace de Hilbert muni de produit scalaire (., .).
Adhérence de C.

Intérieur de C.

L’espace des fonctions contintiment différentiables d’ordre p.
L’espace des fonctions 1 fois contintiment différentiables sur R.
L’espace des fonctions continue sur [Ty, T'.
L’espace des fonctions a valeurs dans R

dont la valeur absolue sur [Ty, T est intégrable
au sens de Lebesgue.

La distance sur C.

Projection sur C.

Domaine effectif de f.

Epigraphe de f.

La dérivée partielle de f par rapport a x.

Sous différentiel de f.

Sous différentiel de Clarke de f.

Sous différentiel proximal de f.

La boule ouverte.

La boule fermée.

La frontiére de la boule fermée.

Le domaine de la multi-application F'.

Le graphe de la multi-application F.

L’image de la multi-application F'.

L’inverse de la multi-application F'.

C’est a dire.



Introduction

Le processus de rafle a été introduit dans les années soixante-dix par J.J. Moreau, avec
la motivation dans la théorie de plasticité. Et bien que la théorie ait été produite de la
mécanique, mais de nos jours, ce probléme reste un objet de recherches mathématiques.

Un processus de rafle est le probléme d’évolution défini par

—i(t) € New(xz(t)),

ott Ney(x(t)) est le cone normal de I'ensemble C(t) au point x(t).

L’objectif de ce mémoire, est de détailler un article de Lakmi Niwanthi Wadippuli,
Ivan Gudoshnikov et Oleg Makarenkov [14] intitulé "Global asymptotic stability of
non convexe sweeping process". Le but principal des auteurs était d’étudier 'existence et
I'unicité de solution globale pour "le processus de Rafle" perturbé du premier ordre de la

forme suivante

—i(t) € Negy(x(t) + f(t,z(t)) (1)
ol Ng(t) (x(t)) est le cone normal proximal de 1’ensemble C'(t) au point z(t), C(t) est uni-
formément prox-régulier et Lipschitzienne continu et f(¢,z(t)) une fonction qui satisfait

certaines conditions. En suite ils ont démontré que la solution globale, si elle existe, elle

est périodique lorsque C(t) et f(t,z) sont périodiques.

Ce mémoire est organisée en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré a des
notions de base et quelques résultats fondamentaux qui nous ont été nécessaires dans nos
diverses démonstrations tels que la convexité et la prox-régularité des ensembles, les cones
normaux, continuité des multi-applications, ... etc puis quelques théorémes fondamentaux

d’analyse fonctionnelle qui nous seront utiles dans la suite.

Dans le deuxiéme chapitre nous énongons et démontrons trois théorémes, le premier
théoréme donne 'existence du solutions, le deuxiéme théoréme donne I'unicité et la sta-
bilité exponentielle de la solution globale et le troisiéme théoréme donne la périodicité de

cette solution pour le probléme ().
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Dans le troisiéme chapitre, nous énoncons deux exemples, dans le premier exemple
on va appliquer et vérifier les conditions du théoréme d’unicité pour trouver une seul
solution globale et dans le deuxiéme exemple on va voir que le théoréme d’existence est

inapplicable.



Chapitre 1

Notions de bases et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous seront
trés utiles tout au long de ce mémoire. On commence par quelques notations, puis nous

présentons quelques concepts d’analyse convexe.

1.1 Ensembles convexes

Définition 1.1 Soient x,y deux points de H. Le segment entre x ety noté [x,y] est défini
par

Définition 1.2 (Ensembles convezxes )
Un sous ensemble C' de E est dit convexe si et seulement si pour tous x,y € C, le segment

[z, y] tout entier contenu dans Ci.e.,

Ve,y € C,VA € [0, 1],z + (1 =Ny € C.

FIGURE 1.1 — convexité.

Dans A on remarque que le segment [x,y] est inclus dans ensemble A, mais dans B

le segment [z, y] n’est pas toujours inclus. Alors, A est convexe et B n’est pas convexe.

5
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Exemple 1.3

1. Tout ensemble affine est convezxe.

2. H et () sont converes.

3. Les convezes de R sont les intervalles de R.
4. Une boule ouverte ou fermée est convexe.
5

. Le cylindre circulaire droit C = {x € R"™ 22 + ...+ 22 <1} est un convere de
R+,

Propriété 1.3.1 Soient C, C; et Cy des convezes .Alors, on a
1. pour tout A € R, \(C + Cs) = ACy + ACs.
. pour tout \,pp € R, (A + p)C = \C + uC.

. Toute intersection des ensembles convexes est conveze.

2

3

4. Une combinaison linéaire des converes est un conveze.

5. L’intérieur et l'adhérence d’un convexe C' est un convezxe.
6

. L’image directe (resp. réciproque) d’un convexe par une application linéaire est

convere.

Remarque 1.4 L’union des ensembles convexes n’est pas forcément convexe. En effet,

prenons les deux boules suivantes
By = B((2,1),1) = {(x,y) € R, (z— 2+ (y — 1)* < 1},
By = B((2,4),1) = {(,y) € R, (z— 2+ (y - 4)* < 1},
ona (2,1),(2,4) € By U By, mais si nous prenons t = %, on trouve que
%(2, 1)+ %(2,4) = (2, g) ¢ B U By,

d’ou B1 U By n’est pas convexe.

1.2 Fonctions convexes

Définition 1.5 On appelle domaine effectif (ou simplement domaine) d’une fonction f :
H — R lensemble

dom(f) :={z € H; f(z) < oo}.

Définition 1.6 La fonction f : H — R est dite conveze si pour tous x, y dans dom(f)
et tout A € [0,1], on a
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FOT+ (1= Ny) < A(z) + (1= M) fly).
Exemple 1.7 Si (H,|.||) est un R-espace vectoriel normé, la fonction

f:H—R

z— f(z) = |z|,
est convexe sur R. En effet, soient z, y € H et t € [0,1], on a

fltz + (1 =t)y) = [t + (1 =)y
<tz 4+ (1= t)[lyll
=tf(z)+ (1 —1)f(y).

Remarque 1.8 1) La somme de deux fonctions convezres 4 valeurs dans R U {+o0}

est convexe.

2) Soit f: H — RU {400} une fonction conveze et soit ¢ : R — R U {400} une
fonction conveze croissante sur f(H) \ {+o0}. Alors la fonction ¢ o f définie par
vo f(x)=p(f(x)) si x € dom(f) et (po f)(z) = +oo si x ¢ dom(f) est conveze.

Définition 1.9 Soit f : H — R U {400}. Alors son épigraphe est le sous ensemble de
H x R défini par

epi(f) = {(z,t) €e H xR : f(x) < t}.
1l s’agit donc de ’ensemble des points de l’ensemble produit H X R qui sont situés au

dessus du graphe de f.

Théoréme 1.10 Soit f : H — R. Alors, f est conveze si et seulement si epi(f) est

convezxe.

Définition 1.11 Soit C' une partie non vide de H, on définit sa fonction indicatrice par

0, zeC,
7o () =
+oo, x¢C.
Remarque 1.12 o dom(7¢) = {z € H,7¢(z) < +o0} = C,
o epi(re) = {(x,1) € H x R, 70(x) < 1} = C x [0, +o00],

e [a fonction indicatrice est conveze si et seulement si C' est convexe.
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1.3 Distance de Hausdorff

Définition 1.13 (Fonction distance)

Soit C' une partie non vide de H, la fonction distance associée a C est définie par
de(x) := inf ||z — y||.
o(e) = inf [lo — yl

Proposition 1.14 Soit C' une partie non vide de H. Alors,
1. do(z) =0« x € adh(C).

2. La fonction distance et continument Lipschitzienne de rapport égale a 1.

Définition 1.15 (Distance de Hausdorff)
Soient H un espace de Hilbert, Cy et Cy deux sous-ensembles fermés non vide de H. On

appelle distance de Hausdorff entre Cy et Cy la fonction numérique dy(.,.) définie par
dH(Cl, CQ) = Imax (6(01, 02), 6(02, 01>> s
ot e(A, B) est Uécart entre A et B défini par

e(A, B) = supdgp(a).

acA
Propriété 1.15.1 (Propriétés élémentaires)
1. e(A,0) =00 si A=0.
2. ¢(0, B) = 0.
5. ¢(A,B)=0< AC B.
4. e(A,B) <e(A,C) +e(C, B), pour tout ensemble fermé C € H.
5. dg(A,B)=0< A=T.

1.4 La projection

Définition 1.16 Soit H un espace de Hilbert. Pour tout x € H donné, le sous ensemble

de A noté et défini comme suit
Proja(x) ={a € A:dy(z) = ||z — al|},

s’appelle l'ensemble des points de meilleure approximation de x par rapport a A. On dit

ausst que Proja(x) est la projection de x sur A.

Exemple 1.17 Dans le plan R3, on considére la plan P de l’équation cartésienne

2r +y+ 32+ 8 =0, et on considére le point A = (3,2,4).
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2
Soit le vecteur n | 1 | est le vecteur normal du plan P. B étant le projeté orthogonale du

3
point A sur le plan P,

FIGURE 1.2 — Projection du B sur un plan P.

Cela signifie que la droite (BA) est orthogonale au plan P.

Nous pouvons donc donner une écriture paramétrique de la droite (BA)

r=3+ 2t
(BA) : y=2+t teR
z=4+4 3t

le point B(xp,yg, zB) appartient & la droite (BA) et au plan P, donc les coordonnées de

B wvérifient le systeme suivant

.
yB:2+t teR
ZB:4+3t

\2$B+y3+323+8:0
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’
t=—2
IB:—l

~
yp =0

\232—2

donc les coordonnées de la projection orthogonale B du point A sur le plan P sont alors
B(—1,0,-2).

Remarque 1.18 Afin d’éviter que Proja(x) soit systématiquement vide pour certain x,

on doit supposer que A est un fermé de H.

Proposition 1.19 Si S est convexe fermé d’un espace de Hilbert H, alors la projection est

unique, dans ce cas on la note Ps. De plus, les deux assertions suivantes sont équivalentes
1.VyeS:|lz—Ps()|| <[lz —yll,Vr € H,
2.VyeS:(x— Ps(x),y— Ps(x)) <0,Vz € H.

Remarque 1.20 Soit 2’ € Projs(x), alors on peut écrire ' € S et ||z —2'||* < ||z —y||?

pour tout y € S. Il est facile a montrer que pour tout x € H on a
1
¥ € Projs(z) &2’ €S et (v—2 y—2a)< §||y —2||? Vyes.
En effet, sotent x € H et y € S alors

|z =yl = lz — 2" = (y — 2|
=(e—2'—(y—2a)z—2' - (y—2))
=(x—dx—2)+{y—2',y—2a)y —2(x -2y —2)
= |lo = 2| +ly — 2] = 2z — 2",y — )
<llz = yll* + lly = 2/l = 2( — 2,y — &),
donc .
-ty — o) < Ly - |

Lemme 1.21 Soit S un sous ensemble non vide de E, alors pour tous x,y € E et A € R
1. P5+y(x+y) :Ps<l’>+y
2. PAS(/\fL‘) = )\Ps($)
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1.5 Sous différentiels

Nous commencons cette section par quelques concepts classique de différentiabilité

(dérivée directionnelle, dérivée directionnelle de Clarke ...). Soient f : H — R et 7 €
dom(f).
Définition 1.22 ( Dérivée directionnelle)

La dérivée directionnelle de f au point & dans la direction v € H est donnée par

o0 — tim LE ) = T@)

h—0 h ’

si cette limite existe.

Définition 1.23 ( Dérivée directionnelle de Clarke)
Supposons que f est localement lipschitzienne en . La dérivée directionnelle au sens de

Clarke de f au point T dans la direction v € H notée f°(Z,v), est définie par

fo(fav) = lim sup fz +tv) = f(z)

r—xo,t—0 t

?

ot x est un vecteur de H et t un scalaire positif.

Définition 1.24 (Sous différentiel de Clarke)
Le sous différentiel de Clarke d’une fonction localement Lipschitzienne en ¥ € H est défini

par

o° f(z) = {56 H: (&) < fOz,v), Ve H}.

Définition 1.25 (Sous différentiel prozimal)
Le sous différentielle proximal d’une fonction localement Lipschitzienne en ¥ € H, est
Pensemble 0P f(z) de tous les éléments & € H tels qu’il existe deur constantes réelles

positives o > 0 et 6 > 0 qui vérifient
(&7 — 1) < f(2) - (@) + of]e — 2|,
pour tout x € B(Z,0).
Remarque 1.26 On a toujours
o f(z) C 0° f(x).
Si f est convexe continue alors
0" f(z) = 0°f(z) = 0f ().

Pour plus de détails voir [1].
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1.6 CoOnes normaux

Définition 1.27 On dit qu’un sous ensemble Q2 non vide de H est un cone st Ax € 2

pour tout x € ) et pour tout X\ > 0. De plus, si 2 est convexe on l’appelle cone convexe.

1.6.1 Le cbne normal

Définition 1.28 Soit S un sous ensemble convexe de H et soit T € S. Le cone normal a

S en x est défini par

Ns(z)={ve H: {(vyr—1) <0 VzreS}.

¥
2 + A2y w(xy) =0
L]
A 23+ . Hglx2)
L
Iﬂ_‘
ﬂi’q}: Ej

FIGURE 1.3 — Exemple du cone normal.

Remarque 1.29

1. Un vecteur v est un vecteur normal & S au point T si v ne fait pas d’angle aigu avec

chaque segment de ligne de & dans S.
2. On a toujours {0} C Ns(Z).
3. Par convention si T ¢ S, alors Ns(z) = ().

Exemple 1.30 Soit H=R, S =0,1].

e =0
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N\

FIGURE 1.4 — Exemple du céne normal.

Done, Ns(0) =]—00,0].

FIGURE 1.5 — Exemple du cone normal.

Done, Ng(1) = [0, +o00].

Exemple 1.31 Soit H=R? S =10,1] x [-1,0] et £ = (0,0) (I'origine).
On a
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FIGURE 1.6 — Exemple du cone normal.

Done, N5(0,0) = ]—00,0] x [0, +o0].
Proposition 1.32 Soit S C H conveze et T € S, alors Ng(Z) est un cone conveze fermé.
Proposition 1.33 Soit S un sous ensemble non vide conveze et d’intérieur non vide dans
H. Siz e int(S) alors
Ns(f) =0.
Proposition 1.34 Soit S un sous ensemble conveze fermé de H, siy = Projs(z). Alors,

y = (I +Ns)'(z), donc
[+ Ns()] ™ = Projs(.).

Démonstration Soient z,y € H tels que y = Projs(z), on a
y = Projs(z) & (x —y,c—y) <0 VeeS
-y e Ns(y)
Saxr ey +Ns(y)

(y)
“Ha).

&z e I+ N
&y = [+ N

1.6.2 Cone de Clarke

Définition 1.35 (Cone tangent de Clarke)
On appelle cone tangent de Clarke de ensemble S au point T noté TS (), lensemble
défing par

TS (z) = {v € H : d(Zo; v, S) = 0} .
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Définition 1.36 (Cone normal de Clarke)
On appelle cone normal de Clarke de l'ensemble S au point T, qu’on note N§(Z), l'en-

semble défini par
N (z) = (T5 (@) = {¢ € H: (&,y) <0, Vy € T5 (2) } .

Remarque 1.37

1. 51 S est conveze, alors
NS () ={¢ € H: (£y) <0, Vy € S} = Ns(2).

2. Le cone normal de Clarke de I’ensemble S au point & et le sous différentiel de Clarke

de la fonction indicatrice de l'ensemble S au point T coincident.

1.6.3 Cone normal proximal

Soit S un sous ensemble non vide de H et soit « € S.

Le cone normal proximal de S au point T est donné par
NE(@)={¢ € H,3a>0:ds(z+ af) = a|l¢]|},
en d’autres termes

NL(z)={¢€H 3a>0:7 € Projs(z + af)}.

Remarque 1.38
Quand x ¢ S, le cone normal proximal est indéfini. Par contre lorsqu’on a T € S avec
T ¢ Projs(u) pour tout u ¢ S (i.e., qu’il n'existe pas de point 4 extérieur a S tel que

T € Projs(u) ce qui est le cas quand T € intS) on pose N (z) = {0} .

Proposition 1.39 Le Cone normal proximal admet la caractérisation analytique suivante

(g2 =) <ollz — z|]”

€ N (z) = 30,6 >0 tel que o
Ve e (z+0B)NS.

s 3do=0(p,2) tel que (p,x—7) <ollr—1z|?) Vres.
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Démonstration Nous commencons par la premiére caractérisation. Supposons que ¢ €
NZ(z). Alors,

0 € NL(z) & ds(T+ ap) = alle||  pour un certain a > 0
Sllz+ap—z|P<||T+ap—2|)* Vres
& ||z + apll* + [|2[]* = 2(7 + ap, 7) < |7+ ap|]” + ||2[]* - 2(Z + ap,2) VzeS
& 2T +ap,x—1) < [l — [|Z]]* VzeS
& 2(7,2) = 2/[7|* + 2a{p, 2 — ) < [[2|* — ||z[]* V2 e S
s 20(p,z —7) < ||z|]* + ||Z|]* — 2(z,Z) VxS
1
s lpr—7) <o (lo—7P) Vees.
2cv
1
5.
Montrons maintenant 1’équivalence entre les deux caractérisation du cone normal proxi-

ce qui montre la premiére caractérisation en posant o =

mal. Supposons qu’il existe o > 0 et 6 > 0 tels que
<()07x - j> < O'||I o £||27
pour tout Vo € (z + 6B) N S. Soit x € S de sorte que ||z — Z|| > . On distingue donc

deux cas :

1. Si||lz—2Z||>1,0na
il = 1zl < [lo = 2] < [Jo — .
Alors

(0,2 =) <|lellllz — 2|
< [leoll([l=[l + [lI1)
< [lell(lfl] = [z + 2I=l])
< [lellClfl]] = [lz[[l+2]lzl])
<llell(lz —z[1* +2]|z]])
< llell(lz = z[1* + 2|z]l[|= — z||*)
= llll(X +2[12[])[]= — ="

2. Si ||z —Z|| < 1, alors 6 < ||z — Z|| < 1, pour un certain 6 > 0. Ce qui montre que
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||z — z]| > 1 et 5 > 1. On obtient donc

(.2 = 2) <|lel] ||z — |
< [leoll([l=[l + ll[])
< llell(llz — =[] + 2[|z]])

r—2x _
S ECAITED

1 _ _
< llell(5lle = 2I” + 2[[2[])

||z —z

< [lell(F—5z— + 2l

< [lell(x + 2[|z[1)

2
s("é—Z”

|z — 2|

52
)1 +2[12(])e — .

Prenons donc @ = maz (o, ||o]|(1 + 2||Z||), %(1 + 2||z||)) pour que
(p,x—z) <Tllz— 2| Vres.
L’implication inverse est évidente.
[

Remarque 1.40 Si l’ensemble S est convexe, alors tous les cones cités ci-dessus coin-
cident
Nis(z) = N§ (z) = N§ (2).

1.7 Multi-application

Pour plus de détails sur cette section voir [3].

Définition 1.41 Une multi-application (ou application multivoque) F' d’un espace X vers
un espace Y est une correspondance qui associée a tout élément x € X un sous ensemble
F(X) deY. On notera F : X — P(Y), (P(Y) est l’ensemble de partie de Y). Les

notations F : X — 2Y et F:=2Y sont aussi utilisées dans la littérature.

Définition 1.42 Le domaine, le graphe et l'image de la multi-application F :=='Y sont
donnés par
Dom(F) ={z € X : F(x) # 0},

gr(F) ={(z,y) e X xY 1y € F(x)},
Im(F)= |J F(x)

xz€Dom/(F)
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Remarque 1.43

1. Une multifonction F : X — P(X) est a valeurs fermées (resp. convezxes) si F(X)

est fermé (resp. convezxe) pour tout x € X .

2. F est dite bornée sur les bornés si l'ensemble

F(A) =] F(x),

€A

est borné dans 'Y pour chaque sous ensemble A € Py(X) ot Py(X) est l’ensemble

des parties bornées de Y .

Définition 1.44 Soit F': X = Y une multi-application, On appelle sélection de F toute
application f: X — Y wvérifie

f(x) e F(z), ze€X.

Définition 1.45 Soit F, et Ey deuzr ensembles et F' : Ey — P(Es) une application

multivoque, B un sous ensemble de FEs.

1. L’inverse F~1 de F est l'application multivoque de Ey dans Ey définie par la relation
r€Fl(y) &yecFlx) s (z,y) € gr(F).

i.e.,

Fly)={reE yecF(x)} ={x € Ey;(z,y) € gr(F)}.
2. L’image inverse de B par F noté F~Y(B), est définie par
F(B) = {x € By F(x) (B # (ZJ} .
3. Le noyau de F notée F*(B), est défini par
FT(B) ={x € Ey;F(z) C B}.

Définition 1.46 (Continuité au sens de Hausdorff)

Soient X et Y deux espaces métriques, ' : X = Y wune multi-application a valeurs
compactes est dite H—continue ou continue au sens de Hausdorff, si et seulement si, pour
toute suite (x,) de X qui converge vers xg, on a

lim H(F(z,), F(z)) =0.

n—aoo
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1.8 Les ensembles uniformément prox-réguliers

Définition 1.47 Soit S un ensemble fermé de H et n € ]0,4+00]. On dit que l’ensemble
S est uniformément n-proz-régulier si pour tout x € S, et pour chaque v € NE(x) avec

llv|]] <1 ona

x € Ps(x + tv),

pour tout nombre réel positif t < n.

FIGURE 1.7 — L’ensemble S est n-prox-régulier.

Voici une autre définition de la prox-régularité.

Définition 1.48 Pour n € ]0,400], un ensemble S est uniformément n-prox-régulier, si
et seulement si chaque normale prorimale non nulle a S peut étre réalisé par une boule

de rayon n, ¢a signifie que

pour tout T € S et tout £ € NY(Z) on a

(e — ) < golle =[], €#0.

(1.1)

Remarque 1.49

1) Pour tout x € S, nous faisons la convention % =0 pour n = +o0 et donc

S est n — prox-régulier < S est convexe.

2) Les deux définitions précédentes sont équivalentes. En effet, fitons © € S et v €

NZ(x)( B, pour tout ' € H on a pour tout nombre réel positif t <
|z +to — 2| = £||v]|* = 2t(v,2" — x) + [|2" — 2|,

par conséquent

|z +tv—z||* < ||z +tvo—2'|* Vo' €S,
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st et seulement si on a .
/ / 2
v, —x) < —||lv — x|
(w0 ~ ) < ol
ce qui montre que v € Pg(x + tv) si et seulement si cette derniére inégalité est

vérifiée.

Exemple 1.50

1) L’union de deux ensembles convezes n’est pas nécessairement convexe, par contre elle

est prozr-réquliére.
2) H\B(0,n) est proz-régulier.
3) L’intersection de deuzr ensembles proz-réguliers n’est pas prox-régulier.
La proposition suivante résume certaines conséquence importante sur la prox-régularité.

Proposition 1.51 Soient S un sous-ensemble fermé non vide de H et x € S, les asser-

tions suivantes sont satisfaites

(i) Soitn € 10,+0o<], si S est uniformément n—proz-régulier alors pour tout x € S avec

ds(z) <mn on a Projs(z) existe et unique. De plus
8Pd5(x) = 8Cds(x)

(ii) Soit n € )0,400] et ' €]0,n], si S est uniformément n-proz-régulier alors le sous-

ensemble
Sy ={x € H;ds(x) <n'} est (n—n') — proz-régulier.

Pour la démonstration on peut se référer a [9],[10],[13].

Théoréme 1.52 Soit S un sous-ensemble fermé non vide de H et n € |0, +00], alors les

assertions sutvantes sont équivalentes
(a) L’ensemble S est n-proz-régulier.

our tout v € x) N B et tout nombre réel positif t <n on a
b) Pour tout v € N¥ B el tout b [ positif t
r = Ps(z + tv).

(¢) Pour tout z; € S, v; € NI(z),i=1,2 on a

L (ol el 2

<’U1—Ug,l‘1—[)’}2> Z - <—+_ ||l’1—l’2|’ . (12)
2\ 7n U

Démonstration e(a) < (b) : Cette équivalence est facile & vérifié car il n’est pas difficile

de voir que x = Projs(z + tv) lorsque x € Projs(z + t'v) pour un certain t' > ¢.



1.8. LES ENSEMBLES UNIFORMEMENT PROX-REGULIERS 21

o(a) = (c) : Soit v; € NE(x;) avec i = 1,2. Comme S est n-prox-régulier, alors par

définition on a

v

(on = 22) 2 =B, —
v

(—vg, 11 — 2) > ||2727||||2 1%,

en additionnant les derniéres inégalités on trouve (c)
e Montrons maintenant que (c¢) = (a), pour x,2’ € S et v € NI, il suffit de prendre

v = 0,21 =,y = 2’ et vy = 0 dans 'inégalité de (¢) pour obtenir (a).
[ |

Remarque 1.53 Généralement, nous avons NE(z) C N§(x). Cependant, pour un en-
semble S n-prox-régulier, Le cone normal proximal a S coincide avec tous les cones nor-

mauzx contenus dans le cone normal de Clarke en tout point x € S, i.e.,
N§ (x) = N§ (2),
pour tout ensemble S uniformément n-prox-régulier. Dans ce cas on a
Nis(w) = N§ (z) = Ng (2).

Proposition 1.54 Soit S un sous ensemble n-proz-régulier de H avec n € ]0,400] et

soient x,x' € H. Si v — 2’ € Ng(2') et ||z — 2'|| < n (resp. ||z — 2'|| <n), alors
x' € Projs(z) (resp. x' = Ps(x)).

Démonstration Supposons que z — 2’ € Ng(2') et ||z —2'|| < n. La non vacuité du céne
normal proximal montre que 2’ € S. En utilisant la définition de la prox-régularité et le

fait que z, 2’ € S on obtient

1
(z—a'y—af) < %Hx—w’HHy—x’H,

1
< = o
< 5lly ='ll,

et ceci montre que 2’ € Projg(z) d’aprés la Remarque [1.20] .

Si en plus ||z — 2'|| < n alors
ds(z) < [lz —2'|| <,

d’apreés la Proposition [I.51) on obtient
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Considérons 'ensemble :
Qij = {q € R*™ Dy;(q) > 0} -

o D;;(q) = |¢; — qj| — 2r est la distance signée entre les disques ¢ et j, comme dans le

dessin ci-dessous

e5.q) '\\:J‘ H..lq|'

v/
F1GURE 1.8 — Notations.

Proposition 1.55 L’ensemble Q;; est n-proz-régulier avec n = Vor.

1.9 Théorémes fondamentaux d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.56 (Théoréme d’Ascoli-Arzela)
Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle fermé borné I, a valeurs réelles.

On suppose que cette suite de fonctions est équicontinue, i.e.,
Vee [LVe>0,30>0,VneNVyel, |lr—yl<d=|fulr)— fuly)] <e.

et qu’il existe un réel M > 0 tel que |f.(z)| < M pour tout n € N et pour tout x € I .
Alors on peut extraire une sous-suite (fyn,) qui converge uniformément sur I vers une

fonction continue f.

Lemme 1.57 (Gronwall-Bellman)

Soit a : [1,T] — R une fonction absolument continue telle que
a(t) < Aa(t) + b(t), Vit € [, T],

ou T <T et A € R sont des constantes, et b: [1,T] — R une fonction intégrable.
Alors,

t
a(t) < Ma(r) + /eA(ts)b(s)ds, vt € [1,T].

T
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Démonstration On introduite une fonction ¥(t) telle que

Y(t) = M a(r) + / A=9p(s)ds.

A

En multipliant par e~ on trouve que

t

Y(t)e ™ = e Ma(r) + /e_)‘sb(s)ds,

T

alors

t

Y(t)e ™ — /e’\sb(s)ds = e a(T),

T

dérivons par rapport a ¢ on obtient

t

i -t / —As _

o W(t)e e b(s)ds | =0,
donc

Y(t)e ™ — Xp(t)e ™ — b(t)e ™ = 0,
d’ou

D(t) = M(t) = b(t).
D’autre part, on a
b(t) > a(t) — Aa(t),

alors
b(t) = M(t) > alt) — Aa(t),
si u(t) = a(t) — ¥(t) donc u(t) = a(t) — ¥(t) et par suite
a(t) — Mu(t) <0,

A

multiplions les deux membrex de cette inégalité par e~ on obtient

e Mu(t) — u(t)] <0,

d’ou J
lu(tye ™) <0,

ce qui montre que la fonction ¢ — u(t)e* est décroissante et donc

u(t)e™ < u(r)e ™,
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mais u(7) = a(7) — (1) = 0, alors
et par suite

d’ou

Ce qui achéve la preuve de ce lemme .

Définition 1.58 Une application f d’un espace métrique (X, d) dans lui méme est dite

k—contractante, s’il existe une constante k < 1 tel que

d(p(x),o(y)) < kd(z,y)

pour tout couple de points x,y € X.

Théoréme 1.59 (Théoréme de point fixe)
Soit X un espace métrique complet et soit f : X — X wune application k-contractante.

Alors, il existe un point fize unique de f, i.e., x = f(x).

Théoréme 1.60 (Théoréme des fonctions implicites)
Soit U un voisinage d’un point (xo,yo) € R"™™ et soit F : U — R"une fonction qui

satisfait les conditions suivantes
1. Fe CP(U;R"),p>1,
2. F(xo,y0) =0,
3. F,(wo,y0) est une matrice inversible.

Alors, il existe un intervalle I = I x I' C U, avec
L'={z e R™ |z —xo| <a},  Ij={yeR"[y—yl <8},
et une fonction f € CP(I7I7) telle que
F(r,y) =0ey= f(),
pour tout point (z,y) € I" X I} et

fl(@) = =[Fy(@, f@)] " [Fi, f(2))].
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1.10 Reésultats préparatoires

Les résultats que nous allons énnoncer dans cettte section sont pris de la références [6].

Proposition 1.61 Soit C : [To) = H une multi-application & valeurs non vides fermées

telle que
1. pourt € I, C(t) est r-prox-régulier pour r > 0.

2. Il eziste une fonction absolument continue v(.) : I — R telle que, pour tout y € H
et s,t el

|d(y, C(1)), d(y, C(s))] < [o(t) — v(s)|.

Soit h: [Ty, T] — H une application intégrable. Alors, pour tout xq € C(Ty), le processus
de Rafle perturbé

—2(t) e N(C(t),z(t)) + h(t) Vte [Ty, T]
I(TQ) = X9

a solution unique absolument continue x(.). De plus, celte la solution vérifie l'inégalité

12(8) + RO < [[R@O + o)Vt € [T0,T].

Théoréme 1.62 Supposons que C posséde les mémes hypothéses du Théoréme |1.61] et

soit f: [Ty, T| x H — H une application séparément mesurable sur [Ty, T] telle que

(i) pour tout n > 0, il existe une fonction non négative k,(.) € L*([Ty, T|,R) telle que
pour tout t € [Ty, T et pour tout (z,y) € B(0,n) x B(0,n)

1F () = f(& )l < Ky ()] =yl
(1) il existe une fonction non négative 3(.) € L'([Ty, T],R) telle que, pour tout t €

[To, T] et pour tout x € |J C(s)
SE[T(),T]

£t )] < B+ [|2]])-

Alors, pour tout xo € C(Ty), le processus de Rafle perturbé suivant

—&(t) e N(C(t),z(t)) + f(t,x(t)) Vte [T, T]
z(Ty) = xo

admet une solution unique absolument continue x(.). Cette solution satisfait

|2(t) + (2@ < L+ D)BE) +|o(8)] Vi€ [To, T,
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et
Lf(E @) < (X +0)B(1) Vit e [Tp,T],

= lhnll +eep {2 [ ps| [ 286+ laal) + o),

To

Proposition 1.63 Supposons que les hypothéses du Théoréme sont satisfaites.

Pour chaque a € C(1y), notons x,(.) la solution unique du processus de Rafle perturbé
—i(t) e N(C(1), z(t)) + f(t,z(t)) Vi€ [Ty, T]
l‘(To) = 29

Alors, Uapplication ¢ = a — x,() définie de C(1y) a valeurs dans Uespace C([Ty, T), H)
muni de la norme de la convergence uniforme, est Lipschitzienne sur tous les sous-

ensembles bornés de C(Ty).



Chapitre 2

Existence et unicité de solution pour le

processus de Rafle perturbé

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence de solution pour le probléme
—i(t) € Ny (x(t)) + f(t,2(t))

sur R tout entier et nous établissons les conditions de stabilité globale des solutions glo-
bales et périodiques de ce probléme. Pour cela considérons les deux hypothéses suivantes
(H1) Soit C': R = R™ une multi-application a valeurs non vides globalement borné
qui satisfait les conditions suivantes
(ac) Pour chaque t € R, C(t) est n-prox-régulier pour un certain n > 0 fixé.
(be) Pour tout Lo > 0 on a pour tous ¢y, to € R, il existe Lo > 0 tel que

i (C(t1), C(ts)) < Lelty — to).

(Hs) Soit f: R x R™ — R™ une fonction qui satisfait les conditions suivantes

(ay) Pour tous t, to € R et pour tous x;, xo € R”, il existe Ly > 0 tel que
17t 20) = (el < Ly (116 = ol + oy = o] ).
(by) Pour a > 0 fixé, on a
(f(t,z1) = f(t,20), 21 — 2) > a|z1 — 22|,

pour tout t € R et pour tous z1,zs € R™.

27
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Théoréme 2.1 Supposons que la multi-application C' satisfait la condition (ac) et que f
satisfait la condition (ay). Alors le processus de Rafle a au moins une solution définie

sur R toute entier.

Démonstration Soit {§,} -, C R" tel que &, € C(—n) pour chaque n € N. Définissons

0 x(t,—n,&,) st t>-—n
T,(t) =
&n st t<—n

ou t — z(t; —n;&,) est la solution t — x(t) de (1)) avec la condition initiale
z(—n) = &,,n € N. Puisque C(t) est globalement borné, alors, étant donné tout k € N,
la proposition nous s’assure que toutes les solutions du processus de Rafle sur

'intervalle [—k, k] partagent la méme constante de Lipschitzité L, > 0.

Nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli-Arzela afin d’extraire de {x,(t)} ~, une telle

sous suite qui converge uniformément sur tout intervalle [—k, k|, k € N. Pour ce but,

notons z°(t) = z,(t) sur R pour chaque n € N. D’aprés le théoréeme d’Ascoli-Arzel,

il existe une sous-suite {z}(¢)}>—, C {z%(¢)} ~, qui converge uniformément sur [—1, 1].

[e.9]

De maniére analogue, il existe une sous- suite {z2(¢)} ~, C {z}:(t)} _, qui converge

uniformément sur [—2; 2]. En répétant cette procédure, nous obtenons une famille de sous-
suites {2k(t)}>7  C {x’;‘l(t)}zozl Jk €N, tel que {:Efl(t)}zo:

n=1

[—k, k] pour tout k € N.

Définissons Z,,(t) = «'(t) sur R pour chaque n € N. On trouve que {Z,(t)} -, converge

, converge uniformément sur

uniformément sur tout [—k, k], k € N. Soit Z(t) = lim 7, (t) et montrons que Z(t) est une
n— o0
solution du probléme (). Notons par z(t) une solution de avec la condition initiale
x(7T) = z(7). Supposons que z(ty) # Z(ty) pour certains ty > 7, i.e., x(ty) # lim Z,(to).
n—o0

Alors il existe g5 > 0, tel que
Vn € N, Im, > n: ||xz(to) — Zm, (to)|| > €0o- (2.1)

Rappelons que, Z,, (t) est une solution de pour t > —my,.

Par conséquent, d’aprés la Proposition [1.63]il existe > 0 tel que

si T>my, et ||lx(r)—Zn, (7)|| <4,

alors ||z(t) — T, (t)|| < eo, t€ [T, (2.2)

Ce qui est contradiction avec (2.1)) pour tout n € N suffisamment grand.
Et par conséquent, z(t) = Z(t) pour tout ¢ > 7, i.e., Z(t) est une solution de ().

Théoréme 2.2 Sous les méme hypothéses du Théoreme|2. 1 avec Lo > 0. Soit

1f(t,2)]| < My, ¥t R,z €| JCt) (2.3)

teR
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ou My est une constante fizée.
Supposons que f satisfait Uhypotheése (by) avec
Lo+ M
> )
n

Alors, le processus de Rafle (1) a une solution unique t — x(t), défini sur R. De plus,

(2.4)

«

la solution globale t — x(t) est globalement exponentiellement stable.

Démonstration D’aprés la Proposition pour toute solution x de avec une

condition initiale z(7) = z, on a
() + f(&z@O)] < [[f (& 2@)][ + Lo, pour tout t > 7.
et comme f est uniformément borné alors
|z (t) + f(t,z(t))|| < My + Le, pour t>T (2.5)

Soient x1, xo deux solutions de (1)) avec x1(7), z2(7) € C(7).
Soit t > 7 tel que x1(t), zo(t) sont définis sur [t, 7], et que les deux dérivées @ (t) et @o(t)

existent. Comme

—iy (t) — f(t, 21(t)) € Ny (a1(2)),
—a(t) — f(t, 22(t)) € N&y(z2(t)),

donc

n : P
m(—xl(t) — f(t,21(t))) € Nogy(21(2)),

S () = J(t ) € Ny o)

Par la condition d’hypomonotonie (1.2]) du cone normale proximal et par (2.5) on a

<Mf_T77Lo(a'sl<t> + f{t (1)) — Mf_TnLc(va(t) + [t 22(1))), 21(t) — 22(¢))
> —||lz1(t) — za(t)]|?,
d’ou
m<$l(t> — do(t), 21 (t) — 22(t)) + m(f(t, w1(t)) — f(t, 22(t)), 21(t) — 2(2))

> |1 (t) — 22 (1),
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Et donc d’aprés ’hypothése (by) on trouve

_n
Mf+Lc

no

2
———||z1 — x|,
JMf—i-LCH ! 2”

(@1(t) — @2(t), 21(t) — 22(t)) < [la(t) — z2()]]° —

alnsi nous avons

(1) = dalt).n(0) = ) < () ) = (0
3 llon(®) = 0l < (M = a) (o) - ol

9 an(t) = aa(0)]? < (W - 2a) s (8) — a(t)

on pose o = %(Mf + Lo — na), puis par le lemme de Gronwall-Bellman (Lemme ,

pour £t > 7 on a
o1 (1) = 22 (0)]1* < D Jan(7) —ao()[[P - VE> T,
d’ou
|z1(t) — 22(B)]] < Doy (r) —mo(T)||  VE> T (2.6)

Soit maintenant x(t) une solution globale de (1)) (qui existe d’aprés le Théoréme [2.1).
Cette solution globale est unique car, si c’est le contraire, i.e., il existe une autre solution
globale Z(t). Alors, pour tout t € R, en utilisent (2.4)) on trouve que & < 0.

Ce qui assure la stabilité exponentielle de la solution.

De plus, d’aprés (2.6])
lz(t) = 2(B)]] < e |z(r) —2()]|  VE>T, (2.7)

passons donc a la limite lorsque 7 — —o0 on trouve que

et donc z(t) = ().
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Nous donnons maintenant un théoréme sur la périodicité de la solution globale unique
établie dans le Théoréme 2.2

Théoréme 2.3 L’unique solution globale xo obtenue dans le Théoreme[2.3 est T-périodique,
st les deuz applications t — C(t) et t — f(t,x) sont T-périodiques.

Démonstration

L’application a — z,(T) est une contraction de C'(0) a C(T) = C(0), ou z, est la
solution de (L)) sur [0, 7] avec la condition initiale x,(0) = a € C(0).
En effet, d’aprés (2.6), pour a,b € C(0)

l2a(T) — 2o(T)|| < € ||a — ]|

ot & < 0. Alors, d’aprés la Proposition a — x4(T) est continue sur C(0),
et d’aprés le Théoréme il existe 7 : [0,7] — C(0) tel que (1)) est satisfaite et
z(0) = z(T) sur [0,7]. Comme t — C(t) et t — f(t,z) sont T-périodiques, on peut

étendre donc Z a une solution T-périodique défini sur R.



Chapitre 3

Exemples

3.1 Le modéle de jeux.
Soit f : R x R? — R? la fonction définie par
ft,z) =ax, teR,xcR? (3.1)

ot a > 0 est une constante fixée. On définit 'ensemble mobile C(¢) a 'aide d’une fonction

b € CY(R,R) qui est borné par 8 > 1 et admet une constante Lipschitzienne global Ly,

ie.,
|b(t1) — b(t2)| < Lb|t1 — t2|, \V/tl, ty € R. (32)
Définissons
2
7 _ ) La
C(t):==Bi[)S(t), S(t)= {x eR?: 22+ Ok > 1}. (3.3)

oil B est la boule fermée de rayon 1 et centrée au point (—1.5,0).

32
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I:I1

FIGURE 3.1 — Les fléches est le champ vectoriel de © = —au.

Afin d’appliquer le Théoréme 2.2 on doit démontrer que
i) la fonction f est fortement monotone et bornée.
ii) C(t) est Lipschitzienne continue.
iii) C(t) est prox-régulier.
En effet,

i) f est fortement monotone et bornée. En effet,

(f(t.z) = f(t,y),x —y) = (ax — ay,z — y) = olz — yl|?,

on en déduit donc que f est fortement monotone avec la constante « et elle bornée
sur By D C(t) par My = 2.5a.

ii) Montrons maintenant la continuité Lipschitzienne de C(t). La frontiére dB; de
B, coupe la frontiére 9S(t) de S(¢) en un point unique (p(t),q(t)) avec q(t) > 0.
Puisque

du(C(t),C(s)) < [[(p(t), a(t)) — (p(s), a(s))]l-
(voir Fig.3.1). On va calculer maintenant les constantes de Lipschitz des fonctions
p et ¢. Comme b € C'(R,[1,00[), le théoréme des fonctions implicites (Théoréme
, nous assure que p et ¢ sont différentiables sur R. Par conséquent, par le

théoréme de la valeur moyenne

dy(C(t),C(s)) < (P (tp), d' (t )] - [t = s, (3:4)
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iii)

ol t,, t, sont situés entre ¢ et s. Pour calculer (p/(t,), ¢'(t,)), nous utilisons la formule

donnée par le théoréme des fonctions implicites ( Théoréme [1.60))

'), )" = =(F, ) (p(t), q(t), t)F/ (p(t), q(t), 1),

appliqué avec

Flpa.) = ((p + 1.5)2; 7 - 1)

Pt e 1
puisque
p+15 ¢ 0
Flop(prg,t) =2 , F(pat) = !
() R t —2b(t)*V'(t)q”
1 oz 4
(Flpo) ™ (p.0.1) = v ’
) 2507 (0(t) + 1.5)q(t) = p(t)a(t) \ —p p+1.5

on obtient la formule suivante pour les dérivées p’ et ¢/

P\ B 1 o) . y
(q/(t)> e () +1.5)q(t) — p()a(t) <_(p(t> n 1'5)> b(t)gq(t) b'(t).

Notant que les propriétés 1+ p(t) > 0 et —p(¢)b(¢)* > 0 impliquent

1 1 1
<

b0 (1) - 15— pObE?) ~ B-(—pOb(0)?) — Flp]

on en déduit donc que

Ly Ly

/ /

p t S hal | q t S )
| ( )’ ﬁ?”Po’ | ( )| 53|P0‘

ol pg est tel que p(t) < py pour tout t € R. Puisque b(t) > 1, on peut prendre p,

comme le abscisse de I'intersection de dB; avec un cercle unitaire centré a 0, i.e.,
po = —0.75 (voir Fig.3.1).

Nous substituons dans (3.4), on trouve que

4Ly,

du(C(1),C(s)) < 35

|t - 5|7

ce qui donne Lo = %.

Pour la constante 7 de la prox-régularité de C(t). On rappelle que C(t) est n-prox-
régulier si C'(t) admet une boule tangente externe de rayon plus petit que n pour
chaque point € dC(t). Les points de 9C(t) \ 05(t) admettent une boule tangente
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externe de n’importe quel rayon. Par conséquent, pour trouver 7 qui détermine la
n-prox-régularité de C(t), il suffit de se concentrer sur les points de dC(t) N IS(t).
C’est pourquoi, pour un ¢t € R fixé, nous pouvons choisir 77 comme minimum du

rayon de courbure passant par x € 9C(t) N 9S(t). Fixons ¢ € R et utilisons le

paramétrage
. T T
P(¢) = (—cos ¢, b(t)sing), ¢ € [—5, 5} ,
pour le coté gauche de ellipse 22 + % = 1. Alors, le rayon de courbure R(¢) de
0C(t) N OS(t) en P(¢) est
_ L ‘2 2 2 5 L 2 _ 2Y i 2 3
R(¢) = 0 (sin” ¢ + b(t)" cos” ¢)2 = 0 (b(t)* + (1 — b(t)*) sin”(¢))>.

(voir Lockwood [7, P.xi,P.21]). Observez que R décroissante lorsque |¢| augmente
de 0 a 7. En effet,

1

R(¢) = (@(b(t)2 + (1 - b(t)?) sin®(¢))?)’
_ g . % x 2(1 — b(t)?) sin ¢ cos & (b(t)? + (1 — b(t)2) sin? §) F < 0,

alors, R(¢) est décroissante. Par conséquent, la courbure minimale de 0C(t) NS (t)
est atteinte au point (p(t), q(t)) que nous a définie dans (7).

Soit ¢g tel que P(po) = (p(t),q(t)) et soit ¢. > 0 tel que la deuxiéme composante
Py(¢.) de P(¢.) soit égale a 1, qui existe parce que b(t) > 1 (voir Fig.3.2).
Puisque ¢(t) < 1, nous avons ¢y < ¢., comme ¢ — R(¢) est décroissante lorsque

|| augmente, on a

R(¢o) = R(¢s).

FIGURE 3.2 — Les paramétres ¢g et ¢,.
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Comme Py(¢,) = 1 alors b(t) sin ¢ = 1, nous avons sin ¢, = ﬁ et donc

‘ —

Njw

R(¢o) = R(¢.) = -7~ (b(t)* + (1 = b(t)*) sin*(¢))

=N
)

t)

2 . RIS
=55 (b(t) +(1 b(t))b(t)Q)
) 2

1L /b()* + (1= b(t)
t)( b(t)? )

3

-1\’
b(t)s

‘ —

S
—~~

|
o

S+
—

~
S~—
W~

-
—~

—

donc

Rioo) = (0} —b(0F)

3
Notons que la fonction g : b — (b% — b’%> 2, est croissante sur [1,00[. En effet,

g'(b) = g (gb% - gb—i) (v =07%) =0,
donc, la fonction g est croissante sur [1, 0o[. Finalement
R(¢o) = g(b) = 9(B),

3
2

R(go) > (83 - 87%)

w

Par conséquent, C(t) est n-prox-régulier avec n = <ﬁ% - /6’%> ®,
Substituons les valeurs de My, Lo et n dans la formule (2.4) on obtient la proposition

suivante

Proposition 3.1 Soient a > 0 une constante arbitraire, b € C*(R,[B, 00[) une certaine
constante B > 1. Supposons que (3.2) est satisfaite. Si

4Ly | 5
355 T 2@
o >

3 -
2

o)

o(t) = (=1,0), teR,

Alors, la solution globale

du probléme (1) avec C(t) et f(t,x) donnés par (3.3) et (3.1)), est globalement asympto-

tiquement stable.
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3.2 Le modéle de mouvement de foule.

Nous donnons une bréve introduction sur le modéle donné par Maury-Venel [8], puis

nous expliquons quelles sont les raisons qui rendent le Théoréme inapplicable.

Considérons N personnes avec des positions données par x = (x1, T3, ..., £y ), ou chaque
personne est représentée géométriquement comme un disque de centre z; € R? et de rayon
r, de sorte que x € R?N. Deux personnes (disons i-éme et j-éme) ne peuvent pas se

chevaucher, donc nous avons une contrainte unilatérale ||x; — ;|| > 2r
C={zeR*":||lz;—zj||—-2r >0 Vi<j}. (3.5)

Soit U(x) = (Uy(x),Us(x),...,Un(2)) la vitesse spontanée de chaque personne a la
position z, i.e., U;(z) est la vitesse que la i-iéme personne aurait en ’absence de les autres
gens. Puisque le but de Maury-Venel [8] est d’avoir un modéle qui décrit personnes dans
une situation trés dense, la vitesse réelle d'une personne est définie comme étant la plus
proche de la vitesse spontanée. Ainsi, la vitesse réelle est calculée comme projection de la

vitesse spontanée sur I’ensemble des vitesses réalisables. Cela donne le processus de Rafle.

—i € NE(z) — U(x)
ZE(O) =X € C.
Prenons la situation ot il n’y a que deux personnes. D’aprés la Proposition I’en-

(3.6)

semble C' est n-prox régulier avec n = /2.

Considérons U(x) = —=z, alors f(t,z) = = et donc o = 1 dans 'hypothése (bs). Alors, la
condition du Théoréme prend la forme v2r > L¢ + My, ou Le = 0 car C dans
(3.6) ne dépend pas de t.

Par conséquent, (2.4) implique M; < v/2r. Par contre, d’aprés (2.3)), M; doit satisfaire
My > ||f(t,z)|| avec f(t,x) = x pour chaque x € C. Considérons une paire de personnes
positionnées en (0, —r) et (0, 7). Puisque |[(0, —7) — (0,7)|| = 2r, on a (0, —r,0,7) € C et
donc My vérifie

My > 170, =, 0.l = 110, =, 0,)]| = /O (=) 07 72 = V3

Par conséquent, le Théoréme ne s’applique pas.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons démontrer 'existence d’au moins une solution globale
unique pour le processus de Rafle du premier ordre non convexe avec une perturbation
Lipschitzienne. La stabilité exponentielle de la solution s’ensuit lorsque le champ vecteur

est uniformément borné et fortement monotone.
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