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Notations générales

Symbole : Description

R : L'ensemble des nombres réels.

N : L'ensemble des nombres naturels.

[a, b] : Intervalle fermé de R d'extrémité a et b.

H : Espace de Hilbert muni de produit scalaire 〈., .〉.
adh(C) : Adhérence de C.

int(C) : Intérieur de C.

C(p)(u,Rn) : L'espace des fonctions continûment di�érentiables d'ordre p.

C1(R,R) : L'espace des fonctions 1 fois continûment di�érentiables sur R.
C([T0, T ], H) : L'espace des fonctions continue sur [T0, T ].

L1([T0, T ],R) : L'espace des fonctions à valeurs dans R
dont la valeur absolue sur [T0, T ] est intégrable

au sens de Lebesgue.

dC(.) : La distance sur C.

ProjC(.) : Projection sur C.

dom(f) : Domaine e�ectif de f .

epi(f) : Epigraphe de f .

f ′x : La dérivée partielle de f par rapport à x.

∂f(.) : Sous di�érentiel de f .

∂Cf(.) : Sous di�érentiel de Clarke de f .

∂pf(.) : Sous di�érentiel proximal de f .

B(.) : La boule ouverte.

B : La boule fermée.

∂B : La frontière de la boule fermée.

Dom(F ) : Le domaine de la multi-application F .

gr(F ) : Le graphe de la multi-application F .

Im(F ) : L'image de la multi-application F .

F−1 : L'inverse de la multi-application F .

i.e : C'est à dire.
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Introduction

Le processus de ra�e a été introduit dans les années soixante-dix par J.J. Moreau, avec

la motivation dans la théorie de plasticité. Et bien que la théorie ait été produite de la

mécanique, mais de nos jours, ce problème reste un objet de recherches mathématiques.

Un processus de ra�e est le problème d'évolution dé�ni par

−ẋ(t) ∈ NC(t)(x(t)),

où NC(t)(x(t)) est le cône normal de l'ensemble C(t) au point x(t).

L'objectif de ce mémoire, est de détailler un article de Lakmi Niwanthi Wadippuli,

Ivan Gudoshnikov et Oleg Makarenkov [14] intitulé "Global asymptotic stability of

non convexe sweeping process". Le but principal des auteurs était d'étudier l'existence et

l'unicité de solution globale pour "le processus de Ra�e" perturbé du premier ordre de la

forme suivante

−ẋ(t) ∈ NP
C(t)(x(t)) + f(t, x(t)) (1)

où NP
C(t)(x(t)) est le cône normal proximal de l'ensemble C(t) au point x(t), C(t) est uni-

formément prox-régulier et Lipschitzienne continu et f(t, x(t)) une fonction qui satisfait

certaines conditions. En suite ils ont démontré que la solution globale, si elle existe, elle

est périodique lorsque C(t) et f(t, x) sont périodiques.

Ce mémoire est organisée en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré à des

notions de base et quelques résultats fondamentaux qui nous ont été nécessaires dans nos

diverses démonstrations tels que la convexité et la prox-régularité des ensembles, les cônes

normaux, continuité des multi-applications, ... etc puis quelques théorèmes fondamentaux

d'analyse fonctionnelle qui nous seront utiles dans la suite.

Dans le deuxième chapitre nous énonçons et démontrons trois théorèmes, le premier

théorème donne l'existence du solutions, le deuxième théorème donne l'unicité et la sta-

bilité exponentielle de la solution globale et le troisième théorème donne la périodicité de

cette solution pour le problème (1).
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Dans le troisième chapitre, nous énonçons deux exemples, dans le premier exemple

on va appliquer et véri�er les conditions du théorème d'unicité pour trouver une seul

solution globale et dans le deuxième exemple on va voir que le théorème d'existence est

inapplicable.



Chapitre 1

Notions de bases et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous seront

très utiles tout au long de ce mémoire. On commence par quelques notations, puis nous

présentons quelques concepts d'analyse convexe.

1.1 Ensembles convexes

Dé�nition 1.1 Soient x, y deux points de H. Le segment entre x et y noté [x, y] est dé�ni

par

[x, y] = λx+ (1− λ)y, λ ∈ [0, 1].

Dé�nition 1.2 (Ensembles convexes )

Un sous ensemble C de E est dit convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ C, le segment

[x, y] tout entier contenu dans C,i.e.,

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ C.

Figure 1.1 � convexité.

Dans A on remarque que le segment [x, y] est inclus dans l'ensemble A, mais dans B

le segment [x, y] n'est pas toujours inclus. Alors, A est convexe et B n'est pas convexe.

5
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Exemple 1.3

1. Tout ensemble a�ne est convexe.

2. H et ∅ sont convexes.

3. Les convexes de R sont les intervalles de R.

4. Une boule ouverte ou fermée est convexe.

5. Le cylindre circulaire droit C = {x ∈ Rn+1, x2
1 + ...+ x2

n ≤ 1} est un convexe de

Rn+1.

Propriété 1.3.1 Soient C, C1 et C2 des convexes .Alors, on a

1. pour tout λ ∈ R, λ(C1 + C2) = λC1 + λC2.

2. pour tout λ, µ ∈ R, (λ+ µ)C = λC + µC.

3. Toute intersection des ensembles convexes est convexe.

4. Une combinaison linéaire des convexes est un convexe.

5. L'intérieur et l'adhérence d'un convexe C est un convexe.

6. L'image directe (resp. réciproque) d'un convexe par une application linéaire est

convexe.

Remarque 1.4 L'union des ensembles convexes n'est pas forcément convexe. En e�et,

prenons les deux boules suivantes

B1 = B((2, 1), 1) =
{

(x, y) ∈ R2, (x− 2)2 + (y − 1)2 ≤ 1
}
,

B2 = B((2, 4), 1) =
{

(x, y) ∈ R2, (x− 2)2 + (y − 4)2 ≤ 1
}
,

on a (2, 1), (2, 4) ∈ B1 ∪B2, mais si nous prenons t = 1
2
, on trouve que

1

2
(2, 1) +

1

2
(2, 4) = (2,

5

2
) /∈ B1 ∪B2,

d'où B1 ∪B2 n'est pas convexe.

1.2 Fonctions convexes

Dé�nition 1.5 On appelle domaine e�ectif (ou simplement domaine) d'une fonction f :

H −→ R l'ensemble

dom(f) := {x ∈ H; f(x) <∞}.

Dé�nition 1.6 La fonction f : H → R est dite convexe si pour tous x, y dans dom(f)

et tout λ ∈ [0, 1], on a
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f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Exemple 1.7 Si (H, ‖.‖) est un R-espace vectoriel normé, la fonction

f : H −→ R

x −→ f(x) = ‖x‖,

est convexe sur R. En e�et, soient x, y ∈ H et t ∈ [0, 1], on a

f(tx+ (1− t)y) = ‖tx+ (1− t)y‖

≤ t‖x‖+ (1− t)‖y‖

= tf(x) + (1− t)f(y).

Remarque 1.8 1) La somme de deux fonctions convexes à valeurs dans R ∪ {+∞}
est convexe.

2) Soit f : H → R ∪ {+∞} une fonction convexe et soit ϕ : R → R ∪ {+∞} une

fonction convexe croissante sur f(H) \ {+∞}. Alors la fonction ϕ ◦ f dé�nie par

ϕ ◦ f(x) = ϕ(f(x)) si x ∈ dom(f) et (ϕ ◦ f)(x) = +∞ si x /∈ dom(f) est convexe.

Dé�nition 1.9 Soit f : H → R ∪ {+∞}. Alors son épigraphe est le sous ensemble de

H × R dé�ni par

epi(f) = {(x, t) ∈ H × R : f(x) ≤ t}.

Il s'agit donc de l'ensemble des points de l'ensemble produit H × R qui sont situés au

dessus du graphe de f.

Théorème 1.10 Soit f : H −→ R. Alors, f est convexe si et seulement si epi(f) est

convexe.

Dé�nition 1.11 Soit C une partie non vide de H, on dé�nit sa fonction indicatrice par

τC(x) =

0, x ∈ C,

+∞, x /∈ C.

Remarque 1.12 • dom(τC) = {x ∈ H, τC(x) < +∞} = C,

• epi(τC) = {(x, t) ∈ H × R, τC(x) ≤ t} = C × [0,+∞[,

• la fonction indicatrice est convexe si et seulement si C est convexe.
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1.3 Distance de Hausdor�

Dé�nition 1.13 (Fonction distance)

Soit C une partie non vide de H, la fonction distance associée à C est dé�nie par

dC(x) := inf
y∈C
||x− y||.

Proposition 1.14 Soit C une partie non vide de H. Alors,

1. dC(x) = 0⇔ x ∈ adh(C).

2. La fonction distance et continument Lipschitzienne de rapport égale à 1.

Dé�nition 1.15 (Distance de Hausdor�)

Soient H un espace de Hilbert, C1 et C2 deux sous-ensembles fermés non vide de H. On

appelle distance de Hausdor� entre C1 et C2 la fonction numérique dH(., .) dé�nie par

dH(C1, C2) := max (e(C1, C2), e(C2, C1)) ,

où e(A,B) est l'écart entre A et B dé�ni par

e(A,B) = sup
a∈A

dB(a).

Propriété 1.15.1 (Propriétés élémentaires)

1. e(A, ∅) =∞ si A = ∅.

2. e(∅, B) = 0.

3. e(A,B) = 0⇔ A ⊂ B.

4. e(A,B) ≤ e(A,C) + e(C,B), pour tout ensemble fermé C ∈ H.

5. dH(A,B) = 0⇔ A = B.

1.4 La projection

Dé�nition 1.16 Soit H un espace de Hilbert. Pour tout x ∈ H donné, le sous ensemble

de A noté et dé�ni comme suit

ProjA(x) = {a ∈ A : dA(x) = ||x− a||} ,

s'appelle l'ensemble des points de meilleure approximation de x par rapport à A. On dit

aussi que ProjA(x) est la projection de x sur A.

Exemple 1.17 Dans le plan R3, on considère la plan P de l'équation cartésienne

2x+ y + 3z + 8 = 0, et on considère le point A = (3, 2, 4).
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Soit le vecteur ~n

2

1

3

 est le vecteur normal du plan P. B étant le projeté orthogonale du

point A sur le plan P,

Figure 1.2 � Projection du B sur un plan P .

Cela signi�e que la droite (BA) est orthogonale au plan P.
Nous pouvons donc donner une écriture paramétrique de la droite (BA)

(BA) :


x = 3 + 2t

y = 2 + t t ∈ R

z = 4 + 3t

le point B(xB, yB, zB) appartient à la droite (BA) et au plan P , donc les coordonnées de

B véri�ent le système suivant

xB = 3 + 2t

yB = 2 + t t ∈ R

zB = 4 + 3t

2xB + yB + 3zB + 8 = 0
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⇔



t = −2

xB = −1

yB = 0

zB = −2

donc les coordonnées de la projection orthogonale B du point A sur le plan P sont alors

B(−1, 0,−2).

Remarque 1.18 A�n d'éviter que ProjA(x) soit systématiquement vide pour certain x,

on doit supposer que A est un fermé de H.

Proposition 1.19 Si S est convexe fermé d'un espace de Hilbert H, alors la projection est

unique, dans ce cas on la note PS. De plus, les deux assertions suivantes sont équivalentes

1. ∀y ∈ S : ||x− PS(x)|| ≤ ||x− y||,∀x ∈ H,

2. ∀y ∈ S : 〈x− PS(x), y − PS(x)〉 ≤ 0,∀x ∈ H.

Remarque 1.20 Soit x′ ∈ ProjS(x), alors on peut écrire x′ ∈ S et ||x−x′||2 ≤ ||x− y||2

pour tout y ∈ S. Il est facile à montrer que pour tout x ∈ H on a

x′ ∈ ProjS(x)⇔ x′ ∈ S et 〈x− x′, y − x′〉 ≤ 1

2
||y − x′||2 ∀y ∈ S.

En e�et, soient x ∈ H et y ∈ S alors

||x− y||2 = ||x− x′ − (y − x′)||2

= 〈x− x′ − (y − x′), x− x′ − (y − x′)〉

= 〈x− x′, x− x′〉+ 〈y − x′, y − x′〉 − 2〈x− x′, y − x′〉

= ||x− x′||2 + ||y − x′||2 − 2〈x− x′, y − x′〉

≤ ||x− y||2 + ||y − x′||2 − 2〈x− x′, y − x′〉,

donc

〈x− x′, y − x′〉 ≤ 1

2
||y − x′||2.

Lemme 1.21 Soit S un sous ensemble non vide de E, alors pour tous x, y ∈ E et λ ∈ R

1. PS+y(x+ y) = PS(x) + y.

2. PλS(λx) = λPS(x).
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1.5 Sous di�érentiels

Nous commençons cette section par quelques concepts classique de di�érentiabilité

(dérivée directionnelle, dérivée directionnelle de Clarke ...). Soient f : H → R et x̄ ∈
dom(f).

Dé�nition 1.22 ( Dérivée directionnelle)

La dérivée directionnelle de f au point x̄ dans la direction v ∈ H est donnée par

f ′(x̄, v) = lim
h→0

f(x̄+ hv)− f(x̄)

h
,

si cette limite existe.

Dé�nition 1.23 ( Dérivée directionnelle de Clarke)

Supposons que f est localement lipschitzienne en x̄. La dérivée directionnelle au sens de

Clarke de f au point x̄ dans la direction v ∈ H notée f 0(x̄, v), est dé�nie par

f 0(x̄, v) = lim sup
x→x0, t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
,

où x est un vecteur de H et t un scalaire positif.

Dé�nition 1.24 (Sous di�érentiel de Clarke)

Le sous di�érentiel de Clarke d'une fonction localement Lipschitzienne en x̄ ∈ H est dé�ni

par

∂Cf(x̄) =
{
ξ ∈ H : 〈ξ, v〉 ≤ f 0(x̄, v), ∀v ∈ H

}
.

Dé�nition 1.25 (Sous di�érentiel proximal)

Le sous di�érentielle proximal d'une fonction localement Lipschitzienne en x̄ ∈ H, est

l'ensemble ∂pf(x̄) de tous les éléments ξ ∈ H tels qu'il existe deux constantes réelles

positives σ > 0 et δ > 0 qui véri�ent

〈ξ, x− x̄〉 ≤ f(x)− f(x̄) + σ||x− x̄||2,

pour tout x ∈ B(x̄, δ).

Remarque 1.26 On a toujours

∂pf(x̄) ⊂ ∂Cf(x̄).

Si f est convexe continue alors

∂pf(x̄) = ∂Cf(x̄) = ∂f(x̄).

Pour plus de détails voir [1].



1.6. CÔNES NORMAUX 12

1.6 Cônes normaux

Dé�nition 1.27 On dit qu'un sous ensemble Ω non vide de H est un cône si λx ∈ Ω

pour tout x ∈ Ω et pour tout λ ≥ 0. De plus, si Ω est convexe on l'appelle cône convexe.

1.6.1 Le cône normal

Dé�nition 1.28 Soit S un sous ensemble convexe de H et soit x̄ ∈ S. Le cône normal à

S en x̄ est dé�ni par

NS(x̄) := {v ∈ H : 〈v, x− x̄〉 ≤ 0 ∀x ∈ S} .

Figure 1.3 � Exemple du cône normal.

Remarque 1.29

1. Un vecteur v est un vecteur normal à S au point x̄ si v ne fait pas d'angle aigu avec

chaque segment de ligne de x̄ dans S.

2. On a toujours {0} ⊂ NS(x̄).

3. Par convention si x̄ /∈ S, alors NS(x̄) = ∅.

Exemple 1.30 Soit H = R, S = [0, 1].

• x̄ = 0
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Figure 1.4 � Exemple du cône normal.

Donc, NS(0) = ]−∞, 0] .

• x̄ = 1

Figure 1.5 � Exemple du cône normal.

Donc, NS(1) = [0,+∞[ .

Exemple 1.31 Soit H = R2, S = [0, 1]× [−1, 0] et x̄ = (0, 0) (l'origine).

On a
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Figure 1.6 � Exemple du cône normal.

Donc, NS(0, 0) = ]−∞, 0]× [0,+∞[ .

Proposition 1.32 Soit S ⊂ H convexe et x̄ ∈ S, alors NS(x̄) est un cône convexe fermé.

Proposition 1.33 Soit S un sous ensemble non vide convexe et d'intérieur non vide dans

H. Si x̄ ∈ int(S) alors

NS(x̄) = 0.

Proposition 1.34 Soit S un sous ensemble convexe fermé de H, si y = ProjS(x). Alors,

y = (I +NS)−1(x), donc

[I +NS(.)]−1 = ProjS(.).

Démonstration Soient x, y ∈ H tels que y = ProjS(x), on a

y = ProjS(x)⇔ 〈x− y, c− y〉 ≤ 0 ∀c ∈ S

⇔ x− y ∈ NS(y)

⇔ x ∈ y +NS(y)

⇔ x ∈ [I +NS](y)

⇔ y = [I +NS]−1(x).

�

1.6.2 Cône de Clarke

Dé�nition 1.35 (Cône tangent de Clarke)

On appelle cône tangent de Clarke de l'ensemble S au point x̄ noté TCS (x̄), l'ensemble

dé�ni par

TCS (x̄) =
{
v ∈ H : d0(x̄0; v, S) = 0

}
.
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Dé�nition 1.36 (Cône normal de Clarke)

On appelle cône normal de Clarke de l'ensemble S au point x̄, qu'on note NC
S (x̄), l'en-

semble dé�ni par

NC
S (x̄) = (TCS (x̄))0 =

{
ξ ∈ H : 〈ξ, y〉 ≤ 0, ∀y ∈ TCS (x̄)

}
.

Remarque 1.37

1. Si S est convexe, alors

NC
S (x̄) = {ξ ∈ H : 〈ξ, y〉 ≤ 0, ∀y ∈ S} = NS(x̄).

2. Le cône normal de Clarke de l'ensemble S au point x̄ et le sous di�érentiel de Clarke

de la fonction indicatrice de l'ensemble S au point x̄ coïncident.

1.6.3 Cône normal proximal

Soit S un sous ensemble non vide de H et soit x ∈ S.
Le cône normal proximal de S au point x̄ est donné par

NP
S (x̄) := {ξ ∈ H,∃ α > 0 : dS(x̄+ αξ) = α||ξ||} ,

en d'autres termes

NP
S (x̄) = {ξ ∈ H,∃ α > 0 : x̄ ∈ ProjS(x̄+ αξ)} .

Remarque 1.38

Quand x /∈ S, le cône normal proximal est indé�ni. Par contre lorsqu'on a x̄ ∈ S avec

x̄ /∈ ProjS(ū) pour tout ū /∈ S (i.e., qu'il n'existe pas de point ū extérieur à S tel que

x̄ ∈ ProjS(ū) ce qui est le cas quand x̄ ∈ intS) on pose NP
S (x̄) = {0} .

Proposition 1.39 Le Cône normal proximal admet la caractérisation analytique suivante

ϕ ∈ NP
S (x̄)⇔ ∃ σ, δ > 0 tel que

〈ϕ, x− x̄〉 ≤ σ||x− x̄||2,

∀x ∈ (x̄+ δB) ∩ S.

⇔ ∃ σ = σ(ϕ, x̄) tel que 〈ϕ, x− x̄〉 ≤ σ||x− x̄||2, ∀x ∈ S.
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Démonstration Nous commençons par la première caractérisation. Supposons que ϕ ∈
NP
S (x̄). Alors,

ϕ ∈ NP
S (x̄)⇔ dS(x̄+ αϕ) = α||ϕ|| pour un certain α > 0

⇔ ||x̄+ αϕ− x̄||2 ≤ ||x̄+ αϕ− x||2 ∀x ∈ S

⇔ ||x̄+ αϕ||2 + ||x̄||2 − 2〈x̄+ αϕ, x̄〉 ≤ ||x̄+ αϕ||2 + ||x||2 − 2〈x̄+ αϕ, x〉 ∀x ∈ S

⇔ 2〈x̄+ αϕ, x− x̄〉 ≤ ||x||2 − ||x̄||2 ∀x ∈ S

⇔ 2〈x̄, x〉 − 2||x̄||2 + 2α〈ϕ, x− x̄〉 ≤ ||x||2 − ||x̄||2 ∀x ∈ S

⇔ 2α〈ϕ, x− x̄〉 ≤ ||x||2 + ||x̄||2 − 2〈x, x̄〉 ∀x ∈ S

⇔ 〈ϕ, x− x̄〉 ≤ 1

2α

(
||x− x̄||2

)
∀x ∈ S,

ce qui montre la première caractérisation en posant σ = 1
2
.

Montrons maintenant l'équivalence entre les deux caractérisation du cône normal proxi-

mal. Supposons qu'il existe σ > 0 et δ > 0 tels que

〈ϕ, x− x̄〉 ≤ σ||x− x̄||2,

pour tout ∀x ∈ (x̄ + δB) ∩ S. Soit x ∈ S de sorte que ||x − x̄|| > δ. On distingue donc

deux cas :

1. Si ||x− x̄|| ≥ 1, on a

|||x|| − ||x̄||| ≤ ||x− x̄|| ≤ ||x− x̄||2.

Alors

〈ϕ, x− x̄〉 ≤ ||ϕ||||x− x̄||

≤ ||ϕ||(||x||+ ||x̄||)

≤ ||ϕ||(||x|| − ||x̄||+ 2||x̄||)

≤ ||ϕ||(|||x|| − ||x̄|||+2||x̄||)

≤ ||ϕ||(||x− x̄||2 + 2||x̄||)

≤ ||ϕ||(||x− x̄||2 + 2||x̄||||x− x̄||2)

= ||ϕ||(1 + 2||x̄||)||x− x̄||2.

2. Si ||x − x̄|| < 1, alors δ < ||x − x̄|| < 1, pour un certain δ > 0. Ce qui montre que
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1
δ
||x− x̄|| > 1 et 1

δ
> 1. On obtient donc

〈ϕ, x− x̄〉 ≤ ||ϕ|| ||x− x̄||

≤ ||ϕ||(||x||+ ||x̄||)

≤ ||ϕ||(||x− x̄||+ 2||x̄||)

≤ ||ϕ||( ||x− x̄||
δ

+ 2||x̄||)

≤ ||ϕ||( 1

δ2
||x− x̄||2 + 2||x̄||)

≤ ||ϕ||( ||x− x̄||
2

δ2
+ 2||x̄|| ||x− x̄||

2

δ2
)

≤ ||ϕ||(1 + 2||x̄||) ||x− x̄||
2

δ2

≤ (
||ϕ||
δ2

)(1 + 2||x̄||)||x− x̄||2.

Prenons donc σ = max(σ, ||ϕ||(1 + 2||x̄||), ||ϕ||
δ2

(1 + 2||x̄||)) pour que

〈ϕ, x− x̄〉 ≤ σ||x− x̄||2, ∀x ∈ S.

L'implication inverse est évidente.

�

Remarque 1.40 Si l'ensemble S est convexe, alors tous les cônes cités ci-dessus coïn-

cident

NS(x̄) = NC
S (x̄) = NP

S (x̄).

1.7 Multi-application

Pour plus de détails sur cette section voir [3].

Dé�nition 1.41 Une multi-application (ou application multivoque) F d'un espace X vers

un espace Y est une correspondance qui associée à tout élément x ∈ X un sous ensemble

F (X) de Y . On notera F : X → P (Y ), (P (Y ) est l'ensemble de partie de Y ). Les

notations F : X → 2Y et F :⇒ Y sont aussi utilisées dans la littérature.

Dé�nition 1.42 Le domaine, le graphe et l'image de la multi-application F :⇒ Y sont

donnés par

Dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅} ,

gr(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)} ,

Im(F ) =
⋃

x∈Dom(F )

F (x).
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Remarque 1.43

1. Une multifonction F : X → P (X) est à valeurs fermées (resp. convexes) si F (X)

est fermé (resp. convexe) pour tout x ∈ X.

2. F est dite bornée sur les bornés si l'ensemble

F (A) =
⋃
x∈A

F (x),

est borné dans Y pour chaque sous ensemble A ∈ Pb(X) où Pb(X) est l'ensemble

des parties bornées de Y .

Dé�nition 1.44 Soit F : X ⇒ Y une multi-application, On appelle sélection de F toute

application f : X → Y véri�e

f(x) ∈ F (x), x ∈ X.

Dé�nition 1.45 Soit E1 et E2 deux ensembles et F : E1 → P(E2) une application

multivoque, B un sous ensemble de E2.

1. L'inverse F−1 de F est l'application multivoque de E2 dans E1 dé�nie par la relation

x ∈ F−1(y)⇔ y ∈ F (x)⇔ (x, y) ∈ gr(F ).

i.e.,

F−1(y) = {x ∈ E1; y ∈ F (x)} = {x ∈ E1; (x, y) ∈ gr(F )} .

2. L'image inverse de B par F noté F−1(B), est dé�nie par

F−1(B) =
{
x ∈ E1;F (x)

⋂
B 6= ∅

}
.

3. Le noyau de F notée F+(B), est dé�ni par

F+(B) = {x ∈ E1;F (x) ⊂ B} .

Dé�nition 1.46 (Continuité au sens de Hausdor�)

Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs

compactes est dite H−continue ou continue au sens de Hausdor�, si et seulement si, pour

toute suite (xn) de X qui converge vers x0, on a

lim
n−→∞

H(F (xn), F (x0)) = 0.
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1.8 Les ensembles uniformément prox-réguliers

Dé�nition 1.47 Soit S un ensemble fermé de H et η ∈ ]0,+∞] . On dit que l'ensemble

S est uniformément η-prox-régulier si pour tout x ∈ S, et pour chaque v ∈ NP
S (x) avec

||v|| ≤ 1 on a

x ∈ PS(x+ tv),

pour tout nombre réel positif t < η.

Figure 1.7 � L'ensemble S est η-prox-régulier.

Voici une autre dé�nition de la prox-régularité.

Dé�nition 1.48 Pour η ∈ ]0,+∞] , un ensemble S est uniformément η-prox-régulier, si

et seulement si chaque normale proximale non nulle à S peut être réalisé par une boule

de rayon η, ça signi�e quepour tout x̄ ∈ S et tout ξ ∈ NP
S (x̄) on a

〈 ξ
||ξ|| , x− x̄〉 ≤

1
2η
||x− x̄||2, ξ 6= 0.

(1.1)

Remarque 1.49

1) Pour tout x ∈ S, nous faisons la convention 1
η

= 0 pour η = +∞ et donc

S est η − prox-régulier⇔ S est convexe.

2) Les deux dé�nitions précédentes sont équivalentes. En e�et, �xons x ∈ S et v ∈
NP
S (x)

⋂
B, pour tout x′ ∈ H on a pour tout nombre réel positif t ≤ η

||x+ tv − x′||2 = t2||v||2 − 2t〈v, x′ − x〉+ ||x′ − x||2,

par conséquent

||x+ tv − x||2 ≤ ||x+ tv − x′||2 ∀x′ ∈ S,
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si et seulement si on a

〈v, x′ − x〉 ≤ 1

2t
||x′ − x||2.

ce qui montre que x ∈ PS(x + tv) si et seulement si cette dernière inégalité est

véri�ée.

Exemple 1.50

1) L'union de deux ensembles convexes n'est pas nécessairement convexe, par contre elle

est prox-régulière.

2) H\B(0, η) est prox-régulier.

3) L'intersection de deux ensembles prox-réguliers n'est pas prox-régulier.

La proposition suivante résume certaines conséquence importante sur la prox-régularité.

Proposition 1.51 Soient S un sous-ensemble fermé non vide de H et x ∈ S, les asser-
tions suivantes sont satisfaites

(i) Soit η ∈ ]0,+∞] , si S est uniformément η−prox-régulier alors pour tout x ∈ S avec

dS(x) < η on a ProjS(x) existe et unique. De plus

∂PdS(x) = ∂CdS(x)

(ii) Soit η ∈ ]0,+∞] et η′ ∈ ]0, η] , si S est uniformément η-prox-régulier alors le sous-

ensemble

S(η′) = {x ∈ H; dS(x) ≤ η′} est (η − η′)− prox-régulier.

Pour la démonstration on peut se référer à [9],[10],[13].

Théorème 1.52 Soit S un sous-ensemble fermé non vide de H et η ∈ ]0,+∞] , alors les

assertions suivantes sont équivalentes

(a) L'ensemble S est η-prox-régulier.

(b) Pour tout v ∈ NP
S (x) ∩B et tout nombre réel positif t < η on a

x = PS(x+ tv).

(c) Pour tout xi ∈ S, vi ∈ NP
S (x), i = 1, 2 on a

〈v1 − v2, x1 − x2〉 ≥ −
1

2

(
||v1||
η

+
||v2||
η

)
||x1 − x2||2. (1.2)

Démonstration •(a)⇔ (b) : Cette équivalence est facile à véri�é car il n'est pas di�cile

de voir que x = ProjS(x+ tv) lorsque x ∈ ProjS(x+ t′v) pour un certain t′ > t.
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•(a) ⇒ (c) : Soit vi ∈ NP
S (xi) avec i = 1, 2. Comme S est η-prox-régulier, alors par

dé�nition on a

〈v1, x1 − x2〉 ≥ −
||v1||
2η
||x1 − x2||2,

〈−v2, x1 − x2〉 ≥ −
||v2||
2η
||x2 − x1||2,

en additionnant les dernières inégalités on trouve (c)

• Montrons maintenant que (c) ⇒ (a), pour x, x′ ∈ S et v ∈ NP
S , il su�t de prendre

v1 = v, x1 = x, x2 = x′ et v2 = 0 dans l'inégalité de (c) pour obtenir (a).

�

Remarque 1.53 Généralement, nous avons NP
S (x) ⊂ NC

S (x). Cependant, pour un en-

semble S η-prox-régulier, Le cône normal proximal à S cöincide avec tous les cônes nor-

maux contenus dans le cône normal de Clarke en tout point x ∈ S, i.e.,

NP
S (x) = NC

S (x),

pour tout ensemble S uniformément η-prox-régulier. Dans ce cas on a

NS(x) = NP
S (x) = NC

S (x).

Proposition 1.54 Soit S un sous ensemble η-prox-régulier de H avec η ∈ ]0,+∞] et

soient x, x′ ∈ H. Si x− x′ ∈ NS(x′) et ||x− x′|| ≤ η (resp. ||x− x′|| < η), alors

x′ ∈ ProjS(x) (resp. x′ = PS(x)).

Démonstration Supposons que x−x′ ∈ NS(x′) et ||x−x′|| ≤ η. La non vacuité du cône

normal proximal montre que x′ ∈ S. En utilisant la dé�nition de la prox-régularité et le

fait que x, x′ ∈ S on obtient

〈x− x′, y − x′〉 ≤ 1

2η
||x− x′||||y − x′||,

≤ 1

2
||y − x′||,

et ceci montre que x′ ∈ ProjS(x) d'après la Remarque 1.20 .

Si en plus ||x− x′|| < η alors

dS(x) ≤ ||x− x′|| < η,

d'après la Proposition 1.51 on obtient

x′ = PS(x).

�
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Considérons l'ensemble :

Qij =
{
q ∈ R2N , Dij(q) ≥ 0

}
.

où Dij(q) = |qi − qj| − 2r est la distance signée entre les disques i et j, comme dans le

dessin ci-dessous

Figure 1.8 � Notations.

Proposition 1.55 L'ensemble Qij est η-prox-régulier avec η =
√

2r.

1.9 Théorèmes fondamentaux d'analyse fonctionnelle

Théorème 1.56 (Théorème d'Ascoli-Arzelà)

Soit (fn) une suite de fonctions dé�nies sur un intervalle fermé borné I, à valeurs réelles.

On suppose que cette suite de fonctions est équicontinue, i.e.,

∀x ∈ I,∀ε > 0, ∃ δ > 0, ∀n ∈ N,∀y ∈ I, |x− y| < δ =⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε.

et qu'il existe un réel M > 0 tel que |fn(x)| < M pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ I .

Alors on peut extraire une sous-suite (fnk
) qui converge uniformément sur I vers une

fonction continue f .

Lemme 1.57 (Gronwall-Bellman)

Soit a : [τ, T ]→ R une fonction absolument continue telle que

ȧ(t) ≤ λa(t) + b(t), ∀t ∈ [τ, T ],

où τ ≤ T et λ ∈ R sont des constantes, et b : [τ, T ]→ R une fonction intégrable.

Alors,

a(t) ≤ eλ(t−τ)a(τ) +

t∫
τ

eλ(t−s)b(s)ds, ∀t ∈ [τ, T ].
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Démonstration On introduite une fonction ψ(t) telle que

ψ(t) = eλ(t−τ)a(τ) +

t∫
τ

eλ(t−s)b(s)ds.

En multipliant par e−λt on trouve que

ψ(t)e−λt = e−λτa(τ) +

t∫
τ

e−λsb(s)ds,

alors

ψ(t)e−λt −
t∫

τ

e−λsb(s)ds = e−λτa(τ),

dérivons par rapport à t on obtient

d

dt

ψ(t)e−λt −
t∫

τ

e−λsb(s)ds

 = 0,

donc

ψ̇(t)e−λt − λψ(t)e−λt − b(t)e−λt = 0,

d'où

ψ̇(t)− λψ(t) = b(t).

D'autre part, on a

b(t) ≥ ȧ(t)− λa(t),

alors

ψ̇(t)− λψ(t) ≥ ȧ(t)− λa(t),

si u(t) = a(t)− ψ(t) donc u̇(t) = ȧ(t)− ψ̇(t) et par suite

u̇(t)− λu(t) ≤ 0,

multiplions les deux membrex de cette inégalité par e−λt on obtient

e−λt[u̇(t)− λu(t)] ≤ 0,

d'où
d

dt
[u(t)e−λt] ≤ 0,

ce qui montre que la fonction t 7→ u(t)e−λt est décroissante et donc

u(t)e−λt ≤ u(τ)e−λτ ,
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mais u(τ) = a(τ)− ψ(τ) = 0, alors

u(t) ≤ 0,

et par suite

a(t)− ψ(t) ≤ 0,

d'où

a(t) ≤ eλ(t−τ)a(τ) +

t∫
τ

eλ(t−s)b(s)ds.

Ce qui achève la preuve de ce lemme .

�

Dé�nition 1.58 Une application f d'un espace métrique (X, d) dans lui même est dite

k−contractante, s'il existe une constante k < 1 tel que

d(ϕ(x), ϕ(y)) ≤ kd(x, y)

pour tout couple de points x, y ∈ X.

Théorème 1.59 (Théorème de point �xe)

Soit X un espace métrique complet et soit f : X → X une application k-contractante.

Alors, il existe un point �xe unique de f, i.e., x = f(x).

Théorème 1.60 (Théorème des fonctions implicites)

Soit U un voisinage d'un point (x0, y0) ∈ Rn+m et soit F : U → Rnune fonction qui

satisfait les conditions suivantes

1. F ∈ C(p)(U ;Rn), p ≥ 1,

2. F (x0, y0) = 0,

3. F ′y(x0, y0) est une matrice inversible.

Alors, il existe un intervalle I = Imx × Iny ⊂ U , avec

Imx = {x ∈ Rm; |x− x0| < α} , Iny = {y ∈ Rn; |y − y0| < β} ,

et une fonction f ∈ C(p)(Imx ; Iny ) telle que

F (x, y) = 0⇔ y = f(x),

pour tout point (x, y) ∈ Imx × Iny et

f ′(x) = −[F ′y(x, f(x))]−1[F ′x(x, f(x))].
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1.10 Résultats préparatoires

Les résultats que nous allons énnoncer dans cettte section sont pris de la références [6].

Proposition 1.61 Soit C : [T0] ⇒ H une multi-application à valeurs non vides fermées

telle que

1. pour t ∈ I, C(t) est r-prox-régulier pour r > 0.

2. Il existe une fonction absolument continue v(.) : I → R telle que, pour tout y ∈ H
et s, t ∈ I

|d(y, C(t)), d(y, C(s))| ≤ |v(t)− v(s)|.

Soit h : [T0, T ]→ H une application intégrable. Alors, pour tout x0 ∈ C(T0), le processus

de Ra�e perturbé −ẋ(t) ∈ N (C(t), x(t)) + h(t) ∀t ∈ [T0, T ]

x(T0) = x0

a solution unique absolument continue x(.). De plus, cette la solution véri�e l'inégalité

||ẋ(t) + h(t)|| ≤ ||h(t)||+ |v̇(t)| ∀t ∈ [T0, T ].

Théorème 1.62 Supposons que C possède les mêmes hypothèses du Théorème 1.61 et

soit f : [T0, T ]×H → H une application séparément mesurable sur [T0, T ] telle que

(i) pour tout η > 0, il existe une fonction non négative kη(.) ∈ L1([T0, T ],R) telle que

pour tout t ∈ [T0, T ] et pour tout (x, y) ∈ B̄(0, η)× B̄(0, η)

||f(t, x)− f(t, y)|| ≤ kη(t)||x− y||.

(ii) il existe une fonction non négative β(.) ∈ L1([T0, T ],R) telle que, pour tout t ∈
[T0, T ] et pour tout x ∈

⋃
s∈[T0,T ]

C(s)

||f(t, x)|| ≤ β(t)(1 + ||x||).

Alors, pour tout x0 ∈ C(T0), le processus de Ra�e perturbé suivant−ẋ(t) ∈ N (C(t), x(t)) + f(t, x(t)) ∀t ∈ [T0, T ]

x(T0) = x0

admet une solution unique absolument continue x(.). Cette solution satisfait

||ẋ(t) + f(t, x(t))|| ≤ (1 + l)β(t) + |v̇(t)| ∀t ∈ [T0, T ],
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et

||f(t, x(t))|| ≤ (1 + l)β(t) ∀t ∈ [T0, T ],

où

l := ||x0||+ exp

{
2

∫ T

T0

β(s)ds

}∫ T

T0

[2β(s)(1 + ||x0||) + |v̇(s)|]ds.

Proposition 1.63 Supposons que les hypothèses du Théorème 1.62 sont satisfaites.

Pour chaque a ∈ C(T0), notons xa(.) la solution unique du processus de Ra�e perturbé−ẋ(t) ∈ N (C(t), x(t)) + f(t, x(t)) ∀t ∈ [T0, T ]

x(T0) = x0

Alors, l'application ψ : a → xa() dé�nie de C(T0) à valeurs dans l'espace C([T0, T ], H)

muni de la norme de la convergence uniforme, est Lipschitzienne sur tous les sous-

ensembles bornés de C(T0).



Chapitre 2

Existence et unicité de solution pour le

processus de Ra�e perturbé

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence de solution pour le problème

−ẋ(t) ∈ NP
C(t)(x(t)) + f(t, x(t))

sur R tout entier et nous établissons les conditions de stabilité globale des solutions glo-

bales et périodiques de ce problème. Pour cela considérons les deux hypothèses suivantes

(H1) Soit C : R ⇒ Rn une multi-application à valeurs non vides globalement borné

qui satisfait les conditions suivantes

(aC) Pour chaque t ∈ R, C(t) est η-prox-régulier pour un certain η > 0 �xé.

(bC) Pour tout LC ≥ 0 on a pour tous t1, t2 ∈ R, il existe LC ≥ 0 tel que

dH(C(t1), C(t2)) ≤ LC |t1 − t2|.

(H2) Soit f : R× Rn → Rn une fonction qui satisfait les conditions suivantes

(af ) Pour tous t1, t2 ∈ R et pour tous x1, x2 ∈ Rn, il existe Lf > 0 tel que

||f(t1, x1)− f(t2, x2)|| ≤ Lf

(
||t1 − t2||+ ||x1 − x2||

)
.

(bf ) Pour α > 0 �xé, on a

〈f(t, x1)− f(t, x2), x1 − x2〉 ≥ α||x1 − x2||2,

pour tout t ∈ R et pour tous x1, x2 ∈ Rn.

27
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Théorème 2.1 Supposons que la multi-application C satisfait la condition (aC) et que f

satisfait la condition (af ). Alors le processus de Ra�e (1) a au moins une solution dé�nie

sur R toute entier.

Démonstration Soit {ξn}∞n=1 ⊂ Rn tel que ξn ∈ C(−n) pour chaque n ∈ N. Dé�nissons

xn(t) =

x(t,−n, ξn) si t ≥ −n

ξn si t < −n
où t→ x(t;−n; ξn) est la solution t→ x(t) de (1) avec la condition initiale

x(−n) = ξn, n ∈ N. Puisque C(t) est globalement borné, alors, étant donné tout k ∈ N,
la proposition 1.61 nous s'assure que toutes les solutions du processus de Ra�e (1) sur

l'intervalle [−k, k] partagent la même constante de Lipschitzité Lk > 0.

Nous allons utiliser le théorème d'Ascoli-Arzelà a�n d'extraire de {xn(t)}∞n=1 une telle

sous suite qui converge uniformément sur tout intervalle [−k, k], k ∈ N. Pour ce but,

notons x0
n(t) = xn(t) sur R pour chaque n ∈ N. D'après le théorème d'Ascoli-Arzelà,

il existe une sous-suite {x1
n(t)}∞n=1 ⊂ {x0

n(t)}∞n=1 qui converge uniformément sur [−1, 1].

De manière analogue, il existe une sous- suite {x2
n(t)}∞n=1 ⊂ {x1

n(t)}∞n=1 qui converge

uniformément sur [−2; 2]. En répétant cette procédure, nous obtenons une famille de sous-

suites
{
xkn(t)

}∞
n=1
⊂
{
xk−1
n (t)

}∞
n=1

, k ∈ N, tel que
{
xkn(t)

}∞
n=1

converge uniformément sur

[−k, k] pour tout k ∈ N.
Dé�nissons x̄n(t) = xnn(t) sur R pour chaque n ∈ N. On trouve que {x̄n(t)}∞n=1 converge

uniformément sur tout [−k, k], k ∈ N. Soit x̄(t) = lim
n→∞

x̄n(t) et montrons que x̄(t) est une

solution du problème (1). Notons par x(t) une solution de (1) avec la condition initiale

x(τ) = x̄(τ). Supposons que x(t0) 6= x̄(t0) pour certains t0 > τ, i.e., x(t0) 6= lim
n→∞

x̄n(t0).

Alors il existe ε0 > 0, tel que

∀n ∈ N,∃mn > n : ||x(t0)− x̄mn(t0)|| ≥ ε0. (2.1)

Rappelons que, x̄mn(t) est une solution de (1) pour t ≥ −mn.

Par conséquent, d'après la Proposition 1.63 il existe δ > 0 tel que

si τ ≥ mn et ||x(τ)− x̄mn(τ)|| < δ,

alors ||x(t)− x̄mn(t)|| < ε0, t ∈ [τ, t0]. (2.2)

Ce qui est contradiction avec (2.1) pour tout n ∈ N su�samment grand.

Et par conséquent, x(t) = x̄(t) pour tout t ≥ τ, i.e., x̄(t) est une solution de (1).

�

Théorème 2.2 Sous les même hypothèses du Théorème 2.1 avec LC ≥ 0. Soit

||f(t, x)|| ≤Mf ,∀t ∈ R, x ∈
⋃
t∈R

C(t) (2.3)
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où Mf est une constante �xée.

Supposons que f satisfait l'hypothèse (bf ) avec

α >
LC +Mf

η
. (2.4)

Alors, le processus de Ra�e (1) a une solution unique t 7−→ x(t), dé�ni sur R. De plus,

la solution globale t 7−→ x(t) est globalement exponentiellement stable.

Démonstration D'après la Proposition 1.61 pour toute solution x de (1) avec une

condition initiale x(τ) = x0, on a

||ẋ(t) + f(t, x(t))|| ≤ ||f(t, x(t))||+ LC , pour tout t > τ.

et comme f est uniformément borné alors

||ẋ(t) + f(t, x(t))|| ≤Mf + LC , pour t > τ (2.5)

Soient x1, x2 deux solutions de (1) avec x1(τ), x2(τ) ∈ C(τ).

Soit t ≥ τ tel que x1(t), x2(t) sont dé�nis sur [t, τ ], et que les deux dérivées ẋ1(t) et ẋ2(t)

existent. Comme

−ẋ1(t)− f(t, x1(t)) ∈ NP
C(t)(x1(t)),

−ẋ2(t)− f(t, x2(t)) ∈ NP
C(t)(x2(t)),

donc

η

Mf + LC
(−ẋ1(t)− f(t, x1(t))) ∈ NP

C(t)(x1(t)),

η

Mf + LC
(−ẋ2(t)− f(t, x2(t))) ∈ NP

C(t)(x2(t)).

Par la condition d'hypomonotonie (1.2) du cône normale proximal et par (2.5) on a

〈 −η
Mf + LC

(ẋ1(t) + f(t, x1(t)))− −η
Mf + LC

(ẋ2(t) + f(t, x2(t))), x1(t)− x2(t)〉

≥ −||x1(t)− x2(t)||2,

d'où

−η
Mf + LC

〈ẋ1(t)− ẋ2(t), x1(t)− x2(t)〉+ −η
Mf + LC

〈f(t, x1(t))− f(t, x2(t)), x1(t)− x2(t)〉

≥ −||x1(t)− x2(t)||2,
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Et donc d'après l'hypothèse (bf ) on trouve

η

Mf + LC
〈ẋ1(t) − ẋ2(t), x1(t) − x2(t)〉 ≤ ||x1(t) − x2(t)||2 − ηα

Mf + LC
||x1 − x2||2,

ainsi nous avons

〈ẋ1(t)− ẋ2(t), x1(t)− x2(t)〉 ≤
(
Mf + LC

η
− α

)
||x1(t)− x2(t)||2,

i.e.,
1

2

d

dt
||x1(t)− x2(t)||2 ≤

(
Mf + LC

η
− α

)
||x1(t)− x2(t)||2,

d

dt
||x1(t)− x2(t)||2 ≤

(
2(Mf + LC)

η
− 2α

)
||x1(t)− x2(t)||2.

on pose ᾱ = 1
η
(Mf + LC − ηα), puis par le lemme de Gronwall-Bellman (Lemme 1.57),

pour t > τ on a

||x1(t)− x2(t)||2 ≤ e2ᾱ(t−τ)||x1(τ)− x2(τ)||2 ∀t > τ,

d'où

||x1(t)− x2(t)|| ≤ eᾱ(t−τ)||x1(τ)− x2(τ)|| ∀t > τ. (2.6)

Soit maintenant x(t) une solution globale de (1) (qui existe d'après le Théorème 2.1).

Cette solution globale est unique car, si c'est le contraire, i.e., il existe une autre solution

globale x̄(t). Alors, pour tout t ∈ R, en utilisent (2.4) on trouve que ᾱ < 0.

Ce qui assure la stabilité exponentielle de la solution.

De plus, d'après (2.6)

||x(t)− x̄(t)|| ≤ eᾱ(t−τ)||x(τ)− x̄(τ)|| ∀t > τ, (2.7)

passons donc à la limite lorsque τ → −∞ on trouve que

||x(t)− x̄(t)|| = 0,

et donc x(t) = x̄(t).

�
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Nous donnons maintenant un théorème sur la périodicité de la solution globale unique

établie dans le Théorème 2.2.

Théorème 2.3 L'unique solution globale x0 obtenue dans le Théorème 2.2 est T-périodique,

si les deux applications t 7→ C(t) et t 7→ f(t, x) sont T-périodiques.

Démonstration

L'application a 7→ xa(T ) est une contraction de C(0) à C(T ) = C(0), où xa est la

solution de (1) sur [0, T ] avec la condition initiale xa(0) = a ∈ C(0).

En e�et, d'après (2.6), pour a, b ∈ C(0)

||xa(T )− xb(T )|| ≤ eᾱT ||a− b||

où ᾱ < 0. Alors, d'après la Proposition 1.63 a 7→ xa(T ) est continue sur C(0),

et d'après le Théorème 1.59, il existe x̄ : [0, T ] → C(0) tel que (1) est satisfaite et

x̄(0) = x̄(T ) sur [0, T ]. Comme t 7→ C(t) et t 7→ f(t, x) sont T-périodiques, on peut

étendre donc x̄ à une solution T-périodique dé�ni sur R.

�



Chapitre 3

Exemples

3.1 Le modèle de jeux.

Soit f : R× R2 → R2 la fonction dé�nie par

f(t, x) := αx, t ∈ R, x ∈ R2, (3.1)

où α > 0 est une constante �xée. On dé�nit l'ensemble mobile C(t) à l'aide d'une fonction

b ∈ C1(R,R) qui est borné par β ≥ 1 et admet une constante Lipschitzienne global Lb,

i.e.,

|b(t1)− b(t2)| ≤ Lb|t1 − t2|, ∀t1, t2 ∈ R. (3.2)

Dé�nissons

C(t) := B1

⋂
S(t), S(t) =

{
x ∈ R2 : x2

1 +
x2

2

b(t)2
≥ 1

}
. (3.3)

où B1 est la boule fermée de rayon 1 et centrée au point (−1.5, 0).

32
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Figure 3.1 � Les �èches est le champ vectoriel de ẋ = −αx.

A�n d'appliquer le Théorème 2.2, on doit démontrer que

i) la fonction f est fortement monotone et bornée.

ii) C(t) est Lipschitzienne continue.

iii) C(t) est prox-régulier.

En e�et,

i) f est fortement monotone et bornée. En e�et,

〈f(t, x)− f(t, y), x− y〉 = 〈αx− αy, x− y〉 = α||x− y||2,

on en déduit donc que f est fortement monotone avec la constante α et elle bornée

sur B1 ⊃ C(t) par Mf = 2.5α.

ii) Montrons maintenant la continuité Lipschitzienne de C(t). La frontière ∂B1 de

B1 coupe la frontière ∂S(t) de S(t) en un point unique (p(t), q(t)) avec q(t) ≥ 0.

Puisque

dH(C(t), C(s)) ≤ ||(p(t), q(t))− (p(s), q(s))||.

(voir Fig.3.1). On va calculer maintenant les constantes de Lipschitz des fonctions

p et q. Comme b ∈ C1(R, [1,∞[), le théorème des fonctions implicites (Théorème

1.60), nous assure que p et q sont di�érentiables sur R. Par conséquent, par le

théorème de la valeur moyenne

dH(C(t), C(s)) ≤ ||(p′(tp), q′(tq))|| · |t− s|, (3.4)
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où tp, tq sont situés entre t et s. Pour calculer (p′(tp), q
′(tq)), nous utilisons la formule

donnée par le théorème des fonctions implicites ( Théorème 1.60)

(p′(t), q′(t))T = −(F ′(p,q))
−1(p(t), q(t), t)F ′t(p(t), q(t), t),

appliqué avec

F (p, q, t) =

(
(p+ 1.5)2 + q2 − 1

p2 + q2

b(t)2
− 1

)
puisque

F ′(p,q)(p, q, t) = 2

(
p+ 1.5 q

p q
b(t)2

)
, F ′t(p, q, t) =

(
0

−2b(t)−3b′(t)q2

)
,

(F ′(p,q))
−1(p, q, t) =

1

2 1
b(t)2

(p(t) + 1.5)q(t)− p(t)q(t)

(
q

b(t)2
−q

−p p+ 1.5

)
,

on obtient la formule suivante pour les dérivées p′ et q′(
p′(t)

q′(t)

)
= − 1

1
b(t)2

(p(t) + 1.5)q(t)− p(t)q(t)

(
q(t)

−(p(t) + 1.5)

)
1

b(t)3
q(t)2b′(t).

Notant que les propriétés 1 + p(t) > 0 et −p(t)b(t)2 > 0 impliquent

1

b(t)· (p(t) + 1.5− p(t)b(t)2)
≤ 1

β· (−p(t)b(t)2)
≤ 1

β3|p0|
,

on en déduit donc que

|p′(t)| ≤ Lb
β3|p0|

, |q′(t)| ≤ Lb
β3|p0|

,

où p0 est tel que p(t) ≤ p0 pour tout t ∈ R. Puisque b(t) ≥ 1, on peut prendre p0

comme le abscisse de l'intersection de ∂B1 avec un cercle unitaire centré à 0, i.e.,

p0 = −0.75 (voir Fig.3.1).

Nous substituons dans (3.4), on trouve que

dH(C(t), C(s)) ≤ 4Lb
3β3
|t− s|,

ce qui donne LC = 4Lb

3β3 .

iii) Pour la constante η de la prox-régularité de C(t). On rappelle que C(t) est η-prox-

régulier si C(t) admet une boule tangente externe de rayon plus petit que η pour

chaque point x ∈ ∂C(t). Les points de ∂C(t) \ ∂S(t) admettent une boule tangente
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externe de n'importe quel rayon. Par conséquent, pour trouver η qui détermine la

η-prox-régularité de C(t), il su�t de se concentrer sur les points de ∂C(t) ∩ ∂S(t).

C'est pourquoi, pour un t ∈ R �xé, nous pouvons choisir η comme minimum du

rayon de courbure passant par x ∈ ∂C(t) ∩ ∂S(t). Fixons t ∈ R et utilisons le

paramétrage

P (φ) = (− cosφ, b(t) sinφ), φ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
,

pour le côté gauche de l'ellipse x2 + y2

b(t)2
= 1. Alors, le rayon de courbure R(φ) de

∂C(t) ∩ ∂S(t) en P (φ) est

R(φ) =
1

b(t)
(sin2 φ+ b(t)2 cos2 φ)

3
2 =

1

b(t)
(b(t)2 + (1− b(t)2) sin2(φ))

3
2 .

(voir Lockwood [7, P.xi,P.21]). Observez que R décroissante lorsque |φ| augmente

de 0 à π
2
. En e�et,

R′(φ) = (
1

b(t)
(b(t)2 + (1− b(t)2) sin2(φ))

3
2 )′

=
3

2
· 1

b(t)
× 2(1− b(t)2) sinφ cosφ

(
b(t)2 + (1− b(t)2) sin2 φ

) 1
2 ≤ 0,

alors, R(φ) est décroissante. Par conséquent, la courbure minimale de ∂C(t)∩∂S(t)

est atteinte au point (p(t), q(t)) que nous a dé�nie dans (ii).

Soit φ0 tel que P (φ0) = (p(t), q(t)) et soit φ∗ > 0 tel que la deuxième composante

P2(φ∗) de P (φ∗) soit égale à 1, qui existe parce que b(t) ≥ 1 (voir Fig.3.2).

Puisque q(t) ≤ 1, nous avons φ0 ≤ φ∗, comme φ → R(φ) est décroissante lorsque

|φ| augmente, on a

R(φ0) ≥ R(φ∗).

Figure 3.2 � Les paramètres φ0 et φ∗.
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Comme P2(φ∗) = 1 alors b(t) sinφ∗ = 1, nous avons sinφ∗ = 1
b(t)

et donc

R(φ0) ≥ R(φ∗) =
1

b(t)

(
b(t)2 + (1− b(t)2) sin2(φ∗)

) 3
2

=
1

b(t)

(
b(t)2 + (1− b(t)2)

1

b(t)2

) 3
2

=
1

b(t)
·
(
b(t)4 + (1− b(t)2)

b(t)2

) 3
2

=

(
b(t)4 + (1− b(t)2)

b(t)
8
3

) 3
2

=
(
b(t)

4
3 + b(t)−

8
3 − b(t)−

2
3

) 3
2

≥
(
b(t)

4
3 − b(t)−

2
3

) 3
2
,

donc

R(φ0) ≥
(
b(t)

4
3 − b(t)−

2
3

) 3
2
.

Notons que la fonction g : b 7→
(
b

4
3 − b− 2

3

) 3
2
, est croissante sur [1,∞[ . En e�et,

g′(b) =
3

2

(
4

3
b

1
3 +

2

3
b−

5
3

)(
b

4
3 − b−

2
3

)
≥ 0,

donc, la fonction g est croissante sur [1,∞[ . Finalement

R(φ0) ≥ g(b) ≥ g(β),

R(φ0) ≥
(
β

4
3 − β−

2
3

) 3
2
.

Par conséquent, C(t) est η-prox-régulier avec η =
(
β

4
3 − β− 2

3

) 3
2
.

Substituons les valeurs de Mf , LC et η dans la formule (2.4) on obtient la proposition

suivante

Proposition 3.1 Soient α > 0 une constante arbitraire, b ∈ C1(R, [β,∞[) une certaine

constante β ≥ 1. Supposons que (3.2) est satisfaite. Si

α >

4Lb

3β3 + 5
2
α(

β
4
3 − β− 2

3

) 3
2

.

Alors, la solution globale

x(t) = (−1, 0), t ∈ R,

du problème (1) avec C(t) et f(t, x) donnés par (3.3) et (3.1), est globalement asympto-

tiquement stable.
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3.2 Le modèle de mouvement de foule.

Nous donnons une brève introduction sur le modèle donné par Maury-Venel [8], puis

nous expliquons quelles sont les raisons qui rendent le Théorème 2.2 inapplicable.

Considérons N personnes avec des positions données par x = (x1, x2, ..., xN), où chaque

personne est représentée géométriquement comme un disque de centre xi ∈ R2 et de rayon

r, de sorte que x ∈ R2N . Deux personnes (disons i-éme et j-éme) ne peuvent pas se

chevaucher, donc nous avons une contrainte unilatérale ||xi − xj|| ≥ 2r

C =
{
x ∈ R2N : ||xi − xj|| − 2r ≥ 0 ∀i < j

}
. (3.5)

Soit U(x) = (U1(x), U2(x), ..., UN(x)) la vitesse spontanée de chaque personne à la

position x, i.e., Ui(x) est la vitesse que la i-ième personne aurait en l'absence de les autres

gens. Puisque le but de Maury-Venel [8] est d'avoir un modèle qui décrit personnes dans

une situation très dense, la vitesse réelle d'une personne est dé�nie comme étant la plus

proche de la vitesse spontanée. Ainsi, la vitesse réelle est calculée comme projection de la

vitesse spontanée sur l'ensemble des vitesses réalisables. Cela donne le processus de Ra�e.−ẋ ∈ NP
C (x)− U(x)

x(0) = x0 ∈ C.
(3.6)

Prenons la situation où il n'y a que deux personnes. D'après la Proposition 1.55, l'en-

semble C est η-prox régulier avec η = r
√

2.

Considérons U(x) = −x, alors f(t, x) = x et donc α = 1 dans l'hypothèse (bf ). Alors, la

condition (2.4) du Théorème 2.2 prend la forme
√

2r > LC +Mf , où LC = 0 car C dans

(3.6) ne dépend pas de t.

Par conséquent, (2.4) implique Mf <
√

2r. Par contre, d'après (2.3), Mf doit satisfaire

Mf ≥ ||f(t, x)|| avec f(t, x) = x pour chaque x ∈ C. Considérons une paire de personnes
positionnées en (0,−r) et (0, r). Puisque ||(0,−r)− (0, r)|| = 2r, on a (0,−r, 0, r) ∈ C et

donc Mf véri�e

Mf ≥ ||f(0,−r, 0, r)|| = ||(0,−r, 0, r)|| =
√

02 + (−r)2 + 02 + r2 =
√

2r.

Par conséquent, le Théorème 2.2 ne s'applique pas.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons démontrer l'existence d'au moins une solution globale

unique pour le processus de Ra�e du premier ordre non convexe avec une perturbation

Lipschitzienne. La stabilité exponentielle de la solution s'ensuit lorsque le champ vecteur

est uniformément borné et fortement monotone.
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