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Introduction

Les écoulements dans des domaines partiellement occupés par un milieu poreux sont
d’une grande importance, des exemples notables incluent les eaux souterraines et les eaux
de surface ainsi que les filtres a air et I’huile. Ce probléme complexe peut étre modélisé par
le systéme couplé d’équations de Stokes et Darcy. Le domaine physique est décomposé en
deux régions : la région remplie d’un fluide incompressible modélisée par les équations de
Stokes et la région du milieu poreux modélisée par la loi de Darcy. Considérons un domaine
Q C R3, Q est composé de deux sous-domaines, Qp et Qp, avec QpNQp =0 et QpNQp =T
(figure 1). Le domaine Q2 est rempli par un fluide, et sera par conséquent appelé domaine
purement fluide, tandis que §2p correspond & un milieu poreux les conditions de continuité
de la vitesse normale et de la pression sont imposées sur l'interface. Dans le domaine
purement fluide, le fluide s’écoule selon les équations de Stokes et dans le milieu poreux,

le fluide s’écoule selon les équations de Darcy.

Ce modeéle a été analysé dans [4] et [8]. Dans la référence [4] le probléme est discrétisé
par la méthode spectrale et dans la référence [8] le probléme est discrétisé par la méthode
des éléments finis. Dans notre travail nous optons pour la méthode spectrale. L’analyse
mathématique des problémes continus et discret a été effectuée en utilisant les Théoréemes

de Banach-Necas-Babuska et Théoréme de Babuska-Brezzi.

Les méthodes spectrales sont des classes de technique utilisées en mathématiques ap-
pliquées et en calcul scientifique pour résoudre numériquement certaines équations aux
dérivées partielles. Ce sont des méthodes de Galerkin avec intégration numérique. Leur
principale caractéristique est que les solutions discrétes sont cherchées dans des espaces de
polynémes de haut degré. Les intégrales sont évaluées au moyen de formules de quadra-
ture appropriées. Elles permettent d’obtenir des approximations d’équations aux dérivées

partielles avec une bonne précision et une convergence rapide.

Notre travail est structuré en trois chapitres.
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Dans le premier chapitre, nous donnons les principales propriétés des espaces de So-
bolev [1] et quelques rappels d’analyse fonctionnelle. Ensuite nous donnons les principales
estimations d’erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale aux nceuds de la for-
mule de quadrature de Gauss-Lobatto.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les équations de Stokes couplées avec les
équations de Darcy. Le probléme continu admet une formulation variationnelle qui com-
portent la vitesse, la pression et le tourbillon comme inconnues. Nous démontrons 1’exis-
tence et I'unicité grace aux théorémes de Banach-Necas-Babuska et Babuska-Brezzi.
Nous discrétisons le probléme continu par une méthode spectrale dans le troisiéme cha-
pitre. C’est a dire, nous utilisons la méthode de Galerkin avec intégration numérique.
Nous terminons par une estimation d’erreur a priori entre la solution continue et la solu-

tion discréte.



Chapitre 1
Préliminaires

Le but de ce chapitre est d’introduire les outils mathématiques nécessaires pour une
bonne compréhension de I’étude du probléme traité dans ce mémoire.
Les preuves des théorémes et propositions de ce chapitre se trouvent dans les références

5], 9], [10], [11], [13], [16] et [17].

Dans la suite, on note © un ouvert borné lipschitzien connexe de R?. On note z le
point générique de Q, et (1, ..., x4) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de
Lebesgue dans R?, que 1'on écrit soit dz, soit dx, ..., dz,.

On rappelle que D(Q2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support
compact dans €2, et que D(Q) désigne 'espaces des restrictions a Q des fonctions indéfini-
ment différentiables & support compact dans R%. Le dual D’(Q2) de D(Q) est I'espace des
distributions sur 2. On note maintenant L*(Q) Pespace des fonctions mesurables v telles
que

/112(x) dx < +00.

Q
C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)o0 = /u(x)v(x) dx.

Q

On note || - ||oo la norme

[v]lo = (/Uz(x) d:v)é.

Q
On sait que l'espace L%(2) contient les deux espaces D(Q2) et D(Q) comme sous-espace
denses, et que 'espace L%*(2) est contenu dans 'espace D'(Q2). Le produit de dualité

entre les espaces D() et D'(Q) étant alors une extension du produit scalaire dans L?((2).

4
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La théorie des distributions (voir Schwartz [18]) permet de définir, pour les fonctions
de L*(Q), des dérivées d’ordre quelconque a valeurs dans D'(€2) : pour tout d—uplet
a = (a1, ...,aq) de N4 |a| représente la longueur g + ... + a4 et on note 9 la dérivée
partielle d’ordre total || et d’ordre «; par rapport a la j—iéme variable, 1 < j < d.
On utilisera également la notation x%, e x% pour désigner les dérivées partielles d’ordre
1 par rapport aux différentes variables xq, ..., x4, et le symbole V pour le vecteur a d

composantes formé par ces dérivées.

Définition 1.0.1. Pour tout entier m > 0, on définit ’espace de Sobolev H™(Y) de la

facon suivante :
H™(Q) = {v e L*(Q), 0% € L*(Q), Va € N, |a| < m},

munt de la norme
1

V]| .02 = (/ > (7)) dx>5_ (1.1)

Q lal<m

Définition 1.0.2. On définit les deux espaces de Sobolev H(div,Q2) et H(rot,)) de la
facon suivante :

H(div,Q) = {v € L*(Q)% dive € L*(Q)},
munit de la norme du graphe :
[l r(aiv,0) = (“v’@?(ﬂ)?’ + || div UH%%Q))?'

et
H(rot,Q) = {p € L*(Q)*; rotp € L*(Q)°},

muni de la norme du graphe :
1
vl rroter) = (IVl|72(p + IT0t v[lz2(0p0)2.

Théoréme 1.0.3. Soit Q un ouvert de RY, I'espace D(Q)N est dense dans H(div, Q).

1.1 Opérateurs de trace

Soit € un ouvert borné connexe de R?, de frontiére assez réguliére 9.

Théoréme 1.1.1. L’application vy : u € D(Q) — Yo(u) = ulan € L2(00Q) se prolonge de
maniére unique, et de fagon continue, a l’espace de Sobolev H'(Q). On appelle l'opérateur

Yo ainsi obtenu : Uapplication de traces.
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Uopérateur o n’est pas surjectif sur L*(0). L’image de vy est un espace de Sobolev

fractionnaire appelé H%(ﬁQ) et qui est un espace de Hilbert pour la norme

ol T (i

1 e
H2(69) u€H(Q),you=v

Proposition 1.1.1 (Formule de Stokes).

L’application 7y, qui a u € D(Q)* associe (u-n)aq se prolonge en une application linéaire

continue de H(div,Q) dans H=2(0Q) et on a la formule de Stokes suivante :

Yu € H(div,Q),Vw € H(Q), /u Vw dz + /w- divu dz = (yau, yow)

Q 2

H™%(002),H? (00)

ol o est Uopérateur de trace de HY(Q) dans Hz (09), et H=2(0S) est le dual de H2 (0).

1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.2.1. Banach-Necas-Babuska [5]
Soient V' et W deuzx espaces de Hilbert, a une forme bilinéaire continue sur V- x W. Alors,
les propositions sutvantes sont équivalentes :

(i) Pour toute forme linéaire continue L sur W, il existe un unique u € V tel que
a(u,w) = L(w), Yw e W (1.2)
(17) Les deux conditions suivantes sont vérifiées :

da > 0, inf (sup M) > a, (1.3)

veV weWHUHVHw“W

(Vv € V,a(v,w) =0) = w = 0. (1.4)

Dans le cas ot ces deux assertions sont vérifiées, l'unique solution u de (1.2) vérifie en

plus
I L1
< . 1.5
fuly < 141 (15)
Théoréme 1.2.2. Soient (E.| - ||g), (F,|| - ||r) deuz espaces vectoriels normés, Alors
E X F est un espace vectoriel normé muni de la norme || - ||gxr, définie par

1
Vu=(u1,u2) € B X F, [luflpxr = (Jualf + [Jualf)?.
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Nous considérons deux espaces de Hilbert X et M de normes respectives || - ||x et
Il - ||as, de produits scalaires respectifs (-, ) x et (-, ) et de duals X’ et M" avec le crochet
de dualité (-,-). Nous nous donnons une forme bilinéaire continue : b : X x M — R, et

nous lui associons 'opérateur B tel que, pour tout v € X et ¢ € M, nous avons :
b(v,q) = (Bv, ¢}t = (B'q, v)x x
Nous introduisons les espaces suivants :
V={veX; VYge M, b(v,q) =0}.
Vi={veX; YweV, (vw)x = 0}.
Ve={le X' YveV, (l,v)xr x =0}

Théoréme 1.2.3. Théoréme de Babuska-Brezzi

Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une constante 3 > 0 telle que

b
inf sup ﬂ =
qervex vl xllallm

2. L’opérateur B’ est un isomorphisme de M dans V° et
Vg e M, [|B'qllx > Bllallm
3. L’opérateur B est un isomorphisme de V+ sur M’ et

VYoe VE, ||Bvllw > Bl x.

Proposition 1.2.1. Soit u € L*(Q)? tel que Vu = 0 dans Qp et Vu =0 dans Qp. Alors

Vu = 0 sur tout le domaine ) si et seulement si (ujq, — o, ) -1 =0 surl.
Théoréme 1.2.4. Soit une fonction u € H(div, Q) satisfait
divu = 0 dans (2,
<u-nl>,=00<i<I.
si et seulement si il existe un vecteur ¥ € H(rot,Q) N H(div,?) tel que
u = roty dans ) et divyp =0 dans )
Y -n =0 sur 0f2,

<¢-n,1>zj:0, 0<5<J
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Théoréme 1.2.5. Soit une fonction w € H(div,Q) satisfait
divu =0 dans Q et u-mn =0 sur 02,
<u-n,l >zj:O, 0<y3< U
si et seulement si il existe un vecteur ¥ € H(rot,2) N H(div, Q) tel que
u =roty dans Q2 et diveyp =0 dans 2

P xn =0 surdf,

<Y-nl>=0 0<i<].

1.3 Espaces discrets

Notation 1.3.1. Soit Q un ouvert de R%. Pour tout entier n > 0, on définit P,, comme
’espace des polynomes sur RY & valeurs dans R de degré < n. On note P, () lespace des

restrictions a ) des fonctions de ’ensemble P,,.

Notation 1.3.2. Pour tout entier n > 1, on note P%(Q) l'espace des polynomes de P, (£2)

qui s’annulent auzr deux extrémités de ).

1.3.1 Polynémes de Legendre

On note par A l'intervalle | — 1,1].

Définition 1.3.1. On appelle famille des polynomes de Legendre la famille (L), de
polynomes sur A, deux & deux orthogonauz dans L*(A) et tels que, pour tout entier n > 0,
le polynome L,, soit de degré n et vérifie : L,(1) =1 et

2
2n+1

1
Lollfay = [ L2(Q)d¢ =
ILalloen = [ LG

1.3.2 Formule de Gauss-Lobatto

La formule de quadrature la plus naturelle dans le contexte polynomial est la formule
de Gauss-Lobatto associée a la mesure de Lebesgue. Cette derniére tient compte des
conditions aux bords. Nous référons a Bernardi, Maday et Rapetti [12], Crouzreix et
Mignot [14] et & Davis et Rabinowitz [15] pour 1’ analyse numérique compléte de la

formule de Gauss-Lobatto. On rappelle cette formule dans la proposition suivante :
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Proposition 1.3.1. Soit N un entier positif fizé. On pose ng = —1 et ny = 1. Il existe
un unique ensemble de N — 1 points §; de A, 1 < j < N —1, et un unique ensemble de
N +1 réels pj, 0 < j < N, tels que l'égalité suivante ait liew pour tout polynome ® de

PQN_l(A) .
N

[ et => e (1.6)

1 -
7=0
Lesnj, 1 <j <N —1, sont les zéros du polynome L'y. Les p;, 0 < 7 < N, sont positifs,

et donnés par :
2

AT NN )EG)
La formule (1.6) est appelée formule de Gauss-Lobatto de type Legendre & N+1 points.

,0<j<N

Proposition 1.3.2. Tout polynome on € Py (A?) vérifie les inégalités

N
lowllZ2aay < D R(EDps < 37 lon 7z (1.7)
=0

1.3.3 Erreurs d’approximation et d’interpolation polynomiale

Notation 1.3.3. On note [y l'opérateur de projection orthogonale de L*(A?) sur Py (A?).

Théoréme 1.3.2. V s > 0, 3 ¢ > 0 ne dépendant que de s telle que, pour toute fonction
g de H*(R2), on ait :

lg — Ungll2) < eN7°||gll s - (1.8)

Notations 1.3.1. On note Iy [lopérateur d’interpolation aux points de Gauss-Lobatto

Ji.e. pour toute fonction g continue sur ), Ing appartient a Py (AY) et vérifie :

(Ing)Miys---smiy) = 9Miys - -miy), 0 <iy,... 00 < N.

Théoréme 1.3.3. Pour tout entier s > ¢

5, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de s telle que, pour toute fonction g de H*(2), on ait :

19 — Zngllz2) < eN7%gllms)- (1.9)



Chapitre 2

Les équations de Stokes couplées avec

les équations de Darcy

2.1 Position du probléme et formulation variationnelle

Soient © et Qp deux ouverts bornés connexes dans R?, de frontiéres lipschitzienne,
telles que Qp C Q et Qp est simplement connexe & frontiére connexe. On pose Q, = O\ Qp
et I' = 0Qp linterface entre Qp et Qp (voir figure 1). Le domaine Q est rempli par un
fluide, et sera par conséquent appelé domaine purement fluide, tandis que p correspond
a un milieu poreux. La premiére équation de notre probléme représente 1’écoulement dans
le milieux poreux et la deuxiéme I’écoulement du fluide incompressible dans le domaine
Q. Des conditions de continuité de la vitesse normale et de la pression sont imposées sur

I'interface.

Figure 1 : Domaine bidimensionnel : I" est I'interface entre 2, et Qp

10
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On considére donc le systéme d’équations suivant :

(u u+Vp=f dans €,

—vAu+Vp=f dans Qp,

div u=0 dans Q, et Qp,

u-n=>0 sur 0f2, (2.1)
(o, —wo,) n=0 surl,

P, —Plor =0 sur I,

(rot yio, X n=10 sur I,

ol les inconnues sont la vitesse u et la pression p. La donnée f correspond aux forces
appliquées au fluide et les coefficients p et v représentent respectivement, le rapport de
la viscosité du fluide & la perméabilité du milieu et la viscosité du fluide.

n : est le vecteur unitaire normale & OS2, est dirigé vers I'extérieure de €2,,.

En dimension 3, pour tout champs de vecteurs v = (v, vy, v,),
rot v = (0,v, — 0,0y, 0,U; — OpVs;, Opvy — Oyy).

On peut étendre cette définition a n’importe quel élément v de D’(2)? par la formule de
dualité

VQO S D(Q)g, <rotwv,p >prQ)B3,pO)pR=< 9, rot ¢ >D/(Q)3,D(Q)3

Le but est d’établir une formulation variationnelle, en considérant w = rot u dans Qg
qui représente le tourbillon comme une nouvelle variable. Notons que Au peut étre écrit
comme suit :

Au = V(divu) — rot(rot u).
Le systéme (2.1) se réécrit donc de la maniére suivante :

pu+Vp=f dans 2,,

vrotw+Vp=f dans Qp,

divu=0 dans 2, et Qp,
w=rotu dans Qp,

(2.2)
u-n=>0 sur 0f2,

(wgo, —wo,) n=0 surl,

P, —Plop =0 sur I,

| Wiop X 1= 0 sur I'.
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On définit les espaces de Sobolev H(div, ), Ho(div,Q) et Hy(rot, Qp) respectivement
par :
H(div,Q) = {v e L*(Q)* divwel*Q)},

muni de la norme du graphe :
. 1
1ol m@ive) = ([0l 72 + Idiv vllZ2q)%.

et
Hy(div, Q) = {v € H(div,Q); v.n =0 sur 00Q}.

et
Ho(rot,Qp) = {¢ € L*(Ur)* rot ¢ € L*(Qp)° ¢ xn=0sur 9Qp},

muni de la norme du graphe :
1
H(rot,Qp) = %2(QF)3 + |lrot v|[12(0.3)2.
v (o]

et I'espace L2(Q) défini par

12(Q) = {ge LX) / 4(x)dz = 0}.

Une formulation variationnelle associée au probléme aux limites (2.2) est la suivante :

(

Trouver (w,u;v) € (Hy(rot, Qp) x Hy(div,Q)) x L2 tel que :

a(w,u;v) +b(v;p) =< fv> Vv e Hy(div,Q), f € L(Q),

(2.3)

b(u,q) =0 Vg€ L3(Q),

c(wy,u;0) =0 Ve € Hy(rot, Q).
Les formes bilinéaire af(., .;.),b(.;.) et ¢(.;.) sont définies par :

a(w,u;v) = ,u/ w(z).v(z)dr + y/ ( rotw)(z).v(x)dz,
Qp Qp
b(v,q) = /(div v)(x)g(z)dz, et c(w, u; @) :/ w(x)p(r)de —/ u(x)( rot ¢)(z)dx.
Q Qr Qr

Proposition 1. Le probléeme (2.2)est équivalent au probléme (2.3) au sens des distribu-
tions.
Preuve.

Soit (w, u;p) une solution de (2.3), démontrons que (w,u;p) est une solution de (2.2) au

sens des distribution. Nous avons : Vv € Hy(div, §2)

. /Q ) o)+ /Q ot wn(r)dr - /Q (div v)(2)p(x)dz = /Q flyola)dz,
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Prenons maintenant v dans (2.3) tel que vo, € D(€2p). Nous aurons alors
p <u+Vp— f,v>pq,p0,3=0.
En utilisant le fait que f € L*(Q)?, nous obtenons
pu+Vp=f dans L*(Qp). (2.4)

D’ou la premiére équation dans (2.2).
En particulier, en prenant v tel que vjq,, € D(£2p). Nous obtenons alors
<vrot w,v >p(Qp)3,D(Qp)? T < D div v >DNQp)3,D(QF)3—< fiv >DN(Qp)3D(Qr)3 -

Ol < ;. >p(ap)p@p¢ désigne le crochet de dualité entre D(2)? et son dual.
Or

< VD,V >p(Qp)3,DQp)3= — <D, div v >/ (Qp)3,D()3 -

Par la suite

v<rotw+Vp—Ffuo >DH(Qp)3,D(Qp)3 = 0,

et donc :

v rotw+Vp=f dans D'(Qp)’

En utilisant le fait que f € L*(Q)® nous déduisons que
v rotw+Vp=f dans L*(Qp)® (2.5)
D’ou la deuxiéme équation dans (2.2). De plus nous avons :

Vg € L3(Q)? /Qq(x)(div u)(z)dr =0,

En particulier pour ¢ = div u, nous aurons :
| div |5 0= 0,

ceci donne

div u=0 dans L*(2r) et dans L*(Qp).

Les conditions au bord sont assurées par 'appartenance de u & Hy(div, §2) et w a Hy(rot, Qr).

La quatriéme équation dans (2.2) est vérifiée au sens des distributions, puisque

c(wyu,p) =0 Y € D(Qp).
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La continuité de la vitesse normale sur I'interface est vérifiéce puisque v € H(div, 2).(voir
Proposition 1.2.1). Reste a vérifier la continuité de la pression sur I :

On a: Vv € Hy(div, Q)
,u/Q u(z)v(zr)dr 4+ V/Q rot w.v(x)dx —/Q (div v)(z)p(z)dx —/Q (div v(z))p(x)dx
g flr)v(z)dx

Les équations (2.5) et (2.4) assurent que p est dans H(Qr) et H(Qp), d’otl une intégration
par partie donne : Yv € Hy(div, Q)

i / ul)ola)de 4 v / w0t wae)de [ Tp) 0@ < vn o, >0 4

0, ()

+ g Vp(r).v(z)dr— < v.np,po, > a3 .ah /f
F

En considérant que np = —n, ’équation précédente s’écrit : Vo € Hy(div, )

i /Q w(z)v(x)dz + v /Q rot wo(@)de + | Vpla)w(e)de

Qp

— < V.N, P, — Pl >H_%(F)7H%(F) + ) Vp(z).v(x)de = / flx)
F

/Q () + V) — f(@)yo(e)dx + / y(rot w + Vp(x) — f(z))o(x)de

Qp
+ <v.n, pap, — Plor >H_%(F),H%(F): 0

Les conditions (2.5) et (2.4) impliquent que pjo,. — pjo, = 0 dans H=(D).
Inversement : La formulation faible en tourbillon-vitesse-pression du probléme couplé est
obtenue en sommant les formulations faibles de Stokes et de Darcy et en prenant en

compte les conditions sur 'interface. |

2.2 Existence et unicité de solution

Pour analyser le probléme (2.3), on introduit le sous-espace V de Hy(div, )
V = {v € Hy(div,Q); Vg € L§(2), b(v, 9) = 0}.

Comme la forme b(-,-) est continue, le sous-espace V est fermé, c’est donc un espace de

Hilbert. En utilisant la formule de Stokes, il est clair que V' coincide avec l'espace des
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fonctions a divergence nulle dans Hy(div, §2). En effet, en choisissant ¢ = div v,

dive € L3(2) car/(divv) dx = /(divv).l dx = —/vVl dx—l—/ v.ndr =0,
0 0 Q o9

puisque v € Hy(div, ). On trouve : b(v,q) = [ (divw)? dz = 0, ceci est équivaut a
Q
|divo| =0, c.a.d, dive =0.

On introduit aussi le noyau
W = {(0, ’U) € Ho(I'Ot,QF) X V, VLP c HO(rOt,QF>, C(O,’U;QO) — 0} .

formé de couples (8, v) de Hy(rot, Qr) x V tels que 6 = rot v au sens des distributions.
Le sous espace W est un espace de Hilbert puisque la forme c¢ est continue.
Pour toute solution (w,u,p) du probléme (2.3), le couple (w,u) est solution du probléme
réduit

VveV, a(w,u;v) = /f(x)'v(x)dx. (2.6)
Pour démontrer que le probléme (2.3) est bien poZé, on a besoin de démontrer (i) du

Théoreme 1.2.1. Mais avant cela, on introduit le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. L’opérateur C' défini par
C: Hy(rot,Qp) — V

rotp dans Qp,
pr— Clp) =
0 dans Qp,

est continu.

Preuve.
Pour tout ¢ dans Hy(rot, Qr), la fonction rot ¢ € L*(Q2r)? et elle est a divergence nulle
dans Qg (car div(rot ¢) = 0), donc rot ¢ € H(div,Qr) et C(p) € H(div,2). Comme
@ x n=0sur I, ceci donne rot ¢ -m =0 (par un calcul), donc C(p) € Hy(div, )
et
1) Py = [ (Clo)Pdo+ [ (divCe)) da
= [[rot @l[72(o,s + lldiv rot @[,

< || rot @720, + 1Pl 2008 = 1€l rot0p):
|

Proposition 2.2.1. [l existe une constante v > 0 telle que la forme bilinéaire a(-,-;-)

vérifie les conditions

Yo e V'\ {0}, sup a(w,u;v) >0, (2.7)
(wyu)ewW
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> (@ l[@otar + Il w llz2p)- (2.8)
vGV” v ||H(div,ﬂ)

Preuve.

Nous prouvons successivement les deux inégalités. Soit v un élément de V| tel que a(w, u;v) =

0, V(w,u) € W . Puisque v est a divergence nulle dans Q et donc dans Qp, on a
v.ndo = 0, en effet, il suffit d’utiliser la formule d’intégration par partie de Stokes

r
sur les fonctions v|g,. et 1. Alors le probléme de Neumann

—Ax =0 dans Qp,

Opx =v.n sur [,

admet une solution unique y dans H'(Qr) N L3(2r). Alors le couple (w,u) défini par

v dans Qp
u= w =0,

vx dans Qp,

appartient a W car rot ujn, = rot(Vy) = 0 = w et 'équation a(w,u;v) = 0 donne
1 / v?(r) dr = 0 donc v est nulle dans Qp. Ensuite, puisque v est a divergence nulle
dalglzg Qp, a une trace normale nulle sur I' (car v = 0 dans Qp). Alors du Théoréme 1.2.5
et comme Qp est simplement connexe, il existe ¢ dans Hy(rot, Qr) tel que v = rot ¢
et divgp = 0 dans Qp. En outre, puisque ¢ est a divergence nulle dans Qg et I' est
connexe, alors d’aprés le Théoréme 1.2.4, il existe 1 dans H(div,Qp) N H(rot, Qp) tel
que diveyp) =0, ¢ =rot ¥ et p.n = 0 sur I'. Le couple (w,u) défini par

0 dans Qp,
u = w = o,

v dans Qp,

appartient donc & W. En effet par densité de D(Qp)® dans Hy(rot,r), on a

Vo € Ho(rot, Q) c(w,u,p) = g o(x)p(x) de — i Y (z) roty(z) do
_ / rot 4(z)p(x) dr — / () rote(x) dr — 0,
Qp Qp

et 'équation a(w,u;v) = 0 donne : v [ v*(x) dz = 0 donc v est également nulle dans
Qp
Qp. Ceci prouve (2.7).

Pour tout (w,w) dans W, en choisissant v égal a u + C,, on a :

a(w,u;v) = /L]\u|\%2(gp)3 + 1// rot w.udx + v| rot wH%z(QF)s
Qp
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Comme (w,u) € W, alors c(w,u,w) =0, ie. / rot w.udr = / w?dr = Hw||%2(QF)s
0 Q
D’ou ) ’
a(w, w5 v) = min(p, av) ([t + [@]3@,0 + Irot llfzg.) . (29)

D’autre part, d’aprés le Lemme 2.2.1, on a

||’U||H(dz'v,ﬂ) = ||u + CwHH(diV’Q) < ||u||H(diV’Q) —+ ||Cw||H(div,Q)
¢ (lullzz@p + @l r@ot.or)) - (2.10)

En combinant (2.9) et (2.10) on trouve (2.8). [

Du Corollaire 2.4, Chap. 1 dans [16] et comme H}(Q) s’injecte dans Hy(div, ), on

peut démontrer aisément la condition inf-sup suivante :

b
Vge Lj(Q),  sup v.q)

T >0 q 2@ - (2.11)
vEH((div,Q) H v HH div,Q)

Par application des Théorémes 1.2.1 et 1.2.3, la Proposition 2.2.1 et I'inégalité (2.11)

donnent le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 2.2.2. Pour tout f dans L*(Q)3, le probleme (2.3) admet une solution unique

(w, w;p) dans Hy(rot, Q) x Hy(div,Q) x L3(2). De plus, cette solution vérifie :

@]l rot.) + Il maiv.0) + [Ipllzz) < cllfil 2@ (2.12)

Preuve.
Pour tout fdans L?(Q)3, 'existence d'une solution unique (w, u) au probléme (2.6) découle
de la Proposition 2.2.1

Concernant la pression p : On considére la fonctionnelle L définie par :
L: Hy(div,Q2) — R
v o— / fz)v(zr) — ,u/ u(z).v(x)dr + y/ ( rotw)(z).v(x)dx.
Q Qp

Qp
Il est clair que L est bien définie et linéaire puisque f est linéaire. La forme L est continue.

En effet, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

[IL()] <l f le2@pll v N2 +lul | o lz@esll v lz@es +v I rotw (23l 0 (22000
< (I £ ez +Hal |l w llrz@pys +v [ rotw [lzzpy) | [mive) -
La forme v — L(v) appartient donc & V°. Puisque I’égalité (2.6) et la condition "inf-sup"
(2.11) sont vérifiées, le Théoréme de Babuska-Brezzi (Théoréme 1.2.3) assure 'existence
et I'unicité de p € LE(Q) tel que : Vv € Hy(div, Q)

/dlvv( p(x)dx—/f ) dx — /QP u(z).v(z)de —|—u/ ( rotw)(z).v(z)dx.

QF
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On déduit que le triplet (w,u;p) est une solution unique de (2.3). De plus les inégalités

(1.5) et (2.11) donnent immédiatement (2.12). [



Chapitre 3

Discrétisation spectrale des équations
de Stokes couplées avec les équations de

Darcy

Dans ce chapitre le domaine ) est une union finie de parallélépipédes €2, tels que

K K _— — K — — K —
klek CcQcC k!19k79 = kEJle, O =Qp, Qp= k929k7 QN Qy = @, 1<k< K < K.

Pour tout k # k’, I'intersection €, N Qs est soit vide, soit formée ou bien dun coté

commun a {2 et 2y, ou bien d’une face commune entiére. Nous notons

Ty = 00 N O,
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Figure 2 : Exemple de décomposition du domaine €2 en dimension 3

On note par § le paramétre de discrétisation : § = (Ny, No, ..., Ny), 1 < k < K, Nj, est
un entier positif, on note par Py, (€) l'espace des restrictions a € des polynomes de
degré < N, et ¢ désigne une constante positive indépendante de §.

Pour décrire les espaces discrets, on introduit pour tout triplet (¢,m,n) des entiers non
négatifs, I'espace Py, (€2) des restrictions a €, des polyndomes de degré < ¢ par rapport
a x, < m par rapport a y et < n par rapport a z Si £ et m sont égaux a n, I’espace sera

tout simplement noté P, ().

3.1 Probléme discret

On suppose que le domaine Q2 est le cube |—1, 1 [3. Dans ce cas, la formule de quadrature
utilisée est la formule de Gauss-Lobatto, le fait que cette formule possede des noeuds aux
extrémités de U'intervalle | — 1, 1] permet de traiter facilement les conditions aux limites.

Soient NN}, des entiers > 2 , 1 < k < K, on définit les espaces

Dy, = PNk7Nk—1,Nk—1(Qk) X PNk—l,Nk,Nk—l(Qk) X P, —1,8, 1,3, (Qk)>

et
Ch, =Pry—1.5m (1) X Pry vy 1,80, (1) X Py vy vy —1(€4)-

On rappelé que I'espace Hy(div, §2) coincide avec 'espace des fonctions v telle que vjq, €

Hy(div,Qy), 1 <k < K, et v.n = 0 sur 02 et continus a travers U Tw.
1<k£k'<K

Les espaces discrets Ds et Cy, associés a Hy(div, Q) et Hy(rot, Q) respectivement sont

définis comme suit :

Dg(Q) = {1)5 S Hg(diV,Q), V51, € ]DNk_, 1<k< K} ,
Cw, (1) = Cy, N Hy(rot, Q).

Et lespace discret associé a L2(Q) est :
M5(92) = {gs € L(Q); gsj, € Prvy1 (), 1 <k < K}

On définit sur les fonctions continues u et v le produit discret :

N Ny Ng

w0y, = D> > i, (&, &8 &) v, (€8, €. &) ok plit

i=0 j=0 1=0
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Les &F et les p¥, 0 < i < Ny, sont respectivement les noeuds et les poids de la formule de
quadrature de Gauss-Lobatto.

Aussi, nous définissons le produit scalaire global sur €2 par

= Z(‘P ¢>Nk

k=1

La fonction f est supposée continue sur €. On propose le probléme discret suivant,
construit de la formulation (2.3) en utilisant la méthode de Galerkin avec intégration
numeérique :

)
Trowver (wy,, us, ps) dans Cy, x Dy x M tels que

as(wny, Us, Us) + bs(vs, ps) = (f,v5)s, Vs € Dy

(3.1)
bs(vs, gs) = 0, Vgs € M
LV (le, un,, PN,) =0, Veon, € Cy,
ot les formes bilinéaires as(.,;.), bs(.,.) et cn; (., ;.) sont définies par :
K K
CL5<CUN1,'U,5;'U§> - /’LZ(uNk7UNk)Nk +v (rOt leale)NU '057% Z le ,UNk7 qu Ng»
k=2 k=1

CNy (wNn Uun, ; 90N1> - (wN17 (PNI)NI - (UNN rot 90N1)N1

Les formes bilinéaires as(., .;.), bs(.,.) et cn, (., .;.) sont continues car elles sont définies

dans des espaces de dimensions finies.

3.2 Existence et unicité de solution

Pour analyser le probléme (3.1), on introduit d’abord le sous-espace vectoriel de di-

mension finie contenu dans V :
Vs = {v; € Ds(Q); Vg5 € My, bs(vs, g5) = 0} (3.2)

On note que cet espace coincide avec Ds(Q2) N V. En effet il suffit de prendre g5 = divws.

On introduit également le noyau :

W5 = {(0N17 ’05) € CNI X VJ; chNZ € (CNm CN; (0N17UN1;‘10N1) = 0} (33)

Soit Zs l'opérateur d’interpolation polynomiale défini sur les fonctions fcontinues sur Q

par (Zs f)io, = Z8 fla,. 1 < k< K, ou I} est Vopérateur d’interpolation sur chaque sous
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domaine €. On observe que pour toute solution (wy;,, us, ps) du probléme (3.1), le couple

(wny,, us) est solution du probléme réduit :

Trouver (wy,, us) dans W tel que : (3.4)
Vus € Vs, as(wn,, us; v5) = (f, vs)s.

On admet les résultats suivants,( pour les démonstrations on référe a [4]).

Proposition 3.2.1. [l existe une constante «, > 0 indépendant de § telle que la forme

bilinéaire as(., .;.) vérifie les conditions

Vs € Vs \ {0}, sup  as(wpy, us;vs) > 0, (3.5)

(wny yus)EWs

as(wWy. , Us: V
V(wn,, us) € Ws,  sup o(Wiv,, Ui Vs)

> a([lwn llr@otar + l[usllzz@z).  (3.6)
v5€EVs ||U5||H(div,9)

Par application du Théoréme 1.2.1, la proposition 3.2.1 donne le résultat d’existence

et d’unicité suivant

Corollaire 3.2.1. Pour toute donnée f continue sur €, le probléme (3.4) admet une

solution unique (wn,, us) dans Ws. De plus cette solution satisfait :

lwn, | Hrot.op) + s aiv.0) < cllZsfllL2@)s- (3.7)

Preuve.
L’inégalité de stabilité (3.7) découle immédiatement de (3.6). En effet
1 I, vs)s
Jeomi oo ) + sl < - sup T 201
Oy sV ||v5||H(diV,Q)
La définitions de Zj, l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation d’équivalence (1.7)

donnent

[N

1
(f, vs)s = (Zsf, v5)s < (Zsf, Lsf)§ (vs, vs) s
< BNTsf || 2z lvsl zys < 32N Tsf il L2y 1vs | miaiv.0)

27
D’ou I'inégalité (3.7) avec ¢ = —. |
o

Nous admettons la condition inf-sup discréte suivante. On référe a [4] pour la preuve.

Lemme 3.2.2. [ existe une constante 5, > 0 indépendante de N telle que la forme bs(.,.)
satisfait la condition inf-sup suivante :

b
Vgs € M, — 5(’057 C]a)

——— > B.lgs||L2(0)- (3.8)
weDs 1|08 || fr(aiv.) @
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Théoréme 3.2.3. Pour toute donnée f continue sur €, le probleme (3.1) admet une
solution unique (W, us, ps) dans Cn, X Ds x M. De plus, la partie (wy,, us) de cette

solution vérifie (3.7).

Preuve.

L’existence et l'unicité de (wy,, us) ont été établi dans le Corollaire 3.2.1.

Maintenant on remarque que la forme vs — (f, vs)s — as(wn,, Us, vs) appartient a Vy
L’existence d’une solution ps dans My est alors une conséquence de la condition (3.8) et

le Théoréme 1.2.3. |

3.3 Estimation d’erreur

Le but dans cette section et d’estimer I’erreur commise en approchant la solution du

probléme variationnel continu (2.3) par la solution du probléme discret (3.1).

Proposition 3.3.1. (Estimation de type Céa)
Soient (w, u,p), (Wn,, Us, ps) les solutions respectives de (2.3) et (3.1). Nous avons l’esti-

mation d’erreur suivante :

lw — wn, [ Hrot,ap) + || U — s H(div.0) < C(9N1 E}léf)ewé (||w — O, || H(rot.00)

Nl — w2y + B§ (O, ws) + BY), (3.9)
et

. <ecinf ||p— inf < —0
||p paHLZ’(Q)_C%lgM&HP QS||L2(Q)+C(0N1,1VI\/15)€W5 ||w N1||H(rot,QF)

+ = wsl| 2y + B2 (O, ws) +E§). (3.10)
oi EJ et E¢(O,,ws) sont définis par

< > —
B = sup £ o5 > =(f, v5)s
vs€D; H Us HL2(§2)3

Y

a — as)(On,, ws; Vs
E§(On,, ws) = sup ( ) O, )
v5€Ds H’l)5HL2(Q)3
Preuve.
La preuve se fait en deux étapes, ’estimation d’erreur sur la vitesse et le tourbillon puis

I’estimation sur la pression.



3.3. Estimation d’erreur 24

1. Soit (@n,, ws) dans Wy . Nous avons d’aprés (2.4) et (3.4), pour tout vs € V

as(wn, — Ony, Us — wi; v5) = as(wny, Us; V5) — as(On,, ws; vs)
= (f,vs)s — as(On,, ws; vs)

= (favé)(S - &5(0]\[1,’11)5;’05) + CL(CU,’U,;’U(;)— < favts >,
(3.11)

Nous ajoutons et nous retranchons le terme a(0y,, ws; vs) dans le deuxiéme membre

de (3.11), nous obtenons

as(wy, — On,, us — ws; vs5) = a(w — Oy, u — ws; vs) + (a — as) (O, , ws; Vs)

+ (f,’v(;)(s— < f,’l)(; > .

D’ou
sup as(wn, — On,, us — Ws; Vs) < Supa(w — Oy, u — wy; vy)
vEVs HU6HL2(Q)3  vel; H%HL?(Q)3
+ sup (a — as)(On,, ws; vs) 4 su (f,v5)s— < f,vs >
veDs |05 22 (03 veDs s | 22 ()2
(3.12)

la condition inf-sup (3.6) donne

as(wy, — On,, us — ws; v
||(.¢JN1 — 9N1||H(r0t,Qp) —+ ||’U,5 — w5||L2(Q)3 S C(SUP 5( N1 N1 4 1) 5)) :
vEV, HWHLQ(Q)3
(3.13)

combinant (3.12) et (3.13) nous aurons

a(w — Oy, u — ws; vs)

|wn, = O, || rot.0p) + s — Ws][12(0) < C(Sup
veVs ||'U6HL2(Q)3
+ B + Eg(eNl,wé)) (3.14)
En utilisant la continuité de la forme af(.,.;.), on a
[a{w =0, u—1w5;05)| < (w0, I onn + 14— w520 ) [0sll20e, (3.15)
d’ou
lwn, = O, lot.0r) + (s — wsl[L2()s < C(Hw — x| H@ot o) + v — w5220
+ B+ Eg(oNl,wé)). (3.16)
L’inégalité triangulaire et (3.16) nous donnent, pour tout (Oy,,ws) € Ws
lw — wn ot 0r) + 1t — sl (aiv0) < llw — O, || 4 |08, — wi, ||
+ Hu — w5|]L2(Q)3 + H’LU5 — ’u,(;HLQ(Q)s.

D’ou I'inégalité (3.9).
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2. Pour tout vy € Dy et ¢s € M. Nous avons de (2.3) et (3.1)

bs(vs, ps — q5) = (f,v5)s — as(wn,, Us; Vs)

= (f,v5)5 — as(wn,, us; vs) + a(w, u; vs) + b(vs,p — ¢5)— < f,vs > .
(3.17)

Nous ajoutons et nous retranchons le terme a(wy, , us; vs) dans le deuxiéme membre

de (3.17), nous obtenons

bs(vs, 05 — @5) = (f,vs)s— < f,vs > +a(w — wn,, u — Us; vs)

+ (a — as)(wn, , us; vs) + b(vs,p — gs), (3.18)
et on a :
(a—as)(wny, us; vs) = (a—as)(On,, ws; Vs)+(a—as) (W, —ON, , us—ws; vs), (3.19)
Dot (3.18) devient :

bs(vs, ps — q5) = (f,v5)5— < f,vs > +a(w — On,, u — us; vs5) + b(vs, p — qs)

+ (a — as)(On,, ws; v5) — as(wn, — On,, us — ws; V).

Donc
b ) - ) — < 5 > — 0 5 — 7
sup 5(vs, Ps — qs) < sup (f,vs5)s— < f,vs = sup a(w — Oy, u — us; v5)
vseDs || Vsl L2() vseDs s 2() vseDs ]| £2(62)2
b — — (7] :
+ sup M + sup ((l a’5)( Nl,’U)g,’U(;)
v5€Ds ||U5||L2(Q)3 vs€Ds HU(;HLQ(Q)S
) —ape-
+ sup as(wy, N1, Us — Ws; Vs) (3.20)
vsE€D; ||175||L2(Q)3
D’autre part, la conditions inf-sup (3.8) donne
bs(vs, s — s
Hpa - qéHL?(Q) < B sup g, (3.21)
vs€D;s HU6||L2(Q)3
Combinant (3.20) et (3.21) on trouve
f,’U(;(;—<f,’Ug> a(lw—0 , U — Ws; Vs
Ips — a5l 22() < 5( sup ( ) + sup ( N )
v5€D;s |vs]| 22 vs€D; v 22
b — — 0 :
+ sup (’U(;,p q5) + su (CL Cl(;)( Nlawéavé)
v5€D; H"’6HL2(Q)3 v5ED;s HU6HL2(Q)3

+ sup (I(S(WNl - 0N17u5 - ’U)g;’l)g))
vsE€D; ||'Uz$||L2(Q)3
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en utilisant la continuité de la forme a(., .;.) et b(.,.), nous obtenons

Ips = asllz2() < cllp — asllz2@) + C<Hw = O [l rot.0p) + [lu — w5HL2<n)3)

+ Ef + E§ (O, ws), (3.22)
'inégalité triangulaire et (3.22) nous donnent

2 = psllz20) < P — @5l 2 + Ips — @5l 2

< c inf - +c¢ inf <w—9 ‘o
< ngMaHp g5l 2(0) (O, w5)EWs | Ny || (rot.05)

+ H'LL — ngLQ(Q):; + E({ —+ Eg(eané))-

Le but maintenant est d’estimer chaque terme de droite dans (3.9) et (3.10). Pour

cela, on a besoin des résultats suivants :

Lemme 3.3.1. [l existe une constante v, indépendante de Ny telle que la forme cy, (., ;")

satisfait la condition inf-sup suivante :

w uN.
vSONl = CNI? sup CNl( Ni» NI,QONl)
((AJNl 7'U«N1)6(CN1 XVNl ||wN1 ||H(T‘Ot,QF) + ”’UI]Vl ||L2(QF)3

> Yellon | (rot.p)-
(3.23)

Preuve.

II a été démontré dans [7, Lem.3.4] que 'image de Cy, par l'opérateur rot est égale a
Vn, =Dy, NV,

Donc pour tout ¢y, € Cy,, nous choisissons (wy,, uy,) = (@n,, —rot @n, ).

Nous avons
. _ 2
Cny (wN17,u’N17 30N1) - (QONN (PNI)Nl + (I‘Ot N, rot QONl)Nl > H(PN1HH(I‘Ot,QF)7
et

lwn, [ ot + [un [|22(20)3 < 2]|0N, [ H(rot,0r)

D’ou1 I'estimation (3.23). |
Corollaire 3.3.2. Nous avons [’estimation d’erreur suivante

inf ( —0 _ >< ‘f'f( _
o (10 = Ol + [ = wilizos) < inf inf (= Culomnn

+ lu = 25/l z2 @2 + ER, (Cv ZNJ)-
(3.24)
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ot 5 (Cnys 2n,) est défini par

. c—cny)(Cns 2N PN
ENl(CN17zN1) = sup ( 1)( 1 1 1)
en, €Cn, lon: [ (rot,r)

Preuve.

Pour tout ((n,, z5) € Cy, x Vs, d’aprés (3.23) il existe (Cn,, 25) € Cy, X Vi tel que

C(éNla 25; (PNl) - C(CN17 Z§5 Lle)a \V/SONl € CNU (325)

et

(7*)_1 sup CNl(CNUZ(;;(le)
»nN; €Cn;y H90N1‘|H(1'0t791?)

IA

1SN |z (rot.2r) + 128, | 22(25)3 (3.26)

De (3.25), le couple (Oy,,ws), avec Oy, = (N, — C~N1 et ws = zs — 25 est dans W;.

L’inégalité triangulaire donne

|w = On, | Hrot.0p) + | — ws| 203 < [|w — ¢ |HEot.r) T [EN (| Hrot,0p)

+ llu = zsll 20 + 125l 2202
utilisant (3.26) on trouve

|w = 0N, || Hrot.ml + llu — ws||L2()s < C(Hw — v lE(rot. 0 T U — 25| L2(0)s

B cn, (Cny s 255 PN
+ (3)”" sup (G 1)>7
pn, €CNy “ PN ||H(I'0t7QF)

et on a

CNy (CN17 2 90N1) = —c(w - CNNU’ — Z5; SON1) - (C - CN1)(CN17Z5; 901\71)7
I'estimation (3.24) est donc vérifiée. [ |
Estimons maintenant les quantités : E({ , B§ et EY .

Pour 1 < k < K, soit fy, _; un polynéme quelconque de Py, ;. D’aprés I'exactitude de

la formule quadrature de Gauss-Lobato, on voit que (fy, 1, vn,) = (fy,_1, Un,)n,- D'oll

|<f’ ka) - (fv ka)Nk| = |(f_ka717 ’UNk) - (f_ ka—lv ka)Nk|

Soit 1T}, _; I'opérateur de projection orthogonale de L*(€)) dans Py, —1(Q).

Comme (f, vy, )n, = (ZEf, vn, )N, en appliquant I'inégalité triangulaire on obtient

|<f7 ka> - (-f? ka)Nk’ < |(f_ka—17 ’UNJC)‘ + ‘(Igf_ka—h ka)Nk’?
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I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

[, o) — (F ov v | < IF= Fve—allzoz w2002
1
+ (Igf— ka—pisCf_ ka—l)ka (UNk, 'UNk)

utilisant ensuite l'inégalité (1.7) on trouve

2 [T

k’

[(f, on,) — (Fov ) vl < F = Fvallz@osllon 2@ + 3P N5 F = Fa 1 Lz low 2@
< (43 = fvpillzzns + 320 = Ziflzn) low, 2 us
d’ou

<f7/v5>_<f71)5)5 = S k
sup <c(D = Foillzzqor + > IF— Tiflzne).
k=1 k=1

vs€Ds || Vs ||L2(Q)3

ce qui implique que

K
f : _ _ Tk
E5 = c; (ka*IEE})gf—l(Qk):s”f ka—1||L2(Qk)3 + H-f I5f]|L2(Qk)3)
K
<> (I1F =15, i fllzz@ns + If = Tifll2gene)-
k=

1

Estimons maintenant la quantité E§(6Oy,,ws) : Soit maintenant vs € Ds. On a

(a — as)(On,, ws; vs) = p Z/Q (wn) (x).vw, (2)de — Y (wy,, v, ),

+ 1// (rot Oy, )(z).vn, (z)dx — v(rot Oy, VN, )Ny
Qp

et grace a 'exactitude de la formule quadrature de Gauss-Lobato, on peut écrire

(0 — a5) (O w5 v9) = 1Y / (wy, — 0%,y u0) (x).vy, (2)de

K
k
— 1Y (wy, — I, u, o8,
k=2

+ V/ (rot Oy, — Iy, _, (rot w))(z).vy, (z)dz
Qp
—v(rot Oy, — I}, (rot w), vn, ), .

I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne
K
(@ = a5) (O, wi vs)| < Y wn, — T, _yull 20,50 | 2
=2
+ v|[rot Oy, — I, (rot )| r2(,) v | 120
S ‘ E ) :
+ :LLZ H(ka - HNkfl'U'? WnN, — HNkfl'U')Nk ('ka? ka)Nk
k=2

1
+ v(rot Oy, — I, _;(rotw),rot Oy, — Iy, _;(rotw))3, (vn,, On, )N, -
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en utilisant 'inégalité (1.7) on trouve

K

|(CL - a’5)(0N17w5; ’Ug)’ < :U’Z Hka - H?kaluHLQ(Qk)S'H'kaHLQ(Qk)S
k=2

+ V”I‘Ot On, — Hjl\fl—l(rOt w)||L2(QF)3'||vN1 ||L2(QF)3

K
+ 33 Z ,u||'ka — H?kal’u,H[;(Qk)s Hka ||L2(Qk)3
k=2

+ 33V||I'Ot On, — H}Vl_l(rot c.u)||L2(QF):>,||'vN1 ||L2(QF)3.

L’inégalité triangulaire donne
K

(@ — as)(On,, ws; vs)] SC(HU — wy| 2 + Y lw =115, w20
k=1

+ [rot(w — On,) [l 22

+|rotw — H}Vl_l(rotw)HLz(QF)s) vs]] 220y

D’ou

K
B2 gc(||u — wsl| 2@y + Y [l =TIk, w2, + [rot(w — Ox,) || L2,
k=1

+ [[rotw — Tk, -, (rot w) 2oy ).
Estimons maintenant la quantité £, (Cn;, 2n,) : On a

(C - C5)(CN1> ZNys SoNl) = CNl (1’)90]\/1 ($)d$ - / ZN, (ZL‘) (I‘Ot QONl)(Qf)dQZ
Qp Qp
— (Cnys vy )N, + (2N, Tot N, )Ny
- / (Cxy — Ty, @) (@)om, () — (G — Ty 10, o)
- / (2, — TT,_yu)()(rot o, ) (z)dz

+ (zN1 - H}Vl—l’u’(w)v rot 90N1)N1'
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

‘(C - 65)(CN1’ ZNys (Ple)| < HCN1 - H}V1—1|’L2(QF)3H90N1 HL2(QF)3
+ llzn — H}vl_ﬂHL?(QF)ﬁ‘ [rot ¢n, [l L2 (0p)s
1 1
_'_ (CNI - H}Vlflu” CNI - H}Vlflw)f\/vl (‘PN17 LPNI);Vl

1 1
1 1 2 3
+ (2w, — Iy, u, 2y, — Iy, u)3, (rot N, Tot o, )R,
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en utilisant 'inégalité (1.7) on trouve

(e = ) (Cnis 2ns @) < [ICv; — Ty, illzems o, Iz s
+[lzvy = Iy, sl 200 | (0t oy )l 22(0)0
+3%1¢n — My, i@l 2 llom 2008
+3%zn, — My, 2003 0t @ [l 22(0,0)8
D’ou
[(c—=c5)(Cnyy 205 )| < (1437) (||CN1—H}Vl,leLz(QF)erHle—H}Vl,lu”LQ(Q%)) ln: (ot 0m)-

I'inégalité triangulaire donne

Eg, (Cnys2ny) < (1+3%) <||w — Cvi ez + llw — Ty, 1wl r20p8
I = 2|2 + =TI, w2 )
Il reste & majorer les erreurs d’approximation c.a.d la distance de w a W, la distance de

u a Vs et la distance de p a M

Lemme 3.3.3. Pour toute fonction w € Hy(rot, Qy) telle que pour tout w|, € H*(rot, ), 1 <

k< K,s > 2, Nous avons [’estimation d’erreur suivante :

inf [|w — Gllmrot,ar) < eNT P ||w|| #s (rot,on) -
N, €CNy

Preuve.
Il a été démontré dans [6] que pour tout ¢ dans Hy(rot, ), il existe un élément de Cy,
noté Ry, ¢ tel que

lp = R pllzz@ms < eNyPllellae@p,

et

[rot(e — Ry @)l r2(apz < Ny °[lrot | sy

D’ou le résultat désiré.

Lemme 3.3.4. Pour toute fonction w € V telle que pour tout u|q, € H*(),1 < k <

K,s > 2, Nous avons [’estimation d’erreur suivante :

K

. f _ < N_s s .
z};IEIV(sHu 2zl 2 () _C; kel e

Lemme 3.3.5. Pour tout fonction p € LE() telle que pour tout plo, € L(Q),1 <k <

K,s >0, Nous avons l’estimation d’erreur suivante :
K

o — < —S s .
q;g\fﬂéHI’ @2 < C;Nk 121l 222020)
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Preuve.
11 suffit de choisir g5 tel que gs|q, = I, _,p. L'opérateur 11§, _, vérifi
/QH?vklp(x)dﬂc = /Qp(x)dx =0,

donc Hfi,k_lp appartient & Mls. Ses propriétés d’approximation sont données dans le Théo-

réeme 1.3.2

K K
lp — gsllze <D I — Ty ipllzae < €Y N Ipllas,)-
k=1

k=1

Nous résumons tout ce qui précéde dans le théoréme principal suivant :

Théoréme 3.3.6. Soient (w,u,p) et (wn,,Us,ps) les solutions respectives de (2.2) et
(3.1). Nous supposons que (w,w,p) € H* 1 (Qp)® x H¥(Q)? x HT(Q)3, s > 0 et la

donnée f dans H*(Q)3, s > % Nous avons [’estimation d’erreurs suivante :

|lw — wni | Erot,0r) + ¥ — us|| H@iv.0) + [P — psll 2
K

eri(op)d T Z(NﬁS(HUHHS(Qk)S
=1

< o( N7l

+ N7 |p]

o) + N7

HS(Qk)3>>7

avec

N = min N;.

1<i<K
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