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Introduction générale

L’optimisation convexe est une branche des mathématiques cherchant & modéliser, a
analyser et a résoudre analytiquement ou numériquement les problémes qui consistent
a minimiser ou maximiser une fonction convexe a plusieurs variables dite objective sous
contraintes convexes dit ensemble réalisable ou domaine réalisable.

La programmation semi-définie (SDP) est I'un des problémes d’optimisation convexe.
Cette derniére est une généralisation de la programmation linéaire (PL). En comparant
avec la programmation linéaire standard le vecteur de variables x € R est remplacé
par une matrice variable X € S". Autrement dit, le cone de l'orthant positif z > 0 est
remplacé par le cone des matrices semi-définies positives X > 0.

Un probléme de programmation semi-définie sous forme standard, s’écrit comme suit

min(C, X)
(SDP){ (A, X) =b;, i=1,...,m, (2.1)
X €Sy,
ou
beR™ Cet A, i =1,..,m, sont des matrices dans S" et (C, X) = trace(CX) =
iZjC’Z-inj.

L’étude de ce genre de problémes a connu un fantastique regain d’intérét depuis les années
90, entres autres parce que l'on a disposé depuis, d’algorithmes efficaces permettant de
les résoudre : il s’agit des algorithmes de méthodes de points intérieurs.

On désigne par méthode de points intérieurs (M PI), toute procédure de résolution géné-
rant une suite de points appartenant a U'intérieur (relatif) du domaine réalisable (admis-
sible) et convergeant vers une solution optimale du programme considéré. Il y a princi-
palement trois grandes catégories de méthodes de points intérieurs : les méthodes affines,
les méthodes de réduction du potentiel et les méthodes de trajectoire centrale.

Le domaine des méthodes de points intérieurs (MPIs) pour PL a commencé avec 1'algo-

rithme d’ellipsoide de Khachiyan en 1979, qui a permis de lier le nombre d’itérations par
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un polynoéme, ce qui a répondu a la question de savoir si des problémes de programmation
linéaire peuvent étre résolus en temps polynomial 7 mais malheureusement les expériences
pratiques par la méthode d’ellipsoide ont été décevantes. Suivi par le célébre article de
Karmarkar [32| en 1984, qui a introduit un algorithme avec une complexité polynomiale
améliorée, ceci a également été accompagné par l'efficacité du comportement numérique
de l'algorithme. Dans la décennie suivante, des milliers de documents, basés sur 'algo-
rithme de Karmarkar, sont apparus sur ce sujet.

Ce mémoire est organisé et composé de deux chapitres :

Le premier chapitre, présente certaines notions et résultats qui seront utiles par la suite,
a savoir : 'analyse matricielle, ’analyse convexe et la programmation mathématique.

Le deuxiéme chapitre est la base de ce travail, on applique la méthode de trajectoire cen-
trale pour résoudre un probléme de (SDP), ot on a choisi de détailler I'article de 1. Touil,
D. Benterki et A. Yassine 18], intitulé : " A feasible primal-dual interior point method
for linear semidefinite programming ". Cet article est réparti en deux parties :

e Partie théorique : Dans cette partie, les auteurs se sont intéressés par la résolution
des problémes d’optimisation de la programmation semi-définie (SDP) par une méthode
de points intérieurs réalisable de type trajectoire centrale. En premier lieu, les auteurs
ont associé au probléme (SDP) un probleme perturbé, noté (SDP),, u > 0, puis ils ont
montré P'existence et I'unicité de la solution optimale de (SDP), et sa convergence vers
la solution optimale de (SDP) quand p tend vers 0. Ensuite, pour résoudre (SDP) les
auteurs ont présenté d’une maniére détaillée la méthode de trajectoire centrale primale-
duale dans laquelle, ils ont proposé quatre nouvelles et simples alternatives pour calculer
le pas de déplacement. Finalement, ils ont montré la convergence de I’agorithme obtenu
ainsi que sa complexité algorithmique.

e Partie numeérique : Dans cette partie, les auteurs ont effectué des simulations numé-
riques pour des exemples a taille fixe et a taille variable, dans lesquelles, ils ont montré
la convergence de chaqu’une des quatres alternatives vers la solution optimale de (SDP),
ainsi que la supériorité de la quatriéme alternative par rapport aux autres, mesurée par

le nombre d’itérations trouvé dans chaque exemple.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Analyse convexe

1.1.1 Notion de convexité :

La notion de convexité est un outil mathématique important pour I’étude théorique et
numérique des problémes d’optimisation. A ce propos, nous présentons dans cette partie

quelques notions de base d’usage courant.

Définition 1.1. Un ensemble C' C R" est dit conveze si :
Ve,y € C etVA € [0,1], Az + (1 — Ny € C.
Définition 1.2. Une fonction f définie sur un ensemble convexe C' est dite conveze
Vr,y € C, VA€ [0,1], f(hr+ (1= Ny) <Af(z) + (1= A)f(y),

et si l'inégalité au dessus est stricte Vo # vy, alors f est dite strictement conveze.

1.1.2 Caractérisation d’une fonction convexe différentiable

Si f € CY(C), ou C est un ensemble convexe, alors on a les équivalences suivantes :

o f est convexe si seulement si

f<y>_f(‘r) > (Vf(x),y—x), Vx,yEC.

o f est convexe si et seulement si
(Vf(x)=Vfy),z—y) 20, Va,y € C.

5
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De plus, f est dite strictement convexe si 'une ou I'autre des inégalités précédentes sont
strictes pour x # y.

o f est fortement convexe si et seulement s’il existe a > 0, tel que :

) = f@) 2 (Vf()y =)+ Sy =, Va,y € C.

Si f € C?*(C), alors :
of est convexe si et seulement si V2 f(z) est semi-défini positif sur C' (c’est a dire que

yI'V2f(x)y =0, Vz,y € C, ou encore toutes les valeurs propres de V2 f(z) sont positives),

telle que
[ %f(x)  Of(x) .. Of(»)]
83:% Ox10x2 O0x10xn
Pflx)  Pflx) . PPf(x)
sz(l’) _ | 922021 023 0x20zn
2@ Pf@) . Pf@
L0z, 01  OxnOzo ox2

est appelé matrice Hessienne de f en z.
e/ est strictement convexe si et seulement si V2 f(z) est défini positif sur C' (c’est a dire
que y'V2f(x)y > 0, Yo,y € C et y # 0 ou encore toutes les valeurs propres de V2 f(z)

sont strictement positives).

Définition 1.3. Le gradient d’une fonction f : R® — R contindment différentiable

évalué au point x € R™ s’écrit

Vi) - (agf) o 8§f>> |

Définition 1.4. Une fonction f est dite coercive sur un ensemble convexe C' si

f(x) = +o0.

llz[|—+o0
Définition 1.5. On appelle fonction barriére toute fonction f qui vérifie
1. f(x) < o0 six € int(D), ot int(D) est lintérieur relatif du domaine réalisable D.
2. f(z) = o0 six € Fr(D), ou Fr(D) est la frontiére du domaine réalisable D.

Remarque 1. Dans la programmation mathématique, la fonction barriere classique la

plus utilisée est la fonction barriére logarithmique.

1.1.3 Formules de Taylor.

Soient @ C R™ ouvert, f : Q@ - R, a € Q et h € R" tels que [a,a + h] C Q, si
feCYQ), alors :
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i) La formule de Taylor-Maclaurin & 'ordre 1 est donnée par :
Il existe 0 € [0,1] tel que f(a+ h) = f(a) +(Vf(a+0h), h).
ii) La formule de Taylor-young a l'ordre 1 est donnée par :

fla+h) = fa) +(Vf(a),h) +o([[Al]).

Remarque

Dans les formules précédentes, la notation o(||h||*¥) pour k € N* signifie que I’expression
tend vers 0 plus vite que ||h||* (c’est a dire, si on la divise par ||h||*, le résultat tend vers

0 quand h tend vers 0).

1.1.4 CoOnes convexes

Définition 1.6. Un sous-ensemble C' de R™ est un cone si seulement si
VeeC,VA>0:  x eC.

- On dit que C' est un cone pointé ou saillant si C N (—C) = {0} (i.e., ne contenant
aucune droite).

- On dit que C' est un cone conveze si l’ensemble C' est convexe.

Cone de récession

Soit C un ensemble convexe non vide de R™ et a € C, on pose :
Cola)={deR":a+ A\ € C, VA > 0},
alors, Cx(a) est un cone convexe non vide.

Définition 1.7. On appelle cone de récession (ou asymptote) de C l’ensemble.

Co = ﬂ Cuwo(a).

aeC

Un élément d € Cy est appelé direction de récession.
Théoréme 1.8. Si C' # () est conveze fermé, alors Cy(a) = C(b), Va,b € C.

Théoréme 1.9. Une fonction f est dite inf-compacte si et seulement si Cy, = {0}
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1.2 Analyse matricielle

1.2.1 Matrices semi-définies (définies) positives

Dans ce travail, nous sommes intéressées par les matrices symétriques semi-définies

(définies) positives.

Définition 1.10. On dit que la matrice A € M, (R) est symétrique, si A = AT. On note

par S™ ’ensemble des matrices symétriques.

Définition 1.11. On dit que la matrice A € S™ est semi-définie positive, et on écrira
A= 0; sia"Az > 0, Vo € R". On note par S Uensemble des matrices symétriques

semi-définies positives.

Définition 1.12. On dit que la matrice A € S™ est définie positive, et on écrira A > 0, si
wT Az > 0Vz € R" — {0}. On note par ST, Uensemble des matrices symétriques définies

POSitives.

1.2.2 Le cone des matrices symétrique semi-définies positives

Définition 1.13. L’ensemble des matrices semi-définies positives S’ est un cone (conveze),
. ) o . n(n+1)
pointu et fermé de plein dimension dans R~ 2 .

La fonction
X —In(det(X)) = =In [ [ M(X) = = I N(X), X €S}
i=1 i=1
joue un réle trés important dans les méthodes de points intérieurs (MPIs).
1- La fonction X — det(X) est une fonction continue sur ST, et on a :
o det(X) >0 st X > 0.
det(X) =0 si X = 0 et X singuliére.
2- La fonction X — —Indet(X) — —oo si X € Fr(Sh) avec X > 0, elle agit comme

une barriere dans les itérations.

Lemme 1.14. La fonction —Indet(X) est strictement conveve sur ST .

Le cone Sy induit une relation d’ordre partiel sur l’ensemble des matrices symétriques.

Définition 1.15. Le déterminant de la matrice carrée A € M, (R) d’éléments (a;j) est

donné par
n

det(A) = Z (o) Haa(i)i,

oEoy i=1



1.2. Analyse matricielle 9

ot o(n) désigne l’ensemble des permutations de {1,...,n} et e(c) € {—1,1} la signature

de permutation o.

1.2.3 Produit scalaire et norme

Définition 1.16. Le produit scalaire entre deux matrices A et B de M, »(R) est défini

par

(A, B) = trace(BTA) = 3

i=1j

aijbi; = trace( AT B).

1

n

La norme de Frobenius associée a ce produit est définie comme suit

[|A]|p = V(A, A) = \/trace(ATA), YA € M,(R).

Proposition 1.17. ([12]) Pour toute matrice A et B dans M,(R), on a
1= [JAllp = |[AT]] -
2 Ml = N 1411 YA € R
3- [|A+ Bl|lr < |Ally + ||Bllg, (Inégalité triangulaire).
4 1IABIp < 1Al 1Bl
5- ||A+ B3 +||A = Bl[7 =2 (||All% + | Bl|%), (Inégalité de parallélogramme).
6- Si (A, B) = 0,alors||A+ B|[3 = ||A - B||% = ||Al|3 + ||B|[5 (Théoreme de Py-

thagore).

Définition 1.18. (Factorisation de Cholesky) Si A est une matrice symétrique définie

positive, il existe une matrice réelle triangulaire inférieure L telle que A = LLT.

Lemme 1.19. Soient A, B € S'}y. Alors (A, B) > 0 et en plus (A, B) = 0 si et seulement
st AB=0.

Proposition 1.20. (Racine carrée d’une matrice) Soit A € S}. Alors il existe une
matrice unique B € S, telle que :

A= B

De plus, on a
rg(A) = rg(B),

et on notera B = Az.
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Proposition 1.21. Soit B € M,, une matrice inversible, alors
(AcS") < (BTAB e S"),

(AeS") & (B"AB e St)

et
(A€Sy,) & (BTAB€SY,)

Définition 1.22. (Matrice a diagonale (strictement) dominante) Soit A € M, (R) :

e On dit que A est une matrice a diagonale dominante si

Vi€ [1,n], lau| = ) lagl,

i#j=1

e On dit que A est une matrice a diagonal strictement dominante si

Vi€ [1,n], laal > ) lagl.
i#j=1
Définition 1.23. Une matrice carrée D = (d; j)1<ij<n est dite diagonale si :

V(Z,]) € [Ln]z? [ 7é] = di,j = O

Théoréme 1.24. Si A € S" est a diagonale strictement dominante et si tous les éléments

diagonaux sont strictement positifs, alors A est définie positive.

1.2.4 La trace d’une matrice

Définition 1.25. ([12]) L’opérateur trace de A, noté trace (.) : M,(R) — R est donné

par :
n

trace(A) = Za“’ VA € M,(R).
i=1
Propriétés : ([12])
Pour toutes A, B, C' € M,(R) et a, € R, on a les propriétés suivantes :
(a) trace(aA + B) = atrace(A) + ptrace(B) (Linéarité).
(b) trace(AT) = trace(A).
(c) trace(A?) < trace(ATA).
(d) trace(AB) = trace(BA) (Commutativité).
(e) trace(ABC) = trace(CAB) = trace(BCA) # trace(ACB).
(f) (BAB™') = trace(A), avec det B # 0.
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1.2.5 Matrice adjointe

Définition 1.26. Soit A = (a;j);; une matrice carrée de M,,((C)). On appelle matrice

adjointe de A la matrice

A" = (A) = (@) € M. (C).

e Si A est la matrice d'un endomorphisme f de l’espace hermitien E dans une base
orthonormée, alors A* est la matrice de l’adjoint f* de f dans cette base.

e Si A est une matrice de M,,((R)), alors A* = AT = (aj;) € M, ((R)).

Pour nos besoins, il convient d’écrire les valeurs propres dans ’ordre croissant,

min Ay (4) = A(A) < Aa(A) < - - < Au(A) = nlhx \i(A).

=1 - i=1

Lemme 1.27. (/12]) Soient A et B deux matrices de S™, alors on a :
(a) min (A + B) > min \i(A) + min \i(B),
(b) mglx N(A+ B) > mglx Ni(A) + mfalx Xi(B).

1.3 Programmation mathématique

1.3.1 Définitions

Dans cette partie, on donne les outils de base d’un probléme d’optimisation. On rap-
pelle certaines définitions élémentaires, les principaux résultats d’existence et d’unicité de

la solution optimale et les conditions d’optimalité.

Probléme d’optimisation

Définition 1.28. e Un probléme d’optimisation sans contraintes s’écrit comme suit :
min f(z) = f(7)
xr e R".

Autrement dit :

Trouver z € R" telle que

f(z) < f(x), x € R™
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e Un probléme d’optimisation avec contraintes s’écrit sous la forme :
min f(z) = f(Z)
rels

Autrement dit :

Trouver T € S telle que

f(z) < f(x), x € S,

ot S & R" désigne l’ensemble des contraintes.

Définition 1.29. Un probléme de programmation mathématique noté (PM) est un pro-
bleme d’optimisation sous contraintes qui minimise ou maximise une fonction donnée qui

peut s’écrire sous la forme suivante :

min ou (max)f(x)

gi(z) <0, i=1,n,
| hi(z) =0, j =T,m,
|z € S,

ou :

— S est une partie de R™ et z un vecteur appelé variable, ses n composantes sont
dites les inconnues du probléme (PM).

— La fonction f: S — R est appelée fonction objective ou économique.

— Les fonctions ¢g; : S — R, i = 1,...,n, qui forment des inégalités sont appelées les
contraintes inégalités du probléme.

— Les fonctions h; : S — R, j =1,...,m, qui forment des équations sont appelées
les contraintes égalités du probléme.

— Un vecteur x vérifiant les contraintes de (PM), i.e., gi(x) <0, i=1,...,n, hj(z) =
0, j=1,....,met x € S est dit solution réalisable de (PM), 'ensemble de toutes
les solutions réalisable de (PM), noté D est défini par :

D = domf (ﬁ domgi) <ﬁ domhi) .
i=1

i=1

Si D = R", on dit que (PM) est un probléme d’optimisation sans contraintes.

Définition 1.30. (Minimum local) Soit f : D C R" — R, on dit que la fonction f

admet un minimum local (solution optimale locale) en x* € D, si et seulement si :

dAB(z",e)={x e D, |z —a" ||<e}: f(x) > f(z¥), Vo € B(z",e).
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L’ensemble des minima locaux de (PM) est noté par :
loc min f(z).

Définition 1.31. (Minimum global) Soit f : D C R" — R, on dit que la fonction f

admet un minimum global (solution optimale globale) en x* € D, si et seulement si :
f(x) = f(&*), Va € D.
L’ensemble des minima globauzr de (PM) est noté par :
arg min f(z).

Remarque 2. On a toujours arg rrgn f(z) Cloc mgn f(z).

1.3.2 Classification d’un programme mathématique

On classifie le probléme (PM) a partir de trois propriétés fondamentales & savoir la
convexité, la différentiabilité et la linéarité des fonctions du probléme.
1. (PM) est convexe si les fonctions f et g; sont convexes et les fonctions h; sont
affines et S est convexe.
2. (PM) est différentiable si les fonctions f, g; et h; sont différentiables.
3. (PM) est linéaire si la fonction f est linéaire et les fonctions g;et h; sont affines et

S est I'ortant positif.

1.3.3 Existence et unicité de solution

Dans cet partie, nous énongons les théorémes d’existence et d’unicité les plus utilisés

(voir |1, 10]).

Théoréme 1.32. (Weierstrass)
Soit D un compact (fermé et borné) non vide de R™, si la fonction f est une fonction

continue sur D, alors (PM) admet au moins une solution optimale globale z* € D.

Théoréme 1.33. Soit D un ensemble non vide et fermé de R™, f est une fonction continue

et coercive sur D, alors (PM) admet au moins une solution optimale globale x* € D.

Théoréme 1.34. Si D est convexe et f est strictement convexe alors, il existe au plus

une solution optimale de (PM).
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Remarque 3. L’unicité d’une éventuelle solution optimale est en souvent une consé-
quence de la stricte convexité de la fonction objective f et de la convexité du domaine

réalisable D de (PM).

1.3.4 Conditions d’optimalité

Avant de donner les conditions d’optimalité de (PM), on exige que les contraintes

doivent satisfaire certains critéres dits "critéres de qualification".

Qualification des contraintes

1. D est un polyeédre convexe (i.e., g; affines), alors par définition les contraintes sont
qualifiées en tout point réalisable.

2. Si D est convexe (i.e., g; convexes et h; affines) et intD # (), alors les contraintes
sont qualifiées en tout point réalisable.

3. Une contrainte d’inégalité g; < 0 est dite saturée (ou active) en z* € D si g;(z*) = 0.
De ce fait, une contrainte d’égalité h;(x) = 0 est par définition saturée en tout point
x € D. Les contraintes sont qualifiées en z* € D, si les gradients de toutes fonctions

contraintes saturées en x* sont linéairement indépendantes.

Le lagrangien d’un programme mathématique (PM) est défini par

k m
i=1 =1

Théoréme 1.35. (/11]) (Karush-Kuhn-Tucker KKT)
Soit f : R™ — R une fonction différentiable sur D, si x* est un minimum local du probléme

(PM), alors il existe un vecteur y € R tel que

k m
Vi(x*)+ > MVgi(z*) + 3 yiVh(z*) = 0, (condition d’optimalité).
i=1 j=1

Nigi(x*) =0,i=1,....k, \; € R, (condition de complémentarité).

hi(z*)=0,5=1,..,m.

\

Remarque. Si (PM) est convexe, alors les conditions d’optimalité (KKT) sont a la

fois nécessaires et suffisantes.
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1.4 Programmation semi-définie

La programmation semi-définie est une généralisation de la programmation linéaire
(PL), ou les vecteurs sont remplacés par des matrices et 'orthant positif (R") par le cone
convexe ST .

Le probléme primal de la programmation semi-définie (SDP) sous forme standard, s’écrit
comme suit :
min (C, X)

X est,
ou :

-beR™ Cet A;, i=1,...,m, sont des matrices dans S".

(C, X) = trace(CTX) = ZCz;ng

Remarque 4. Plusieurs problemes de progmmmatwn non linéaire peuvent se formuler
sous la forme (SDP), tel que la programmation quadratique conveze, la programmation
combinatoire, les problemes de coupure maximale dans la théorie des graphes, ainsi que

les problemes de min-max des valeurs propres.

1.4.1 Dualité en programmation semi-définie (SDP)

Pour obtenir le probléme dual de (SDP), on considére la fonction lagrangienne sui-

vante associée au probléme (SDP) :

m

L(X,y) = (C.X) + 3 (b — (4, X))yi,y € B™,

i=1
donc, on calcule la fonction duale associée ¢(y)

aly) = i L(X.y)

Xest

Il est claire que :

0, szC’—EylAzESﬁ
min <C Z yzAza X> + Z bzyz =1

Xesn ,
—o00, ailleurs.



1.4. Programmation semi-définie

16

TABLE 1.1 — Relations primales-duales (SDP)

matrice >
matrice <

matrice ou scalaire =

matrice >~ 0
matrice <

matrice ou scalaire

Minimisation Maximisation

Variable Contraintes

matrice ou scalaire >0 matrice ou scalaire <
matrice ou scalaire < matrice ou scalaire >
matrice >0 matrice <

matrice < matrice >

matrice ou scalaire non astreint | matrice ou scalaire =
Contraintes Variables

matrice ou scalaire > matrice ou scalaire >0
matrice ou scalaire < matrice ou scalaire < 0

non astreint

Ce qui implique que

T ; . n
maxb'y, siC—) y;A; €S,

max ¢(y)= i=1
—00, ailleurs.

Donc, Le probléme dual (DSDP) associée (SDP) s’écrit comme suite :

(

max b’y
(DSDP){ C =Y yiA; =S,
i=1

\yeRm, S eSh.

1.4.2 Relations primales-duales (SDP)

Comme dans la programmation linéaire, le probléme (SDP) peut s’écrire sous plu-

sieurs formes, le tableau TABLE 1.1 représente les différents types de problémes duaux

correspondants.
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1.4.3 Théorémes de la dualité

Théoréme 1.36. (/9])(Dualité faible) Si X et (y,S) sont des solutions réalisables de
(SDP) et (DSDP) respectivement, alors on a toujours :

(C, X) — Ty = (S, X) > 0.
Démonstration. On a
(©.X) Ty = (C.X) ~ S b,

i—1

(0 X) =Sy A X
i1

=(C - zm:yz‘Ai,X> = (S, X).

i=1

Puisque les matrices S et X sont toutes les deux semi-définies positives, alors la trace de
leur produit est un nombre positif ou nul i.e., trace(X.S) > 0.
Ce qui donne :

(C, X) —bTy = (S, X) > 0.

D’ou le résultat.

Théoréme 1.37. (/5])(Dualité forte)

Supposons qu’il existe une solution strictement réalisable (yo, So) pour (DSDP). Soient
p" =min{(C, X) : AX =b, X = 0},

et
¢" = max{(b,y) : A'y+S=C,5 =0},

alors p* = q* et si p* est une valeur finie, elle est atteinte pour une certaine matrice
Xe{X=0: AX =0b}.



Chapitre 2

La méthode réalisable du point
intérieur primale-duale pour la

programmation semi-définie linéaire

La méthode de points intérieurs est I'une des méthodes les plus utilisées et les plus
efficaces pour la résolution des problémes de (SDP), elle est relativement nouvelle et
s’apparente a la méthode projective de Karmarkar en 1984 pour la programmation linéaire.
Derriére le terme points intérieurs découle trois différents types de méthodes :

1. Les méthodes affines.

2. Les méthodes de réduction du potentiel.

3. Les méthodes de trajectoire centrale.

Dans notre travail, on utilise la méthode de trajectoire centrale (TC).

18



Partie I : Etude théorique

2.1 Position du probléme

Rappelons que le probléme de (SDP) considéré comme primal sous forme standard

est défini par :
min(C, X)
(SDP) { AX =1,
X €8y,
ou b € R™, S désigne le cone des matrices semi-définies positives dans I'espace réel de

(n X n) matrices symétriques S™. A est un opérateur linéaire de S™ dans R™ défini par :
AX = (A}, X), (A9, X), ooy (A, XN

Les matrices C et A;, i = 1,...,m, sont dans S}

Le probléme dual associé & (SDP) est défini comme suit :

max b’y
(DSDP){ 4y 45— C,
Sest,

ot A* est 'adjoint de A défini de R™ dans S™ par A*y = > y;A;.
i=1
L’ensemble des solutions strictement réalisables de (SDP) et (DSDP) sont :

F(SDP) = {X €S, : AX = b},
F(DSDP) = {(y,5) e R™" x S", : Ay + 8 =C},
respectivement, ot S} est 'ensemble des matrices définies positives de S™.

Tout au long de ce chapitre, on suppose que :

19
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Hypothése 1 : Les matrices A;,7 = 1, ..., m, sont linéairement indépendantes, i.e.,

D NA=0=X\=0i=1..m.

i=1
Hypothése 2 : Les deux problémes (SDP) et (SDD) vérifient CPL i.e., il existe (X, y°, S%)
telle que :

trace(A; X% =b;, i=1,...,m, X° =0,

m (2.1)
SyWA+8'=C, S° -0,
i=1

De hypothése 2, il est bien connu que (SDP) et (DSDP) ont des solutions optimales
X et (5,9) telles que (C,X) = b7y, i.e., les valeurs optimales de (SDP) et (DSDP)
coincident. Cette derniére condition, est appelée la dualité forte et peut étre exprimée
alternativement par <)_(, 5> =0ou XS =0.

Pour étudier le probléme (SDP), on le remplace par le probléme perturbé suivant :

(SDP), min(f,(X) = (C, X) — pIn(detX) +nplnp, p >0,

AX = b,

On peut aussi étudier (SDP) en fonction de son dual perturbé suivant :

max[g,(y,S) = b7y + p — In(detS) — nulnp), u > 0,
spp), 4TS (detS) — npln],

Ay + S5 =C.

Commencons d’abord par montrer que (SDP), admet au moins une solution optimale.

2.2 Existence et unicité de la solution optimale de (SDP),

et sa convergence vers (SDP)

2.2.1 Existence et unicité de la solution optimale de(SDP),

Comme f, est strictement convexe, alors si une solution optimale de (SDP), existe,
elle est unique. Pour montrer que (SDP), a une solution il suffit de montrer que f,
est inf-compacte, ce qui revient notamment & montrer que le cone de récession est nul
(Théoréme 1.9).

Pour cette raison, nous donnons tout d’abord le lemme suivant :
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Lemme 2.1. Soit X une matrice de S' | et t € R, alors :

lim fu(X +tAX) — fu(X)

t——+o0 t

— (C,AX).

fu(X+HAX)—fu(X)
t

Preuve. On pose ¢(t) = , t >0, alors la fonction objective du probléme

(SDP), est définie par :

fu(X) =(C, X) — plndet(X) +nuln g, > 0,
donc, on a :

fu(X) =(C, X) — pln(det(X)) + nulnp, et
[u(X +tAX) = (C, X + tAX) — pln(det(X + tAX)) + nuln p,

on remplace dans I'expression de £(t), on trouve :

c(t) = (C, X +tAX) — pln(det(X +tAX)) +nulnp — (C, X) + plndet(X) — nulnp
N t

(O, X) +t{C,AX) — pln(det(X +tAX)) + nulnp — (C, X) + plndet(X) — nuln p
N t
= (C,AX) — pt ' [Indet(X +tAX) — In(det(X)],

alors :
e(t) = (C,AX) — ut ' Indet(X +tAX) — Indet(X)].

Comme X € S% ., alors la factorisation de Cholesky donne une matrice triangulaire
inférieure Lx avec X = Lx L% telle que les éléments diagonaux de Lx sont positifs.

Donc, on peut écrire £(t) comme suit :

e(t) = (C,AX) — ut~" [Indet(Lx Lk + tAX) — Indet(X)]
= (C,AX) — pt ™" [Indet(Lx (I +tLy'AXLY")LY) — Indet(X)]
= (C,AX) — put™" [In(det(Lx) det(I + tLY AX L") det(LY)) — Indet(X)]
= (C,AX) — pt™" [In(det(X) det(I + L' AXLY")) — Indet(X)]
= (C,AX) — pt~" [In(det(X)) + In(det(] + tL' AXLY")) — Indet(X)]
= (C,AX) — ut™" [Indet(] +tLy'AXLY")],

d’ou
® (C,AX) — pt™' [Indet(I + tLy'AXLYY)], sitLy AXLy €St
e(t) =

+00, ailleurs .
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En passant a la limite quand ¢ tend vers l'infini, nous trouvons :

lim e(t) = lim [(C,AX) — put™" [Indet( + tLy' AXLY)]]

t—+o00 t—+o00
.1 _ _
=(C,AX) — lim — [Indet(l + Ly AXLY")]

n

= (C,AX) — p lim % ([ J(1 +tA(AX)))

t——+o0
=1

t——+o0 t ’

=1

I’avant derniére égalité découle de la relation suivante
n

det(I+tL 7 AXLYY) = [T(1+tM(AX)), ott \i(AX), i = 1,...,n, sont les valeurs propres
=1

de la matrice L}l AX L)}T_.

Donc, aprés un changement de variable convenable et le fait que tliin M = 0, la limite
—+400
précédente devient :
X +tAz) — fu (X
lim o) = tim KA = JulX) oAy
t——+o00 t——+o0 t
Ce qui compleéte la preuve. O
Rappelons que le cone de récession est défini par :
X +tAX) — fu(X
Colf,) = {AX €81+ (fu)w(AX) = lim_|e(t) = JulX + t ) = Jul q go}
—+00

— {AX €S : (C,AX) <0},

Lemme 2.2. C(f,) = {AX € S} : (C,AX) <0} = {0}.

Preuve. On montre par I'absurde, c’est a dire, on suppose que : C(f,) # {0}, i.e., il
existe AX € S, telle que : (C,AX) <0.
De I'hypothése 2, il existe, (y,S) € F(DSDP) tel que :

~

S=C—Ayes,,
d’ou
0< (8,AX) = (C - A'y, AX)

= (C,AX) — (A'y, AX)

— (C,AX) — <Z i A, AX>
i=1

= (C,AX) =) i (A, AX),

=1
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et comme AX est une direction de descente, c’est a dire, elle vérifie la condition (A;, AX) =

0,Ve =1,...,n, alors, on trouve :
(S,AX) = (C,AX) >0
contradiction, ceci montre que

Coo(fu) - {O}

Ce qui compléte la preuve. Il

2.2.2 Convergence de (SDP), vers (SDP)

Lemme 2.3. Soit X, une solution optimale de (SDP),, alors X = lnr[l) X, est une
p—
solution optimale de (SDP).

Preuve. On met f,(X) = f(X,u) et f(X) = f(X,0), tant que f,(X) est différentiable

et convexe, alors il existe une solution optimale X, de (SDP),, telle que :

Vi fu(X,) = Vx f(X 1) = 0.

Donc pour tout X € F (SDP) et par 'application du théoréme de Taylor au voisinage du

point X , pour lordre 1, on trouve :
_ d 3
F(X) > f(Xu i) + (X = X0, Vi [ (X, ) + (0 = ) g Ko 1)
_ d _
Z f(X,LM ,LL) + (O - M)d_fu<Xu>>

et comme f,(X,) = <C Xu> pin(det X,,) + nuln g, done on dérive f,(X,) par rapport

a p, on trouve :

d - _
d_fu(Xu) = —In(det X,,) + nlnp +n,
1

on remplace par les valeurs de f,(X,,) et ﬁ fu(X,), Vinégalité précédente devient :
F(X) 2 F(Xpo ) + (0 — ) (— In(det X,.) + nln g+ n)
> f(X, 1)+ pin(det X)) — pnlnpg — npu
> <C’,XM> —plndet X, + nplnp + plndet X, — nlnp — np
Z <O7 X,LL> — N,
ce qui implique d’une part que :

min [f(X) = f(X.0)] > (C.X,) —np.
F(SDP)
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D’autre part, nous avons :
(C.Xy) =f(X,) > min [f(X)=f(X,0)].
XeF(SDP)
Donc :

(C,X,)=f(X,) > min [f(X)=f(X,0)]> f(X,)—npu,
XeF(SDP)

passons a la limite quand p tend vers 0, on trouve :

. X — _ > . . — > . < o
ce qui donne :
(C.X)=f(X)= min [f(X)=[f(X,0)] = f(X),
XeF(SDP)
d’ou :
f(X)= min f(X), avec X = lim X,
XeF(SDP) p—0

par conséquent, X est une solution optimale de (SDP). Il

Remarque 5. Nous savons que si l'un des deuz problemes (SDP) et (DSDP) a une
solution optimale, et les valeurs optimales de ces problemes sont égales et finies, alors

l'autre a une solution optimale.

2.3 Meéthode de trajectoire centrale pimale-duale

Rappelons que (SDP), est strictement convexe, donc les conditions de KKT sont
nécessaires et suffisantes. Par conséquent, la recherche d’une solution optimale primale-
duale (X, 9, S,) de (SDP), et (DSDP), est équivalent a la résolution du systéme non
linéaire suivant :

AX =b, X >0,
Ay+S=C, =0, (2.2)
XS=upl, u>0.
Pour chaque p > 0, le systéme (2.2) admet une solution unique (X, v,,S,). L’ensemble
de toutes ces solutions construit le chemin central ou la trajectoire centrale ou bien le
p—centre.
Un point (X, y,S) est dit proche de la trajectoire centrale, s’il appartient a 1’ensemble
suivant :

; : XS+ 8X
Ty(p) = {(X,y, S) € F(SDP) x F(DSDP) : H%

—uIll <o, 96(0,1)}.

F



2.3. Méthode de trajectoire centrale pimale-duale 25

Comme pour X,S € S”, le produit XS n’est pas généralement dans S”, donc le coté
gauche du systéme (2.2) est une application de §" x R™ x §" dans R™" x R™ x S".
Alors, pour remédier a ce probléme on doit modifier le coté gauche de ce systéme par une
application de S™ x R™ x S™ dans lui-méme.

Pour cela, nous utilisons l'opérateur dit de symétrisation similaire H, : R™" — S"

introduit par Zhang [20| défini comme suit :

1
H,(M) = 5[PMP—1 + (PMP Y], VM € R™™,

avec P € R™™ une matrice non singuliére (réguliére) dite matrice de mise a ’échelle
(scaling matrix). Zhang a également montré que si P est inversible et M est semblable a

une matrice (symétrique) définie positive, alors
Hp(M)=pl & M = pl.
Donc, pour toute matrice non singuliére donnée, le systéme (2.2) est équivalent a :

AX =b, X =0,
Ay+S=0C, S0 (2.3)
Hp(XS)=pl, p>0

2.3.1 Calcul de direction

La méthode de Newton est une procédure bien connue pour résoudre un systéme
d’équations non linéaires, la plus part des (M PI;) emploient des différentes directions
de descente avec des stratégies convenables pour suivre la trajectoire centrale (chemin
central).

La méthode de Newton appliquée sur le systéme (2.3) conduit au systéme linéaire suivant :

AAX =0,
A*Ay + AS = C, (2.4)
Hp(XAS +AXS)=opl — Hp(XS),

ou (AX,Ay,AS) = Aw € S™ x R™ x S™ est la direction cherchée, o € (0,1) est le

(X,5)

parameétre de contralité et u = est I’écart de dualité normalisé correspondant a

(X,9,5).

Le systéme (2.4) peut étre écrit comme suit

VF(X,y,S)Aw=—-F(X,y,S5). (2.5)
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avec
AX —b
Hp(XS)—oul

La direction de descente obtenue par la résolution du systéme linéaire ci-dessus est appelée
la famille de Monteiro-Zhang (MZ) [15, 17, 20].

e Pour la matrice de mise & ’échelle P = I, on obtient la direction de Alizadeh-Haeberly-
Overton notée (AHO) [14].

ePour P = X2 ou P = S%, on obtient la direction de la famille des directions de
Helmberg et al., Kojima et al. et Monteiro (HKM) [8].

e Pour P = [X2(X25X2"2X2)]2, on obteint la direction de Nesterov-Todd notée (NT).

Dans cet article, nous prenons la direction de AHO.

Remarque 6. La définie positivitée des matrices Xt = X + AX, ST = S + AS nlest
pas toujours garantie. Pour surmonter cette difficulté, on introduit un parameétre a > 0,

dit pas de déplacement, et on met

Xt =X+aAX, y"=y+aly, ST=85+aAS.

2.3.2 Calcul du pas de déplacement

Le calcul de ce pas de déplacement par les méthodes classiques de recherche linéaire

est indésirable et en général impossible.

Dans ce sens, JP. Grouzeix et B. Merikhi [?]| ont utilisé la notion des fonctions majo-
rantes non cotteuses pour le probléme dual de (SDP) cela permet de calculer des pas de

déplacement avec une technique simple.

Grace a des résultats de définie positivitée dans ’algebre linéaire, nous proposons
dans ce travail quatre différentes alternatives qui offrent des pas de déplacement variables

a chaque itération.

L’efficacité de I'une par rapport a 'autre peut étre traduite par des tests numériques
que nous présenterons a la fin de ce chapitre.
Comme dans [?], avant de donner Iexpression de «, il faut appliquer sur une matrice
carrée le résultat de H. Wolkowicz et G.P.H. Styan [19] que nous rappelons dans ’énoncé

suivant :
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Proposition 2.4. (/19]). Soit A une matrice (n X n) et A\, A, ..., A, ses valeurs propres,

on a
A—dvn—T<min\ < A— 0 (2.6)
= & '
B 5 . B
A+ <max\; < A+0vn—1, (2.7)
n—1 i=1
ol
B 1 n 1 n n B
A= EZ(A)H et 0% = ;ZZ(A)IQ] — )2
i=1 i=1 j=1

En se basant sur cette proposition, nous donnons dans les lemmes suivants trois alterna-

tives pour calculer le pas de déplacement .

Premiére alternative

Lemme 2.5. Soit (X,y,5) € F(SDP)x F(DSDP). Si o = pmin(ay, ag) avec 0 < p <
1, alors (X*+,5%) e ST, xSt

ot pour A € {X,S}, on a

( —1 —1 n

- —¢, | = >0 et min\;(A) <0,

Ya—oavn—1 " (/\A—éA\/m i A )
aq =1 e, (< 0et minN(A) <0),

€ st PRI et min (A) )

L1 si H;l{l)\Z(A) > 0,

telles que Ag = L7 (L' AALYT).., o3 = 2570 570 (LglAALZT)?j—;\i, Ni(A), i =
1,...,n, sont les valeurs propres de la matrice LglAALA?T, e est un petit réel positif et

X = LyL%.
Preuve. On sait que X = X + aAX,

d’aprés la factorisation de Cholesky sur la matrice X, i.e, X = LxL% on a :

Xt =LyL% +aAX
= Lx(I + oLl AXLLY.

Ensuite

X* est définie positive < (I + aL ' AX L") est définie positive

Sl+ar(X)>0,Vi=1,..,n,
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telle que 1 est la valeur propre de I et \j(X) sont les valeurs propres de Ly AXLy".
Ce qui implique :

1 —|—ozm_?{1)\i(X) > 0,
d’ou

anﬁn)\i(X) > —1.

i=1
On distingue deux cas
e Si H;l{l Ai(X) >0, alors a =1 (méthode de Newton classique).

-1
min \; (X) ’
i=1

e Si Hﬁ{l)\Z(X) <0, alors a <

d’aprés la proposition 2.4, on a

d’ou

( —1

o< — ,

min A; (X)
—1 -1

_ < ,
)\X - (5)(\/71 -1 Hﬁn/\l<X)
\ =

comme « > 0, alors on trouve :

e Si = — >0de (1),ona:

-1
o= — €.

N S\X—(S)(\/n—l

o Si = <0de (2),ona:

a = €.

de ce qui précede, on en déduit que la valeur du pas de déplacement « associée a la matrice

X est donnée par :

4 —1 —1 n
= —¢g, si| = > 0et min\;(X) <0,
AX—5X\/n—1 )\X_(SX\/TL—l i=1 ( )

—1

ax =A{e, si <0et In_i{l)\i(X)<0 :

S\X — 6)(\/71 -1
1, si rr;i{l)\i(X) > 0.

\
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De la méme maniére, on obtient 'expression de ag.

Finalement, on prend
a = pmin(ayx,as),0 < p <1,

ce qui compléte la preuve. Il

Deuxiéme alternative

Lemme 2.6. Soit (X,y,5) € F(SDP)x F(DSDP). Si o = pmin(cx, ag) avec 0 < p <
1, alors (X*,8%) e ST, xSt
ot pour A € {X, S}, on a,

r 1 | 1

_ — ¢, — >0tr€)\iA<0,
a1 o T\ X Taagmet DAL
ag = (e, si

S\A—(;A\/n— 1

1, si H;l{l)\l(A) > 0,

<O0et Hfl{l)\l(A) <0},

\

tels que : Aa = L30 (AT'AA),, 0% = L0 S (ATTAA) - M4, Mi(A), i =

T on i

1,...,n, sont les valeurs propres de A='AA et ¢ est un petit réel positif.

Preuve. Ona: XT =X +aAX = X(I + aX 'AX).

On sait que si A et B sont des matrices semblables, alors elles ont les mémes valeurs
propres, par conséquent X+ et X'/2(I + a X TAX)X'2, ont les méme valeurs propres,
donc :

Si (I + aX'AX) est définie positive, alors X est définie positive.

(I + aX'AX) est définie positive si et seulement si 1+ a) (X TAX) >0, Vi=1,....n,

donc, il suffit de trouver o > 0 qui vérifie :
14 arrﬁPAi(X‘lAX) S0,Vi=1,...n.

Or
amin N(XTAX) > —1,i=1,....n.

=1
On distingue deux cas :
o Si m_ri{l Ai(X7TAX) > 0, alors on prend o = 1.

—1
= .
min A; (X)
i=1

n
e Si min Ai(X7TAX) < 0, alors on choisit « qui vérifie : o <
1=

D’aprés la proposition 2.4, on trouve :
-1 —1
min} ; A\;(X)
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d’ou :
—1
min?_; A\;(X)’
—1 < -1
Ax —Oxv/n—1 7 minl; \(X)’

a <

cecl conduit a deux cas :

-1
< = .. (1
“ Ax—dx\/n—l <)
> — — ..o (2
“ )\X—dxvn—l ()
comme « > 0, alors on a :
-1
Si = > 0 et de (1), la valeur de « est :
o 1)\X_§X\/m (1), la valeur de «
—1
= — —g,¢>0
“ )\X—(SX\/TL—l
-1
Si = < 0 et de (2), la valeur d t:
) IAX_(SX\/m et de (2), la valeur de « es
a=c¢,

de ce qui précéde, on en déduit que 'expression de ax est donnée par :

( —1 —1 n
- —g, sif| = > 0et min\;(X) <0,
Ax —dxvn—1 1 Ax —oxvn—1 e (X)
—1 n
ax =4 ¢, i = <0et min\;(X)<O0]),
X S o Z o1 -0t minAi(X)

n

L1, simi{l)\i(X) > 0.
i—

De la méme maniére, on obtient ’expression de ag.

Finalement, on prend
a = pmin(ay,ag),0 < p <1,

ce qui compléte la preuve. Il

2.3.3 Troisiéme alternative

Lemme 2.7. Soit (X,y,5) € F(SDP) x F(DSDP). Si o = pmin(cx, ag) avec 0 < p <

1, alors (X*,5%) e St xS,

ot pour A € {X,S}, on a

([ (A, —davn—1) o (_ (A, —dav/n —1)
(

C(Ba—baavn—1) Ba—banvn—1)
S (_ (/\A—5A\/TL—1>
(

Ba—aav/n —1)
1, S84 m_1{1 )\Z(A> > 0,

>0 et I{i{miw < o> ,

ap = 8,

<0 et nﬁ?xi(A) < 0) ,

\
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tels que Ag = 2570 (A), etod =1%" > i (A)fj — N2,
Ba= 231 (AA),; etory, =230 >0 (AA)?]. — 2%, ot \i(A), i =1,...,n, sont les

valeurs propres de AA et ¢ est un petit réel positif.

Preuve. Ona X* = X + aAX.
Nous savons que X = X + aAX est définie positive si et seulement si min}; 7; > 0, on
Y;,i=1,...,n, sont les valeurs propres de la matrice X .

D’aprés le Lemme 7?7, nous avons :
n n n
min7; > min §; + a min \;,
i=1 i=1 i=1

ou f; et A\;,i=1,...,n, sont les valeurs propres de X et AX respectivement.

Donc, il suffit de trouver la valeur de «, telle que :
n n n

min7; > min §; + amin A\; > 0.
i=1 i=1 i=1

On distingue deux cas :

e Si min \; > 0, alors on prend a = 1.

=1

n
e Si mi{l A; < 0, alors on doit choisir le o qui satisfait
1=

min;_, f;

“ S T i, LX)

de la proposition 2.4, on trouve,

n

Iznzl{l@ < Bi—doxvn—1

H’?lﬂ)\l(X) - )\i(X)—(SAX\/n—l’

i=1

ce qui donne :
mini_, 5
~ min, \(X)
(Ax —dxvn—1) < min;’ , 5;

(BX —oaxVn — 1) T mingy \(X)

donc, on distingue deux cas :

a < —

(Ax —oxvn—1)

a<_(@x—5AX —n—l) (1)
a>_()\X_5X\/7”L—1) (2)

(Bx — daxv/n —1)
comme a > 0 de (1), on a:
(Ax —dxvn—1)
(Bx — daxv/n —1)

oS —

>0de (1),ona:

(Ax — dxy/n —1)

a = — — E.

(Bx — daxv/n —1)
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. (E\X—dx\/n—l) )
e Si _(Bx—(SAX\/m) <0de(2),ona:

a = €.

Alors, I'expression de ax est donnée comme suit :

P
_Q\X_(Sx'n_l) —&, si (— (?\X_(SX‘n_l) >Oetmin)\i(X)<0),
(5X—5Ax\/n—1) (6{(—5&(\/71—1) =1
ax = e, si [ — (_)\X_(SX n_1) <0 et mrin)\i(X)<0 :
(Bx —daxvn —1) i=1
1, si quAi(X) >~ 0.
\ 1=

De la méme maniére, on obtient ’expression de ag.

En suite, nous prenons
a = pmin(ayx,as), 0<p < 1.

Ce qui compléte la preuve. Il

Quatriéme alternative

Lemme 2.8. Soit (X,y,5) € F(SDP)x F(DSDP). Sia = p min(ay, ag) avec0 < p < 1,
alors (X*,8%) e St xSt,,

ot pour A € {X,S}, ona:

(‘ Z;l | Aij| — Au‘)
min 7= , si Iy # 0,
T Adii— > |AAy
i#j=1
+o00, si To = 0.

\

tel que :

i#j=1
Preuve. Rappelons qu'une matrice symétrique D est définie positive si :

n
Dy > Z ‘Dij|7 Vi=1,...,n.
itj=1

Alors, XT = X + aAX est définie positive si

Xi> DX Vi1,

i#j=1
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qui est équivalant a

i#j=1
et comme |a + b| < |a| + |b|, alors on a :

n

D (Xl +alAXy)) > Y |Xy 4+ aAX).
i#j=1 i#j=1

Donc, il suffit de trouver « qui vérifie :

Xii + @A Xy > Z (1 X5 + a|AXG)), Vi=1,...,n,
ij=1

ou bien

i#j=1 i#j=1

n

SiAX; — Y. JAX;] <0, alors a devient :

i =1
£ -,
a < = — )
iAj=1

Donc, on en déduit que 'expression du pas de déplacement « associée a la matrice X est

donnée par :

n
< > |Xij|—X“->
. 1 F£7=1
min ——22

ax = (AXu' 2 |AXG]

. silx #0,
ij=1 >
~+00, sily = 0.
Ce qui donne 'expression de ax.
En appliquant le méme principe sur la matrice S, on obtient ’expression de ag.
Enfin, nous prenons a = pmin(ay, ag), 0 < p < 1.

La preuve est terminée. O

2.4 L’algorithme de la méthode et ’analyse de sa com-

plexité

Dans cette section, nous présentons 1’algorithme de notre approche et étudions sa

complexité en calculant le nombre total d’itérations produit pour obtenir une solution
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optimale.

Commongcons d’abord par présenter 1'algorithme de notre méthode.

2.4.1 Algorithme de trajectoire centrale

Début algorithme
Initialisation : ¢ > 0 est une précision donnée, o, 6 € (0,1), (X% 5% € Ty(n)
et k= 0.

Tant que (X*, S*) > ¢ faire.
1. Prendre

o 1k = <X25k>;

o HF = op*I — %(stk + S XF);
2. Calculez Aw = (AXF, Ay* ASK);

AXF =&Y (HF — FASF);
Ayt = — (BT'AETTHY) ;
ASF = — A*AyP;
3. Poser
XM = Xk 4 oFAXF,
Y = ok 1k Ayk;
Skl = Gk 4 oFASH;

o est obtenu par 1'une des quatres alternatives.

4. Poser k=k+1;

Fin tant que
Fin algorithme

Dans 'algorithme &£ et F sont des opérateurs de S” dans S™ définis par

EM = 3(SM + MS) et FM = 3(XM + MX).
Tout d’abord, nous énoncons certains résultats techniques nécessaires a ’analyse de notre

algorithme.
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2.4.2 Reésultats de convergence

Lemme 2.9. Soient (X,y,5) € ST, x R™ x ST, et Aw = (AX, Ay, AS) une solution
du systeme (2.4), alors :
(i) (AX,AS) =0.

i) (X,AS) + (S,AX) = trace(H), ou H = opl — (£555X) tels que o0 € (0,1) et
(X,5)

n

i) (X +aAX), (S+aAS)=(1—-a(l —0))(X,S), Va € R.

—~

=

—

Preuve. (i) Des deux premiéres équations du systéme (2.4), on a :

(AX,AS) = (AS,AX) = (—A*Ay, AX) = <— (Zm: AyiAZ) ,AX>

D’ou : (AX,AS) =0, ce qui montre (i).
(ii) On a :

XS+SX
H=o0oul — (+) , donc

trace(H) = trace <O’/LI - <M>) :

2

de la derniére équation du systéme (2.9) :

oul — H)(XS) = H)(XAS + AXS),

il devient :
trace(H) = trace (XAS + SAX JQr AXS + ASX) |
et comme
trace(A + B) = trace(A) + trace(B), et trace(A) = trace(A"),
alors on a :

2 2
= trace(XAS + AXS)

XAS 4+ AX AX 4+ ASX
trace(H) = trace ( o+ 5 + & a5 )

= trace(XAS) + trace(AXS),
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ce qui prouve (ii).
(iii) On utilisant (i) et (ii) de ce lemme, on trouve
(X + aAX), (S +aAS)) = (X,9) + a ((X,AS) + (AX, ) + o (AX, AS)
= (X, 5) + a((X,AS) + (AX, 5))
= (X, S) + atrace(H)

= (X, S) + atrace (U,LLI — <w>>
= (X, S) + atrace(opl) — atrace (M>

= (X, S) + atrace(opl) — atrace (X S),
et comme trace(XS) = nu, on trouve

(X 4+ aAX), (S +aAS)) = (X, S) + acutrace(I) — atrace (X S)

= (1

(

(1—a) (X, S) + aoun
(1—a)(X,S) +ac (X,S)
(

(

=(X,5)(1+ a0 —a)
1—a(l—-0))(X,9), Va e R,.

La preuve est complétée. U

Lemme 2.10. Soit (X, y™, ST) une solution strictement réalisable, telle que :
Xt =X +aAX, yt =y+aly et ST =S5+ aAS,
alors,

(X, 5%) <(X,5).

Preuve. Du lemme précédent, nous avons

(X*,8%) = (X + aAX), (S + aAS))
— (1—a(l—0))(X,S), Ya c R,

Comme o € (0,1) et @ > 0, il s’en suit : 1 — a(l — o) < 1, ce qui donne :

(XTt,5%) < (X,5), dou la preuve. O

Lemme 2.11. Soient Xt et X deux solutions strictement réalisables de (SDP),, avec

Iz
Xt =X+ aAX, ot « est le pas de déplacement et AX est la direction de Newton, alors

nous avons f,(X1) < f.(X).
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Preuve. On a
Fu(X7T) = fu(X) +(Vfu(X), X7 = X).
Donc
FuXT) = fu(X) = (Vfu(X), aAX) |
de la méthode de Newton de second ordre, on a
VE(X) = —V2f,(X)AX,

donc, la relation précédente devient :

Ju(XT) = fu(X) = a (=V* [u(X)AX, AX)

~ —a (V[ (X)AX,AX) <0,

puisque f,, est strictement convexe, d’ott

Fu(XT) < fu(X).

2.4.3 Analyse de la complexité

Dans cette partie, nous prouvons que la complexité algorithmique pour trouver une

solution optimale est bornée par :

O(VnInle™ ({(X?,5%))]).

Tout au long de cette partie, nous donnons quelques lemmes techniques qui seront fré-
quemment utilisés lors de 'analyse.

L’algorithme sélectionne une suite de pas de déplacement {ay} et de paramétres de cen-
tralité {0} selon la régle suivante : pour tous, k > 0, soit ay = l et o = 1 — \%, oud >0
est une constante qui est spécifiée dans le théoréme ci-dessous ; le résultat suivant analyse

le comportement dune itération de la méthode de trajectoire centrale a petit-pas.

Lemme 2.12. Soit (X,y,S) € F(SDP) x F(DSDP) et soit (AX, Ay, AS) la solution
de (2.4) avec H = opl — (555X Pour tout o € R, on pose

(X(a),y(a),S(a)) = (X,y,5) + a(AX, Ay, AS), (2.9)
(o) = K@) (2.10)
Qla) = X(a)S(a) + S(a)X(a) (o)l (2.11)
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Alors,

XS5+5X

Qa) +Q(a)! =2(1 —a) < 5 uf> + ?(AXAS + ASAX). (2.12)

Preuve. Soit @ € R donné. De (iii) du Lemme 2.9, on a

(X +aAX),(SH+aAS))=(1—-a(l —0))(X,S5)Va e R.

(X(a),S(a)) =(1—-a+a0)(X,S),
comme [ = <XT’LS> et pu(a) = M, alors la derniére égalité devient :
pla) = (1 —a+ ao)u.
D’ou,

Q) + Q" (a) = X(a)S(a) + S(e) X (o) — 2u(e)]
= (X 4+ aAX)(S + aAS) + (S + aAS)(X + aAX) —2(1 —a+ ao)ul
= XS+ aXAS + aAXS + ®AXAS + SX + aSAX + aASX + o*?ASAX
—2(1—a+ao)u
= XS+ SX —2ul +2apl —2acpul + a(AXS + SAX) 4+ a(ASX + XAS)
+ a*(AXAS + ASAX)
= XS+ 5SX —2ul +2apul —200p —aXS —aSX +aXS+aSX

1 1
+ 2a(§(AXS + SAX)) + 2a(§(ASX + XAS)) + a*(AXAS + ASAX)

on a

1
EM = 3(SM + MS).

Donc on peut écrire
1
(§(AXS + SAX)) =EM,

tel que
M=AX

)
et on a aussi

FM = %(XM +MX).

Donc, on peut écrire

1
S(ASX + XAS) = FM,
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tel que

Donc

Qo)+ Q(a)! = (XS +SX —2ul) — a(XS — SX —2ul) + a(SX — XS — 20ul) + 2a(EM + FM)
+ a*(AXAS + ASAX)
=(1—a)(XS+SX —2ul) + 20EAX + 2aFAS + o*(AXAS + ASAX)
=(1—-a)(XS+SX —2ul)+a(XS+SX —20ul)

J

—2aH
+20a(EAX + FAS) +a*(AXAS + AXAS)
QJH
=2(1—-«) (w - ,u[) + a*(AXAS + ASAX).

Ce qui compléte la preuve.
Le lemme suivant fournit des bornes sur les directions AX X! et XAS pour (X,y,S5) €
F(SDP) x F(DSDP).

L’inégalité suivante impliquant des normes est utilisée dans la preuve du Lemme ci-

dessous et dans autres endroits de ce travail.
Pour tout A;, Ay € R™", on a [|A1As|[r< [[A||[|A2]|F et [|A1As|p< || A1l #[| A2l ([18]).
O

Lemme 2.13. Soit (X,y,S) € F(SDP) x F(DSDP), telle que | XS — pul ||< Op, pour
6e€[0,1) et u>0.

Supposons que (AX, Ay, AS) € S" x R™ x S" est une solution de systéme (2.4) pour
H € R™" et soient 6x = p || AXX ! ||r etds =|| XAS ||p . Alors

I H |7

1
< — (62 y<

Preuve. En utilisant la derniére équation de systéme (2.4), on obtient :

b ASX + XAS + AXS + SAX
B 2
CASX + XASHAXX XS+ SXXT'AX + p X TAX — p X 'AX + pAX X — pAX X!
N 2
CASX + XAS — pXTTAX + pAXX TN AXXTIXS — pAXX T+ SXXTIAX 4+ pXTAX
B 2

1yl
:ASX;XASM(AXX 2X AX>+%AXX1(XS—MI)+%(SX+MI)X1AX



2.4. L’algorithme de la méthode et ’analyse de sa complexité 40

ce qui implique :

I H |7

H ASX + XAS (AXX1 — XTIAX
— | === 1y
2 2
ASX + XAS AXX!1— X IAX
> || = +u

) SAXX (XS — ul) 4 1 (SX + i) X‘lAXH

2

F

— ‘%AXX—l (XS —ul) + % (SX +ul) X TAX

F

2\ 2
F
)

F

-

2

B (’ ASX + XAS
T2 2

2 H <AXX1—X1AX)
+ ||

F

- ‘%AXX‘I (XS — ul) + % (SX +pul) X 'AX

alors

N

I H ||lr =

HASX+XAS 2 N Hu(Axxl + X TAX)
2

2

2
F>
2
F>
N

— 06
F

ou l'avant derniére inégalité est une conséquence de I'hypothése || XS — pl|| < Ou. Par

F

- ’ %AXX‘l (XS —ul) + % (SX +pul) X TAX

F

N|=

HASX—FXAS

2 Hu(Axx—l + X TAX)
; +

2

F

— 118 — || || AX X,

N

S ASX + XAS
- 2 2

2 . HM(AXXI + X 1AX)

F

= (0% 02)E - 00, > (1-0) (0% +62)*

'utilisation de (i) du Lemme 2.9, on montre que
(ASX + XAS,AXX '+ X 'AX) = (AX,AS) = 0.
Le résultat se déduit facilement de la derniére inégalité. U

Théoréme 2.14. Soient 6 € (0,1) et § € [0, /n[ des constantes satisfaisant

2 2
9;“5 <o, 9<
2(1— 01— =) 5

Supposons que (X,y,S) € Ty(u) et soit (AX, Ay, AS) la solution du systéme (2.4) avec
H=opl — (%) eto=1-— \/iﬁ. Alors,
(a) (X797, 57) = (X,y,5) + (AX, Ay, AS) € To(u™),

(b) (XF,5%) = (1— )X, S5).

(2.13)
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Preuve. I'énoncé (b) est une conséquence immédiate de (iii) du lemme 2.9, avec o = 1

et le fait que 0 =1 — \/iﬁ. D’on,

=B - (2.14)

(a) De (X535X — T I) =0 et (X,y,S) € Tp(n), on a

2 2
2 F 2 F
XS+ 5SX
= (a—l)u[+(u[—+)
F
XS+ SX|°
:Hw—1MH@+¢MI———3——
F
<[1-0)n+6]p (Hp[—m Sﬁ,u)
2 F
4]
= (6% + 0%) 2, (azl—ﬁ). (2.15)

Y

Tant que || XS — puI|| < Oy, il découle du Lemme 2.13 avec H = oul — (X5552)

) ol — XSE8X
[axXx7!|, < ! T 0, IE (2.16)
o H XS SXH2
I — +
AXXY|, |lxas|, < 122 E| 2.17
o s, < 12028 21
Soit QT = Q(1) = M ptI, en utilisant la relation (2.12) avec o = 1, de (2.17),

(2.15), (2.13) et (2.14), on obtient :

% et + @ =|QF||, = E S IAXAS + ASAX]|;, d’aprés(2.17)

1

< 5 (IAXAS|| +[[ASAX][f)

1

<5 211AXAS]|)
< [[AXAS||
= [|AXXTTXAS|],

B oul — XS+5X |2

< || AXX 7| L IXAS|| < I 2(1—9)2uHF’ (de (2.15))

(6% +62) 5
< e <0 (1 - %> 1, (de (2.13))

= 0. (de (2.14)).
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Donc, on conclut que :

<Oy (2.18)

X+t 4+ STX
e

En utilisant (2.16), (2.15) et (2.13), on obtient :

[|opt —
(L—=0)p

(62 4 62)

- (1-0)

< {29 (1 - %)F <1, (de(2.13) et o € [0,/n]).

XS+5X | ‘
2 F

|axx|, < , (de (2.16))

. (de (2.15))

Il est facile de voir que la derniére relation implique que I + AX X! = 0, d’ou
XT=X+AX =T +AXX HX 0.

L’inégalité (2.18) implique que

\ <X+S++S+X+

! ) — D (X5%) > (1= 6) 1" > 0.

Dot XTS5t = (XT)2(XH)25H(XH)2(X+)"2 = 0, ce qui donne (XT)25H(XT)"2 = 0,
donc ST > 0.

En utilisant la premiére équation du systéme (2.4), on obtient

AXt = A(X + AX) = AX + AAX = b, alors Xt € F(SDP).

En utilisant la deuxiéme équation du systéme (2.4), on obtient
AyT + ST = A (y+ Ay) + (S+ AS) = Ay + S + A" Ay + AS = C,
ce qui implique que (y*,S5%) € ﬁ(DSDP).

De (2.18) et comme (X, yT, ST) € F(SDP)xF(DSDP)), on conclut que (X, y+, ST) €
To(n). O

Corollaire 2.15. Soient 0 et § données dans le Théoreme 2.14 et (X°,4°, S°) € Ty(p).
Alors, la méthode de la trajectoire centrale a petit-pas génére une suite de points {(X* y*, S*)} C

To(p), telle que :

(X" S*) = (1 - %)k (X°, 5%, Vk > 0.

De plus, pour une précision donnée € > 0, la méthode de trajectoire centrale a petit-pas
trouve un point (X*,y*, S*) vérifiant (X*,S*) < e dans au plus K = O (y/nIn[e7! ((X°, 5°))])

itérations.
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Preuve. On a d’aprés le Théoréme 2.14, (Xt ST) = (1 — i) (X, S), donc par récur-

vn

rence on a :
k
(X, 5) = (1 - \ir) (X0, 5%,
et comme <Xk, Sk> < g, alors on a
k
(X*, 5% = (1 - %) (X°,5% <,

ce qui implique :
1—— XO,SO>] <Ine,

qui est équivalent a :

kln (1 0 )+ln<X0 SO><ln6

ce qui donne :

0 €
_ < — 0 0 — - -
kln (1 NG <lIne ln<X ,S> ln(< 0750>)

puisque :

In(l—z)>(—x), 0<z <1,

() < (o).

= v (5]

Ce qui termine la preuve. U

alors on trouve :

d’ot



Partie II : Etude numérique

2.5 Tests numériques

Les exemples suivants sont pris de la littérature (voir par exemple |?, 7|) et implémentés
sur MATLAB R2008b sur ( Nous avons pris ¢ = 107¢, 0 = 0.1 et p = 0.99.)
Dans le tableau des résultats, (ex (m, n)) représente la taille de 'exemple, (Itr) représente
le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une solution optimale et (Pas) représente
I'intervalle des pas de déplacement pour chaque alternative (notée par (Alt)).

Rappelons que le probléme considéré est

min (C, X)
(SDP)S (A;, X) =b;i=1,...m
X €8y,

ou son dual associé est

.
max bTy

(DSDP){ C — S yA; = S,
=1

yeR, S5 eS8
\
e Exemple a taille fixe
Exemple 1 :
o . I -1 -
C(i,j) =—-1,Vi,j=1,2, A = LAy =1, etb=(1,1)T.
-1 1

On commence par un point initial (X° y°, S%), tels que :

-1
-1 2

X = diag(0.5,0.5), y* = (0,-3)" et S° =
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Exemple 2 :
C = diag(5,8,8,5), Ay =1, b= (1,1,1,2)T et les matrices Ay, k = 1,...,3, sont définies

comme suit :
1 sii=j=k oui=j=Fk+1,
Ap(i,j) =4 -1 sii=kj=k+loui=k+1,j=F,

0 ailleurs.
On commence par un point initial (X 3°, S%), tels que :

2 15 0 0
1.5 35 15 0
0 15 35 1.5
0 0 15 2

1
X0 =l ¢ =(1.5,15,1.5,15) et 8 =

Exemple 3 :
C = diag(—4,-2,-2,0,0,0), A; = diag(1,-1,1,1,0,0),

Ay = diag(1,1,,1,0,1,0), A; = diag(2,2,1,0,0,1) et b= (6,2,4)7.

On commence par un point initial (X 3°, S%), tels que :
X" = diag(1.467,0.087,0.36,0.086,0.532), ¢ = (1,1, -2)"1 et S° = diag(2,2,2,1,1,2).

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau suivant :

17¢ Al 2me Al 3me Alg 4me Alg
ex (m,n)
Itr Pas Itr Pas Itr Pas Itr Pas
3.5.1 (2,2) 5 [1.05,1.06] 5 [1.05,1.06] 5 [0.99,1.09] 5 [0.99,1.09]
3.5.2 (2,3) 11 [0.69,0.82] 3 [0.29,1.34] 7 0.99 7 [0.99,1.08]
3.5.3 (4,4) 14 [0.7,0.78] 7 0.99 7 0.99 7 [0.99,1.08]
3.5.4 (3,6) 18 [0.51,0.7] 8 0.99 8 0.99 6 [0.99,1.1]

e Exemple a taille variable

C=-1,b(i) =2, i=1,...,m, et les matrices Ag, k = 1,...,m, sont définies comme suit :

1 sii=j5=k,
Ap(i,j) =41 sii=jeti=m+k,

0 ailleurs.
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On commence par un point initial (X° 4%, S%), tels que :

1.5 sii <y,
(@) =—2,i=1,...,m, S°=1Tet X°(i,j) =
0.5 siz>7.
Le tableau suivant résume les résultats obtenus :
) 17¢ Alt 2me Alg 3me Alg 4me Alg
taille (m,n)
Itr Pas Itr Pas Itr Pas Itr Pas
(10,20) 4 1.099 4 1.099 8 [0.99,1.099] 4 1.1
(20,40) 4 1.099 4 1.099 8 0.99 4 1.1
(50, 100) 4 1.099 4 1.099 9 0.99 4 1.1
(100, 200) 5 1.099 5 1.099 9 0.99 5 1.1
(150, 300) 6 [0.88,1.099] 6 [0.99,1.099] 9 0.99 5 1.1
Commentaires

A travers les tests numériques effectués, les quatre alternatives offrent une solution

optimale de (PSD) et (DSDP) dans un temps polynomiale et avec un petit nombre d’ité-

rations.

On remarque aussi que la quatriéme alternative est la meilleure, les résultats numériques

comparatifs obtenus favorisent cette derniére par rapport aux autres.




Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées a la résolution des problémes de
programmation semi-définie (SDP) par la méthode de trajectoire centrale. Nous avons
associé a (SDP) un probléme perturbé, noté (SDP),. Tout d’abord, nous avons montré
'existence et 'unicité de la solution optimale du probléme (SDP),, ensuite nous avons
montré que la solution du probléme perturbé (SDP), converge vers la solution optimale
du probléme original (SDP) lorsque u tend vers zéro. Puis, nous avons prouvé, en ap-
pliquant une méthode simple et facile, la diminution de la fonction objective sur la suite
déterminée par notre algorithme.

Le probleme (SDP), étant strictement convexe, les conditions KKT sont nécessaires et
suffisantes. Pour cela ,nous avons utilisé la méthode de Newton qui nous permet de cal-
culer une bonne direction de descente et de déterminer une nouvelle itération, mieux que
celle d’actualité.

Pour calculer le pas de déplacement, plusieurs méthodes ont été proposées par les scien-
tifiques et les chercheurs. Y compris, méthodes de recherche linéaire, qui sont trés cot-
teuses et impraticables. Pour remédier ce probléme, nous avons proposé dans ce travail
une nouvelle approche : nous donnons quatre nouvelles alternatives pour calculer le pas
de déplacement par une méthode simple, facile et techniquement beaucoup moins coiti-
teuse. Enfin, nous avons analysé la convergence de I'algorithme obtenu et montré que la
complexité pour les pas courts est borné¢ par O(y/nIn[e~!((X?, 5%))]) itérations.

Pour enrichir notre contribution, nous avons présenté des simulations numériques pour
montrer 'efficacité de notre approche et la convergence des quatre alternatives a la solu-
tion optimale du probléme. Ces simulations confirment que la quatriéme alternative est

meilleure que les autres en termes de nombre d’itérations.
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