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Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques utilisée dans des domaines tels que I'in-
formatique, ’économie, la finance, les statistiques, I’exploration des données et de nombreux
domaines de la science et de I'ingénierie.

Un probleme d’optimisation convexe est un probleme d’optimisation dans lequel la fonction
objective est une fonction convexe et ’ensemble réalisable est un ensemble convexe.

Un probleme d’optimisation convexe est en forme standard s’il est écrit comme

min, f(z)

gi(z) <0, ;i=1,...,m,
hi(x) =0, j=1,...,p,

ou x € R" est la variable et la fonction objective f : D C R™ — R est convexe et les fonctions
contraintes g; : R® — R, ;¢ =1,...,m sont convexes et h; : R" = R, ;j =1,...,psont affines.
Le programme du cone de second ordre (PCSQO) est un probleme d’optimisation convexe de la
forme

min ¢’z

(P)s Ax =0,

xr el
oM AeR™™ ceR", beR™ Er ={r € " =R xR 25> |z} et € R" est la variable
d’optimisation.
Les problemes de (PCSO) peuvent étre résolus par les méthodes du point intérieur. Ces
méthodes ont été découvertes par le mathématicien soviétique I. Dikin en 1967 et réinventées
aux Etats-Unis au milieu des années 1980 par N. Karmarkar qui a développé une méthode pour
la programmation linéaire appelé L’algorithme de Karmarkar, qui s’exécute dans un temps po-

lynomial et d’autant plus efficace dans la pratique. Il y a principalement trois grandes classes de



Introduction

méthodes de point intérieur : les méthodes affines, les méthodes projectives et les méthodes de
trajectoire centrale. La classe des méthodes de trajectoire centrale primal-dual est considérée
comme 'une des plus efficaces et réussies méthodes.

Dans notre travail on s’intéresse essentiellement a la résolution des probléemes d’optimisation
de la programmation du cone de second ordre par la méthode primale-duale de type trajectoire
centrale.

Ce mémoire est réparti en deux chapitres. Le premier a pour vocation de rappeler les notions
fondamentales d’usage fréquent pour la suite, a savoir : I'analyse convexe, quelques résultats
de la programmation mathématique. On précise ainsi la formulation générale du probleme de
PCSO et les théoreme de la dualité.

Le deuxieme chapitre est le centre de ce travail. Sur le plan théorique, nous montrons que
le probleme perturbé par le parametre p admet une solution optimale unique pour chaque
valeur de p fixé et converge vers une solution optimale du probleme PCSO. Dans une deuxieme
partie, on présente d'une maniere détaillée une méthode primale-duale de points intérieurs de
type trajectoire centrale pour résoudre le probleme PCSO dans laquelle, en introduisant quatre
nouvelles alternatives donnant lieu au calcul effectif du pas de déplacement intervenant dans
I’algorithme. Sur la plan algorithmique, nous présentons I’algorithme prototype de la méthode
de trajectoire centrale pour la programmation du cone de second ordre. Puis, on montre sa
convergence. Finalement, on termine cette partie par I’analyse de la complexité algorithmique,

ol on montre que notre algorithme trouve la solution optimale en un temps polynomial.



Chapitre 1
Préliminaires et notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur I'analyse convexe, I'algebre
linéaire et les statistiques. Nous rappelons également la programmation mathématique, la pro-

grammation du cone de second ordre ainsi que les résultats de dualité.

1.1 Analyse convexes

Définition 1.1.1. (Ensembles convexes) Un sous ensemble C' de R" est dit convexe si :
Ve,y e R VA€ [0,1;(1 =Nz + Ay e C

Autrement dit , les segements de droite joignant deux points quelconques x,y € C,

c-a-d [x,y] ={(1 = Nz + Ay € C,0 < X\ < 1} est entierement inclus dans C' :

\

Ensemble convexe Ensemble non convexe

Définition 1.1.2. (Fonctions convexes) Soit f fonction définie sur un ensemble convere C,

f est dite :



1.1. Analyse convexes

o Conveze sur C' si et seulement si :
Vo,y € C,VA € [0,1], f(Ax + (1 = Ny) < Af(z) + (1= N\)f(y).
o Strictement conveze C' si et seulement si :
Vae,y € C,VA €]0,1[,x #y, fAx + (1 = Ny) < Af(x) + (1 = X) f(y).

Remarque 1.1.1. On dit que la fonction f est (strictement) convexe sur un ensemble conveze

C si (—f) est (strictement) concave sur C.

Définition 1.1.3. (Ensemble compact) Soit K une partie de R" ou C*, n € N. Alors K est

compact si et seulement si K est une partie fermée et bornée.

Exemple 1.1.1. Les segments de R sont compacts. Plus généralement, toute boule fermeé de

R ou C est compacte.

Définition 1.1.4. (Céne ) On dit que l’ensemble K est un cone si :

AK C K,VA >0

Un cone Kest dit :
1. Pointé, si 0 € K.
2. Saillant, si K ((—K) = {0}.
3. Solide, si intK # .
4. Conveze, si K + K C K.

Exemple 1.1.2. Les orthants positifs R et R"} |, [’ensemble des polynomes positifs, l’ensemble
des fonctions réelles qui sont positives sur une partie donnée de leur ensemble de définition et

les ensembles de (n x n) matrices symétriques semi-définies positives (S™ ) sont des cones.

Exemple 1.1.3. Soit S2 l'ensemble de (2 x 2) matrices symétriques (S™). S2 est un cone.
2 oy

telles que : v > 052z 2 0,22 — vy 20@1}66/12( )

y z
. . A 2
La figure suivante illustre le cone S7
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1.1. Analyse convexes

Définition 1.1.5. (Cénes convexes) Un ensemble non vide K C R™ est un cone conveze si

et seulement s’il est stable par rapport auxr combinaisons linéaires positives,i.e.,
Va,8 € Ry, Vx,y € K, ax + Py € K.
(Cone de récession) Soit C' un convexe non vide de R™ et a € C, on pose :
Cx(a) ={d e R" a+ \d € C,V\ > 0}.
Alors, Cw(a) est un cone convexe non vide.

Définition 1.1.6. On appelle cone de récession (ou asymptote) de C' ’ensemble
Coo = ) Cxl(a).
acC

Un élément d € Cy est appelé direction de récession.

Proposition 1.1.1. Soit C' un convexe, fermé et non vide de R™, alors :
- Cx(a) = Cx(b); Ya,b e C.
_ L’ensemble C,, est un cone convexe fermé .

_ C est borné si et seulement si Cy, = {0}.

Exemple 1.1.4.

1. L’orthant positif R’ et toute boule dans un espace vectoriel normé sont convezes.

2. Le disque unitaire C = {(x1;x9) € R?%; 212 + 192 < 1} est convere.

3. Les ensembles {x € R"; 0Tz > B} et {x € R™;b'x < 8} sont des demi-espaces fermés
convezes, avec b € R" et § € R.

4. Les ensembles {x € R™*;bTx > B} et {x € R™; 'z < B} sont des demi-espaces ouverts
convexes non vide, avec b € R"™ et g € R.

5. L’ensemble P = {z € R" Ax = b} est un ensemble convexe fermé appelé polyédre

conveze ou tout simplement polyédre, avec b € R", A € R™*™,

11



1.2. Formule de Taylor

Définition 1.1.7. (Le céne dual) Soit K un cone. Le dual du cone K, noté K* est défini
de la fagon suivante :

K*={yeR": 2Ty >0,vx € K}.
K* est un cone fermé et conveze.

Définition 1.1.8. ( Fonction barriére) Soit C C R", on appelle fonction barriére toute
fonction f qui vérifie :
1. f(x) finie, si x appartient a lintérieur relatif du domaine réalisable (admissible).

2. f(x) tend vers l'infini quand x s’approche de la frontiére du domaine réalisable.
Définition 1.1.9. (Les dérivées) Le gradient d’une fonction f : R™ — R continiment différentiable
évalué au point x € R™ s’écrit :

T
Vf(z) = (8f(z) 01 (x) 8f(:r))

Oxr1 ' Oxzo ') Oxpn

e

et les coefficients de la i ligne et la 7°¢ colonne de la matrice Hessienne s’écrivent :

a2y o’ f
81% t Oz10xn
9?2 .o
[V2f(2))ij = azfa(zj- = Vi, g=1,...,n.
0 21
Ozndxy 7 ox?

1.2 Formule de Taylor

La formule de Taylor du nom de mathématicien Brook Taylor en 1715, permet I’approxima-
tion d’une fonction dérivable plusieurs fois au voisinage d’un point zy par un polynome, dont

les coefficients dépendent uniquement des dérivées de cette fonction a ce point.

Définition 1.2.1. Soient 2 € R" ouvert, f : Q - R, a € Q et h € R" tels que [a,a + h] C Q,
si f € CY(Q), alors :

La formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 est donnée par :
f(wo + h) = f(zo) + hf'(20) + £(h).
ot €(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0.

Exemple 1.2.1. Considérons la fonction x — e*. La formule de Taylor-Lagrange a l’ordre 4

de €* au voisinage de 0 s’écrit :

22 2 ot
e’”:1+x+§+§+ﬁ+e(:p).

12



1.3. Programmation mathématique

1.3 Programmation mathématique

1.3.1 Définitions

Dans cette partie, on donne certaines définitions élémentaires d’un programme mathématique
ainsi que les principaux résultats d’existence et d'unicité de la solution optimale et les conditions

d’optimalité.

Définition 1.3.1. (Probléme d’optimisation) Un probleme d’optimisation (minimisation)

sans contraintes s’écrit comme suit

min f(z) = f(T)
r € R",
autrement dit
Trouver * € R™ telle que
f(@) < f(z), Vo € R™

Un probléeme d’optimisation (minimisation) sous contraintes s’écrit sous la forme

r €D,

{ min f(x) = f(7)

autrement dit
{ Trouver T € D telle que

f(@) < f(x), Vz e D.

Ou D C R™ appelé ensemble des contraintes.

Définition 1.3.2. (Programme mathématique) Un programme mathématique noté (PM)

est un probléme d’optimisation sous contraintes dans R™ qui peut s’écrire de la facon suivante

( min f(x)
gi(z) <0,i=1,...,n,
hi(z) =0,7=1,...,m,
| T € D.

(PM)

O1
— D est une partie de R™ et x un vecteur appelé variable, ses n composantes sont dites les
inconnues du probléme (PM).

— La fonction f : D — R est appelée fonction objective ou économique.

13



1.3. Programmation mathématique

— Les fonctions g; : D — R, 1 = 1,...,n, qui forment des inégalités sont appelées les
contraintes inégalités du probleme.

— Les fonctions hj : D — R, j = 1,...,m, qui forment des équations sont appelées les
contraintes égalités du probleme.

— Un vecteur x vérifiant les contraintes de (PM), c’est-a-dire g;(z) < 0, (i = 1,...,n),
hi(z) =0,(j =1,...,m) et x € D est dit solution réalisable de (PM), l'ensemble de ces
solutions réalisables forme le domaine de définition (ou domaine réalisable) de (PM),
1.€., . "

S =domf ﬂ domg; ﬂ domh; ﬂ D.
i=1 j=1

— Une solution réalisable x* est dite optimale (ou optimum global) de (PM), si elle mini-
mise la fonction f(x) sur l’ensemble de toutes les solutions réalisables.

— Un vecteur 2° est dit optimum local de (PM) si et seulement s’il existe un voisinage V

de 20 tel que 2° soit optimum global du probléme

min f(x)

gi(z) <0,i=1,..,n,
hj(x)=0,5=1,...,m,
xreDNV.

¢

— la recherche du mazimum d’une fonction f se raméne immédiatement au probléme de
minimisation de — f.

— Si S =R", on dit que (PM) est un probléme d’optimisation sans contraintes.

Définition 1.3.3. (Minimum local)
Soit f: D C R™ — R, on dit que la fonction f admet un minimum local (solution optimale

locale) en x* € D si et seulement si :
AB(z*,e) ={x € D,||lx —z*|| <e}: f(x) > f(z¥), Vxe B(z*,e)CD.
L’ensemble des minima locauzx de (PM) est noté par :
loc lenf(q;).

Définition 1.3.4. (Minimum global)
Soit f: D C R" = R, on dit que la fonction f admet un minimum global (solution optimale

global) en x* € D si et seulement si :

flx) > f(z*), VxeD.

14



1.3. Programmation mathématique

L’ensemble des minima globauz de (PM) est noté par :

arg lenf(x)

Remarque 1.3.1. On a toujours arg mDmf(x) C loc m[%nf(a:)

1.3.2 Classification des problemes

On classifie le probleme (PM) a partir de deux propriétés fondamentales a savoir la convexité
et la différentiabilité des fonctions du probleme. En effet
— (PM) est convexe si les fonctions f et g; sont convexes et les fonctions h; sont affines.

— (PM) est différentiable si les fonctions f, g; et h; sont différentiables.

1.3.3 Principaux résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 1.3.1. (Weierstrass ) Si f est une fonction réelle continue sur D C R"™ compact (D

fermé borné), alors le probléme (PM) admet au moins une solution optimale globale z* € D.

Théoreme 1.3.2. Si D est convexe et f est strictement convexe alors, il existe au plus une

solution optimale de (PM).

Remarque 1.3.2. L’unicité d’'une éventuelle solution optimale est en souvent une conséquence
de la stricte convexité de la fonction objectif et de la convexité du domaine réalisable du probléme

d’optimisation.

Théoréme 1.3.3. Si f est une fonction inf-compacte, alors le probléme (PM) admet au moins

une solution optimale.

Définition 1.3.5. Une fonction [ est dite inf-compacte si Cs, = {0}, ot Cy est le cone de

récession qui sera défini par la suite.

1.3.4 Conditions d’optimalité

Définition 1.3.6. Le lagrangien d’un programme mathématique (PM) est défini par

L(z, A y) = f(x) + > Nigi(@) + Y _yihi(z), \ € Ry, y; €R
i=1 j=1

15



1.4. Théorie de la dualité

Théoréme 1.3.4. (Karush-Kuhn-Tucker(KKT))
Soit f : R®™ — R wune fonction différentiable sur D C R", si x* est un minimum local du
probleme (PM) alors, il existe un vecteur y € R™ et A € R} tel que

V(@) + 3 AiVai(®) + 300 y;Vh(x*) = 0 (condition d’optimalité),

Xigi(x*) =0, i=1,...,n (condition de complémentarité),

hij(x*)=0, 7=1,...,m.

Les \; et y; sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Définition 1.3.7. On dit qu’un probléme de programmation mathématique est convexe s’il
consiste a minimiser une fonction conveze (ou maximiser une fonction concave) sur un domaine
convexe.

Ainsi le probléme (PM) est un probléme de programmation convere (ou simplement un
programme conveze) si f est conveze, les fonctions g; (i = 1,...,n) et h; (j = 1,...,m) sont

convezes et D C R™ est aussi convexe.

Remarque 1.3.3. Si (PM) est conveze, alors les conditions d’optimalité (KKT) sont a la

fois nécessaires et suffisantes.
La propriété fondamentale des programmes convexes apparait alors dans le résultat suivant
Théoreme 1.3.5. Pour un programme convexe, tout optimum local est un optimum global.

Remarque 1.3.4. Un probléme de programmation mathématique est convexe dans lequel
— L’ensemble des contraintes (ou des solutions réalisables) est défini par un systeme d’équations
(et/ou) d’inéquations linéaires.

— La fonction objective (ou économique) est linéaire.

1.4 Théorie de la dualité

Théoréme 1.4.1. Dualité faible : Soient x et y deux solutions réalisables de (P) et (D)

respectivement, alors by < c'x. La quantité cf'ax — b7y > 0, s’appelle saut de dualité.
Preuve. On a
x> (ATy) T,
=y Az,
=yTb="0"y.

16



1.5. Relation entre primal-dual

Noter : b7y < c¢Tx est toujours vrai si les solutions x et y sont optimales. [

Théoréme 1.4.2. Dualité forte : Soient x et y deuz solutions réalisables de (P) et (D)

T

respectivement, tel que bTy = ¢z, alors x et y sont des solutions optimales de (P) et (D),

respectivement.

Preuve. On veut démontrer que z* et y* sont des solutions optimales des problemes (P) et

(D) respectivement, c’est a dire, on démontre que :
'z =minc’z et b'y* = maxbly.

il vient de montrer que ¢’z > b”y, donc min ¢’z > max b’y, en particulier
bly* = clz* > minclz > max by > bTy* = cTa*.
Et comme b'y* = c’'z*, alors :

T >minc’x > o>

et

bTy* > max by > bly*.

d’ou le résultat. O

1.5 Relation entre primal-dual

primal dual

fonction objective (min) | second membre
second membre fonction objective (max)

A matrice des contraintes | AT matrice des contraintes

contrainte 1 > variable y; > 0
contrainte ¢ = variable y; < 0
variable x; > contrainte j <
variable z; < 0 contrainte j =

Exemple 1.5.1. Soit le probleme primal suivant :
min ¢’ x
(P): 4 Az > b,

x = 0.

17



1.5. Relation entre primal-dual

e Le dual de ce probleme est :

max bly
(D) A"y <,
y >0,
Exemple 1.5.2. Soit le probleme primal suivant :
min 5z + 12x9 + 4a3
< r1 + 229 + 23 < 10,

21‘1 —ZE2+3ZE3 = 8,

[ T1, T2, T3 > 0.

e Le dual de ce probleme est :

'max 10y; + 8yo
1 +y2 =9,
(D) § 2y1 — ya > 12,

y1 + 3y2 > 4,

(Y142 2 0.

1.5.1 Programme du cone de second ordre

Avant de définir le probleme de programmation du cone de second ordre (PCSO) ainsi son
probleme perturbé associé, nous avons besoin d’introduire quelques notations.

” N

Nous utilisons la notation ”,” pour joindre des scalaires, des vecteurs et des matrices dans une
[ZERY]

ligne, et on utilise ” ;” pour les joindre dans une colonne.

Par exemple : Si u et v sont deux vecteurs, alors avons

[u] = (u',v1)T = (u;v).
v
Pour tout vecteur v € R™ dont la premiere entrée est indexée a 0, on écrit v pour le sous-vecteur
composé des entrées de 1 a n — 1, donc, v = (vy,0) € R x R* 1,

On désigne par £" l'espace vectoriel réel R x R"™! de dimension n dont ses éléments v sont
indexés a partir de 0.

Le cone du second ordre de dimension n est défini par :

&1 ={ve v > |}

18



1.5. Relation entre primal-dual

ol ||.|| désigne la norme Euclidienne. L’ensemble int £} = {v € £" : vy > ||0]|} est appelé
I'intérieur de £7.
On définit la fonction barriere logarithmique ¢(.) sur £7 par :

—In det(v), si veEint&?,
o) v) :

400, ailleurs .
Soit r > 0 un entier. Pour chaque ¢ = 1,2,...,r, solent n et n; des entiers positifs tels que
q ) ) Y Y 7 p q
T
_ (O JAai : Aai A n1 eng ny (O
n= Z:l n;. Soit &' désigne le produit cartésien de r cones du second ordre £, £372,..., EF7. Clest
1=
adire, & = & x P x... x &Y. De méme, nous avons int &' = int EY* xint EY? X ..int X EY
et &' =EM X EM x ... x EM.
n

Nous définissons la fonction barriere logarithmique £(.) sur &, par :

l(v) = i=1

—+00, ailleurs.

T

In det(v;), si v=(vi;v2;...;0,) € int EY;

Maintenant, nous sommes préts a écrire les formes primales et duales d’un probleme de PCSO
ainsi les problemes perturbés. Soient y, b € R™. Soient aussi x,c,z € R" et A € R"™*" tels
qu’ils soient tous partitionnés de maniere conforme comme suit

= (21,29 .3 2), § 1= (81825 .5 8), € 1= (C1;Co; .. ¢r), €6 A= (Aq, Ag, ..., Ay,

ou x;, S;, ¢; € EM et A; € R™*™ pour ¢ =1,2,...,7.

Un programme du second ordre sous forme standard s’écrit :

min ¢’z

(P)q Az =0,
r el

ol
A = matrice réelle m x n (matrice des contraintes)
n = nombre de variables

m = nombre de contraintes

= (c1,...,cn)T vecteur des cofits
b= (b,...,bm)" vecteur du second membre
n
c'z = 3" ¢;z; fonction A minimiser (fonction objective ou fonction économique).
i=1
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1.5. Relation entre primal-dual

Pour obtenir le probleme dual de (P), on considére la fonction Lagrangienne associée a ce

dernier comme suit
L(z,y) =<c,x >+ <b—Az,y >z € R" y € R™,
et on calcule la fonction duale associée H(y)

H(y) = min L(z,y)
:mxin<c,x>—|—<b—Ax,y>
:mxin<c,x>+<—Ax,y>—|—<b,y>
:mzin<c—ATy,x>+<b,y>

11 est facile de voir que

, 0, si c—ATy>0,
min < ¢ — ATy, 2 >> 0
* —00, Ssinon.

D’ou
max < b,y >, si c— ATy >0,
max H(y) =¢ Y
Y —00, sinon.

Donc le probleme dual de (P) s’écrit sous la forme suivante :

max b’y
y

(D) ATy + s =,
s€Q,yeR™,

Remarque 1.5.1. On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme stan-

dard en introduisant des variables supplémentaires, dites variables d’écart.
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1.6. Relation avec d’autres probléemes d’optimisation

1.6 Relation avec d’autres problemes d’optimisation

sDPp

SOCP

Lr

LP : Programme linéaire .
QP : Programme quadratique programme de cone de deuxiéme ordre SOCP.
SDP : Programme semi-défini

CP : Programme de cone.

Remarque 1.6.1. D’apres cette figure, on conclut que :
e Tout programme de (PCSO) peut se réduire a un probléme de programmation linéaire
(PL) ou de programmation quadratique (PQ).
e Autrement dit la programmation (PCSO) est une généralisation de la programmation

linéaire et quadratique.

1.7 Algebre linéaire du cone de second ordre (PCSO)

Dans cette partie, on va donner les résultats préliminaires nécessaires pour la suite.

Définition 1.7.1. (Décomposition spectrale) La décomposition spectrale de x dans E™ est
une décomposition de x en vecteurs propres (notés cyet cy) avec des nombres propres (notés A\

et o) définie comme suit :

x = (o + ||2]) (%) (1; Hi—u) +<;MG> (13 _W)

Al (I) ~ ' - )\2 (33) ~\~
c1(x) ca(x)

Remarque 1.7.1. e Notons que c¢i(x) et co(x) satisfont les propriétés suivantes :

ci(w)oco(z) =0, ci(x) = c1(x), c5(1) = ca(x) et c1(w) + o) = ey, (1.1)
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1.7. Algébre linéaire du céne de second ordre (PCSO)

e Toute paire de vecteurs {ci,c2} qui satisfait les propriétés de (1.1) est appelée un référentiel
de Jordan.

e On dit que les vecteurs x et y commutent si et seulement s’ils partagent un référentiel de
Jordan, i.e., x = A\i(z)cy + Aa()ca et y = A (y)cr + Xa(y)ca pour un référentiel de Jordan dans

{c1,¢2}, donc c1(x) = c1(y) et ca(x) = ca(y) lorsque les opérateurs x et y commutent.
Définition 1.7.2. (Racine carrée) La racine carrée de x est définie par

22 = \2(2)cy(x) + Na(x)ea(z) = g + |17

2l'oi'

Notons que z? peut s’écrire comme 2% = Arw(x)z o Arw(x) est la matrice en forme de
fleche (en anglais arrow-shaped matrix) définie dans R™*™ associée a chaque vecteur = € E" et
définie par :

Arw(x) == [xo xT] :
T xol
Notons aussi que x € £} (resp. x € int £}) si et seulement si la matrice Arw(x) est semi-définie
positive (resp. définie positive).
Nous définissons I'opérateur bilinéaire o : £" x £" — £" par :

T
x
roy:= Arw(z)y = Y

oY + Yol

Pour chaque z,y € £". On sait que l'espace £” muni du produit ”o” forme une algebre eucli-

dienne de Jordan avec le vecteur d’identité e, = (1,0) € £" sous le produit interne (x,y) := z7y.

Définition 1.7.3. (Trace d’un vecteur) Soit x € E" un vecteur, alors la trace du vecteur x
est définie par :

trace(x) := M\ (z) + Ao(z) = 229

Proposition 1.7.1. Soient x et y deux vecteurs de E™, alors on a :
1. Trace(r +y)= trace(x)+trace(y).
2. Trace(Ax)=\ trace(x), Y\ € R.

Définition 1.7.4. (Détraminant) Soit x € E" un vecteur, alors le déterminant du vecteur x
est défini par :
det(x) := A\ (x) x M\o(w) = 22 — || 7.
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1.7. Algébre linéaire du céne de second ordre (PCSO)

Remarque 1.7.2. o On dit que x € E" (respectivement x € intEY) est sem-défini (défini)
positif si et seulement si det(x) > 0 (respectivement det(z) > 0).

e Notons que x € E} est inversible si det(v) # 0, son inverse est noté x".

Définition 1.7.5. (Fonction continue) Soit f : R — R une fonction continue. Nous

pouvons définir la fonction f sur E™ par :

f(x) = fa(@))en(z) + fRa(e))ea(2).

En particulier, x™ pour un entier n, qui est défini récursivement par : x™ := x o x™ !, peut étre
redéfini par :
" = N (x)cr(z) + Ay (x)eo ().

Définition 1.7.6. (L’inverse d’un vecteur) Si x € E" est un vecteur : l'inverse de x € E

est défini par :
e c1(z) + = !
T M)

m@(x) det(x)Rx’

1 or
0 —1in—-1 '

oz = e, Le vecteur x € £" est dit inversible si 7! est défini (i.e., si

R:

Notons que z~!

det(z) # 0), et non inversible dans le cas contraire. Le vecteur z € £" est appelé semi-défini
positif (resp. défini positif) si x € £} (resp. x € int £}). 1l est important de signaler que chaque

vecteur défini positif est inversible et que son inverse est également défini positif.

Définition 1.7.7. (Produit scalaire) Soit x,y € E", le produit scalaire est défini par :

V<, y > = y/trace(zTy)

Définition 1.7.8. (Norme) La norme du vecteur x € E™ est définie comme suit :

1 1

2 2

||x||2=(zx3j) :(zv) |
1<i<n 1<i<n

T =+/<x,x>=+/trace(zTx).
Vi =+/<z, (zTx)

Définition 1.7.9. Soit © € " un vecteur, alors la racine carrée de x notée x2 (ou \/x) est

et

définie comme suit

a:% = \/)\_101 + \/)\_202.
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1.7. Algébre linéaire du céne de second ordre (PCSO)

Définition 1.7.10. (Norme de Frobenius) La norme de Frobenius de x € E™ est définie

par :
[zl == /AL (x) + Aj(z) = 2[|«].

Proposition 1.7.2. Soit x,y € ", alors on a :

[z oyl < llzllllyle < llzllellylle, (1.2)

et
Iz + yllF = [zl + Iyl 7 + 82"y

Définition 1.7.11. (La représentation quadratique) La représentation quadratique @ joue
un role important dans le développement de notre analyse.

Il est bien connu que dans le théoréme 9 de la référence [24], on a Qu(EF.) = &', pour tout
1

vecteur inversible p € £ et de plus Qp—1 = Q)

, st p est inversible.

Remarque 1.7.3. Toutes les notions ci-dessus sont également utilisées au sens du bloc comme
suit :
Soit x = (x1;x9;..;1) et y = (y1;y2; .3 Yr) avec x;,y; € E™ pouri=1,2,...r. Alors,

® roy = (T10Y1;220Ya;...; Ty O Yr).

° xTy = xlTyl + xgyg + ...+ xfyr.

o Arw(x) := Arw(x,) @ Arw(z,) & ... ® Arw(zx,).

© Qr =Qu DQuy® ... = Qy,.

o c:=(€n,;€ny;...;n,) est le vecteur d’identité de E".

o f(x):= (f(x1); f(x2);...; f(z,). En particulier v=' = (x7 ;25" . 2 h).

o ol o+l 3 2.

e 1 et y sont des opérateurs commutent si et seulement si x; et y; sont des opérateurs

commutent pour chaque v = 1,2, ..., .
e Notons que x € £, a 2r valeurs propres (y compris les multiplicités). Ces valeurs propres

sont constituées de ['union des valeurs propres de chaque x; pour i =1,2,...,r.

1.7.1 Inégalités statistiques préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques inégalités statistiques nécessaires pour montrer

certains résultats de ce travail.
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1.7. Algébre linéaire du céne de second ordre (PCSO)

Définition 1.7.12. Soit x1, x9, .., x, € R une suite de n nombres réel, alors sa moyenne T est

donée par :

et son écart-type o, est défini comme suit :

1 n
=—> x =— -
S EEEE L
Proposition 1.7.3. Supposons que x € R"™, alors nous avons

_ . _ oF
T—o0,vVn—1< min v, <7 — H—
1<k<n vn—1

et

o
T+ T _ < max v < T+ o,vVn — 1.
vn—1 1<k<n

En particulier, st x > 0 pour tout les k = 1,2,..,n, alors nous avons

3

nIn(Z —o,vn—1) < A< ) In(z,) < B < nln(7),

B
Il

o

A= (n—1)In(z+ )+In(T—o,vVn—1), et B=(n—1)In(z— )+In(ZT+o,vVn —1).

Oy Og
vn—1 vn—1
Le premier résultat de la proposition est due de la référence [39] et le deuxieme est due du

théoreme 5 de la réference [9] .
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Chapitre 2

La méthode de trajectoire centrale
primale-duale basée sur diverses
sélections du pas de déplacement pour

la programmation cone du second ordre

Dans ce chapitre, on considere une classe de méthodes de points intérieurs primale-duale de
type trajectoire centrale pour la programmation du cone de second ordre (PCSO). On associe
au probleme primal (P) de (PCSO) le probleme perturbé (P,). En premier lieu, on montre
I'existence et l'unicité de la solution optimale de (P,) ainsi sa convergence vers la solution
optimale du probléme initial (P) quand p tend vers 0. Puis, on présente quatre variantes pour
calculer le pas de déplacement. Apres, on établit la convergence de notre algorithme. Et enfin,

on analyse la complexité algorithmique de notre méthode.

2.1 Position du probléeme

Le probleme primal de PCSO et son dual dans les structures multi-blocs sont définis res-

pectivement par :

minciry + ... + ¢,
(-Pz) All’l + ...+ ATZE,,‘ = b,

rpeei=1,..,r,
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2.1. Position du probleme

max b’y
(Di)s ATy +si=cii=1,..,r,
speelii=1,..,m
On peut réécrire le paire (P, D;) de maniére compacte comme suit :
min ¢’z
(P){ Az =0b,
x>~ 0,

max b’y
(D) ATy +s=c,
s>~ 0,
ou z,s » 0 signifie que z,s € & . Nous pouvons également écrire z,s > 0, pour signifier
que x,s € int 8;:. Maintenant, nous définissons les ensembles des solutions réalisables (resp.

strictement réalisable) de (P) et (D) par :

Fp={xe€&: Ax=b,z = 0}.
Fo={(ys) €R" x & : ATy + 5= c,5 = 0}.
Fp={re & Arx=>bx>0}.
Fh={(y.5) €R" x & - ATy +5=c,5 = 0}.

Ensuite, on suppose que les deux hypotheses sur le paire primal-dual (P, D) sont satisfaites :

e Hypothese 1 : rang(A) = m, ie., les m lignes de la matrice A sont linéairement

indépendantes.
e Hypothése 2 : Les ensembles F) et F§ sont non vides.

Soit p > 0, un parametre barriere. Résoudre le probleme (P) est équivalant a résoudre le

probleme perturbé suivant :

min [f,(z) = ¢Tx + pl(z) 4+ 2rpln p
(Pu) Az = b,

x = 0.

On peut aussi résoudre le probleme dual perturbé suivant
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2.2. Convergence globale et méthode de Newton

max [g,(y, s) = by — pl(s) — 2rpln ),
(Du)§ ATy + s =,

s> 0.

2.2 Convergence globale et méthode de Newton

Dans cette section, nous prouvons tout d’abord I’existence et I'unicité de la solution optimale
du probleme (P,) et sa convergence vers la solution optimale du probleme (P) lorsque p tend
vers zéro. Ensuite, nous appliquons la méthode de Newton au probleme (F,) pour trouver une

classe de direction.

2.2.1 Existence et unicité de la solution optimale de (F,)

Afin d’élaborer le point de vue de la convergence, nous commencons d’abord par la définition

introductive suivante.

Définition 2.2.1. Soient f une fonction a valeur réelle définie sur un espace matriciel X et
a >0, alors :
(a) L’ensemble Co,(f) :={x € X : f(x) < a} est appelé I’'ensemble a-niveau de f.
(b) La fonction f est appelée inf-compacte si les ensembles des niveaur C,(f) sont compacts
pour tout o > 0.
(¢) La fonction de récession de f est la fonction (f)s : X — R définie par :
(f)oo(Az) := lim LEHA-/@

t——+o00
(d) Le cone de récession de f est l’ensemble de 0-niveau de la fonction de récession de f,

noté par Co((f)so)-

Notons que la fonction f,, est une fonction strictement convexe pour tout p > 0. Alors, si
une solution optimale du probleme (P,) existe, elle est unique. Pour montrer que le probleme
(P,) admet une solution, il suffit de montrer que la fonction f, est inf-compacte, ce qui nous

amene a vérifier que le cone de récession suivant :

Co((fu)oe) = {Az € &+ (fu)oo(Ax) < 0},

n’est rien d’autre que le singleton zéro. Ceci sera vu dans le lemme 2.2.2 qui dépend essentiel-

lement du lemme suivant.

28



2.2. Convergence globale et méthode de Newton

Lemme 2.2.1. Soient x € & ett € R tels que v > 0 et x +tAx > 0, alors :
(f#)OO(AI) - CTA'T7
ou Az est la direction de descente qui sera définie par la suite.

Preuve. Le résultat est trivial si « appartient a la frontiere de & .
Soit x € int £, alors

fu(z) = "z — pindet(z) + 2rpln u.

27 o(Azox?), en utilisant (c) de la définition 2.2.1, nous obtenons

Soit aussi w(x) :

(f)o(A2) = Tim L2EFIAD) = Ju(@)

t—+o0 t

= i c"(z +tAx) — plndet(z + tAx) — "z + plndet(z)
N t—g—noo t
_ oy 'z + cT'tAx — plndet(x + tAx) — cf'o + plndet(x)
a t—g—noo t
= c"'Az — p lim Indet(x + tAz) — Indet(x)

t——+o00 t

3 1

— "Az — i lim Indet(z2 o (e + tw(x)) o 22) — Indet(x)

t—+00 t
_ TAp ot 2odet(@) +Indet(e + tw(z)) — In det(z)

t——+o0 t

2r
: In(1+ tAi(w))

=c'Az — o PAw)
=c Ax Mtgfrnooz : 7

=1

ol les deux dernieres égalités se trouvent du faite que :

27
Az =220 (e+tw(z)) ox? et Indet(e + tw(z)) = [] Indet(e + tw(x)),

i=1
et comme tlim M = 0, donc nous passons a la limite, on trouve le résultat souhaité, i.e.,
—+00
(fu)oo(Ax) = " Az, (2.1)
Ce qui termine la preuve. U

Lemme 2.2.2. Cy((f)oo) = {Ar € & (fu)oo(Az) < 0} = {0}.
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2.2. Convergence globale et méthode de Newton

Preuve. D’apres le lemme précédent, montrer que {Ax € & @ (fu)e(Ax) < 0} = {0} est
équivalent a montrer que

{Az e & c"'Az <0} = {0}.
On suppose que, Cy((fu)s) # {0}, ie., il existe Az # 0 dans £} tel que Az € Co((fu)oo)-
D’apres 'hypothese 2, il existe (y, §) € F9, tel que
0<8'Ax=(c— ATy 'Ax = "Ax — y" AAx = "' Az,

et comme Az est une direction de descente, i.e., AAz = 0, on arrive & ¢/ Az > 0, contradiction.

Donc Co((fu)s) = 0.

Ce qui complete la preuve. O

2.2.2 Convergence de la solution optimale de (F,) vers celle de (P)

Le lemme suivant prouve la convergence de la solution optimale du probleme (P,) vers la

solution optimale du probleme (P) quand p tend vers zéro .

Lemme 2.2.3. Soit T, une solution optimale primale du probleme (P,), alors T = liril Ty
pn——+00

est une solution optimale du probléeme (P).

Preuve. Soient f, := f(x, 1) et f(z) := f(z,0). Tant que la fonction f,(z) est différentiable

et convexe, alors il existe une solution optimale Z,, du probleme (P,), telle que

Vi lu(@y) = Vaf(Tu, ) = 0.

Donc, pour tout x € Fp, et par application de la formule de Taylor au voisinage de T, pour

I’ordre 1, nous obtenons;

_ _ of _
et comme f(Z,,u) = 'z, — plndet(T,) + 2rpln p, alors on a
g—/‘i(%u, p) = —Indet(z,) + 2rln p + 2r,

donc, I'inégalité précédente devient :

f(@) = f(Tp, ) + plndet(z,) — 2rplnp —2rp
> 'z, — pindet(Z,) + 2rpn g+ pindet(T,) — 2rplnp — 2rp

> CTTN — 2rp,
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2.3. Calcul de directions par la méthode de Newton

et comme z est quelconque dans F%, ceci implique d'une part que

min f(z) > 'z, — 2rp > 'z, = f(T,).
TEFY

D’autre part, nous avons

7, = f(7,) > min (f(z) = f(2.0)).

ze]—'}O)

Donc, en passant a la limite quand g tend vers 0, il suit immédiatement que

f(T) = min f(x), avec T = lim T,,.
xef?, pu—0

Par conséquent, T est une solution optimale du probleme (P), donc la preuve est complete. [

2.3 Calcul de directions par la méthode de Newton

Comme la fonction objective du probleme (P,) est strictement convexe, alors les conditions
de KKT sont a la fois nécessaires et suffisantes pour caractériser une solution optimale du
probleme (P,). Par conséquent, T, et (y,,5,) sont des solutions optimales de (F,) et (D,)

respectivement si et seulement s’ils satisfont le systeme non linéaire suivant :

Ax =b,z > 0,
ATy+s=r¢s> 0, (2.2)
ros=pue >0
dont sa solution est (z,,y,, s,). Pour tout x> 0, 'ensemble de toutes ses solutions construit la
trajectoire centrale ou le chemin central ou bien les pi—centres. Nous disons qu’un point (z, y, s)

est proche de la trajectoire centrale, s’il appartient a I'ensemble Np(pu) qui est défini comme

suit :
No(i) = {(z,y,s) € Fo x Fpy:dp(x,s) < Ou} on dp(x,s) = 1Q_ys — pellr et 6 € (0,1).

Maintenant, nous appliquons la méthode de Newton sur le systeme (2.2), nous obtenons le

systeme linéaire suivant :

AAx =0,
ATAy + As =0, (2.3)

roAs+ Axros=opue—xos.
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2.3. Calcul de directions par la méthode de Newton

1

ou (Ax; Ay; As) € EF x R™ x " est la direction cherchée, u = 2—sz est le saut de dualité
r

normalisé correspont a (x;y; s) et o € (0,1) est le parametre de centralité.

La classe commutative est notée par C(z, s) et est définie comme suit :
C(x,s) ={p €& : pinversible , @,z et (,-1s des opérateurs commutent }. (2.4)

D’apreés le lemme 28 de [35], 'égalité = o s = pe est satisfaite, si et seulement si 'égalité
(Qpz) o (Qy-15) = pe est satisfaite, pour tout vecteur inversible p € £
Donc, pour tout vecteur inversible donné p € £, le systeme (2.3) est équivalent au systéme

suivant :
Ar=b, x>0,

Aly+s=c, 5-0, (2.5)
(Qpzr) 0 (Qp-15) = pe, > 0.
Soit v € £, nous définissons les vecteurs de 1'échelle v et v et la matrice de mise a ’échelle A

par rapport a un vecteur non singulier p € £ comme suit :
V= Quu, vi=Qpvet A= QA (2.6)

En utilisant ce changement de variables et le fait que Q,(&) ) = &, nous concluons que le

systeme (2.3) est équivalent au systéme de Newton suivant :

AAz =b— Az,
ATAy+As =c—s— A"y, (2.7)

ToAs+Azxos=oue—Tos.

1 1
Ici, le saut de dualité normalisé est p = 2—fT§ = 2—sz. En effet,
r r
T's = (Qpr) " Qp-15 =27 Q,Qp-15 = 1" s. (2.8)

La résolution du systéme de Newton (2.7) donne la direction cherchée (Ax; Ay; As). Puis &
partir de (2.6), nous utilisons la mise & 1’échelle inverse & (A, As), nous obtenons la direction
de Newton (Ax; Ay; As). Signalons que la direction (Ax; Ay; As) appartient & la famille des
directions de MZ (due de Monteiro [29] et Zhang [43]), qu’elle a été généraliseé pour la pro-
grammation du cone symétrique par Schmieta et Alizadech [35].

Clairement, 'ensemble C'(z, s) défini dans la relation (2.4) est une sous-classe de la famille des

directions de MZ. Dans cette section, nous concentrons sur les choix suivants du vecteur p.
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2.4. Calcul du pas de déplacement

e Premier choix : nous choisissons souvent p = z2 pour obtenir T = e.

e Deuxieme choix : nous choisissons p = $73 pour obtenir s = e.
Ces deux choix de directions sont appelés la direction HRVW /KSH/M (due de Helmberg et al.
[17] et Monterio [29] et Kojima al. [23]).

e Troisieme choix : nous choisissons p = (Q 1

T2

appelé la direction NT (due de Nesterov et Todd [33]).

(Qw,%s)’%)’% ce choix de directions est

2.4 Calcul du pas de déplacement

L’itéré de Newton apres une itération est défini par :
at=z+Ax,y" =y+ Axet st =5+ As.

Notons que la définie positivitée des vecteurs zt et s™ n’est pas toujours assurée pour sur
monter cette difficulté, nous introduisons un parametre o > 0, que nous appelons pas dev

déplacement et nous redéfinissons z | y* et sT comme suit :
T =+ oAz, yt =y + aly, st = s+ als.

Le calcul de ce pas de déplacement a l'aide des méthodes classiques de recherche linéaire est
indésirable et en géneral impossible voir ([37,9]).

Dans cette section, nous proposons dans les lemmes suivants quatre différentes alternatives
pour calculer le pas de déplacement approprié qu’on le note a.

Chaqu’un de qutare lemmes suivants donne une sélection pour calculer le pas de déplacement

a .

2.4.1 Le premier lemme

Lemme 2.4.1. Soit (z;y;s) € F% x Fo. Si a = pmin{a,,a.} avec 0 < p < 1, alors 7+,

st >0, ot pour v € {x, s}, nous avons :

(#m—ﬁ, St (#ﬁ >0 et 12315/\’ (01/20(A00U71/2>) <0) ,
ay = A €, St <Wm >0 €t12}i<%r A (U1/2 o (AU o U_1/2)> < 0) ,
g i mig A (020 (Avo v t2) > 0

(2.9)
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2.4. Calcul du pas de déplacement

ou

_ 2r 2r

Ay = % ;)\i (0*1/2 o (Av o U*1/2)) ;02 = % ;)\i (v*1/2 o (Av o U*1/2)) — N2

et € est un petit réel positif. Ici \; (v_1/2 o (AU ) U_l/Q)), 1=1,2,...,2r, sont les valeurs propres

du vecteur v¥/? o (Av o v*1/2).

+1/2

Preuve. Comme z > 0, alors les vecteurs x sont bien définis et nous avons z+/2 = 0.

Donc x* pour s’écrire comme suit
T =2r+alz=2"202'? +aAz =220 (e + az %o (Az ox’l/Q)) ox'/?,
d’ou

P =0 e+ar?o (A:Uow’l/z) =0

= 1+ah@ Yo (Az oz V) >0, pouri=1,2,..,2r
Par conséquent,

1+ a min \; (x_1/2 o (Axox_l/Q)) > 0= «a min \ (3:_1/2 o (Axox_l/z)) > —1.

1<i<2r 1<i<2r
Si
min \; (x_1/2 o (Am o x_1/2)) <0,
1<i<2r
alors
-1
a < -
min \; (7120 (Az o x=1/2))’
1<6i<2r

En utilisant la Proposition 1.7.3, nous concluons que

— <
Ay — OpV/2r — 1 1r<1f11<]% i (2712 0 (Ax 0 x1/2))
d’ou
a < - et — S .
1I<Ill<1% A (x—1/2 o (A:r o x_l/Q)) Ay — 5vm lr<n1<1% hy (x_l/2 o (Ax o x—1/2))

Ce qui donne I’éxpression de a,.
En appliquant le méme procédure sur s*, on obtient a.

Finalement, nous choisissons
a = p min{a,,as} avec 0 < p < 1.

Ce qui complete la preuve. O
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2.4. Calcul du pas de déplacement

2.4.2 Le deuxieme lemme

Lemme 2.4.2. Soit (z;y;s)€ Fox Fp. Sia= p min{a,,a,} avec 0 < p < 1, alors x*,sT = 0,

ot pour v € {x, s}, nous avons :

, -1 -1
= —e, si | = >0 et min \ (v ioAv)<0);
Ao — 0V/2r — 1 ()\U — 0pV/2r — 1 1<i<2r ( ) )

-1
ay = &, si | = <0et min \; (v'1oAv)<0]);
T <Ol i N e ) <0)

1, si min \; (v™! o Av) > 0;

\ 1<i<2r

(2.10)

o

1 2r —92

— 1 2r
An=—> XN ltoAv) et 2==3 N (v'oAv)— A
2r i3 n =

v*

et € est un petit réel positif. Ici \; (v o Av), i =1,2,...,2r, sont les valeurs propres du vecteur

v Lo Av.

Preuve. Comme z > 0 , donc x est inversible et son inverse est défini positif (i.e.,z7! = 0) .
Alors, on peut écrire + comme suit :

rti=x+alAr=1x0(e+ar!oAx),
donc, comme 7! = 0, on a :

Loz =0

2t -0 <=2~
—et+ar toAr =0

= 1+ a)\ (.7:_1 o Ax) =0, pour i =1,2, .., 2r.

Par conséquent ,

I+a min \; (z7'oAz) >0 = a min \; (z7'oAz) > —1.
1<i<2r 1<i<2r

Si min \; (x7'o Ax) <0, alors @ < —1/ min \; (z7'o Ax).

1<i<2r 1<i<2r
En utilisant la Proposition 1.7.3, nous conculons que :
< -1 t -1 < 1
«Q et — .
min \; (z7toAx) N\, —,4/2r — 1~ min \; (7! o Ax)
1<i<2r 1<i<2r
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2.4. Calcul du pas de déplacement

Ce qui donne 'experesion de ay,.
En appliquant la méme procédure sur s*, on obtient a.

Finalement, nous choisissons
a = p min{a,, as} avec 0 < p < 1.

La preuve est complétée. O

2.4.3 Le troisieme lemme

Lemme 2.4.3. Soit (x;y;s) € FoxF?. Sia = pmin{a,, a,} avec 0 < p < 1, alors z+,sT = 0,

ot pour v € {x, s}, nous avons :

([ N\, —0,V/2r — 1 M — 6,0/ 2r — 1 _
= - —= et min \; (Av) <0 ;
)\év — 6AUV 2r—1 I<is2r

_ ‘.
/\Av - 6A'u V 2r — 1
)\U - 51} 2 - 1 .
ay =1 e, si (__ var et min \; (Av) < 0) :
Ay — OppV/2r — 1 1<i<2r

1, si min A\; (Av) > 0;
\ 1<i<2r
(2.11)
ou
o= o SOA) et 8 = - 3 N0) — X
v — — i\v) e = — \U) — .
27“1':1 v 27'7;:1 ! v
Maw = = SUA(AD) et 02 = = 3S A2 (Aw) — X
Av — 2T = 7 v € Av — 2T = 7 v Av*

Et e est un petit réel positif . Ici N\; (v), i = 1,2,...,2r, sont les vecteurs propres du vecteur v,

et \i(Av), i =1,2,...,2r, sont les valeurs propres du vecteur Av.

Preuve. Il est bien connu que % := x+aAz > 0, si est seulement si 1mir% Ai(zt) > 0. D’apres
<1<L2r

la Proposition 1.7.3, il est également connu que :

min \;(z7) > min A\(z) + min \;(Ax).

1<i<2r TOIE2r 1<i<2r

Alors, pour trouver o qui assure z* = 0, il suffit de trouver « qui vérifie I'inégalité suivante :

. . + > . . . .
121<%T Ai(z™) > 1r<r211<rgr Ai(T) + 113157" Ai(Azx) > 0.
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2.4. Calcul du pas de déplacement

Par conséquent

2, )

\l\ T . .

a < —m S1 12%2% AZ(AZL’) < 0.
1<i<2r

En utilisant la Proposition 1.7.3, nous trouvons :

oo 1o Ai) ot Ay — 0,21 — 1 < _ min 1<i<2r \; ()
min A;(Az) Anw = 0apV/2r — 1 min A;(Az)

Ce qui donne I'expression «.
En appliquant la méme procédure sur s*, on obtient a.
Finalement, on choisit

a = pmin{a,, as} avec 0 < p < 1.

Ce qui complete la preuve. |

2.4.4 Le quatrieme lemme

Lemme 2.4.4. Soit (v;y;s) € F% x FP. Si a = pmin{ay,,as} avec 0 < p < 1, alors =7,

st >0, ot pour ve {x, s}, nous avons :

min [0l — (ifz')o si I, %0
a, = { v (Av)o — [[Avi|y
+00 si I, =10.

(2.12)
ol [v — {Z c {1,2, ...,7”} : (A’Ui)o — szlHl < 0}

Preuve. Rappellons qu'un vecteur w € £ est définit positif (i.e., w > 0) si et seulement si
(wi)o > ||wi]| (i.e., w = 0) pour i =1,2,....,7. Soit ||w;||1 := mz_:1|(d7l)J| la norme taxicab du sous
vecteur w; ; alors on sait que ||w;|| < ||w;l|. ~

Il s’ensuit que w > 0 si (w;)o > ||@;][s pour i = 1,2, ..., 7.

Alors, 2t := 2 + oAz = 0 si (x])y > ||:/U\f||1, pour ¢ =1,2,...,7.

Nous avons

|z |l = |1 + el < ||@lh + ol Az, Vi = 1,2, ...,
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2.5. L’algorithme de trajectoire centrale et son convergence

Donc, il suffit de trouver « tel que :
()0 + a(Azy)o > |l + ol Az, Vi = 1,2, ..., 7
ol de maniere équivalente
o ((Az)o — | Azlli) > |1F ] — (2o, i = 1,2, 7

Ce qui donne 'expression de a.
En appliquant la méme procédure sur s pour le vecteur st = s + aAs, on obtient «,
Finalement, on choisit

a = pmin{a,, as} avec 0 < p < 1.

D’ou le résultat souhaité. O

2.5 L’algorithme de trajectoire centrale et son conver-

gence

Dans cette section, nous présentons l'algorithme de trajectoire centrale pour résoudre le

probleme PCSO et nous présentons son résultat de convergence.

2.5.1 L’algorithme de trajectoire centrale pour le probleme de PCSO :

Début algorithme

Initialisation (z(@;y©;s©) € AVjy(u),e > 0,0,0 € (0,1) et k =0;
Tantque :v( 5®) > ¢ faire

Chosir p®) € C(z®); s®);

Calculer (z®); y®); s®)) en utilisant la relation (2.6)

Poser u*) := g z®) s(k ) =2y We — 2#) 0 s®) et p®) = iéx(’“)zAT;

SEEER AN I

Caleuler (Az®; Ay®): As®) en résolvant le systéme de Newton (2.7), nous obtenons
(A ®, Ay® | As®)) .= (<h<k> _2® o As(k)> o s _ypmTl g <S<k>—1 o h(k)) ; _ATAyw)) :
7. Calculer (Az® Ay®) As®)) en utilisant la relation (2.6)

8. Calculer le pas de déplacement a®) par I'une des quatres alternatives
10. Prendre k =k +1;
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2.5. L’algorithme de trajectoire centrale et son convergence

11. Fin tantque
Fin algorithme
L’algorithme sélectionne une suite de pas [a®)] et de parametres de centrelité {o*)} selon la
régle suivante : pour tout k& > 0, on prend o®) =1 — §/v/2r, ot § € [0, v2r].
Dans le reste de cette section, nous présentons le résultat de la convergence de notre algorithme.

La preuve de ce résultat dépend essentiellement sur le lemme suivant :

Lemme 2.5.1. Soient (v;y;s) € int & X R™ xint &, (T;y;s) est obtenu de (2.6) et
Az, Ay, As) une solution du systéme (2.7). Alors, nous avons :
(Az, Ay, y ;

(a) A_ng =0.

b ET§+ET§: Ltrace(h), ot h=%pe —Tos telle que o € (0,1) et p= L77s.

( 2 2H H= 3

(c) Tt st = (1—04(1—%))ET§, VaeR, ot TF =T+ aAzx et st =s+ als.

(d) 27Tst = (1-a(l1-%))z"s, Va €R, ozt =z +alz et s =s+als.

Preuve.

(a) Par les deux premieres équations du systeme (2.7), on obtient
Az As = —Az ATAy = —(AAz)TAy = 0.

Ce qui preuve (a).
(b) On a :

h = % e —To s,
alors :
trace(h) = trace(opue — T o s),
de la troisieme équation du systeme de Newton (2.7), on trouve :
trace(h) = trace(T o As + Ax o s),
de la propriété de la trace, on a
trace(h) = trace(T o As) + trace(Az o s),
de la définition 1.7.4, on a :
trace(h) = 2(z" As) + 2(A_:CT§),
trace(h) = 2(z" As + A_a:T§),
1tmce(h) = (77 As + A_ng).

2
Ce qui prouve (b).
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2.5. L’algorithme de trajectoire centrale et son convergence

(c) Pour prouver le point (c), on a :

75t = (T + alAz)' (s + als),
—7Ts +a <A_xT§ + TT§> +a?A7 As,
— s+ a(Aa's+3As) (de (a),
=775+ %oz trace(h)

1
=75+ 3 trace(ocpe —T o s) (de (b)),

1 1
=7ts + SQ0H trace(e) — 5 trace(T o s) (Propiété de la trace),

=7s+ao pr —ax's (trace(e) = 2r et trace(T o s) = 2(T" s)),

1 1
=7 §—|——onfT§—af§ /L:—ETg ,
2 2r

ce qui prouve (c).

T§ — .ZL’TS et E+T§+ —

Finalement, le point (d) découle de facon similaire de (c) et du fait que T
™ st (de la relation (2.8)).

La prouve est complétée .

Maintenant, nous sommes préts a présenter et prouver le résultat de convergence de notre

algorithme.

Théoréme 2.5.2. Soit (x;y;s) et soit (xt;y";sT) une solution strictement réalisable des
problémes suivants (P,) et (D,) avec (xz%;y";sT) = (z + aAz;y + aAy; s + als), ot « est le
pas de déplacement et (Ax; Ay; As) est la direction de Newton. Alors, nous avons :
(a) x™Tst <7ls.
(b) fulz™) < fulz).
Preuve.
(a) De (d) du Lemme 2.5.1, on a :
st = (1-af
B

L’inégalité stricte découle de (1 -« (1 —

— %)) zls < 7ls.

1
)) <1 (puisquea>0etoe(0,1)),

donc
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2.6. Analyse de la complexité

Ce qui prouve (a).

(b) Pour montrer (b) : en utilisant le développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction f,

au voisinage de x, on trouve :

fula®) = ful@) + Vo fu(@)" (a* — ). (2.13)
Donc
fula™) = ful@) = Vo fu(2)" (a7 — 2)
~ oV, fu()Az, (a* =1+ alz).
puisque

Vafu(z) = =Vi fulz)Az.

alors, nous avons :

ful@®) — fu(x) ~ —ozAxTVifo(x)TAx <0,

ol a stricte inégalité découle de la définie positivitée de la matrice hessienne VZ_ f,(z)
(f,. est strictement convexe). Ce qui montre f,(z%) < f.(x).

La preuve est complétée.

2.6 Analyse de la complexité

Dans cette section, nous analysons la complexité de l'algorithme de trajectoire centrale

proposé pour PCSO. Plus précisement, nous prouvons que la complexité de notre algorithme

et bornée par :

@) (5’1\/§ln [eflx(o)s(o)}) )

Notre preuve dépend essentiellement aux deux lemmes suivants :

Lemme 2.6.1. Soit (x;y;s)€ Fox FY et soit (T;y;s) obtenu de (2.6), avec h = ope —To s

et (Ax; Ay, As) une solution du systéme (2.7). Pour tout o € R, on pose

(z(a);y(@);s(a)) = (T y; s) + a(Ba; Ay; As),
pla) == ga(a)s(a).

q(a) == z(a) o s(a) — p(a)e.
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2.6. Analyse de la complexité

Alors :
g(a) = (1 —a)(Tos — pe) + a’Aro As. (2.14)

Preuve. Etant donné o € R, en utilisant le point (¢) du lemme 2.5.1, nous avons :

z(a)'s(a) = (1—a+af)z’s

=

et par conséquent,
pe) = (1 —a+ ag)u.

Ainsi, nous obtenons :

g(a) = z(a) o s(a) — p(a)e,

= (T +alr) o (s +ads) - (1 - a(l = 2))ue,

fog—i—o@o&%—agoA_x—i—oﬂA_xo&—(1—a(1—%))ue,

og+a(fo§+goﬂ)+Q2Eo&—ue+aue—aue%.

I
sl

De la troisieme équation du systeme (2.7), on a;

g

ToAs+Aros= 5

pe — Zo s = h‘7
donc, on trouve :

q(a):f0§+ah+a2A_xo§—ue+aue—aue%,
:Eog—l—o@og—afog—i—ah+a2ﬂo§—ue+aue—aue%,
:(fo§—,ue)—Oz(fog—ue)—l—0@0§—au€%+&h+0¢2A_xo§,
:(EO§—,ue)—a(fog—ue)+o¢h—a(%ue—fog)+a250§,
= (Tos—pe) —a(Tos— ue)+ah—ah+ a*Az o As,
=(1—a)(@os— pe) +a*Az o As.
La preuve est complétée. [

Lemme 2.6.2. Soient (z;y;s)€ Fox Fp, (T;y;s) est obtenu de la relation (2.6), telle que
|z os— opel| < Ou, pour @ € [0,1] et u > 0. Soient aussi (Ax; Ay; As) solution du systéme

(2.7), h=0pe —Tos, 0, := pl|Az o T | et §, := ||T o As||r. Alors, nous avons :
1 Iy
0.0, < = (62 +62) < £ 2.15
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2.6. Analyse de la complexité

Preuve. De la derniére équation du systeme (2.7) et par la commutativité de 'opérateur, nous
avons
h=ZToAs+Aros=ToAs+ puAzoT '+ (Azrox 1) o (Tos— pe) .

Il s’ensuit immédiatement que :

12llr > [T o As + pAz oz |p — [[Az o T H|p[|T 0 5 — pell

et comme ||[uAz o 77| = %’” et ||Tos — ope| < Opu,

alors, I'inégalité précédente devient :

N 5I
Bl > T o As + pAz o T p — i

> |ToAs + pAxr 0T || p — 05,,

> /7 0 As|3 + |uBz 0 7|3 — 65,
— /62162 — 65,
> (1—6)/02 + 62, (2.16)

ou la deuxieme inégalité découle de I'hypothese ||ZT o s — opue| < Ou et la troisieme inégalité

découle de relation (1.2) du fait que

(ToAs) ' (Azoz™h) = %tmce ((Eo As)o (Axo F)) :

1 -
= itrace(&T o Ax),
2 _
= ZAsTA
;As Az,
Az As=0 ( de (a) du lemme 2.5.1). (2.17)
O
La preuve est complétée.
Le théoreme suivant analyse le comportement d’une itération de notre algorithme.
Théoréme 2.6.3. Soient 6 € (0,1) et 6 € [0,v/2r) sont données telles que ;
62 + 52 1
AL <0< (2.18)
2(1—0)2(1 — \/—27)

Supposons que (T;y;s) € Nop(p) et soit (Ax; Ay; As) une solution du systéme (2.7), avec

- )
= e—1To =1- 2. .
h ou Tos eto 1 or AlO?'S, nous avons
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(b) Ty
(c) (w+;y s )=(x;y; )
Preuve.

e Nous prouvons le point (a).

De (c) du Lemme 2.5.1, on a :

zHst = (1 -« (1 — z)) ng,

e Prouvons maintenant le point (b), on définie :

)
+._ —+T stT=[1=-—= 2.19

et soit (T;y;s) € Ny(u), nous avons donc

lope =T o s|h < lope =T o s+ (0 —1)ue — (0 — 1pell7,

= |lope — T os — ope + pe + ope — pe|z,

= |[(o = Dpell3 + llope — T o s[5 + [|(o — 1)pel 7,

< Pp? + (o — 1)%p*2r,

= ((o = 1)%2r + 6%) 1%,

= (6° + 0*) . (2.20)
puisque |[Tos—oue|| < Op et h = ope —T o s, en utilisant le Lemme 2.5.2 et 1’équation
(2.15), on trouve :

- 2
Wz 07l s < 128 =T oSl

2(1—10)2
donc
— 1y = |ope — T o sl|7
e N P (2.21)
On définie

¢ =1 —a)T"os" —pTe+a®[[Az o Asl|p = g(1) = [[Az 0 As||p.
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et en utilisent Lemme 2.5.1 avec a = 1 et les relations (2.14), (2.18), (2.19), (2.20) et
(2.21), on obtient :

lg*Ilr = Az 0 As||p,

= | Az o As|p[|Az 0 271,
lope —T o s/
- 2(1—-0)%u
(0% + 0%
= 2(1-62"
5
< (1 — \/_2_7’) I

=0ut.

Par conséquent,

|zTost — plellr <Out = d(@t,st) <out. (2.22)

En utilisant le coté droit de I'inégalité (2.15) et les inégalités (2.18) et (2.20), nous avons

- __ ope—Tos 2402

. C e e, 1, 1 s
ou la stricte inégalité découle de < 5 et 0 <1 — T < 1.

On peut voir facilement que ||[Az o Z7!|r < 1 implique que e + Az o7 ! = 0, donc
TT=Av+7=(e+Az0z ) oT > 0.
De l'inégalité (2.18), nous avons A, (T o s™) > (1 — @)t > 0, donc TH o s = 0.
Comme Tt = 0 et T+ et sT sont des opérateurs commutent, nous concluons que s* = 0.
Utilisant la premiere équation du systeme (2.7), nous obtenons
Axt = A(x™ + Ax) = AT + AAx = b, par conséquent z+ € ]-—g.

En utilisant la deuxieme équation du systeme (2.7), nous obtenons

ATyt 457 = AT(y + Az) + (5 + As)

=A"y+35+ATAy+As=c,

par conséquent (y;5T) € FY.
Ainsi, de (2.22), on en déduit que (TT;y1;sT) € Np(u™)

e Nous prouvons maintenant le point (c), on a :

1 o
puto= o et st = (1 — —) L. (2.23)
r
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et soit (x;y;s) € Ny(u), nous avons donc

loe — 20 8|3 < lope — 05+ (0 — Ve + (o — el
= |lope — w0 s — ope+ pe + ope — pel 7,
= ll(e = Dpells + llope =z o s[7 + [[(o = 1)pell,
<Ot + (o0 — 1),
= ((o = 1)%2r + 6%) 1%,
= (6 + 6*) .

(2.24)

Puisque ||z os—opuel| < 0Ou et h = ope —xos, en utilisant le Lemme 2.5.2 et 'équation

(2.15), on trouve :

Joue =z o s

pllAz oz~ H|p|[T o As||r <

2(1-6)2
donc
) |ope — x o s]|%
|8 0 a7 el 0 Al < P
On définie

¢ =q(1) = |Az o As||r.

(2.25)

en utilisant Lemme 2.5.1 avec a = 1 et les relations (2.18), (2.23), (2.24), (2.25) et (2.26),

on obtient :

lg*IlF = Az 0 As||p,
— ||Az o As||p||Az 0 x| p,

lope — z o s||%
- 2(1-6)>2u
2 2
< O+ P)u
=90 —6)2

Se(l—\/%)u,

=0ut.

Par conséquent,

lwos — ptelr < Out = d(*,s*) < O,

(2.26)

En utilisant I'inégalité du coté droit de la relation (2.8) et en utilisant (2.18) et (2.24),

nous avons
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lz o2 p < Wl < PRI <\ [26(1 - ) < 1,

ol la stricte inégalité découle de 6 < % et 0 <1— \/%7 < 1.
On peut voir facilement que ||[Az o x7!||r < 1 implique que e +z oz~ = 0, donc

T =Ar+z=(e+Azoxz oz >0
De l'inégalité (2.18), nous avons A, (z7 0o s™) > (1 —0)ut > 0, donc 2 o s7 > 0.
Comme z1 = 0 et 7 et st sont des opérateurs commutent, nous concluons que s™ > 0.
Utilisant la premiere équation du systéme (2.7), nous obtenons

Axt = A(zt + Az) = Ax + AAx = b,
et par conséquent zt € FP.

En utilisant la deuxieme équation du systéme (2.7), nous obtenons :

Ayt + st = AT(y) + o + (s + As)

= ATy + s+ ATAy + As =,

et par conséquent (yT;35%) € F9.
Ainsi, de (2.26), on en déduit que (xt;y*;sT) € Ny(p).
La preuve est compete.

0J

Corollaire 2.6.4. Soient 0 et § sont données dans le Théoréme 2.5.2 et (z(0; y©; s) € Ny(p).
Alors notre algorithme génére une suite de point {(z™®,y® sF)} € Ny(u) telle que

W7 k) = (1 ) x(O)Ts(O), VEk > 0. (2.27)

)
5 12r
De plus, pour ¢ > 0 une donnée, Ualgorithme calcule une itération {(x™®); y®*): s"N) satisfaisant
207 5#) < e au plus de K = O (5*1\/ 2rln [sflx(O)Ts(o)D itérations .

Preuve. Déterminer k qui vérifie P BT < g€, équivalent a trouver k tel que

§ \* o1
1——/— ) @ 3(0)<5Vk>0.
\/27’) ’

qui est équivalent a

et comme
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cela est vérifié si;
k( ) ) <1 €
— Il( .’L'(O)TS(O) )7

V2r

ou de maniere équivalente

£

0T (0)
k> [5—1@1n (uﬂ .

Ce qui complete la preuve. O
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées a la résolution des problemes de program-
mation du cone de second ordre (PCSO) par la méthode de trajectoire centrale (TC). Nous
avons associé au probleme primal (P) de (PC'SO) un probleme perturbé, noté (P,). En premier
lieu et par une nouvelle et simple technique, nous avons montré 1'existence et I'unicité de la
solution optimale du probleme (P,), ensuite nous avons montré que la solution du probleme
perturbé (P,) converge vers la solution optimale du probleme initial (P) lorsque p tend vers
zéro. Puis, nous avons prouvé, en appliquant une méthode simple et facile, la diminution de la
fonction objective sur la suite déterminée par notre algorithme.

Le probleme (P,) étant strictement convexe, les conditions KKT sont nécessaires et suffisantes.
alors, nous avons utilisé la méthode de Newton qui nous a permet de calculer une bonne direc-
tion de descente et de déterminer une nouvelle itération, meilleure que celle d’actualité.

Pour calculer le pas de déplacement, plusieurs méthodes ont été proposées par les scientifiques
et les chercheurs. Y compris, méthodes de recherche linéaire, qui sont tres cotiteuses et imprati-
cables. Pour remédier ce probleme, nous avons proposé dans ce travail une nouvelle approche :
nous donnons quatre nouvelles alternatives pour calculer le pas de déplacement par une méthode
simple, facile et techniquement beaucoup moins cotiteuse. Enfin, nous avons analysé la conver-

gence de 'algorithme obtenu et montré que sa complexité pour les méthodes a pas court est
borné par O (5*1\/ 2rln [5*1 (x(O)Ts(O)>]> itérations.
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