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Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques utilisée dans des domaines tels que l’in-

formatique, l’économie, la finance, les statistiques, l’exploration des données et de nombreux

domaines de la science et de l’ingénierie.

Un problème d’optimisation convexe est un problème d’optimisation dans lequel la fonction

objective est une fonction convexe et l’ensemble réalisable est un ensemble convexe.

Un problème d’optimisation convexe est en forme standard s’il est écrit comme

minx f(x)

gi(x) ≤ 0, ; i = 1, . . . ,m,

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p,

où x ∈ Rn est la variable et la fonction objective f : D ⊆ Rn → R est convexe et les fonctions

contraintes gi : Rn → R, ; i = 1, . . . ,m sont convexes et hj : Rn → R, ; j = 1, . . . , p sont affines.

Le programme du cône de second ordre (PCSO) est un problème d’optimisation convexe de la

forme

(P )


min cTx

Ax = b,

x ∈ En
+.

où A ∈ Rm×n, c ∈ Rn, b ∈ Rm, En
+ = {x ∈ En = R×Rn−1 : x0 ≥ ∥x̃∥} et x ∈ Rn est la variable

d’optimisation.

Les problèmes de (PCSO) peuvent être résolus par les méthodes du point intérieur. Ces

méthodes ont été découvertes par le mathématicien soviétique I. Dikin en 1967 et réinventées

aux États-Unis au milieu des années 1980 par N. Karmarkar qui a développé une méthode pour

la programmation linéaire appelé L’algorithme de Karmarkar, qui s’exécute dans un temps po-

lynomial et d’autant plus efficace dans la pratique. Il y a principalement trois grandes classes de
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Introduction

méthodes de point intérieur : les méthodes affines, les méthodes projectives et les méthodes de

trajectoire centrale. La classe des méthodes de trajectoire centrale primal-dual est considérée

comme l’une des plus efficaces et réussies méthodes.

Dans notre travail on s’intéresse essentiellement à la résolution des problèmes d’optimisation

de la programmation du cône de second ordre par la méthode primale-duale de type trajectoire

centrale.

Ce mémoire est réparti en deux chapitres. Le premier a pour vocation de rappeler les notions

fondamentales d’usage fréquent pour la suite, à savoir : l’analyse convexe, quelques résultats

de la programmation mathématique. On précise ainsi la formulation générale du problème de

PCSO et les théorème de la dualité.

Le deuxième chapitre est le centre de ce travail. Sur le plan théorique, nous montrons que

le problème perturbé par le paramètre µ admet une solution optimale unique pour chaque

valeur de µ fixé et converge vers une solution optimale du problème PCSO. Dans une deuxième

partie, on présente d’une manière détaillée une méthode primale-duale de points intérieurs de

type trajectoire centrale pour résoudre le problème PCSO dans laquelle, en introduisant quatre

nouvelles alternatives donnant lieu au calcul effectif du pas de déplacement intervenant dans

l’algorithme. Sur la plan algorithmique, nous présentons l’algorithme prototype de la méthode

de trajectoire centrale pour la programmation du cône de second ordre. Puis, on montre sa

convergence. Finalement, on termine cette partie par l’analyse de la complexité algorithmique,

où on montre que notre algorithme trouve la solution optimale en un temps polynomial.
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Chapitre 1

Préliminaires et notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur l’analyse convexe, l’algèbre

linéaire et les statistiques. Nous rappelons également la programmation mathématique, la pro-

grammation du cône de second ordre ainsi que les résultats de dualité.

1.1 Analyse convexes

Définition 1.1.1. (Ensembles convexes) Un sous ensemble C de Rn est dit convexe si :

∀x, y ∈ Rn,∀λ ∈ [0, 1]; (1− λ)x+ λy ∈ C

Autrement dit , les segements de droite joignant deux points quelconques x, y ∈ C,

c-à-d [x, y] = {(1− λ)x+ λy ∈ C, 0 ≤ λ ≤ 1} est entièrement inclus dans C :

Définition 1.1.2. (Fonctions convexes) Soit f fonction définie sur un ensemble convexe C,

f est dite :

9



1.1. Analyse convexes

• Convexe sur C si et seulement si :

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ⩽ λf(x) + (1− λ)f(y).

• Strictement convexe C si et seulement si :

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈]0, 1[, x ̸= y, f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

Remarque 1.1.1. On dit que la fonction f est (strictement) convexe sur un ensemble convexe

C si (−f) est (strictement) concave sur C.

Définition 1.1.3. (Ensemble compact) Soit K une partie de Rn ou Cn, n ∈ N. Alors K est

compact si et seulement si K est une partie fermée et bornée.

Exemple 1.1.1. Les segments de R sont compacts. Plus généralement, toute boule fermeé de

R ou C est compacte.

Définition 1.1.4. (Cône ) On dit que l’ensemble K est un cône si :

λK ⊂ K, ∀λ > 0

Un cône Kest dit :

1. Pointé, si 0 ∈ K.

2. Saillant, si K
⋂
(−K) = {0}.

3. Solide, si intK ̸= ∅.
4. Convexe, si K +K ⊂ K.

Exemple 1.1.2. Les orthants positifs Rn
+ et Rn

++, l’ensemble des polynômes positifs, l’ensemble

des fonctions réelles qui sont positives sur une partie donnée de leur ensemble de définition et

les ensembles de (n× n) matrices symétriques semi-définies positives (Sn
+) sont des cônes.

Exemple 1.1.3. Soit S2
+ l’ensemble de (2× 2) matrices symétriques (Sn). S2

+ est un cône.

telles que : x ⩾ 0; z ⩾ 0;xz − y2 ⩾ 0 avec A =

(
x y

y z

)
La figure suivante illustre le cône S2

+
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1.1. Analyse convexes

Définition 1.1.5. (Cônes convexes) Un ensemble non vide K ⊂ Rn est un cône convexe si

et seulement s’il est stable par rapport aux combinaisons linéaires positives,i.e.,

∀α, β ∈ R+, ∀x, y ∈ K, αx+ βy ∈ K.

(Cône de récession) Soit C un convexe non vide de Rn et a ∈ C, on pose :

C∞(a) = {d ∈ Rn, a+ λd ∈ C, ∀λ > 0}.

Alors, C∞(a) est un cône convexe non vide.

Définition 1.1.6. On appelle cône de récession (ou asymptote) de C l’ensemble

C∞ =
⋂
a∈C

C∞(a).

Un élément d ∈ C∞ est appelé direction de récession.

Proposition 1.1.1. Soit C un convexe, fermé et non vide de Rn, alors :

C∞(a) = C∞(b); ∀a, b ∈ C.

L’ensemble C∞, est un cône convexe fermé .

C est borné si et seulement si C∞ = {0}.

Exemple 1.1.4.

1. L’orthant positif Rn
+ et toute boule dans un espace vectoriel normé sont convexes.

2. Le disque unitaire C = {(x1;x2) ∈ R2;x1
2 + x2

2 ≤ 1} est convexe.

3. Les ensembles {x ∈ Rn; bTx ≥ β} et {x ∈ Rn; bTx ≤ β} sont des demi-espaces fermés

convexes, avec b ∈ Rn et β ∈ R.
4. Les ensembles {x ∈ Rn; bTx > β} et {x ∈ Rn; bTx < β} sont des demi-espaces ouverts

convexes non vide, avec b ∈ Rn et β ∈ R.
5. L’ensemble P = {x ∈ Rn, Ax = b} est un ensemble convexe fermé appelé polyèdre

convexe ou tout simplement polyèdre, avec b ∈ Rn, A ∈ Rm×n.
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1.2. Formule de Taylor

Définition 1.1.7. (Le cône dual) Soit K un cône. Le dual du cône K, noté K∗ est défini

de la façon suivante :

K∗ = {y ∈ Rn : xTy ≥ 0,∀x ∈ K}.

K∗ est un cône fermé et convexe.

Définition 1.1.8. ( Fonction barrière) Soit C ⊂ Rn, on appelle fonction barrière toute

fonction f qui vérifie :

1. f(x) finie, si x appartient à l’intérieur relatif du domaine réalisable (admissible).

2. f(x) tend vers l’infini quand x s’approche de la frontière du domaine réalisable.

Définition 1.1.9. (Les dérivées) Le gradient d’une fonction f : Rn → R continûment différentiable

évalué au point x ∈ Rn s’écrit :

∇f(x) =
(

∂f(x)
∂x1

, ∂f(x)
∂x2

, ..., ∂f(x)
∂xn

)T
et les coefficients de la ième ligne et la j ème colonne de la matrice Hessienne s’écrivent :

[∇2f(x)]ij =
∂2f(x)
∂xi∂xj

=



∂2f
∂x2

1
... ∂2f

∂x1∂xn

... ... ...

... ... ...

... ... ...
∂2f

∂xn∂x1
... ∂2f

∂x2
n


, ∀ i, j = 1, ..., n.

1.2 Formule de Taylor

La formule de Taylor du nom de mathématicien Brook Taylor en 1715, permet l’approxima-

tion d’une fonction dérivable plusieurs fois au voisinage d’un point x0 par un polynôme, dont

les coefficients dépendent uniquement des dérivées de cette fonction à ce point.

Définition 1.2.1. Soient Ω ∈ Rn ouvert, f : Ω → R, a ∈ Ω et h ∈ Rn tels que [a, a+ h] ⊂ Ω,

si f ∈ C1(Ω), alors :

La formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 1 est donnée par :

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + ε(h).

où ε(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0.

Exemple 1.2.1. Considérons la fonction x 7−→ ex. La formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 4

de ex au voisinage de 0 s’écrit :

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ ε(x).
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1.3. Programmation mathématique

1.3 Programmation mathématique

1.3.1 Définitions

Dans cette partie, on donne certaines définitions élémentaires d’un programme mathématique

ainsi que les principaux résultats d’existence et d’unicité de la solution optimale et les conditions

d’optimalité.

Définition 1.3.1. (Problème d’optimisation) Un problème d’optimisation (minimisation)

sans contraintes s’écrit comme suit {
min f(x) = f(x)

x ∈ Rn,

autrement dit {
Trouver x ∈ Rn telle que

f(x) ≤ f(x), ∀x ∈ Rn.

Un problème d’optimisation (minimisation) sous contraintes s’écrit sous la forme{
min f(x) = f(x)

x ∈ D,

autrement dit {
Trouver x ∈ D telle que

f(x) ≤ f(x), ∀x ∈ D.

Où D ⊊ Rn appelé ensemble des contraintes.

Définition 1.3.2. (Programme mathématique) Un programme mathématique noté (PM)

est un problème d’optimisation sous contraintes dans Rn qui peut s’écrire de la façon suivante

(PM)


min f(x)

gi(x) ≤ 0, i = 1, ..., n,

hj(x) = 0, j = 1, ...,m,

x ∈ D.

Où

— D est une partie de Rn et x un vecteur appelé variable, ses n composantes sont dites les

inconnues du problème (PM).

— La fonction f : D −→ R est appelée fonction objective ou économique.

13



1.3. Programmation mathématique

— Les fonctions gi : D −→ R, i = 1, ..., n, qui forment des inégalités sont appelées les

contraintes inégalités du problème.

— Les fonctions hj : D −→ R, j = 1, ...,m, qui forment des équations sont appelées les

contraintes égalités du problème.

— Un vecteur x vérifiant les contraintes de (PM), c’est-à-dire gi(x) ≤ 0, (i = 1, ..., n),

hj(x) = 0, (j = 1, ...,m) et x ∈ D est dit solution réalisable de (PM), l’ensemble de ces

solutions réalisables forme le domaine de définition (ou domaine réalisable) de (PM),

i.e.,

S = domf

n⋂
i=1

domgi

m⋂
j=1

domhj
⋂

D.

— Une solution réalisable x∗ est dite optimale (ou optimum global) de (PM), si elle mini-

mise la fonction f(x) sur l’ensemble de toutes les solutions réalisables.

— Un vecteur x0 est dit optimum local de (PM) si et seulement s’il existe un voisinage V

de x0 tel que x0 soit optimum global du problème
min f(x)

gi(x) ≤ 0, i = 1, ..., n,

hj(x) = 0, j = 1, ...,m,

x ∈ D ∩ V.

— la recherche du maximum d’une fonction f se ramène immédiatement au problème de

minimisation de −f.
— Si S = Rn, on dit que (PM) est un problème d’optimisation sans contraintes.

Définition 1.3.3. (Minimum local)

Soit f : D ⊂ Rn → R, on dit que la fonction f admet un minimum local (solution optimale

locale) en x∗ ∈ D si et seulement si :

∃B(x∗, ε) = {x ∈ D, ∥x− x∗∥ < ε} : f(x) ≥ f(x∗), ∀x ∈ B(x∗, ε) ⊂ D.

L’ensemble des minima locaux de (PM) est noté par :

loc min
D
f(x).

Définition 1.3.4. (Minimum global)

Soit f : D ⊂ Rn → R, on dit que la fonction f admet un minimum global (solution optimale

global) en x∗ ∈ D si et seulement si :

f(x) ≥ f(x∗), ∀x ∈ D.

14



1.3. Programmation mathématique

L’ensemble des minima globaux de (PM) est noté par :

arg min
D
f(x).

Remarque 1.3.1. On a toujours arg min
D
f(x) ⊆ loc min

D
f(x).

1.3.2 Classification des problèmes

On classifie le problème (PM) à partir de deux propriétés fondamentales à savoir la convexité

et la différentiabilité des fonctions du problème. En effet

— (PM) est convexe si les fonctions f et gi sont convexes et les fonctions hj sont affines.

— (PM) est différentiable si les fonctions f, gi et hj sont différentiables.

1.3.3 Principaux résultats d’existence et d’unicité

Théorème 1.3.1. (Weierstrass ) Si f est une fonction réelle continue sur D ⊂ Rn compact (D

fermé borné), alors le problème (PM) admet au moins une solution optimale globale x∗ ∈ D.

Théorème 1.3.2. Si D est convexe et f est strictement convexe alors, il existe au plus une

solution optimale de (PM).

Remarque 1.3.2. L’unicité d’une éventuelle solution optimale est en souvent une conséquence

de la stricte convexité de la fonction objectif et de la convexité du domaine réalisable du problème

d’optimisation.

Théorème 1.3.3. Si f est une fonction inf-compacte, alors le problème (PM) admet au moins

une solution optimale.

Définition 1.3.5. Une fonction f est dite inf-compacte si C∞ = {0}, où C∞ est le cône de

récession qui sera défini par la suite.

1.3.4 Conditions d’optimalité

Définition 1.3.6. Le lagrangien d’un programme mathématique (PM) est défini par

L(x, λ, y) = f(x) +
n∑

i=1

λigi(x) +
m∑
j=1

yjhj(x), λi ∈ R+, yj ∈ R

15



1.4. Théorie de la dualité

Théorème 1.3.4. (Karush-Kuhn-Tucker(KKT))

Soit f : Rn −→ R une fonction différentiable sur D ⊂ Rn, si x∗ est un minimum local du

problème (PM) alors, il existe un vecteur y ∈ Rm et λ ∈ Rn
+ tel que

∇f(x∗) +
∑n

i=1 λi∇gi(x∗) +
∑m

j=1 yj∇hj(x∗) = 0 (condition d’optimalité),

λigi(x
∗) = 0, i = 1, ..., n (condition de complémentarité),

hj(x
∗) = 0, j = 1, ...,m.

Les λi et yj sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Définition 1.3.7. On dit qu’un problème de programmation mathématique est convexe s’il

consiste à minimiser une fonction convexe (ou maximiser une fonction concave) sur un domaine

convexe.

Ainsi le problème (PM) est un problème de programmation convexe (ou simplement un

programme convexe) si f est convexe, les fonctions gi (i = 1, ..., n) et hj (j = 1, ...,m) sont

convexes et D ⊂ Rn est aussi convexe.

Remarque 1.3.3. Si (PM) est convexe, alors les conditions d’optimalité (KKT) sont à la

fois nécessaires et suffisantes.

La propriété fondamentale des programmes convexes apparâıt alors dans le résultat suivant

Théorème 1.3.5. Pour un programme convexe, tout optimum local est un optimum global.

Remarque 1.3.4. Un problème de programmation mathématique est convexe dans lequel

— L’ensemble des contraintes (ou des solutions réalisables) est défini par un système d’équations

(et/ou) d’inéquations linéaires.

— La fonction objective (ou économique) est linéaire.

1.4 Théorie de la dualité

Théorème 1.4.1. Dualité faible : Soient x et y deux solutions réalisables de (P) et (D)

respectivement, alors bTy ≤ cTx. La quantité cTx− bTy ≥ 0, s’appelle saut de dualité.

Preuve. On a

cTx ⩾ (ATy)Tx,

= yTAx,

= yT b = bTy.
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1.5. Relation entre primal-dual

Noter : bTy ≤ cTx est toujours vrai si les solutions x et y sont optimales. □

Théorème 1.4.2. Dualité forte : Soient x et y deux solutions réalisables de (P) et (D)

respectivement, tel que bTy = cTx, alors x et y sont des solutions optimales de (P) et (D),

respectivement.

Preuve. On veut démontrer que x∗ et y∗ sont des solutions optimales des problèmes (P) et

(D) respectivement, c’est à dire, on démontre que :

cTx∗ = min cTx et bTy∗ = max bTy.

il vient de montrer que cTx ≥ bTy, donc min cTx ≥ max bTy, en particulier

bTy∗ = cTx∗ ≥ min cTx ≥ max bTy ≥ bTy∗ = cTx∗.

Et comme bTy∗ = cTx∗, alors : 
cTx∗ ≥ min cTx ≥ cTx∗

et

bTy∗ ≥ max bTy ≥ bTy∗.

d’où le résultat. □

1.5 Relation entre primal-dual

primal dual

fonction objective (min) second membre

second membre fonction objective (max)

A matrice des contraintes AT matrice des contraintes

contrainte i ≥ variable yi ≥ 0

contrainte i = variable yi ≶ 0

variable xj ≥ contrainte j ≤
variable xj ≶ 0 contrainte j =

Exemple 1.5.1. Soit le problème primal suivant :

(P ) :


min cTx

Ax ⩾ b,

x ⩾ 0.
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1.5. Relation entre primal-dual

• Le dual de ce problème est :

(D)


max bTy

ATy ≤ c,

y ⩾ 0.

Exemple 1.5.2. Soit le problème primal suivant :

(P ) :



min 5x1 + 12x2 + 4x3

x1 + 2x2 + x3 ≤ 10,

2x1 − x2 + 3x3 = 8,

x1, x2, x3 ⩾ 0.

• Le dual de ce problème est :

(D)



max 10y1 + 8y2

y1 + y2 ≥ 5,

2y1 − y2 ≥ 12,

y1 + 3y2 ≥ 4,

y1, y2 ⩾ 0.

1.5.1 Programme du cône de second ordre

Avant de définir le problème de programmation du cône de second ordre (PCSO) ainsi son

problème perturbé associé, nous avons besoin d’introduire quelques notations.

Nous utilisons la notation ”,” pour joindre des scalaires, des vecteurs et des matrices dans une

ligne, et on utilise ” ;” pour les joindre dans une colonne.

Par exemple : Si u et v sont deux vecteurs, alors avons[
u

v

]
= (uT , vT )T = (u; v).

Pour tout vecteur v ∈ Rn dont la première entrée est indexée à 0, on écrit ṽ pour le sous-vecteur

composé des entrées de 1 à n− 1, donc, v = (v0, ṽ) ∈ R× Rn−1.

On désigne par En l’espace vectoriel réel R × Rn−1 de dimension n dont ses éléments v sont

indexés à partir de 0.

Le cône du second ordre de dimension n est défini par :

En
+ = {v ∈ En : v0 ≥ ∥ṽ∥}
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1.5. Relation entre primal-dual

où ∥.∥ désigne la norme Euclidienne. L’ensemble int En
+ = {v ∈ En : v0 > ∥ṽ∥} est appelé

l’intérieur de En
+.

On définit la fonction barrière logarithmique ℓ(.) sur En
+ par :

ℓ(v) :=

− ln det(v), si v ∈ int En
+,

+∞, ailleurs .

Soit r ≥ 0 un entier. Pour chaque i = 1, 2, ..., r, soient n et ni des entiers positifs tels que

n =
r∑

i=1

ni. Soit En
r+

désigne le produit cartésien de r cônes du second ordre En1
+ , En2

+ ,..., Enr
+ . C’est

à dire, En
r+

= En1
+ ×En2

+ × ...×Enr
+ . De même, nous avons int En

r+
= int En1

+ ×int En2
+ × ...int ×Enr

+

et En
r = En1 × En2 × ...× Enr .

Nous définissons la fonction barrière logarithmique ℓ(.) sur En
r+

par :

ℓ(v) =


−

r∑
i=1

ln det(vi), si v = (v1; v2; ...; vr) ∈ int En
+;

+∞, ailleurs.

Maintenant, nous sommes prêts à écrire les formes primales et duales d’un problème de PCSO

ainsi les problèmes perturbés. Soient y, b ∈ Rm. Soient aussi x, c, z ∈ Rn et A ∈ Rm×n tels

qu’ils soient tous partitionnés de manière conforme comme suit

x := (x1;x2; ...;xr), s := (s1; s2; ...; sr), c := (c1; c2; ...; cr), et A := (A1, A2, ..., Ar),

où xi, si, ci ∈ Eni et Ai ∈ Rmi×ni pour i = 1, 2, ..., r.

Un programme du second ordre sous forme standard s’écrit :

(P )


min cTx

Ax = b,

x ∈ En
+.

où

A = matrice réelle m× n (matrice des contraintes)

n = nombre de variables

m = nombre de contraintes

c = (c1, ..., cn)
T vecteur des coûts

b = (b1, ..., bm)
T vecteur du second membre

cTx =
n∑

i=1

cixi fonction à minimiser (fonction objective ou fonction économique).
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1.5. Relation entre primal-dual

Pour obtenir le problème dual de (P), on considère la fonction Lagrangienne associée à ce

dernier comme suit

L(x, y) =< c, x > + < b− Ax, y >, x ∈ Rn, y ∈ Rm,

et on calcule la fonction duale associée H(y)

H(y) = min
x
L(x, y)

= min
x

< c, x > + < b− Ax, y >

= min
x

< c, x > + < −Ax, y > + < b, y >

= min
x

< c− ATy, x > + < b, y >

Il est facile de voir que

min
x

< c− ATy, x >≥ 0

0, si c− ATy ≥ 0,

−∞, sinon.

D’où

max
y
H(y) =


max

y
< b, y >, si c− ATy ⩾ 0,

−∞, sinon.

Donc le problème dual de (P) s’écrit sous la forme suivante :

(D)


max

y
bTy

ATy + s = c,

s ∈ Q, y ∈ Rm.

Remarque 1.5.1. On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme stan-

dard en introduisant des variables supplémentaires, dites variables d’écart.
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1.6. Relation avec d’autres problèmes d’optimisation

1.6 Relation avec d’autres problèmes d’optimisation

LP : Programme linéaire .

QP : Programme quadratique programme de cône de deuxiéme ordre SOCP.

SDP : Programme semi-défini

CP : Programme de cône.

Remarque 1.6.1. D’après cette figure, on conclut que :

• Tout programme de (PCSO) peut se réduire à un problème de programmation linéaire

(PL) ou de programmation quadratique (PQ).

• Autrement dit la programmation (PCSO) est une généralisation de la programmation

linéaire et quadratique.

1.7 Algèbre linéaire du cône de second ordre (PCSO)

Dans cette partie, on va donner les résultats préliminaires nécessaires pour la suite.

Définition 1.7.1. (Décomposition spectrale) La décomposition spectrale de x dans En est

une décomposition de x en vecteurs propres (notés c1et c2) avec des nombres propres (notés λ1

et λ2) définie comme suit :

x = (x0 + ∥x̃∥)︸ ︷︷ ︸
λ1(x)

(
1

2

)(
1;

x̃

∥x̃∥

)
︸ ︷︷ ︸

c1(x)

+(x0 − ∥x̃∥)︸ ︷︷ ︸
λ2(x)

(
1

2

)(
1;− x̃

∥x̃∥

)
︸ ︷︷ ︸

c2(x)

.

Remarque 1.7.1. • Notons que c1(x) et c2(x) satisfont les propriétés suivantes :

c1(x) ◦ c2(x) = 0, c21(x) = c1(x), c
2
2(x) = c2(x) et c1(x) + c2(x) = en. (1.1)
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1.7. Algèbre linéaire du cône de second ordre (PCSO)

• Toute paire de vecteurs {c1, c2} qui satisfait les propriétés de (1.1) est appelée un référentiel

de Jordan.

• On dit que les vecteurs x et y commutent si et seulement s’ils partagent un référentiel de

Jordan, i.e., x = λ1(x)c1 + λ2(x)c2 et y = λ1(y)c1 + λ2(y)c2 pour un référentiel de Jordan dans

{c1, c2}, donc c1(x) = c1(y) et c2(x) = c2(y) lorsque les opérateurs x et y commutent.

Définition 1.7.2. (Racine carrée) La racine carrée de x est définie par

x2 := λ21(x)c1(x) + λ22(x)c2(x) =

[
x20 + ∥x̃∥2

2x0x̃

]
.

Notons que x2 peut s’écrire comme x2 = Arw(x)x où Arw(x) est la matrice en forme de

flèche (en anglais arrow-shaped matrix) définie dans Rn×n associée à chaque vecteur x ∈ En et

définie par :

Arw(x) :=

[
x0 x̃T

x̃ x0I

]
.

Notons aussi que x ∈ En
+ (resp. x ∈ int En

+) si et seulement si la matrice Arw(x) est semi-définie

positive (resp. définie positive).

Nous définissons l’opérateur bilinéaire ◦ : En × En −→ En par :

x ◦ y := Arw(x)y =

[
xTy

x0ỹ + y0x̃

]
.

Pour chaque x, y ∈ En. On sait que l’espace En muni du produit ”◦” forme une algèbre eucli-

dienne de Jordan avec le vecteur d’identité en = (1, 0) ∈ En sous le produit interne ⟨x, y⟩ := xTy.

Définition 1.7.3. (Trace d’un vecteur) Soit x ∈ En un vecteur, alors la trace du vecteur x

est définie par :

trace(x) := λ1(x) + λ2(x) = 2x0

Proposition 1.7.1. Soient x et y deux vecteurs de En, alors on a :

1. Trace(x +y)= trace(x)+trace(y).

2. Trace(λx)=λ trace(x), ∀λ ∈ R.

Définition 1.7.4. (Détraminant) Soit x ∈ En un vecteur, alors le déterminant du vecteur x

est défini par :

det(x) := λ1(x)× λ2(x) = x20 − ∥x̃∥2.
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1.7. Algèbre linéaire du cône de second ordre (PCSO)

Remarque 1.7.2. • On dit que x ∈ En (respectivement x ∈ intEn
+) est sem-défini (défini)

positif si et seulement si det(x) ≥ 0 (respectivement det(x) > 0).

• Notons que x ∈ En
+ est inversible si det(v) ̸= 0, son inverse est noté x−1.

Définition 1.7.5. (Fonction continue) Soit f : R −→ R une fonction continue. Nous

pouvons définir la fonction f sur En par :

f(x) := f(λ1(x))c1(x) + f(λ2(x))c2(x).

En particulier, xn pour un entier n, qui est défini récursivement par : xn := x ◦ xn−1, peut être

redéfini par :

xn := λn1 (x)c1(x) + λn2 (x)c2(x).

Définition 1.7.6. (L’inverse d’un vecteur) Si x ∈ En est un vecteur : l’inverse de x ∈ En

est défini par :

x−1 :=
1

λ1(x)
c1(x) +

1

λ2(x)
c2(x) =

1

det(x)
Rx,

où

R =

[
1 0T

0 −In−1

]
.

Notons que x−1 ◦ x = en. Le vecteur x ∈ En est dit inversible si x−1 est défini (i.e., si

det(x) ̸= 0), et non inversible dans le cas contraire. Le vecteur x ∈ En est appelé semi-défini

positif (resp. défini positif) si x ∈ En
+ (resp. x ∈ int En

+). Il est important de signaler que chaque

vecteur défini positif est inversible et que son inverse est également défini positif.

Définition 1.7.7. (Produit scalaire) Soit x, y ∈ En, le produit scalaire est défini par :

√
< x, y > =

√
trace(xTy)

Définition 1.7.8. (Norme) La norme du vecteur x ∈ En est définie comme suit :

∥x∥2 =

( ∑
1≤i≤n

x2ij

) 1
2

=

( ∑
1≤i≤n

λ2i

) 1
2

.

et
√
x =

√
< x, x > =

√
trace(xTx).

Définition 1.7.9. Soit x ∈ En un vecteur, alors la racine carrée de x notée x
1
2 (ou

√
x) est

définie comme suit

x
1
2 =

√
λ1c1 +

√
λ2c2.
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1.7. Algèbre linéaire du cône de second ordre (PCSO)

Définition 1.7.10. (Norme de Frobenius) La norme de Frobenius de x ∈ En est définie

par :

∥x∥F :=
√
λ21(x) + λ22(x) = 2∥x∥.

Proposition 1.7.2. Soit x, y ∈ En, alors on a :

∥x ◦ y∥ ≤ ∥x∥∥y∥F ≤ ∥x∥F∥y∥F , (1.2)

et

∥x+ y∥2F = ∥x∥2F + ∥y∥2F + 8xTy.

Définition 1.7.11. (La représentation quadratique) La représentation quadratique Q joue

un rôle important dans le développement de notre analyse.

Il est bien connu que dans le théorème 9 de la référence [24], on a Qp(En
r+
) = En

r+
pour tout

vecteur inversible p ∈ En
+ et de plus Qp−1 = Q−1

p si p est inversible.

Remarque 1.7.3. Toutes les notions ci-dessus sont également utilisées au sens du bloc comme

suit :

Soit x = (x1;x2; ...;xr) et y = (y1; y2; ...; yr) avec xi, yi ∈ Eni pour i = 1, 2, .., r. Alors,

• x ◦ y := (x1 ◦ y1;x2 ◦ y2; ...;xr ◦ yr).
• xTy := xT1 y1 + xT2 y2 + ...+ xTr yr.

• Arw(x) := Arw(x1)⊕ Arw(x1)⊕ ...⊕ Arw(xr).

• Qx := Qx1 ⊕Qx2 ⊕ ....⊕ = Qxr .

• e := (en1 ; en2 ; ...; enr) est le vecteur d’identité de En
r .

• f(x) := (f(x1); f(x2); ...; f(xr)). En particulier x−1 := (x−1
1 ;x−1

2 ; ...;x−1
r ).

• ∥x∥2F :=∥x1∥2F+∥x2∥2F+...+∥xr∥2F .
• x et y sont des opérateurs commutent si et seulement si xi et yi sont des opérateurs

commutent pour chaque i = 1, 2, ..., r.

• Notons que x ∈ En
r+ a 2r valeurs propres (y compris les multiplicités). Ces valeurs propres

sont constituées de l’union des valeurs propres de chaque xi pour i = 1, 2, ..., r.

1.7.1 Inégalités statistiques préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques inégalités statistiques nécessaires pour montrer

certains résultats de ce travail.
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1.7. Algèbre linéaire du cône de second ordre (PCSO)

Définition 1.7.12. Soit x1, x2, .., xr ∈ R une suite de n nombres réel, alors sa moyenne x est

donée par :

x :=
1

n

n∑
k=1

xk

et son écart-type σx est défini comme suit :

σ2
x :=

1

n

n∑
k=1

x2k − x2 =
1

n

n∑
k=1

(xk − x)2.

Proposition 1.7.3. Supposons que x ∈ Rn, alors nous avons

x− σx
√
n− 1 ≤ min

1≤k≤n
xk ≤ x− σx√

n− 1
,

et

x+
σx√
n− 1

≤ max
1≤k≤n

xk ≤ x+ σx
√
n− 1.

En particulier, si xk > 0 pour tout les k = 1, 2, .., n, alors nous avons

n ln(x− σx
√
n− 1) ≤ A ≤

n∑
k=1

ln(xk) ≤ B ≤ n ln(x),

où

A = (n−1) ln(x+
σx√
n− 1

)+ln(x−σx
√
n− 1), et B = (n−1) ln(x− σx√

n− 1
)+ln(x+σx

√
n− 1).

Le premier résultat de la proposition est due de la référence [39] et le deuxième est due du

théorème 5 de la réference [9] .
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Chapitre 2

La méthode de trajectoire centrale

primale-duale basée sur diverses

sélections du pas de déplacement pour

la programmation cône du second ordre

Dans ce chapitre, on considère une classe de méthodes de points intérieurs primale-duale de

type trajectoire centrale pour la programmation du cône de second ordre (PCSO). On associe

au problème primal (P ) de (PCSO) le problème perturbé (Pµ). En premier lieu, on montre

l’existence et l’unicité de la solution optimale de (Pµ) ainsi sa convergence vers la solution

optimale du problème initial (P ) quand µ tend vers 0. Puis, on présente quatre variantes pour

calculer le pas de déplacement. Après, on établit la convergence de notre algorithme. Et enfin,

on analyse la complexité algorithmique de notre méthode.

2.1 Position du problème

Le problème primal de PCSO et son dual dans les structures multi-blocs sont définis res-

pectivement par :

(Pi)


min c1x1 + ...+ crxr

A1x1 + ...+ Arxr = b,

xi ∈ εni
+ , i = 1, ..., r,
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2.1. Position du problème

(Di)


max bTy

AT
i y + si = ci, i = 1, .., r,

si ∈ εni
+ , i = 1, ..., r.

On peut réécrire le paire (Pi, Di) de manière compacte comme suit :

(P )


min cTx

Ax = b,

x ⪰ 0,

(D)


max bTy

ATy + s = c,

s ⪰ 0,

où x, s ⪰ 0 signifie que x, s ∈ En
r+
. Nous pouvons également écrire x, s ≻ 0, pour signifier

que x, s ∈ int En
r+
. Maintenant, nous définissons les ensembles des solutions réalisables (resp.

strictement réalisable) de (P ) et (D) par :

FP = {x ∈ En
r : Ax = b, x ⪰ 0}.

FD = {(y, s) ∈ Rm × En
r : ATy + s = c, s ⪰ 0}.

F0
P = {x ∈ En

r : Ax = b, x ≻ 0}.

F0
D = {(y, s) ∈ Rm × En

r : ATy + s = c, s ≻ 0}.

Ensuite, on suppose que les deux hypothèses sur le paire primal-dual (P,D) sont satisfaites :

• Hypothèse 1 : rang(A) = m, i.e., les m lignes de la matrice A sont linéairement

indépendantes.

• Hypothèse 2 : Les ensembles F0
P et F0

D sont non vides.

Soit µ > 0, un paramètre barrière. Résoudre le problème (P ) est équivalant à résoudre le

problème perturbé suivant :

(Pµ)


min [fµ(x) = cTx+ µℓ(x) + 2rµ lnµ]

Ax = b,

x ≻ 0.

On peut aussi résoudre le problème dual perturbé suivant
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2.2. Convergence globale et méthode de Newton

(Dµ)


max [gµ(y, s) = bTy − µℓ(s)− 2rµ lnµ],

ATy + s = c,

s ≻ 0.

2.2 Convergence globale et méthode de Newton

Dans cette section, nous prouvons tout d’abord l’existence et l’unicité de la solution optimale

du problème (Pµ) et sa convergence vers la solution optimale du problème (P ) lorsque µ tend

vers zéro. Ensuite, nous appliquons la méthode de Newton au problème (Pµ) pour trouver une

classe de direction.

2.2.1 Existence et unicité de la solution optimale de (Pµ)

Afin d’élaborer le point de vue de la convergence, nous commençons d’abord par la définition

introductive suivante.

Définition 2.2.1. Soient f une fonction à valeur réelle définie sur un espace matriciel X et

α ≥ 0, alors :

(a) L’ensemble Cα(f) := {x ∈ X : f(x) ≤ α} est appelé l’ensemble α-niveau de f.

(b) La fonction f est appelée inf-compacte si les ensembles des niveaux Cα(f) sont compacts

pour tout α > 0.

(c) La fonction de récession de f est la fonction (f)∞ : X → R définie par :

(f)∞(∆x) := lim
t→+∞

f(x+t∆x)−f(x)
t

(d) Le cône de récession de f est l’ensemble de 0-niveau de la fonction de récession de f ,

noté par C0((f)∞).

Notons que la fonction fµ est une fonction strictement convexe pour tout µ > 0. Alors, si

une solution optimale du problème (Pµ) existe, elle est unique. Pour montrer que le problème

(Pµ) admet une solution, il suffit de montrer que la fonction fµ est inf-compacte, ce qui nous

amène à vérifier que le cône de récession suivant :

C0((fµ)∞) = {∆x ∈ En
r+

: (fµ)∞(∆x) ≤ 0},

n’est rien d’autre que le singleton zéro. Ceci sera vu dans le lemme 2.2.2 qui dépend essentiel-

lement du lemme suivant.
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2.2. Convergence globale et méthode de Newton

Lemme 2.2.1. Soient x ∈ En
r et t ∈ R tels que x ≻ 0 et x+ t∆x ≻ 0, alors :

(fµ)∞(∆x) = cT∆x,

où ∆x est la direction de descente qui sera définie par la suite.

Preuve. Le résultat est trivial si x appartient à la frontière de En
r+
.

Soit x ∈ int En
r+ , alors

fµ(x) = cTx− µ ln det(x) + 2rµ lnµ.

Soit aussi ω(x) := x
−1
2 ◦ (∆x ◦ x−1

2 ), en utilisant (c) de la définition 2.2.1, nous obtenons

(fµ)∞(∆x) = lim
t→+∞

fµ(x+ t∆x)− fµ(x)

t

= lim
t→+∞

cT (x+ t∆x)− µ ln det(x+ t∆x)− cTx+ µ ln det(x)

t

= lim
t→+∞

cTx+ cT t∆x− µ ln det(x+ t∆x)− cTx+ µ ln det(x)

t

= cT∆x− µ lim
t→+∞

ln det(x+ t∆x)− ln det(x)

t

= cT∆x− µ lim
t→+∞

ln det(x
1
2 ◦ (e+ tw(x)) ◦ x 1

2 )− ln det(x)

t

= cT∆x− µ lim
t→+∞

ln det(x) + ln det(e+ tw(x))− ln det(x)

t

= cT∆x− µ lim
t→+∞

2r∑
i=1

ln(1 + tλi(w))

t
,

où les deux dernières égalités se trouvent du faite que :

∆x = x
1
2 ◦ (e+ tw(x)) ◦ x 1

2 et ln det(e+ tw(x)) =
2r∏
i=1

ln det(e+ tw(x)),

et comme lim
t→+∞

ln(1+t)
t

= 0, donc nous passons à la limite, on trouve le résultat souhaité, i.e.,

(fµ)∞(∆x) = cT∆x. (2.1)

Ce qui termine la preuve. □

Lemme 2.2.2. C0((fµ)∞) = {∆x ∈ En
r+

: (fµ)∞(∆x) ≤ 0} = {0}.
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2.2. Convergence globale et méthode de Newton

Preuve. D’après le lemme précédent, montrer que {∆x ∈ En
r+

: (fµ)∞(∆x) ≤ 0} = {0} est

équivalent à montrer que

{∆x ∈ En
r+

: cT∆x ≤ 0} = {0}.

On suppose que, C0((fµ)∞) ̸= {0}, i.e., il existe ∆x ̸= 0 dans En
+ tel que ∆x ∈ C0((fµ)∞).

D’après l’hypothèse 2, il existe (y, ŝ) ∈ F0
D, tel que

0 < ŝT∆x = (c− ATy)T∆x = cT∆x− yTA∆x = cT∆x,

et comme ∆x est une direction de descente, i.e., A∆x = 0, on arrive à cT∆x > 0, contradiction.

Donc C0((fµ)∞) = 0.

Ce qui complète la preuve. □

2.2.2 Convergence de la solution optimale de (Pµ) vers celle de (P )

Le lemme suivant prouve la convergence de la solution optimale du problème (Pµ) vers la

solution optimale du problème (P ) quand µ tend vers zéro .

Lemme 2.2.3. Soit xµ une solution optimale primale du problème (Pµ), alors x = lim
µ→+∞

xµ

est une solution optimale du problème (P ).

Preuve. Soient fµ := f(x, µ) et f(x) := f(x, 0). Tant que la fonction fµ(x) est différentiable

et convexe, alors il existe une solution optimale xµ du problème (Pµ), telle que

∇xfµ(xµ) = ∇xf(xµ, µ) = 0.

Donc, pour tout x ∈ F0
P , et par l’application de la formule de Taylor au voisinage de xµ pour

l’ordre 1, nous obtenons ;

f(x) ≥ f(xµ, µ) + (x− xµ)T∇xf(xµ, µ) + (0− µ)
∂f

∂µ
(xµ, µ),

et comme f(xµ, µ) = cTxµ − µ ln det(xµ) + 2rµ lnµ, alors on a

∂f

∂µ
(xµ, µ) = − ln det(xµ) + 2r lnµ+ 2r,

donc, l’inégalité précédente devient :

f(x) ≥ f(xµ, µ) + µ ln det(xµ)− 2rµ lnµ− 2rµ

≥ cTxµ − µ ln det(xµ) + 2rµ lnµ+ µ ln det(xµ)− 2rµ lnµ− 2rµ

≥ cTxµ − 2rµ,
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2.3. Calcul de directions par la méthode de Newton

et comme x est quelconque dans F0
P , ceci implique d’une part que

min
x∈F0

P

f(x) ≥ cTxµ − 2rµ ≥ cTxµ = f(xµ).

D’autre part, nous avons

cTxµ = f(xµ) ≥ min
x∈F0

P

(f(x) = f(x, 0)) .

Donc, en passant à la limite quand µ tend vers 0, il suit immédiatement que

f(x) = min
x∈F0

P

f(x), avec x = lim
µ→0

xµ.

Par conséquent, x est une solution optimale du problème (P ), donc la preuve est complète. □

2.3 Calcul de directions par la méthode de Newton

Comme la fonction objective du problème (Pµ) est strictement convexe, alors les conditions

de KKT sont à la fois nécessaires et suffisantes pour caractériser une solution optimale du

problème (Pµ). Par conséquent, xµ et (yµ, sµ) sont des solutions optimales de (Pµ) et (Dµ)

respectivement si et seulement s’ils satisfont le système non linéaire suivant :
Ax = b, x ≻ 0,

ATy + s = c, s ≻ 0,

x ◦ s = µe, µ > 0

(2.2)

dont sa solution est (xµ, yµ, sµ). Pour tout µ > 0, l’ensemble de toutes ses solutions construit la

trajectoire centrale ou le chemin central ou bien les µ−centres. Nous disons qu’un point (x, y, s)

est proche de la trajectoire centrale, s’il appartient à l’ensemble Nθ(µ) qui est défini comme

suit :

Nθ(µ) = {(x, y, s) ∈ F0
P ×F0

D : dF (x, s) ≤ θµ} où dF (x, s) = ∥Q
x
1
2
s− µe∥F et θ ∈ (0, 1).

Maintenant, nous appliquons la méthode de Newton sur le système (2.2), nous obtenons le

système linéaire suivant : 
A∆x = 0,

AT∆y +∆s = 0,

x ◦∆s+∆x ◦ s = σµe− x ◦ s.

(2.3)
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2.3. Calcul de directions par la méthode de Newton

où (∆x; ∆y; ∆s) ∈ En
r × Rm × En

r est la direction cherchée, µ =
1

2r
xT s est le saut de dualité

normalisé correspont à (x; y; s) et σ ∈ (0, 1) est le paramètre de centralité.

La classe commutative est notée par C(x, s) et est définie comme suit :

C(x, s) = {p ∈ En
r : p inversible , Qpx et Qp−1s des opérateurs commutent }. (2.4)

D’après le lemme 28 de [35], l’égalité x ◦ s = µe est satisfaite, si et seulement si l’égalité

(Qpx) ◦ (Qp−1s) = µe est satisfaite, pour tout vecteur inversible p ∈ En
r .

Donc, pour tout vecteur inversible donné p ∈ En
r , le système (2.3) est équivalent au système

suivant : 
Ax = b, x ≻ 0,

ATy + s = c, s ≻ 0,

(Qpx) ◦ (Qp−1s) = µe, µ > 0.

(2.5)

Soit v ∈ En
r , nous définissons les vecteurs de l’échelle v̄ et v et la matrice de mise à l’échelle A

par rapport à un vecteur non singulier p ∈ En
r comme suit :

v := Qpv, v := Qp−1v et A := QpA. (2.6)

En utilisant ce changement de variables et le fait que Qp(En
r+
) = En

r+
, nous concluons que le

système (2.3) est équivalent au système de Newton suivant :
A∆x = b− Ax,

AT∆y +∆s = c− s− ATy,

x ◦∆s+∆x ◦ s = σµe− x ◦ s.

(2.7)

Ici, le saut de dualité normalisé est µ =
1

2r
xT s =

1

2r
xT s. En effet,

xT s = (Qpx)
TQp−1s = xTQpQp−1s = xT s. (2.8)

La résolution du système de Newton (2.7) donne la direction cherchée (∆x; ∆y; ∆s). Puis à

partir de (2.6), nous utilisons la mise à l’échelle inverse à (∆x,∆s), nous obtenons la direction

de Newton (∆x; ∆y; ∆s). Signalons que la direction (∆x; ∆y; ∆s) appartient à la famille des

directions de MZ (due de Monteiro [29] et Zhang [43]), qu’elle a été généraliseé pour la pro-

grammation du cône symétrique par Schmieta et Alizadech [35].

Clairement, l’ensemble C(x, s) défini dans la relation (2.4) est une sous-classe de la famille des

directions de MZ. Dans cette section, nous concentrons sur les choix suivants du vecteur p.
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2.4. Calcul du pas de déplacement

• Premier choix : nous choisissons souvent p = x
1
2 pour obtenir x = e.

• Deuxième choix : nous choisissons p = s−
1
2 pour obtenir s = e.

Ces deux choix de directions sont appelés la direction HRVW/KSH/M (due de Helmberg et al.

[17] et Monterio [29] et Kojima al. [23]).

• Troisième choix : nous choisissons p = (Q
x
1
2
(Q

x− 1
2
s)−

1
2 )−

1
2 ce choix de directions est

appelé la direction NT (due de Nesterov et Todd [33]).

2.4 Calcul du pas de déplacement

L’itéré de Newton après une itération est défini par :

x+ = x+∆x, y+ = y +∆x et s+ = s+∆s.

Notons que la définie positivitée des vecteurs x+ et s+ n’est pas toujours assurée pour sur

monter cette difficulté, nous introduisons un paramètre α > 0, que nous appelons pas dev

déplacement et nous redéfinissons x+ , y+ et s+ comme suit :

x+ := x+ α∆x, y+ := y + α∆y, s+ := s+ α∆s.

Le calcul de ce pas de déplacement à l’aide des méthodes classiques de recherche linéaire est

indésirable et en géneral impossible voir ([37, 9]).

Dans cette section, nous proposons dans les lemmes suivants quatre différentes alternatives

pour calculer le pas de déplacement approprié qu’on le note α.

Chaqu’un de qutare lemmes suivants donne une sélection pour calculer le pas de déplacement

α .

2.4.1 Le premier lemme

Lemme 2.4.1. Soit (x; y; s) ∈ F0
P × F0

D. Si α = ρmin{αx, αs} avec 0 < ρ < 1, alors x+,

s+ ≻ 0, où pour v ∈ {x, s}, nous avons :

αv =



−1
λv−δv

√
2r−1

− ε, si

(
−1

λv−δv
√
2r−1

> 0 et min
1⩽i⩽2r

λi
(
v1/2 ◦

(
∆v ◦ v−1/2

))
< 0

)
,

ε, si

(
−1

λv−δv
√
2r−1

> 0 et min
1⩽i⩽2r

λi
(
v1/2 ◦

(
∆v ◦ v−1/2

))
< 0

)
,

1, si min
1⩽i⩽2r

λi
(
v1/2 ◦

(
∆v ◦ v−1/2

))
> 0.

(2.9)
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2.4. Calcul du pas de déplacement

où

λv =
1
2r

2r∑
i=1

λi
(
v−1/2 ◦

(
∆v ◦ v−1/2

))
; δ2v = 1

n

2r∑
i=1

λi
(
v−1/2 ◦

(
∆v ◦ v−1/2

))
− λ2v.

et ε est un petit réel positif. Ici λi
(
v−1/2 ◦

(
∆v ◦ v−1/2

))
, i = 1, 2, ..., 2r, sont les valeurs propres

du vecteur v1/2 ◦
(
∆v ◦ v−1/2

)
.

Preuve. Comme x ≻ 0, alors les vecteurs x±1/2 sont bien définis et nous avons x±1/2 ≻ 0.

Donc x+ pour s’écrire comme suit

x+ = x+ α∆x = x1/2 ◦ x1/2 + α∆x = x1/2 ◦
(
e+ αx−1/2 ◦

(
∆x ◦ x−1/2

))
◦ x1/2,

d’où

x+ ≻ 0 ⇐⇒ e+ αx−1/2 ◦
(
∆x ◦ x−1/2

)
≻ 0

⇐⇒ 1 + αλi(x
−1/2 ◦ (∆x ◦ x−1/2)) > 0, pour i = 1, 2, ..., 2r.

Par conséquent,

1 + α min
1⩽i⩽2r

λi
(
x−1/2 ◦

(
∆x ◦ x−1/2

))
> 0 =⇒ α min

1⩽i⩽2r
λi
(
x−1/2 ◦

(
∆x ◦ x−1/2

))
> −1.

Si

min
1⩽i⩽2r

λi
(
x−1/2 ◦

(
∆x ◦ x−1/2

))
< 0,

alors

α <
−1

min
1⩽i⩽2r

λi (x−1/2 ◦ (∆x ◦ x−1/2))
,

En utilisant la Proposition 1.7.3, nous concluons que

−1

λv − δv
√
2r − 1

≤ −1

min
1⩽i⩽2r

λi (x−1/2 ◦ (∆x ◦ x−1/2))

d’où

α <
−1

min
1⩽i⩽2r

λi (x−1/2 ◦ (∆x ◦ x−1/2))
et

−1

λv − δv
√
2r − 1

≤ −1

min
1⩽i⩽2r

λi (x−1/2 ◦ (∆x ◦ x−1/2))

Ce qui donne l’éxpression de αx.

En appliquant le même procédure sur s+, on obtient αs.

Finalement, nous choisissons

α = ρ min{αx, αs} avec 0 < ρ < 1.

Ce qui complète la preuve. □
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2.4. Calcul du pas de déplacement

2.4.2 Le deuxième lemme

Lemme 2.4.2. Soit (x; y; s)∈ F0
P× F0

D. Si α= ρ min{αx, αs} avec 0 < ρ < 1, alors x+, s+ ≻ 0,

où pour v ∈ {x, s}, nous avons :

αv =



−1

λv − δv
√
2r − 1

− ε, si

(
−1

λv − δv
√
2r − 1

> 0 et min
1⩽i⩽2r

λi (v
−1 ◦∆v) < 0

)
;

ε, si

(
−1

λv − δv
√
2r − 1

< 0 et min
1⩽i⩽2r

λi (v
−1 ◦∆v) < 0

)
;

1, si min
1⩽i⩽2r

λi (v
−1 ◦∆v) > 0;

(2.10)

où

λv =
1

2r

2r∑
i=1

λi (v
−1 ◦∆v) et δ2v =

1

n

2r∑
i=1

λi (v
−1 ◦∆v)− λ

2

v.

et ε est un petit réel positif. Ici λi (v
−1 ◦∆v), i = 1, 2, ..., 2r, sont les valeurs propres du vecteur

v−1 ◦∆v.

Preuve. Comme x ≻ 0 , donc x est inversible et son inverse est défini positif (i.e., x−1 ≻ 0) .

Alors, on peut écrire x+ comme suit :

x+ := x+ α∆x = x ◦ (e+ αx−1 ◦∆x),

donc, comme x−1 ≻ 0, on a :

x+ ≻ 0 ⇐⇒ x−1 ◦ x ≻ 0

⇐⇒ e+ αx−1 ◦∆x ≻ 0

⇐⇒ 1 + αλi
(
x−1 ◦∆x

)
≻ 0, pour i = 1, 2, ..., 2r.

Par conséquent ,

1+α min
1⩽i⩽2r

λi (x
−1 ◦∆x) > 0 =⇒ α min

1⩽i⩽2r
λi (x

−1 ◦∆x) > −1.

Si min
1⩽i⩽2r

λi (x
−1 ◦∆x) < 0, alors α < −1/ min

1⩽i⩽2r
λi (x

−1 ◦∆x) .
En utilisant la Proposition 1.7.3, nous conculons que :

α <
−1

min
1⩽i⩽2r

λi (x−1 ◦∆x)
et

−1

λx − δx
√
2r − 1

≤ −1

min
1⩽i⩽2r

λi (x−1 ◦∆x)
.
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2.4. Calcul du pas de déplacement

Ce qui donne l’experesion de αx.

En appliquant la même procédure sur s+, on obtient αs.

Finalement, nous choisissons

α = ρ min{αx, αs} avec 0 < ρ < 1.

La preuve est complétée. □

2.4.3 Le troisième lemme

Lemme 2.4.3. Soit (x; y; s) ∈ F0
P ×F0

D. Si α = ρmin{αx, αs} avec 0 < ρ < 1, alors x+,s+ ≻ 0,

où pour v ∈ {x, s}, nous avons :

αv =



− λv − δv
√
2r − 1

λ∆v − δ∆v

√
2r − 1

− ε, si

(
− λv − δv

√
2r − 1

λ∆v − δ∆v

√
2r − 1

et min
1⩽i⩽2r

λi (∆v) < 0

)
;

ε, si

(
− λv − δv

√
2r − 1

λ∆v − δ∆v

√
2r − 1

et min
1⩽i⩽2r

λi (∆v) < 0

)
;

1, si min
1⩽i⩽2r

λi (∆v) > 0;

(2.11)

où

λv =
1

2r

2r∑
i=1

λi(v) et δ
2
v =

1

2r

2r∑
i=1

λ2i (v)− λ
2

v.

λ∆v =
1

2r

2r∑
i=1

λi(∆v) et δ2∆v =
1

2r

2r∑
i=1

λ2i (∆v)− λ
2

∆v.

Et ε est un petit réel positif . Ici λi (v), i = 1, 2, ..., 2r, sont les vecteurs propres du vecteur v,

et λi(∆v), i = 1, 2, ..., 2r, sont les valeurs propres du vecteur ∆v.

Preuve. Il est bien connu que x+ := x+α∆x ≻ 0, si est seulement si min
1⩽i⩽2r

λi(x
+) > 0. D’après

la Proposition 1.7.3, il est également connu que :

min
1⩽i⩽2r

λi(x
+) ≥ min

1⩽i⩽2r
λi(x) + min

1⩽i⩽2r
λi(∆x).

Alors, pour trouver α qui assure x+ ≻ 0, il suffit de trouver α qui vérifie l’inégalité suivante :

min
1⩽i⩽2r

λi(x
+) ≥ min

1⩽i⩽2r
λi(x) + α min

1⩽i⩽2r
λi(∆x) > 0.
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2.4. Calcul du pas de déplacement

Par conséquent

α < −
min

1⩽i⩽2r
λi(x)

min
1⩽i⩽2r

λi(∆x)
si min

1⩽i⩽2r
λi(∆x) < 0.

En utilisant la Proposition 1.7.3, nous trouvons :

α < −
min

1⩽i⩽2r
λi(x)

min
1⩽i⩽2r

λi(∆x)
et − λv − δν

√
2r − 1

λ∆v − δ∆v

√
2r − 1

≤ −min 1⩽i⩽2rλi(x)

min
1⩽i⩽2r

λi(∆x)
.

Ce qui donne l’expression αx.

En appliquant la même procédure sur s+, on obtient αs.

Finalement, on choisit

α = ρmin{αx, αs} avec 0 < ρ < 1.

Ce qui complète la preuve. □

2.4.4 Le quatrième lemme

Lemme 2.4.4. Soit (x; y; s) ∈ F0
P × F0

D. Si α = ρmin{αx, αs} avec 0 < ρ < 1, alors x+,

s+ ≻ 0, où pour v∈ {x, s}, nous avons :

αv =


min
i∈Iv

∥ṽi∥1 − (vi)0

(∆v)0 − ∥∆̃vi∥1
si Iv ̸= ∅;

+∞ si Iv = ∅.

(2.12)

où Iv := {i ∈ {1, 2, ..., r} : (∆vi)0 − ∥∆̃vi∥1 < 0}

Preuve. Rappellons qu’un vecteur ω ∈ En
r est définit positif (i.e., ω ≻ 0) si et seulement si

(ωi)0 ≻ ∥ω̃i∥ (i.e., ω ≻ 0) pour i = 1, 2, ..., r. Soit ∥ω̃i∥1 :=
ni−1∑
j=1

|(ω̃i)j| la norme taxicab du sous

vecteur ω̃i ; alors on sait que ∥ω̃i∥ ≤ ∥ω̃i∥1.
Il s’ensuit que ω ≻ 0 si (ωi)0 > ∥ω̃i∥1 pour i = 1, 2, ..., r.

Alors, x+ := x+ α∆x ≻ 0 si (x+i )0 > ∥x̃+i ∥1, pour i = 1, 2, ..., r.

Nous avons

∥x̃+i ∥1 = ∥x̃i + α∆̃xi∥1 ≤ ∥x̃i∥1 + α∥∆̃xi∥1,∀i = 1, 2, ..., r.
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2.5. L’algorithme de trajectoire centrale et son convergence

Donc, il suffit de trouver α tel que :

(xi)0 + α(∆xi)0 > ∥x̃i∥1 + α∥∆̃xi∥1,∀i = 1, 2, ..., r.

où de manière équivalente

α
(
(∆xi)0 − ∥∆̃xi∥1

)
> ∥x̃i∥1 − (xi)0,∀i = 1, 2, ..., r.

Ce qui donne l’expression de αx.

En appliquant la même procédure sur s+ pour le vecteur s+ = s+ α∆s, on obtient αs,

Finalement, on choisit

α = ρmin{αx, αs} avec 0 < ρ < 1.

D’où le résultat souhaité. □

2.5 L’algorithme de trajectoire centrale et son conver-

gence

Dans cette section, nous présentons l’algorithme de trajectoire centrale pour résoudre le

problème PCSO et nous présentons son résultat de convergence.

2.5.1 L’algorithme de trajectoire centrale pour le problème de PCSO :

Début algorithme

1. Initialisation (x(0); y(0); s(0)) ∈ Nθ(µ), ε > 0, σ, θ ∈ (0, 1) et k = 0 ;

2. Tantque x(k)
T
s(k) ≥ ε faire

3. Chosir p(k) ∈ C(x(k); s(k));

4. Calculer (x(k); y(k); s(k)) en utilisant la relation (2.6) ;

5. Poser µ(k) := 1
2r
x(k)

T
s(k), h(k) := σ

2
µ(k)e− x(k) ◦ s(k) et ψ(k) := 1

µ
Ax(k)

2
AT ;

6. Calculer (∆x(k); ∆y(k); ∆s(k)) en résolvant le système de Newton (2.7), nous obtenons

(∆x(k),∆y(k),∆s(k)) :=
((
h(k) − x(k) ◦∆s(k)

)
◦ s(k)−1

;−ψ(k)−1
A
(
s(k)

−1 ◦ h(k)
)
;−AT∆y(k)

)
;

7. Calculer (∆x(k),∆y(k),∆s(k)) en utilisant la relation (2.6) ;

8. Calculer le pas de déplacement α(k) par l’une des quatres alternatives ;

9. Poser
(
x(k+1); y(k+1); s(k+1)

)
:=
(
x(k) + α(k)∆x(k); y(k) + α(k)∆y(k); s(k) + α(k)∆s(k)

)
;

10. Prendre k = k + 1 ;
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11. Fin tantque

Fin algorithme

L’algorithme sélectionne une suite de pas [α(k)] et de paramètres de centrelité {σ(k)} selon la

régle suivante : pour tout k ≥ 0, on prend α(k) = 1− δ/
√
2r, où δ ∈ [0,

√
2r].

Dans le reste de cette section, nous présentons le résultat de la convergence de notre algorithme.

La preuve de ce résultat dépend essentiellement sur le lemme suivant :

Lemme 2.5.1. Soient (x; y; s) ∈ int En
r+

× Rm × int En
r+
, (x; y; s) est obtenu de (2.6) et

(∆x,∆y,∆s) une solution du système (2.7). Alors, nous avons :

(a) ∆x
T
∆s = 0.

(b) xT∆s+∆x
T
s = 1

2
trace(h), où h = σ

2
µe− x ◦ s telle que σ ∈ (0, 1) et µ = 1

2r
xT s.

(c) x+T s+ =
(
1− α

(
1− σ

2

))
xT s, ∀α ∈ R, où x+ = x+ α∆x et s+ = s+ α∆s.

(d) x+T s+ =
(
1− α

(
1− σ

2

))
xT s, ∀α ∈ R, où x+ = x+ α∆x et s+ = s+ α∆s.

Preuve.

(a) Par les deux premières équations du système (2.7), on obtient

∆x
T
∆s = −∆x

T
AT∆y = −(A∆x)T∆y = 0.

Ce qui preuve (a).

(b) On a :

h =
σ

2
µe− x ◦ s,

alors :

trace(h) = trace(σµe− x ◦ s),

de la troisième équation du système de Newton (2.7), on trouve :

trace(h) = trace(x ◦∆s+∆x ◦ s),

de la propriété de la trace, on a

trace(h) = trace(x ◦∆s) + trace(∆x ◦ s),

de la définition 1.7.4, on a :

trace(h) = 2(xT∆s) + 2(∆x
T
s),

trace(h) = 2(xT∆s+∆x
T
s),

1

2
trace(h) = (xT∆s+∆x

T
s).

Ce qui prouve (b).
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(c) Pour prouver le point (c), on a :

x+T s+ = (x+ α∆x)T (s+ α∆s),

= x+T s+ α
(
∆x

T
s+ xT∆s

)
+ α2∆x

T
∆s,

= x+T s+ α
(
∆x

T
s+ xT∆s

)
(de (a)),

= x+T s+
1

2
α trace(h)

= x+T s+
1

2
trace(σµe− x ◦ s) (de (b)),

= x+T s+
1

2
ασµ trace(e)− 1

2
α trace(x ◦ s) (Propiété de la trace),

= x+T s+ ασ µr − αxT s
(
trace(e) = 2r et trace(x ◦ s) = 2(xT s)

)
,

= xT s+
1

2r
α σxT s− α xT s

(
µ =

1

2r
xT s

)
,

=
(
1− α

(
1− σ

2

))
xT s,

□

ce qui prouve (c).

Finalement, le point (d) découle de façon similaire de (c) et du fait que xT s = xT s et x+T s+ =

x+T s+ ( de la relation (2.8)).

La prouve est complétée .

Maintenant, nous sommes prêts à présenter et prouver le résultat de convergence de notre

algorithme.

Théorème 2.5.2. Soit (x; y; s) et soit (x+; y+; s+) une solution strictement réalisable des

problèmes suivants (Pµ) et (Dµ) avec (x+; y+; s+) = (x+ α∆x; y + α∆y; s+ α∆s), où α est le

pas de déplacement et (∆x; ∆y; ∆s) est la direction de Newton. Alors, nous avons :

(a) x+T s+ < xT s.

(b) fµ(x
+) < fµ(x).

Preuve.

(a) De (d) du Lemme 2.5.1, on a :

x+T s+ =
(
1− α

(
1− σ

2

))
xT s < xT s.

L’inégalité stricte découle de
(
1− α

(
1− σ

2

))
< 1 ( puis que α > 0 et σ ∈ (0, 1)),

donc

x+T s+ < xT s.
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Ce qui prouve (a).

(b) Pour montrer (b) : en utilisant le développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction fµ

au voisinage de x, on trouve :

fµ(x
+) ≃ fµ(x) +∇xfµ(x)

T (x+ − x). (2.13)

Donc

fµ(x
+)− fµ(x) ≃ ∇xfµ(x)

T (x+ − x)

≃ α∇xfµ(x)∆x, (x+ = x+ α∆x).

puisque :

∇xfµ(x) = −∇2
xxfµ(x)∆x.

alors, nous avons :

fµ(x
+)− fµ(x) ≃ −α∆xT∇2

xxfµ(x)
T∆x < 0,

où a stricte inégalité découle de la définie positivitée de la matrice hessienne ∇2
xxfµ(x)

(fµ est strictement convexe). Ce qui montre fµ(x
+) < fµ(x).

La preuve est complétée.

□

2.6 Analyse de la complexité

Dans cette section, nous analysons la complexité de l’algorithme de trajectoire centrale

proposé pour PCSO. Plus précisèment, nous prouvons que la complexité de notre algorithme

et bornée par :

O
(
δ−1

√
2rln

[
ϵ−1x(0)s(0)

])
.

Notre preuve dépend essentiellement aux deux lemmes suivants :

Lemme 2.6.1. Soit (x; y; s)∈ F0
P× F0

D et soit (x; y; s) obtenu de (2.6), avec h = σµe − x ◦ s
et (∆x; ∆y,∆s) une solution du système (2.7). Pour tout α ∈ R, on pose

(x(α); y(α); s(α)) := (x; y; s) + α(∆x; ∆y; ∆s),

µ(α) := 1
2r
x(α)T s(α).

q(α) := x(α) ◦ s(α)− µ(α)e.
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Alors :

q(α) = (1− α)(x ◦ s− µe) + α2∆x ◦∆s. (2.14)

Preuve. Étant donné α ∈ R, en utilisant le point (c) du lemme 2.5.1, nous avons :

x(α)T s(α) = (1− α + ασ
2
)xT s,

et par conséquent,

µ(α) = (1− α + ασ
2
)µ+.

Ainsi, nous obtenons :

q(α) = x(α) ◦ s(α)− µ(α)e,

= (x+ α∆x) ◦ (s+ α∆s)− (1− α(1− σ

2
))µe,

= x ◦ s+ αx ◦∆s+ αs ◦∆x+ α2∆x ◦∆s− (1− α(1− σ

2
))µe,

= x ◦ s+ α(x ◦∆s+ s ◦∆x) + α2∆x ◦∆s− µe+ αµe− αµe
σ

2
.

De la troisième équation du système (2.7), on a ;

x ◦∆s+∆x ◦ s = σ

2
µe− x ◦ s = h,

donc, on trouve :

q(α) = x ◦ s+ αh+ α2∆x ◦∆s− µe+ αµe− αµe
σ

2
,

= x ◦ s+ αx ◦ s− αx ◦ s+ αh+ α2∆x ◦∆s− µe+ αµe− αµe
σ

2
,

= (x ◦ s− µe)− α(x ◦ s− µe) + αx ◦ s− αµe
σ

2
+ αh+ α2∆x ◦∆s,

= (x ◦ s− µe)− α(x ◦ s− µe) + αh− α(
σ

2
µe− x ◦ s) + α2∆x ◦∆s,

= (x ◦ s− µe)− α(x ◦ s− µe) + αh− αh+ α2∆x ◦∆s,

= (1− α)(x ◦ s− µe) + α2∆x ◦∆s.

La preuve est complétée. □

Lemme 2.6.2. Soient (x; y; s)∈ F0
P× F0

D, (x; y; s) est obtenu de la relation (2.6), telle que

∥x ◦ s − σµe∥ ≤ θµ, pour θ ∈ [0, 1[ et µ > 0. Soient aussi (∆x; ∆y; ∆s) solution du système

(2.7), h = σµe− x ◦ s, δx := µ∥∆x ◦ x−1∥F et δs := ∥x ◦∆s∥F . Alors, nous avons :

δxδs ≤
1

2
(δ2x + δ2s) ≤

∥h∥2F
2(1− θ)2

. (2.15)
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Preuve. De la dernière équation du système (2.7) et par la commutativité de l’opérateur, nous

avons

h = x ◦∆s+∆x ◦ s = x ◦∆s+ µ∆x ◦ x−1 + (∆x ◦ x−1) ◦ (x ◦ s− µe) .

Il s’ensuit immédiatement que :

∥h∥F ≥ ∥x ◦∆s+ µ∆x ◦ x−1∥F − ∥∆x ◦ x−1∥F∥x ◦ s− µe∥

et comme ∥µ∆x ◦ x−1∥ = δx
µ
et ∥x ◦ s− σµe∥ ≤ θµ,

alors, l’inégalité précédente devient :

∥h∥F ≥ ∥x ◦∆s+ µ∆x ◦ x−1∥F − δx
µ
µθ

≥ ∥x ◦∆s+ µ∆x ◦ x−1∥F − θδx,

≥
√

∥x ◦∆s∥2F + ∥µ∆x ◦ x−1∥2F − θδx

=
√
δ2s + δ2x − θδx

≥ (1− θ)
√
δ2s + δ2x, (2.16)

où la deuxième inégalité découle de l’hypothèse ∥x ◦ s − σµe∥ ≤ θµ et la troisième inégalité

découle de relation (1.2) du fait que

(x ◦∆s)T (∆x ◦ x−1) =
1

2
trace

(
(x ◦∆s) ◦ (∆x ◦ x−1)

)
,

=
1

2
trace(∆sT ◦∆x),

=
2

2
∆sT∆x,

= ∆x
T
∆s = 0 ( de (a) du lemme 2.5.1). (2.17)

□

La preuve est complétée.

Le théorème suivant analyse le comportement d’une itération de notre algorithme.

Théorème 2.6.3. Soient θ ∈ (0, 1) et δ ∈ [0,
√
2r) sont données telles que ;

θ2 + δ2

2(1− θ)2(1− δ√
2r
)
≤ θ ≤ 1

2
. (2.18)

Supposons que (x; y; s) ∈ Nθ(µ) et soit (∆x; ∆y; ∆s) une solution du système (2.7), avec

h = σµe− x ◦ s et σ = 1− δ√
2r
. Alors, nous avons :

43



2.6. Analyse de la complexité

(a) x+T s+ = 1
2
(1− δ√

2r
)xT s.

(b) (x+; y+; s+) = (x; y; s) + (∆x; ∆y; ∆s) ∈ Nθ(µ
+).

(c) (x+; y+; s+) = (x; y; s) + (∆x; ∆y; ∆s) ∈ Nθ(µ
+).

Preuve.

• Nous prouvons le point (a).

De (c) du Lemme 2.5.1, on a :

x+T s+ =
(
1− α

(
1− σ

2

))
xT s,

= (1− 1 +
σ

2
)xT s,

=

(
1− δ√

2r

2

)
xT s =

1

2

(
1− δ√

2r

)
xT s.

• Prouvons maintenant le point (b), on définie :

µ+ :=
1

2r
x+T s+ =

(
1− δ

2r

)
µ, (2.19)

et soit (x; y; s) ∈ Nθ(µ), nous avons donc

∥σµe− x ◦ s∥2F ≤ ∥σµe− x ◦ s+ (σ − 1)µe− (σ − 1)µe∥2F ,

= ∥σµe− x ◦ s− σµe+ µe+ σµe− µe∥2F ,

= ∥(σ − 1)µe∥2F + ∥σµe− x ◦ s∥2F + ∥(σ − 1)µe∥2F ,

⩽ θ2µ2 + (σ − 1)2µ22r,

=
(
(σ − 1)22r + θ2

)
µ2,

= (δ2 + θ2)µ2. (2.20)

puisque ∥x ◦ s− σµe∥ ≤ θµ et h = σµe− x ◦ s, en utilisant le Lemme 2.5.2 et l’équation

(2.15), on trouve :

µ∥∆x ◦ x−1∥F∥x ◦∆s∥F ≤ ∥σµe− x ◦ s∥2F
2(1− θ)2

.

donc

∥∆x ◦ x−1∥F∥x ◦∆s∥F ≤ ∥σµe− x ◦ s∥2F
2(1− θ)2µ

. (2.21)

On définie

q+ := (1− α)x+ ◦ s+ − µ+e+ α2∥∆x ◦∆s∥F = q(1) = ∥∆x ◦∆s∥F .
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et en utilisent Lemme 2.5.1 avec α = 1 et les relations (2.14), (2.18), (2.19), (2.20) et

(2.21), on obtient :

∥q+∥F = ∥∆x ◦∆s∥F ,

= ∥∆x ◦∆s∥F∥∆x ◦ x−1∥F ,

≤ ∥σµe− x ◦ s∥2F
2(1− θ)2µ

,

≤ (δ2 + θ2)µ

2(1− θ2
,

≤ θ

(
1− δ√

2r

)
µ,

= θµ+.

Par conséquent,

∥x+ ◦ s+ − µ+e∥F ≤ θµ+ ⇒ d(x+, s+) ≤ θµ+. (2.22)

En utilisant le côté droit de l’inégalité (2.15) et les inégalités (2.18) et (2.20), nous avons

∥∆x ◦ x−1∥F ≤ ∥σµe−x◦s∥F
(1−θ)µ

≤
√
δ2+θ2

(1−θ)µ
≤
√
2θ(1− δ√

2r
) < 1,

où la stricte inégalité découle de θ ≤ 1
2
et 0 < 1− δ√

2r
< 1.

On peut voir facilement que ∥∆x ◦ x−1∥F < 1 implique que e+∆x ◦ x−1 ≻ 0, donc

x+ = ∆x+ x = (e+∆x ◦ x−1) ◦ x ≻ 0.

De l’inégalité (2.18), nous avons λmin(x
+ ◦ s+) ≥ (1 − θ)µ+ > 0, donc x+ ◦ s+ ≻ 0.

Comme x+ ≻ 0 et x+ et s+ sont des opérateurs commutent, nous concluons que s+ ≻ 0.

Utilisant la première équation du système (2.7), nous obtenons

Ax+ = A(x+ +∆x) = Ax+ A∆x = b, par conséquent x+ ∈ F0
p .

En utilisant la deuxième équation du système (2.7), nous obtenons

ATy+ + s+ = AT (y +∆x) + (s+∆s)

= ATy + s+ AT∆y +∆s = c,

par conséquent (y+; s+) ∈ F0
D.

Ainsi, de (2.22), on en déduit que (x+; y+; s+) ∈ Nθ(µ
+)

• Nous prouvons maintenant le point (c), on a :

µ+ :=
1

2r
x+T s+ =

(
1− δ

2r

)
µ. (2.23)
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et soit (x; y; s) ∈ Nθ(µ), nous avons donc

∥σµe− x ◦ s∥2F ≤ ∥σµe− x ◦ s+ (σ − 1)µe+ (σ − 1)µe∥2F ,

= ∥σµe− x ◦ s− σµe+ µe+ σµe− µe∥2F ,

= ∥(σ − 1)µe∥2F + ∥δµe− x ◦ s∥2F + ∥(σ − 1)µe∥2F ,

⩽ θ2µ2 + (σ − 1)2µ22r,

=
(
(σ − 1)22r + θ2

)
µ2,

= (δ2 + θ2)µ2. (2.24)

Puisque ∥x ◦ s− σµe∥ ≤ θµ et h = σµe− x ◦ s, en utilisant le Lemme 2.5.2 et l’équation

(2.15), on trouve :

µ∥∆x ◦ x−1∥F∥x ◦∆s∥F ≤ ∥σµe− x ◦ s∥2F
2(1− θ)2

,

donc

∥∆x ◦ x−1∥F∥x ◦∆s∥F ≤ ∥σµe− x ◦ s∥2F
2(1− θ)2µ

. (2.25)

On définie

q+ := q(1) = ∥∆x ◦∆s∥F .

en utilisant Lemme 2.5.1 avec α = 1 et les relations (2.18), (2.23), (2.24), (2.25) et (2.26),

on obtient :

∥q+∥F = ∥∆x ◦∆s∥F ,

= ∥∆x ◦∆s∥F∥∆x ◦ x−1∥F ,

≤ ∥σµe− x ◦ s∥2F
2(1− θ)2µ

,

≤ (δ2 + θ2)µ

2(1− θ)2
,

≤ θ

(
1− δ√

2r

)
µ,

= θµ+.

Par conséquent,

∥x ◦ s− µ+e∥F ≤ θµ+ ⇒ d(x+, s+) ⩽ θµ+. (2.26)

En utilisant l’inégalité du côté droit de la relation (2.8) et en utilisant (2.18) et (2.24),

nous avons
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∥x ◦ x−1∥F ≤ ∥σµe−x◦s∥F
(1−θ)µ

≤
√
δ2+θ2

(1−θ)µ
≤
√

2θ(1− δ√
2r
) < 1,

où la stricte inégalité découle de θ ≤ 1
2
et 0 < 1− δ√

2r
< 1.

On peut voir facilement que ∥∆x ◦ x−1∥F < 1 implique que e+ x ◦ x−1 ≻ 0, donc

x+ = ∆x+ x = (e+∆x ◦ x−1) ◦ x ≻ 0

De l’inégalité (2.18), nous avons λmin(x
+ ◦ s+) ≥ (1− θ)µ+ > 0, donc x+ ◦ s+ ≻ 0.

Comme x+ ≻ 0 et x+ et s+ sont des opérateurs commutent, nous concluons que s+ ≻ 0.

Utilisant la première équation du système (2.7), nous obtenons

Ax+ = A(x+ +∆x) = Ax+ A∆x = b,

et par conséquent x+ ∈ F0
P .

En utilisant la deuxième équation du système (2.7), nous obtenons :

ATy+ + s+ = AT (y) + x+ (s+∆s)

= ATy + s+ AT∆y +∆s = c,

et par conséquent (y+; s+) ∈ F0
D.

Ainsi, de (2.26), on en déduit que (x+; y+; s+) ∈ Nθ(µ).

La preuve est compète.

□

Corollaire 2.6.4. Soient θ et δ sont données dans le Théorème 2.5.2 et (x(0); y(0); s(0)) ∈ Nθ(µ).

Alors notre algorithme génère une suite de point {(x(k), y(k), s(k))} ⊂ Nθ(µ) telle que

x(k)
T
s(k) =

(
1− δ

δ−1
√
2r

)
x(0)

T
s(0), ∀k ≥ 0. (2.27)

De plus, pour ε > 0 une donnée, l’algorithme calcule une itération {(x(k); y(k); s(k))} satisfaisant

x(k)
T
s(k) ≤ ε au plus de K = O

(
δ−1

√
2r ln

[
ε−1x(0)

T
s(0)
])

itérations .

Preuve. Déterminer k qui vérifie x(k)
T
s(k)

T ≤ ε, équivalent à trouver k tel que(
1− δ√

2r

)k

x(0)
T

s(0) ⩽ ε, ∀k ⩾ 0.

qui est équivalent à

k ln

(
1− δ√

2r

)
≤ ln

ε

x(0)T s(0)
,

et comme

ln(1− x) ⩾ −x, 0 < x =
δ√
2r

< 1,
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cela est vérifié si ;

k(− δ√
2r

) ≤ ln(
ε

x(0)T s(0)
),

où de manière équivalente

k ⩾

[
δ−1

√
2r ln

(
x(0)

T
s(0)

ε

)]
.

Ce qui complète la preuve. □
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées à la résolution des problèmes de program-

mation du cône de second ordre (PCSO) par la méthode de trajectoire centrale (TC). Nous

avons associé au problème primal (P ) de (PCSO) un problème perturbé, noté (Pµ). En premier

lieu et par une nouvelle et simple technique, nous avons montré l’existence et l’unicité de la

solution optimale du problème (Pµ), ensuite nous avons montré que la solution du problème

perturbé (Pµ) converge vers la solution optimale du problème initial (P ) lorsque µ tend vers

zéro. Puis, nous avons prouvé, en appliquant une méthode simple et facile, la diminution de la

fonction objective sur la suite déterminée par notre algorithme.

Le problème (Pµ) étant strictement convexe, les conditions KKT sont nécessaires et suffisantes.

alors, nous avons utilisé la méthode de Newton qui nous a permet de calculer une bonne direc-

tion de descente et de déterminer une nouvelle itération, meilleure que celle d’actualité.

Pour calculer le pas de déplacement, plusieurs méthodes ont été proposées par les scientifiques

et les chercheurs. Y compris, méthodes de recherche linéaire, qui sont très coûteuses et imprati-

cables. Pour remédier ce problème, nous avons proposé dans ce travail une nouvelle approche :

nous donnons quatre nouvelles alternatives pour calculer le pas de déplacement par une méthode

simple, facile et techniquement beaucoup moins coûteuse. Enfin, nous avons analysé la conver-

gence de l’algorithme obtenu et montré que sa complexité pour les méthodes à pas court est

borné par O
(
δ−1

√
2r ln

[
ε−1
(
x(0)

T
s(0)
)])

itérations.
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51



BIBLIOGRAPHIE

[25] I. Lustig : Computatinal experience with a primal-dual interior point method for linear

programming, l*Linear Alg. Appl. 152 (1991) 191-222.

[26] H. Lütkepohl : Handbook of Matrices, Humboldt-Universität zu Berlin, Germany, 1996.

[27] L. Menniche, D. Benterki : Alogarithmic barrier approach for linear programming,

J.Comput. Appl. Math. 312 (2017) 267-275.

[28] L. Menniche :These Doctorat : Etude Théorique et numérique d’une classe de méthodes
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