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Introduction

Les méthodes de points intérieurs forment une classe d’algorithmes qui permettent
de résoudre des problemes d’optimisation convexes. Les méthodes de points intérieurs se
répartissent en plusieurs familles :

e La méthode affine.

e La méthode de réduction du potentiel (notion de barriere logarithmique, trajectoire
centrale).

e La méthode projective basée sur la transformation projective de R’ dans un simplexe
Sh-

Les méthodes de points intérieurs ont fait I’'objet de plusieurs travaux de recherches, ceux
effectueés par Den Hertog [7], Nestrov et Nemirovski [17], Roos, Terlaky, Vial [20], Ye, Tse
[22],...etc. Plusieurs algorithmes ont été proposé pour résoudre les probleme de program-
mation linéaire, par les méthodes projectives [10], les méthodes de trajectoire centrale [9]
et les méthodes barrieres logarithmique [4]. Les algorithmes développés ont été inspirés
par l'algorithme de Narendra Karmarkar, pour I'optimisation linéaire [8]. Cet algorithme
est le premier réellement efficace qui résout ces problemes en un temps polynomial. La
méthode des ellipsoides fonctionne aussi en temps polynomial mais est inefficace en pra-
tique. En utilisant une fonction potenciel, Karmarkar montre que son algorithme converge
apres O(ng + nlogn) itérations pour un pas de déplacement o = }1.

Depuis, plusieurs chercheurs s’intéressent a cet algorithme dans le but d’améliorer au

mieux son comportement numérique. Les deux éléments de base visés sont la direction de



Introduction

descente qui domine le colit du calcul a chaque itération et le pas de déplacement qui joue
un role important dans la vitesse de convergence. Pedberg [18] a pu réduire le nombre
des itérations & O(ng) itérations pour a = 3. De son coté Scherijver [21], en gardant
la méme fonction potentiel de Karmarkar a pu montrer que 'algorithme converge apres
_n log <Ctﬁ) itérations pour oy = —1—.
1 —log?2 £ (1+nr)
Ce travail est consacré a détailler les deux articles de Bouafia et al. [2, 3], ils ont proposé
deux nouveaux pas de déplacement permettant d’améliorer le comportement numérique de
I’algorithme de Karmarkar. Notre étude est d’ordre théorique, algorithmique et numérique.
Le mémoire présenté est organisé comme suit : Dans le premier chapitre, on présente des
résultats fondamentaux nécessaires pour notre travail : il s’agit de ’analyse convexe, la
programmation linéaire. Le deuxiéme chapitre est consacré a une breve étude des pro-
priétés fondamentales de la méthode de Karmarkar et sa variante de Ye-Lustig, puis on
propose les deux nouveau pas de déplacement et on montre que ces deux pas meilleurs
que celui de Scherijver. D’autre part, on donne les résultats de convergence amélioré par
rapport a celui de Scherijver. Enfin, on termine par des tests numériques sur plusieurs

exemples ol on montre qu’on a une amélioration légere du comportement numérique de

I’algorithme en question.



Chapitre 1

Préliminaires et notions

fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur ’analyse convexe, pro-
grammation linéaire. Nous rappelons également, les résultats du dualité, en programma-
tion linéaire.

Pour plus d’informations voir [14, 15].

1.1 Notions de convexité

Définition 1.1.1. (Ensemble affine)
Un sous ensemble D C R™ est dit affine si

Ve,ye DVYAeR: Az + (1 — Ny e D.

Définition 1.1.2. (Ensemble conveze)

Un sous ensemble D C R™ est dit conveze si
Ve,ye D: de+(1—Nye D, V\el0,1].
Définition 1.1.3. Un ensemble conveze de la forme
D={xeR": Az = b,z > 0},

ou A est une matrice de R™*™ et b un vecteur de R™, est appelé un polytope.



1.1. Notions de convexité

Définition 1.1.4. Un ensemble conveze de la forme
D={zxeR}: Alz < b}
est appelé un polyedre convexe.

Définition 1.1.5. (Ensemble borné)
Un sous ensemble D C R™ est borné, s’il existe k € R tel que la valeur absolue de chaque
composante d’un élément de D est plus petite que k, i.e., Vo = (x1,--- ,x,) € D,

\V/Z:L_TLE']CER+,I£L‘Z| Sk’
Remarque 1.1.1. Un polytope borné sera appelé polyedre convexe.

Définition 1.1.6. L’ensemble S,, est un n-simplexe, s’il est de la forme
Sp={zr eR}: Zmizl}.
i=1

Définition 1.1.7. (Fonction conveze)

Une fonction f: R" — R est convexe sur un ensemble convere D si

Définition 1.1.8. (Fonction affine)

Une fonction f: R" — R est affine sur un ensemble convexre D si
fQz+ (1 =Ny) =Af(z) + (1 =N f(y), Vo,y € D, VAR

Définition 1.1.9. (Fonction coercive)

Une fonction f: R" — R est dite coercive sur un ensemble convere D si

lim f(x) =+o0, Yz € D.

[|[| =00

Définition 1.1.10. (Combinaison linéaire conveze)
Un vecteur y € D C R" est une combinaison linéaire des points {xy, ..., z,}, s’il existe

des coefficients réels A\;, i € {1,--- ,p}, tels que

Yy = i/\lxi avec i)‘i =1.
i=1 i=1

10



1.2. Convexité et dérivée

1.2 Convexité et dérivée

Définition 1.2.1. Le gradient d’une fonction f : R" — R continument différentiable

évalué au point v € R™ s’écrit

_ (9f@) Of(x) . Of(@))
Vf(x) - < axl ) a];Q ’ ) 81'” .
Définition 1.2.2. Soient U un ouwvert de R™ et f : R® — R wune fonction deuz fois
différentiable en x € U dont toutes les dérivées partielles d’ordre deur sont définies en x,
alors la matrice

2
(V2 f(2)],; = g’j g;) i,j=1n.

est appelée la matrice Hessienne de f en x.

Définition 1.2.3. Soit f : R® — R une fonction continiment différentiable sur un

ensemble convexe D.

1. f est une fonction convexe sur D si et seulement si la matrice Hessienne V2 f(x)

est semi-définie positive, c’est-a-dire
Vo € D, y'V?f(z)y > 0,Vy € R".

Ou encore toutes les valeurs propres de V2 f(z) sont positives.

2. f est une fonction strictement convexe sur D si
Vo € D, y'V3f(x)y > 0,Vy € R" — {0}.

Ou encore toutes les valeurs propres de V2 f(x) sont strictement positives.

1.3 Formule de Taylor

Soient 2 C R™ ouvert, f: Q2 — R, a € Q et h € R™ tel que [a,a + h] C Q, alors
1) Si f e CHQ) alors

i) Formule de Taylor a l'ordre 1 avec reste intégral

f(a+h):f(a)+/0 (Vf(a+th),h)dt.

11



1.4. Programmation mathématique

ii) Formule de Taylor-Maclaurin a l'ordre 1
30 € [0,1], tel que f(a+h) = f(a) + (Vf(a+ 6h),h).

iii) Formule de Taylor-Young a I'ordre 1
fla+h) = f(a) +(Vf(a), h) + o([[h]]).

2) Si f € CQ)

i) Formule de Taylor a I'ordre 2 avec reste intégral
1
flath) = @) + (V1@ b+ [ (1= (V2o + th)h, Wyt
0

ii) Formule de Taylor-Maclaurin & I'ordre 2
30 € [0,1], tel que f(a+h) = f(a)+ (Vf(a),h) + L(V2f(a+ Oh)h, h).

iii) Formule de Taylor-Young & I'ordre 2

Flat h) = £(@) + (V(a), ) + 5(VF(a)h, ) + of [h]])

1.4 Programmation mathématique

Définition 1.4.1. (Probléme d’optimisation)
a) Un probleme d’optimisation sans contraintes s’écrit sous la forme
trouver z* € R" tel que
{ f(z*) < f(x),Vx € R™.
b) Un probléme d’optimisation avec contrainte s’écrit sous la forme
trouver xz* € D tel que
{ f(z*) < f(x).Yz € D,
Ou D & R™ appelé 'ensemble des contraintes.

Définition 1.4.2. (Programme mathématique)

Un programme mathématique (PM) est un probleme d’optimisation s’écrit sous la forme

(

hj(z) =0, j=1,m,
x €S,
\

min (oumax) f(x)

(PM)

12



1.4. Programmation mathématique

avec
D:SﬂDhj ﬂDgiﬂDf

ou f, g; et hy sont des fonctions définies de R" dans R.

e Un point x de D est appelé solution réalisable de (PM).

e D est l'ensemble des solutions réalisables de (PM).

e On appelle solution optimale de (PM), toute solution réalisable x réalisant le minimum

de f sur D, f(x) sera appelée valeur optimale de (PM).

Remarque 1.4.1. On classifie le probleme (PM) a partir des propriétés fondamentales
a savoir la convezité, la différentiabilité et la linéarité des fonctions du probleme. A ce
propos,

o (PM) est conveze si les fonctions f, g; sont convexes et les fonctions h; sont affines.
e (PM) est linéaire si la fonction f est linéaire et les fonctions g;, h; sont affines.

o (PM) est différentiable si les fonctions f, g; et h; sont différentiables.

Définition 1.4.3. (Minimum local)
Une solution réalisable x* est un minimum local de (PM) s’il existe € > 0 tel que
flz*) < f(x),Vx € B(z*,e) C D, ou B(z*,e) ={z € R": ||z — 2" ||[< €}.

L’ensemble des minima locauzx de (PM) est noté par
loc min f(z).

Définition 1.4.4. (Minimum global)
Soit f: D C R" — R, on dit que la fonction f admet un minimum global ( le probleme

(PM) admet une solution optimale globale) en x* € D si et seulement si
f@) = f(a"), Ve € D,
L’ensemble des minima globauz de (PM) est noté par
arg min f(x).
Remarque 1.4.2. On a toujours

arg ml%n f(z) Cloc mgn f(z).

13



1.4. Programmation mathématique

1.4.1 Existence et unicité de la solution optimale du probleme
(P M)

Théoréme 1.4.1. Si D un ensemble compact ( fermé et borné ) non vide de R" et f est

une fonction continue sur D, alors (PM) admet au moins une solution optimale z* € D.

Corollaire 1.4.1. Si D est un ensemble non vide et fermé de R™ et f est une fonction

continue et coercive sur D, alors (PM) admet au moins une solution optimale x* € D.

Théoréme 1.4.2. Si D un ensemble convexe non vide de R" et f est strictement conveze

sur D, alors (PM) admet une solution optimale unique.

1.4.2 Condition d’optimalité

Avant de donner les conditions d’optimalité de (PM), on exige que les contraintes
doivent satisfaire certains criteres dites criteres de qualification.

Qualification des contraintes

1. Si D est un polyedre convexe ( i.e., g; et h; affines ), alors par définition les

contraintes sont qualifiées en tout point réalisable.

2. Si D est convexe ( i.e., g; convexes et h; affines ) et intD # (), alors les contraintes

sont qualifiées partout. C’est la condition de Slater.

3. Une contrainte d’inégalité g;(z) < 0 est dite saturée ( ou active ) en z, € D si
gi(z*) = 0. De ce fait, une contrainte d’égalité h;(z) = 0 est par définition saturée
en tout point x € D. Les contraintes sont qualifiées en z* € D si les gradients de

toutes les fonctions contraintes saturées en x* sont linéairement indépendantes.

Définition 1.4.5. Le lagrangien du programme mathématique (PM) est défini par

Liw, A y) = f(2) + > Nigi(x) + > yihix), N € RV, y; € R.
i=1 =1

Théoréme 1.4.3. (Karush-Kuhn-Tucker (KKT))
Soit f : R®™ — R une fonction différentiable sur D, si x* est un minimum local du

probleme (PM), alors il existe des vecteurs y € R™ et A € R (dits multiplicateurs de

14



1.5. Programmation linéaire

Lagrange ) tel que

Vf(z*)+ 21 ANiVgi(x*) + Zlijhj(x*) =0,
= ji=

Aigi(a®) =0, i =Tn,

h](x*) = O, j = 1,m.

Si de plus, f, g; et h; sont convexes, les conditions d’optimalité précédentes sont a la fois

nécessaires et suffisantes pour que z* soit un optimum global pour (PM).

1.5 Programmation linéaire

La programmation linéaire dans R" traite la résolution des problemes d’optimisations
pour lesquels la fonction objectif et les contraintes sont linéaires et les spécialistes la
considerent comme étant la technique la plus utilisée dans la recherche opérationnelle.
Définition 1.5.1. Un programme linéaire (PL) est un systeme d’équations ou d’inéquations

appelées contraintes qui sont lincaires et a partir de ses contraintes on doit optimiser une

fonction également linéaire appelée objectif (économique) sous la forme

Opt(>_ cjzj)
j=1
(PL) Z aijl'j<§,:, Z)b“ 1= ,m,
j=1
x; >0, j=1,n

Ou bien sous la forme matricielle

Opt cx
(PL){ Az(<,=,2)b,
x>0,

tels que
e Opt = (max ou min).
n
o clx = cjx; estla fonction a optimiser.

j=1
o c € R" est le vecteur cott.

15



1.5. Programmation linéaire

e b c R™ est le second membre.

o A= (aij)i<i<m € R™™ est la matrice des contraintes.
1Zj<n

Exemple 1.5.1.

)
max (61 + 15xs)

X1+ T2 S 150,

T+ Xo Z 200,

[ T T2 > 0.

1.5.1 Formes usuelles d’un programme linéaire

Les programmes linéaire (PL) se présentent sous trois formes différentes sont

Forme standard

Un programme linéaire est sous forme standard si toutes les contraintes sont des

égalités, c’est-a-dire : il s’écrit sous la forme

Opt cx
Ax =0,

x> 0.
Forme canonique

Un programme linéaire est sous forme canonique si toutes les contraintes sont des

inégalités, c’est-a-dire : il s’écrit sous la forme

Opt cx
Az > b (ou <),

x> 0.
Forme Mixte

On dit que le probleme de programmation linéaire (PL) est sous forme mixte, s’il

n’écrit pas ni sous forme canonique, ni sous forme standard.

16



1.5. Programmation linéaire

Remarque 1.5.1. On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme

standard en introduisant des variables supplémentaires positives appelées variables d’écart.

Exemple 1.5.2.

4 .
min 5z, — 24

T — T2 > 1,

7.171 + 3.772 S 8,
—x1 + 69 = 10,
x1, T2 > 0.

\

En introduisant les variables d’écart x3 > 0, x4 > 0 dans la premiere et la deuxieme

contrainte, on met le probleme précédent sous la forme standard suivante

( min 9x1 — 229 + 023 + 024
T1— Ty — T3 = 1,
Ty + 329 + 24 =8,
—x1 + 6z9 = 10,

\ L1, T2, X3, T4 20

Théoreme 1.5.1. L’ensemble réalisable du probléme de programmation linéaire est un

polyédre conveze.

1.5.2 Dualité en programmation linéaire

La notion de dualité est un concept fondamental en programmation linéaire qui conduit
a un résultat de grande portée théorique et pratique (le théoreme de dualité faible et le
théoreme de dualité forte). Ainsi, étant donné un probleme de programmation linéaire
(P) appelé primal, on peut toujours lui associer un autre probleme appelé dual (noté par
(D).

Soit le probleme primal

min clx
(P) Az =1,
x>0

17



1.5. Programmation linéaire

Son dual est écrit sous la forme

max by
(D) Ay <c,

y € R™.

Le probléeme linéaire (D) est tres lié au probléme linéaire (P), on remarque que

e La matrice des contraintes de (D) est la transposée de la matrice des contraintes de
(P).

e Le vecteur cout de (P) est le vecteur de second membre de (D) et vice-versa.
Définition 1.5.2. (Définition du dual dans le cas général)

Em'dement, on peut définir le dual d’un probléme linéaire quelconque (pas nécessairement

sous forme standard), le tableau suivant résume les correspondances entre primal et dual

et permet d’écrire directement le dual d’un probleme linéaire quelconque.

Primal Dual
Fonction objectif (min) Second membre
Second membre Fonction objectif (max)

A matrice des contraintes | A® matrice des contraintes

Contrainte 7 > Variable y; > 0
Contrainte ¢ = Variable y; < 0
Variable z; > 0 Contrainte j <
Variable z; < 0 Contrainte 7 =

TABLE 1.1 — Relation primal-dual.

Remarque 1.5.2.
1. Le dual du probléeme dual (D) est le probleme primal (P).

2. On peut transformer un probleme de maximisation a un probleme de minimisation
il suffit d’écrire max f = —min(—f).
Théoreme 1.5.2. [14] (Dualité faible)
Si x et y sont des solutions réalisables de problémes (P) et (D) respectivement, alors

ctx > bly.

18



1.5. Programmation linéaire

Théoréeme 1.5.3. [14] (Dualité forte)
Six* et y* sont des solutions réalisables de (P) et (D) respectivement tels que b'y* = c'x*,

alors x* et y* sont des solutions optimales des probléemes (P) et (D) respectivement.

19



Chapitre 2

Algorithme de Karmarkar et ses
propriétés pour la programmation

linéaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse a une méthode de points intérieurs de type projectif,
ou on donne une description générale de la méthode classique de Karmarkar [8] et la

variante la plus utilisée traduite par Ye-Lustig [13] ainsi que les résultats de convergence.

2.1 Probleme linéaire traité par Karmarkar

Dans son article [8], Karmarkar traite le probleme suivant, sous la forme réduite
minclz = 2* =0

re S, ={reR} e x=1}

. 1 . e
Ayant comme solution réalisable le centre du simplexe S,,, 2° = —.
n

Tels que
o c € R" est le vecteur cott.
e A est une (m x n) matrice réelle de plein rang (rang(A) = m < n).

ec,=(1, ...,1) e R™.

20



2.1. Probléme linéaire traité par Karmarkar

2.1.1 Transformation de Karmarkar sur S,

Cette transformation est définie a chaque itération par

T, : S, — Sh,

D 'z

r = y=T(z)= —2,
Yy k( ) ef’ngll_

tel que

Dy, = diag(z") est une (n x n) matrice diagonale avec les éléments diagonaux sont les

composantes de z*.

Comme la transformation 7}, est inversible nous avons

Dyy
et Dy’

=T, (y) =

La transformation T}, applique le simplexe S,, dans lui méme, en méme temps l'itéré 2% > 0
est envoyé au centre de S, le transformé du programme linéaire (PK) est le programme
fractionnaire suivant
min (Dyc)' y
(PKT)q ADyy =0,
yeSy={yeRy, ey=1}

Qui peut s’écrire aussi sous la forme

min (Dyc)'y
ADy, 0
(PKT) Y= )
el 1
y=>0

Le probléeme transformé (PKT) est aussi mis sous la forme réduite de Karmarkar.

Lemme 2.1.1. [11] Si pour un programme linéaire donné on connait une solution réalisable
Y0, tel que (y? >0, i = 1,m), alors lellipsoide

E:{yeR”:ZM§52, 0<5<1},

0)2
i—1 (v7)

est dans l'intérieur de l’orthant positif de R™.

21



2.1. Probléme linéaire traité par Karmarkar

D’apres le lemme précédent, si on ajoute au probleme (PKT) la contrainte

1
yeR": [[y—2'<ar,otl0<a<letr= ﬁ (le rayon de la sphere),
n(n —
alors la contrainte de positivité y > 0 devient redondante. On obtient alors le probleme
(
min(Dyc)'y
ADky = 0,
(PO) ¢
ety =1,
0|2 2
[ [Ty —27]°< (ar).

Théoréme 2.1.2. La solution optimale du probléme (P0) est donnée explicitement par

Yp = 20— ardy,

ol dy, = Hp—k” et pr = Pg,(Dyc) ( la projection du vecteur (Dyc) sur le noyau de By) et
Dk
AD
B.= """
€
Démonstration.

Posons x = y — 2°, alors Bz = 0, ot By, est la matrice des contraintes de (P0).

(P0) est alors équivalent au probléme suivant

min (Dyc)' z
(PO)§ Bz =0,
[l*= 320, 2 < (ar)®,
D’apres (K KT), on a z* est une solution optimale de (P0) si et seulement s'il existe
A€ R et u >0, telle que

Dyc+ B\ + pz* = 0. (2.1)

En multipliant les deux membres de (2.1) par By, on trouve
By Dyc + By BiA + uBax* = BiDyc + BiBiA = 0 (puisque Byz = 0),
alors

A= —(BkB]tg)_l(BkaC),
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2.1. Probléme linéaire traité par Karmarkar

d’ou en substituant dans (2.1)

1 1

mais z* vérifie

| l= Il ell=ar,

ce qui implique

L ar

po ol
alors

ot = —ar2E
Il pell’

finalement,

ykzy*:xo—ar Pk .
| Dl

2.1.2 Algorithme de Karmarkar

Début Algorithme
Initialisation

e > 0 (le parametre de précision) ;

en:(L 71)a
xoze—n;

n
k=0;

Tant que (c'z¥) > ¢ faire

1. Construire
Dy, = diag(wy);

AD;,
By, = ;

t

en
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2.1. Probléme linéaire traité par Karmarkar

2. Calculer

Py, = [I — BL(ByB.) ' Bi] Dyc (la projection du vecteur Dyc sur le noyau de By);

dp = Dk (la direction) ;

H pk”

y* =20 — ardy ot 0 < a < 1 ( le pas de déplacement) et r =

1

Vvn(n—1) ;

3. Prendre
k
g = T (yk) = = lg?:yk (on applique la transformation inverse pour obtenir
itéré z*+1);
k=k+1,;

Fin Tant que

Fin Algorithme.

2.1.3 Généralisation de I’algorithme de Karmarkar

On peut ramener un programme linéaire générale quelconque mis sous la forme stan-

dard suivante

*

min ctx = 2
x>0,

sous forme réduite de Karmarkar.

Remarque 2.1.1.

1) Sila valeur optimale z* est non nulle, alors I'égalité et x = 1 permet de se ramener
a un objectif nul. En effet, soit x* une solution optimale du probléme et z* la valeur
optimale de lobjectif, alors c'a* = z* = z*elx* = (¢ — 2%e,)'a* = 0 et pour le
systeme de contraintes Axr = b,b # 0, on se raméne facilement a un systéme

homogéne, il suffit d’écrire Ax = bel x —> (A — bel)x = 0.

2) Si z* nest pas connue, il eziste des techniques d’approximation fiables permettant

de remplacer z* par des bornes inférieures ou supérieures convenables.
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2.1. Probléme linéaire traité par Karmarkar

Pour ce faire, Karmarkar [10] a utilisé la transformation projective suivante
Ta : R1 — Sn+1
r = y="T,(x),

telle que

CRESRON

| Yntr = 1= 22 i

Le probleme (PL) se transforme via la transformation 7, au probleme linéaire (PLT)

suivant
min(c)'y =0
(PL1){ Aty =,
Y€ S ={yeR e y=1}.
Ou
e a=(ay,as,...,a,)" est une solution strictement réalisable de (PL).

e D, = diag(a) est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les composantes
du vecteur a.
o A'=[AD,, —b] € Rmx(n+1),

o ¢ =[(Dyc)t, —z*|t € R*HL

Yn+1

Remarque 2.1.2. La transformation T, est inversible et on a

_ D,y[n]

yn+1

Dans ce qui suit, on donne I'algorithme de Ye-Lustig appliqué pour z* inconnu.
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2.1. Probléme linéaire traité par Karmarkar

2.1.4 Algorithme de Ye-Lustig

En utilisant la transformation T}, et en remplacant la contrainte y > 0 par la sphere

S (Z’jj , ar), on obtient le probleme suivant

/ t

(PY){ By =0,

t _
€n+1y - 17

[y = 555 1P< (ar)?.

Ot By, = [ADy, —b] € Rmx(n+1),

Algorithme de Ye-Lustig

Début algorithme
Initialisation
E=0:2">0;¢e>0;

| Poll= (1 + ) |e'2°);

Tant que (w > 5) faire

|t
1) Construire

Dy, = diag(xy) ;

2) Calculer

DkC

Py = [I — Bj(BxB},) ™' By ;
ok

Py,
dy = ——;
17
k_ _ d
Y nt1 ardg, 1
ou 0 < a <1 ( le pas de déplacement ) et r = ———
n(n —1)
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2.1. Probléme linéaire traité par Karmarkar

3. Prendre
Dyy¥n
g = TN (yF) = 22—[] (on applique la transformation inverse pour obtenir
n+1
itéré x*+1);
k=Fk+1;

Fin tant que
Fin algorithme

Remarque 2.1.3.

1) Le pas de déplacement o peut étre fixé durant l'exécution. Karmarkar a pris le pas
de déplacement entre 0 et 1. Ceci assure que tous les itérés restent a l'intérieur du

simplexe et permet de montrer la convergence polynomiale de [’algorithme.

2) Du point de vue numérique, il s’aver que plus «v est grand plus ’algorithme converge
vite (v peut étre > 1). Pour cette raison plusieurs chercheurs suggérent d’utili-
ser des pas variables moyennant les méthodes de recherche linéaire. Ces méthodes
consiste a effecteur une recherche linéaire suivant la direction (—dy) minimisant
approzimativement la fonction ¢(a) = f(%> + ardy), ou f est la fonction potentiel
de Karmarkar, malheureusement ces procédures sont couteuses et inapplicable dans

les probleme de programmation semi-définie linéaire.

3) D’autre part, pour améliorer les résultats théoriques portés par Karmarkar sur «,
Bouafia et al. [2, 3] ont utilisé des pas qui dépendent de la taille du probléeme
( travauz de Schrijver [21], et Padberg [18] ).

Dans ce qui suit, on donne le théoréme de convergence polynomiale de [’algorithme de

Karmarkar.

2.1.5 Convergence

Pour étudier la convergence polynomiale de I'algorithme, Karmarkar a utilisé la fonc-
tion potentiel définie sur D, par

o)=Y tos ()

=1

= nlog(c'z) — Z log z;.
i=1
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2.1. Probléme linéaire traité par Karmarkar

D,={z €R":2>0,Az=0,e\x =1}

Lemme 2.1.3. [11] Soit y* une solution strictement réalisable pour (PKT), alors on a

ct Dy 1 r )
D, < 1—ozn_1 = (1—0[;{) :(1—am’),

1 —1
tel quer = ———=, R = 1 et 0 < a< 1.

Vn(n —1) n

Théoréme 2.1.4. (Théoréme de convergence de Karmarkar) [8]

Si0<ac< T alors en partant de 1° = %", apres O(ng + nlogn) itérations, l'algorithme
trouve un point réalisable x tel que
1) dfx=0.
Ou

t
c'x . L .
2) — <279 ou q est une précision fizée.
cta?

Remarque 2.1.4. Dans ces travauz, Padberg [18] a pu améliorer la convergence de l’al-
gorithme classique de Karmarkar en modifiant la fonction potentiel de Karmarkar ainsi

ctx

PN
(ITm i)
Définie sur
D,={z€R":2>0Ar =b,ex =1}

Dans le lemme suivant, Padberg [18] a montré la convergence de son algorithme.

Lemme 2.1.5. [18] Pour 0 < o < 1 et y* défini par lalgorithme de Karmarkar, nous

avons

3=

(07

1+

1 1 -1

n klg « 1ﬁoz , nz3
n(Hi:lyi)n L+

n—1

1
Et a montré que pour un pas de déplacement o, = 1 lalgorithme converge apres O(nq)

itérations.

Théoreme 2.1.6. [21] Shrijver a montré que pour as = T , lalgorithme converge
nr

. n den\ . ..
apres log eérations.
1 —log?2 €

1

Vnn—1)

Tel que n est la taille du probléme (PL) et r =
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

2.2 Amélioration de la convergence de ’algorithme

de Karmarkar

Vu que le calcul du pas de déplacement joue un role important dans la vitesse de
convergence de l'algorithme, pour cette raison Bouafia et al. dans [1, 2, 3] ont proposé
deux nouveaux pas de déplacement, meilleurs que celui introduit par Schrijver [21].
Dans cette partie, on s’intéresse au développement du pas de déplacement.

Avant cela, nous avons besoin des lemmes, utilisé par Schrijver [21], pour facilité au lecteur
la compréhension des propos établis le long des différents preuves.
Lemme 2.2.1. [20] Soit v, une fonction définie par
U, o ]=100[" = Ry
x = Up(z) =ex =" log(l+ ;).
Alors, pour ||z|| < 1, on a

Un(=llzl)) = ¢n(—x).

Lemme 2.2.2. [11] Soit 2* le k-iéme itéré de l'algorithme de Karmarkar, alors

ctk

—— < (exp [f(a") — f(z")])

ctgd —

3=

e
Ou f est la fonction potentiel du Karmarkar et 2° = —

Démonstration.

On a

n n Ctaj'
=nlogde — > logz, = Y 1
f(z) =nlogcx 2 ogx 2 Og(%)’

alors
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

donc

d’ou

(425) =[] oo - e

ctxd ]
=0

Si [ITi mcﬂ% <1, alors (iifcs) < [exp (f(a") - f(xo))ﬁ‘
En effet,

1
pour démontrer que [H?:o m:f] n <1, on utilise la fonction

f o S,—{0} — R"

z® —  —log(a®),
on a
! 1 1 1
/ (xk) I = f ($k> - (:L’k)2 >0

comme f est convexe, c-a-d
F Oy hiak) <SS Xf (af), telle que Y7 X\ =1et 0 <)\ <1,

en particulier

alors

donc

ce qui implique
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

alors
d’ou
ce qui donne

finalement

Ce qui complet la preuve. [

Lemme 2.2.3. [20] Si x € D,, alors
cr <exp (La:)) .
n

Lemme 2.2.4. [20] A chaque itération k, la fonction potentiel diminue de la quantité

suivante
Vk € N, f(z") - f(a*) = -4,

telles que

¢ n
k41 =1 (& _ ¢ Dyen k
" =T, (y ) et A =nlog Dy + ;:1 log v,

2.2.1 Premiere amélioration du pas de déplacement

Cette partie est consacré a I’étude de la complexité de I’algorithme de Karmarkar avec

le nouveau pas du déplacement de Bouafia et al. [1, 2].

Théoréme 2.2.5. [1] Si

5+ nr?
ay = ,
M5y (54 nr?)nr
) , . n cle, L
alors l’algorithme de Karmarkar est converge apres 5 log itérations.
nr €
1—log2+ —
og2+ 10
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

Pour prouver ce théoreme, on a besoin des lemmes suivants.

1
Lemme 2.2.6. [20] Si0 < a < —, alors
nr

A > an®r? + iy <—Oz}%) — 1 (—anr),

-1
ot R= /2"~
n
Lemme 2.2.7.
P 5+ nr? ; 1
our oy = et ag = on a
M5+ (54 nr?)nr S

a) ap > Qg
b) 1 (—apymnr?) > taym?rt.

c) A >4y (Enr(5+nr?)).

Démonstration.
a) Onar= m>06tn>0, alors
5+ nr? > 5,
donc

(5+nr?) + (5+nr*) nr > 5+ (5+nr?) nr,
ce qui donne

(5+nr®) (1+nr) > 5+ (5+nr?) nr,

alors
5+ nr? . 1
54+ GB4+nr2)nr - 1+nr’

d’ott

apn > Qg.

b) On a d’apres le Lemme 2.2.1

Yi(o) = eha — > log(1+ ;) = & — log(1 + o).

i=1
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

donc
i (—annr?) = —aynr? —log(1 — aynr?),
on a
0 < aynr? <1,
alors
(apnr?)?
log(1 — aymnr?) < —aymr? — —y (d’apres le développement de Taylor),
d’ou
2)2 22,4
1 (—anmr?) > —aymnr® — (—aymr?) + mM;W ) = QM;Z - ;
comme oy > (g,
a2t
1 (—anr?) > M2 as,
on a
1 1 1
oy = — _ |
1+nr i —~
n(n —1) n—1
pour tout n > 2,
2n > 2 +n,
alors
9> "
“n-—-1
donc
1 > 1 - 2
as = =
’ 14 no 1442 5
n—1
d’ou
aMn2r4 2 B CYMTL27“4

Uy (—apmr?) > 5 F = E

Du Lemme 2.2.6 A > an?r? + n@bl(—a%) — 1 (—anr),

1 —1
telque 0 <a< —et R= n ,
nr

on a
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

alors
A > an®r? + niy (—anr?®) — i (—anr),
en particulier & = a; et d’apres b),

1
A > aymr? —I—n(5aMn ) — 1 (—apymr),

on a
92, 1 2,4
ayn’r —i—n(gaMn r*) — ¢y (—anr)
1
= apyn’r® + gnTZ(aMn2r2) + aynr + log(1 — aymnr)

1
n*r? + 5nr2( 2r?) + nr)ay + log(1 — aymnr)

—~

1 5+ nr? 5+ nr?
=—(5 22 log(1 —
5(nr + )+nr)5+(5+nr2)m’+0g( 5+(5+nr2)nrnr>
1 5+ nr? 5
= Znr(5 2 5 1
5 r(nr 4 nrt(nr) + >5+(5+nr2)nr + 108 (5+(5+nr2m‘))
1 5+ nr? 5
S 5 Y15 1
5n r(nr(5 +nr%) + )5—1-(5—1—717“2)717“+ 8 <5—|—(5+nr2m’)>

5)
54 (5 +nr2n;)

1
= gm’(5 + nr?) + log

= Sur(5 -+ mr?) —log(1 + (54 nr?0)) = v (gnr(s + mr?)),

d'out A > ¢y (nr(5 4 nr?)).

Démonstration du Théoréme 2.2.5.

D’apres le Lemme 2.2.7 ¢), nous avons
1 nro I
A >y nr(5+m’) :w1<nr—l—€nr>>w1 1+gnr ,

car nr > 1 et 1y est croissante,
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

d’autre part

1 1 1
(0 (1 + gnr2> — (1) =1+ gnr2 — log <1 +1+ gnr2) —1+1log2

1
= 5n7°2 + log
9 4“2
+ 5m“
1 1
= gm“2 — log (1 + EnTZ) )
on a
Lo, Lo,
log 1+Enr < o car log(1+xz) <z, Vx€]0,1],
donc
1 1 1
(0 (1 + gm“Q) — (1) > gnr2 - l—om’Q,
d’out
1
A > ’l/}l(l) + 1—0717”2, (22)

d’autre part, du Lemme 2.2.4

de (2.2)
) = 1 < = () + gyt
d’ou
zz:; (Fl) = f@™) < = ; (1/11(1) + 1—1()nr2> )
donc

nous avons
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

alors

) < =k (1) + o) + 152,

donc

flz®) < —k (wl(l) + %Omﬂ) + nlog <ct%n> — ;log%,

ce qui donne

1 t
F(2¥) < —k (1/)1(1) + Enr2) + nlog (c'e,)

n n

d’apres le Lemme 2.2.3

b < exp (—k(@bl(l) + 1—10717“2) + nlog (cten)) '

n

L’algorithme converge si c'z* < e (¢ > 0, plus petite), donc on cherche k le nombre des

itérations qui vérifie

1
—k (wl(l) + Emﬂ) + nlog (c'e,)
exp - <e,

qui ce implique

—k (wl(l) + %mﬁ) +nlog (cte,)

n

log exp < loge,

alors

1
—k (¢1(1) + Em’Z) < nloge —nlog (c'e,)

1 cte
1) + —nr? ] o
k(wl()+10n7")>nog( . ),

comme (1) =1 —log2, alors

t
k > z - log (C e”) : (2.3)

donc

Donc ctz* < ¢ si k vérifie (2.3). |
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

Remarque 2.2.1. D’aprés la preuve du Lemme 2.2.7b), on a
1
A > ayn’r? + 5aMn — 1 (—apynr), en effet

on pose
1

o(a) = an®r? + 5an rt —apy (—anr),
5 + nr?

la fonction ¢ définie sur [0, X atteint son mazimum en un point unique ayy = ,
f ¥ ﬁ [ nr} p 1 M nr(5+m“2) +5

d’ou
5+ nr?
nr(b+nr?) +5

ay = arg max p(a) =

[0.77]

¢@W>_ﬁﬁﬁ@@»:@(nm;:222+5>

)

d’apres le lemme 2.2.7 b)

A >y ( nr (5 + nr )) = p(anr) > pla),

1.€.,

1
A > p(a), Vae}o,—[,

nr

on conclut que pour o = aypyr on a une réduction mazimale de f(x*),

(car f(z*) = f(z*71) = —A).

2.2.2 Deuxieme amélioration du pas de déplacement

Dans cette partie, on donne dans le théoreme suivant un nouveau pas de déplacement
% < ap < 1 ( Bouafiaet all [2, 3]). Qui permet de réduire le nombre d’itérations nécessaires
pour la convergence de I'algorithme de Karmarkar.

Théoréme 2.2.8. [3] Pour

“BT o, 1

2
1—10g2+%

t
n c'e

l’algorithme de Karmarkar converge apreés log ( n) itérations.
€
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2.2. Amélioration de la convergence de I'algorithme de Karmarkar

Remarque 2.2.2.

1
[ ] OéB>§.

1 2
o Uy 1+m) 21—10g2+%, en effet

o (14— T o242
= —lo
! n—1 n—1 & n—1)"
1

on pose r = T
/,’L_

et comme

2
log(2 4+ x) — log 2 = log <¥) = log (1—1-{) < g, pour 0 < x < 1,

2
alors
—log(2 +z) > —g — log 2,
d’ot
1 [ 1+ L >1+ ! L log 2
! n—1)= "hn-1 2m-1) &%
d’autre part
1 s 1 9 1
r= r = nre = ,
n(n—l) n(n—l) n—1
d’ot ,
1
P | 1+ Zl+nr2—ﬂ—10g2,
n—1 2
alors )
1
o 1+ >14+ 7 og2.
n—1 2

Pour prouver le Théoreme 2.2.8, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.9. [3/ Pour 0 < a < 1 et y* défini par l’algorithme de Karmarkar, nous
avons
a) 3y log(l — anrdf) > (n — 1) log(1 + Ll) + log(1 — o).
n J—
2

n onaAzl—logQ%—m.

b) P —ap=——
) Pour a = ap 51 5
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Démonstration.

a) D’apres le Lemme 2.1.5, on a

] o n
1 1 +n—1
1 < I8 1 ; n >3
YA 1 -
n(Hz:lyz) +n_1
alors )
i (1—a)"
k > (1 @
n(lI%) _( +n—1 o \7
= 1
(1+555)
d’ou )
n n 1 1
I =- = (1 —a),
=1 n 1+ o "
n—1
donc
ﬁ L P n_1(1 )
— — o
z—1yl n" n—1 ’
alors

ce qui donne

Zlog (yF) > —nlogn+ (n —1)log (1 + Ll) + log(1 — a), (2.4)
n —
i=1
on a
y* = En _ ard”,
n
alors
1
yr = — — ardr,

ce qui donne
1 ky =1 S
0g(y;) og( "
d’ou

Z log(yF) = —nlogn + Z log(1 — anrd?),
i=1

i=1
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alors (2.4) devient

E log(1 — anrd?) > (n —1)log (1 + = 1) +log(1l — a).
n_
i=1

D’ou le résultat.

b) D’apres Lemme 2.2.4, on a

CDkn

A =nlog Dy —|—Zlogyz

et du Lemme 2.1.3, on a

CtDk—
alors
‘D 1 Dk 1 1 1
o1 (en) 1, 1y 1
Clgn N\ tp, " n n— n
d’ou
c'Dye, 1
A Dyyk ~ | — o 1 ’
n—1
alors
‘D 1
nlog € ZkCn > nlogn+nlog | ————— |,
CtDkyk 1 1
—«
n—1
ce qui donne
A = nlog S D¢ 1 >nl 1 ! nl y
_nOgctD —i—Zogyz nlogn + nlog T —l—gogyi,
n—1 -
donc
1 n
A > nlogn + nlog — |t —nlogn—i—Zlog(l—am“df)
-« 1 i=1
n_
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d’apres le Lemme 2.2.9 a) on a

1
Aznlog | ———— +(n—1)log<1+il)+log(1—a)
1 -« e
n—1
1 1
1 -« 1 -«
n— n—1
donc
1+ 0‘1 N
A>(n—1)log | —25— —10g(1——1)+10g(1—a), (2.5)
1— n—
n—1
pour 0 <z <1,ona
1
log<1+—x)22:ﬁet —log(l —x) >z,
alors
«
1+
1 « a !
log [ — 2= >2 t —log(1— >
o8 1@ - <n—1)e og( n—1>_n—1’
n—1
I'inégalité (2.5) devient
« o'
A>2n—1 log(1 —
> 2001 (2 ) + g o1 -,
d’ou
1
A > (2 + 1) a+log(l — a), (2.6)
n_
n

pour o = apg = (2.6) devient

on—1’

41
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24 1 n ) 1 n _2n—1 n . n—1
n—1)om—1""% m—1) n—12n—1 " ®lan_1
n | 2n—1
= —lo
n—1 & n—1
1 1
=14+ ——1 24—
+n—1 og( +n—1>

1
21/11(1‘1‘”_1),

Az%(w ! )

n—1

alors

d’apres la Remarque 2.2.2, on a

2
A21—10g2+%.

Démonstration du Théoréme 2.2.8.
D’apres le Lemme 2.2.4
F@*h) — f(a¥) = A VE e N7,

alors
2
Fa*Y) = f@*) > 1—log2 + %,wf e N*,

2
(1—10g2+%>,
1

f(z®) = f(a®) < —k (1 —log2+ "—T2> ,

par conséquent
k

Do fa) = fa) < -

=1 i

-

ce qui donne

2
donc
nr?
fla®) < —k (1 —log2+ T) + f(2%),
comme 70 = < et f(z) =nlog(ctz) — > "  logx;, on a
n

f(z) = nlog (cten) ,
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alors
2

Fla®) < —k (1 “log2 + %) +nlog (ce,)

2
—k (1 —log2 + %) + nlog (c'ey)

bl

f(a*)

n n

cr < exp (%w)) ,

d’apres le Lemme 2.2.3, on a

2
—k (1 —log2 + %) +nlog (c'ey)
e < exp

n

Rappelons que I'algorithme converge lorsque c'z* est inférieur & € (¢ > 0 assez petit). 1l
suffit de chercher k vérifie

2
—k (1 —log2 + %) + nlog (cle,)

exp <ég,
n

ce qui donne

2
—k <1 —log2 + %) +nlog (c'ey)

< loge,
n

alors

nr?
—k <1 —log2 + T) < nloge —nlog (cten) ,

2
—k 1—log2—|—ﬂ < nlog c ,
2 cte,

t
k> “ 5 log (c en> : (2.7)
nr g
1-— 10g2 + T

Donc clz* < e, si k vérifie (2.7). |

ce qui conduit

alors
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Chapitre 3

Expérimentations numeériques

Dans ce chapitre, nous présentons des tests numériques dans un cadre comparatif entre
les trois pas de déplacement ag, ajs et ap en utilisant 1'algorithme de Ye-Lustig.
Les exemples testés sont pris de la littérature [2, 6] et sont réalisés en langage MATLAB
R2008b sur Intel(R) Core(TM) i3-3110M CPU @ 2.40 GHz avec RAM 4.00 Go, avec une
précision € € [107¢,107].
On désigne par
e a5 le pas de déplacement de Schrijver.
e o le pas de déplacement de (Bouafia et Benterki).
e ap le pas de déplacement de (Bouafia, Benterki et Yassine).
e i : Le nombre d’itérations.
e t : Le temps de calcul en secondes.

e (m,n) : la taille des exemples testés.
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3.1. Exemples a taille fixe

3.1 Exemples a taille fixe

Voici le programme de 'algorithme de Ye-Lustig.

clear all:;

o le;

[ A,b,c,=x0 71 = donnei{ |:

[m n] =si=z=(4) ;

eps=0.000001:;

r=1/ (sgrcin*i{n—1) ) =

alpha=n/ (Z2*n—1) :

nPO={1l4=ps) *abs (o' *=x0) ;

nPk=nk0O:;

xk==0;

k=0;

tic

while nPk/absic!' *xk) >=ps
DiE=diag(=xk) :
Ek=[A*Dk -k]:
u=EBEk*Ek' ;
d=eve (n+l) —(Bk' *inwiu) ) *Ek:
g=[DkE*c;—c' *xk] :
PE=(J*g) :
dk=Pk/normiPk) :
vk=(onesin+1l,1)/ in+1) ) —alpha*r*dk:
YT=vkin+1l) :
vn=vkil:n) :
*k=({Dk*gn) /Y:
z=c' Tuxlk;
nPrk=normiPk) :

k=k+1:;
=nad
too
disp k) :

dispi=z):

Exemple 01
-1 10 t t
A= ,b=(1,2),c=(—2,—4,0).
1 11
oc =105,
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3.1. Exemples a taille fixe

e La solution strictement réalisable initiale
2% = (0.193812, 1.193810, 0.612381).
e La solution optimale trouver pour les trois pas de déplacement
x* = (0.5000, 1.5000, 0.0000) .
e Valeur optimale trouvée pour les trois pas de déplacement
z* = —7.0000.
Exemple 02
1 12 1 18 0
t t
A=1|3 -1 15 -2 1|,b= (9.31,5.45,6.60) , = (1, —1.5,2, 1.5,3) :

-1 2 -3 4 2

oc =105,

e Solution strictement réalisable initiale

20 = (2.797350, 1.242208,1.149637, 2.151306, 0.878306).

e La solution optimale trouver pour les trois pas de déplacement
x* = (3.4194, 4.9089, 0.0000, 0.0000, 0.1008) .

e Valeur optimale trouvée pour les trois pas de déplacement

2" = —3.6415.

Exemple 03

1 -1 19 125 12 04 —-0.7 1.06 1.5 1.05
t
A=113 12 015 215 1.25 1.5 04 152 1.3 1 |[,b= (11.651, 16.672,21.295) )

1.5 -1.1 35 125 18 2 19 12 1 -1

t
c= <—0.5,—1,0,0, —0.5,0,0,—1,—0.5,—1) .

e =106,
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3.1. Exemples a taille fixe

e Solution strictement réalisable initiale

2% = (1.475426,0.868316,1.752137,1.637813, 1.560784,

1.926482,1.538978, 1.416004, 1.223422, 0.728767).

e Solution optimale trouvée pour les trois pas de déplacement

x* = (0.0000, 10.3911, 10.1172, 0.0000, 0.0000, 0.000, 0.0000, 0.0000, 0.0000, 2.6851).
e Valeur optimale trouvée pour les trois pas de déplacement

2" = —13.0762.

Exemple 04

0 0 -1 000O0O0OO0OT1Q0

0 0 0 1 00O0O0O0TO0OT1
t t
b= <5,4, —4.1779,0,0,0, 0) y €= (—1,—3,1,—1,0,0,0,0,0,0,0) :

o c =106,

e Solution strictement réalisable initiale

2% = (0.130437, 1.421849,0.709742, 0.000010, 1.316122, 0.055277,

0.082906, 0.130437, 1.421849, 0.709742, 0.000010).

e Solution optimale trouvée pour les trois pas de déplacement
x* = (0.0000, 1.6889, 0.6223, 0.0000, 1.0000, 0.0000, 0.0000, 0.0000, 1.6889, 0.6223, 0.0000).
e Valeur optimale trouvée pour les trois pas de déplacement

2t = —4.4444.
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3.2. Exemples a taille variable

Le tableau suivant résume les résultats obtenus pour les différentes pas de déplacement.

Alternative Alternative Alternative
Exemple | Taille(m,n) . . .
utilisant ag utilisant o, utilisant ap
01 (2,3)
t = 0.007550s | t = 0.007514s | t = 0.007362s
k=27 k=26 k=23
02 (3,5)
t =0.007983s | t = 0.007848s | t = 0.007776s
k=45 k=45 k=42
03 (3,10)
t = 0.009151s | t = 0.009292s | t = 0.008974s
k=32 k=31 k=29
04 (7,11)
t = 0.008642s | t = 0.008504s | t = 0.008315s

3.2 Exemples a taille variable

Exemple cube

n = 2m,

lsit=j70uj=1+m,

A(i, j) =

0 sinon.

c(i)=—1,c(i+m) =0et b(i) =2 pour ¢ = 1, m.

e Solution strictement réalisable initiale 2° = (1,1,. ..
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3.2. Exemples a taille variable

Programme de la méthode de Ye-Lustig pour I'exemple de cube.

clear all:;cleo;

m=2|r n=2 *m;

for i=l:m

for J=1:n
ifi{ i==3) | (J==i+m))
Aii,g)=1;
else
Aii,q)=0;
end
end

end
for i=1l:m
cii)=-1;c(i+m)=0;b(i)=2;
end
r=1/(agrtin®*(n-1)))alpha=n/({2%*n-1) ;eps=0.00001;x0=0nes(n,1) :
nP0={1+eps) *fabs (c*x0) ;nPk=nP0;xk=x0:k=0:
tic
while nPk/abs(c*xk)>eps
Dk=diagixk) ;Bk=[4*Dk -b']:
u=Bk*EBk';
q=eye(n+l) - (Bk' *inwv (u) ) *Bk;
g=[Dk*c' ;-c*xk] ;
Plk={d*qg) :dk=Pk/norm(Pk) :
vk={ones(n+l,1)/(n+l) ) -alpha*r*dk;
T=vkin+l);vn=vkil:nj;
xk=(Dk*vn) /T;
z=ctRk;
nPk=normiFk) ;
k=k+1;
end
toco
disp k)
dispiz)

e La valeur optimale z* = —2m.

N\
Va)
SN
~
I
—_

e Solution optimale trouvée =} =

o
2
Il
3
+| 3
\.H
3
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3.2. Exemples a taille variable

Le tableau suivant résume les résultats obtenus pour les différentes pas de déplacement.

Taille(m,n) | Alternative utilisant aig | Alternative utilisant ap, | Alternative utilisant ap
k=18 k=18 k=15
(2,4)
t = 0.007462s t =0.007374s t = 0.007265s
k=47 k =47 k=45
(10,20)
t = 0.010340s t = 0.010418s t = 0.009743s
(35,70)
t = 0.038125s t = 0.040212s t = 0.029355s
k=136 =136 k=135
(100,200)
t = 0.473646s t = 0.455569s t = 0.50846s
k=163 k=163 k=163
(150,300)
t=1.690317s t =1.700121s t = 1.801860s
k=185 k =185 k =185
(200,400)
t = 4.251249s t = 4.221053s t =4.246701s
k = 252 k =252 k =252
(400,800)
t = 40.359043s t = 40.019618s t = 40.315206s
Commentaires

e Les tests numériques qu’on a effectués montrent que la contribution de Bouafia et all a

permis une amélioration légere du nombre d’itération dans les exemples a faibles tailles.

On a pu réduire de 1 et 2 le nombre des itérations, par contre, le temps d’exécution étant

négligeable dans les trois alternatives.

e Dans I'exemple a grande taille, plus la taille augmente plus les trois alternatives coincident

en nombre d’itérations. Cela revient a ’égalité des trois pas ag, ays et ag lorsque n tends

vers 'infini.

e On montre que le nouveau pas de déplacement (ap)a introduit une amélioration des

résultats de convergence polynomiale, est une petite réduction du nombre d’itération.
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3.2. Exemples a taille variable

e Ce travail est consolidé par des tests numériques comparative réalisés sur ’algorithme

de Ye-Lustig s’avere que le pas de déplacement (ap) est le meilleur.
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