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Notations

Nous donnons ici quelques notations utiles par la suite :

• N : désigne la dimension de l’espace.

• Ω : désigne un ouvert borné de RN , généralement domaine physique ou domaine fictif.

• Ω : désigne l’adhérence de Ω.

• v : désigne une fonction vectorielle sur Ω.

• q : désigne une fonction scalaire sur Ω.

• ∂Ω : désigne la frontière de Ω.

• D(Ω) : désigne l’espace des fonction indéfiniment dérivables à support borné (espace des

fonctions test) dans Ω.

• dx : désigne la mesure de Lebesgue sur RN .

• L2(Ω) = {v : Ω −→ R,vmesurable et
∫
Ω

|v(x)|2dx <∞}.

L2(Ω) est une espace de Hilbert pour le produit scalaire

(v,w) =

∫
Ω

v(x)w(x)dx, ∀v,w ∈ L2(Ω),

associé à la norme

‖v‖0,Ω=

(∫
Ω

|v(x)|2dx
) 1

2

.

• L2
0(Ω) = {q ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

qdx = 0} est l’espace orthogonal aux constantes dans L2(Ω).

• Hm(Ω) : désigne l’espace de Sobolev sur Ω définit par

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂|α|v ∈ L2(Ω) ∀α ∈ NN , |α| ≤ m},

7
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avec |α| =
N∑
i=1

αi et m un entier positif.

• H1(Ω) : désigne l’espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω définit par

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω),
∂v
∂xi
∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ N},

dont la norme associée est

‖v‖1,Ω = (v,v)
1
2
1,Ω =

(
‖v‖2

0,Ω +
N∑
i=1

‖ ∂v
∂xi
‖2

0,Ω

) 1
2

,

et de produit scalaire associé

(u,v)1,Ω = (u,v)0,Ω +
N∑
i=1

(
∂u
∂xi

,
∂v
∂xi

)
0,Ω

.

• H1(Ω) : est une espace de Hilbert pour le produit scalaire(·, ·)1,Ω.

On désignera l’adhérence de D(Ω) dans l’espace de Sobolev H1(Ω) par

H1
0 (Ω) = {∀v ∈ H1(Ω);v = 0 sur ∂Ω}.

• H−1(Ω) : désigne l’espace dual de l’espace H1(Ω).

• |v|H1(Ω) : désigne la semi-norme sur H1(Ω), définie par

|v|1,Ω = ‖∇v‖0,Ω,

• 〈·, ·〉 : désigne le crochet de dualité entre H−1(Ω) et H1
0 (Ω).

• Th : désigne le maillage du domaine Ω.

• T : désigne diamètre maximum des triangles de Th.
• h : désigne le pas du maillage.



Introduction

La modélisation des phénomènes d’écoulements de fluides visqueux et incompressibles conduit

à la résolution des équations non-linéaires de Navier-Stokes. Dans le cas, où le terme de non-

linéarité disparait (par exemple pour des fluides à fortes viscosité), ces équations se réduisent aux

équations de Stokes. Nous nous intéressons dans notre travail, à la formulation vitesse-pression

des ces équations.

En particulier, on s’intéressera à une approximation par la Méthode des Eléments Finis

(MEF) des équations de Stokes. Dans le travail de mémoire de master [12], une présentation

détaillée des différents schémas d’approximation par une MEF existants a été faite, où la

vérification de la condition inf-sup [4] a été démontrée pour chaque paires d’éléments finis

vitesse-pression.

Dans notre travail, on va essayer de présenter trois techniques de stabilisation introduites

respectivement par [19], [20] et [15] dans la fin des années 1980. Ces techniques consistent à

rajouter au problème discret de Stokes, des termes dépendants du maillage pondérés par un

facteur δ > 0 de telles sortes que le problème modifié :

— soit consistant (la solution continue du problème de Stokes vérifie les équations discrètes

modifiées),

— ne soit plus un problème de point-selle mais un problème coercif ou bien faiblement

coercif, et la vérification de la condition inf-sup devient obsolète.

Dans le premier chapitre, on donnera quelques rappels mathématiques et on présentera

une formulation variationnelle vitesse-pression du problème de Stokes avec des conditions aux

bords de type Dirichlet. On mettra en évidence que l’existence et l’unicité de la solution continue

9
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(u, p) ∈ H1
0 (Ω)N × L2

0(Ω) est assurée par la condition inf-sup continue grâce au théorème de

Babuška–Brezzi.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéressera à la discrétisation par la méthode des éléments

finis de l’équation de Stokes puis on étudiera l’existence et l’unicité de la solution discrète et

sa stabilité. On verra que le choix des espaces d’éléments finis vitesse-pression stables dépend

de la vérification de la condition inf-sup pour ces espaces. On présentera à la fin de ce chapitre

quelques pairs éléments finis vitesse-pression Vh×Qh stables pour l’approximation du problème

de Stokes.

Enfin dans le troisième chapitre, on abordera le but de notre travail à savoir présenter

la technique de stabilisation pour le problème de Stokes discret. Initiée par F. Brezzi and

J. Pitkaranta [8] en 1984 et un peu plus tard par Hughes, Franca and Balestra [19]. On présen-

tera trois techniques de stabilisation tirées de ces articles. Pour chacune d’elle on démontrera

l’existence et l’unicité de la solution.



Chapitre 1
Problème de Stokes

1.1 Quelques résultats théoriques et préliminaires

Nous allons présenter brièvement dans ce paragraphe, quelques résultats et rappels mathé-

matiques essentiels par la suite à l’analyse des équations aux dérivées partielles.

Théorème 1.1. [1](Inégalité de Cauchy-Schwartz)

• Avec des sommes :

Soient u et v ∈ Ω. Alors :

N∑
k=1

|ukvk| ≤

(
N∑
k=1

|uk|2
) 1

2
(

N∑
k=1

|vk|2
) 1

2

.

• Avec des intégrales :

Soient f ,g ∈ C([0, 1],R). Alors :

∫ 1

0

|fg|dx ≤
(∫ 1

0

|f |2dx
) 1

2
(∫ 1

0

|g|2dx
) 1

2

.

• Dans un espace de Hilbert :

Soit (V, 〈·, ·〉) un espace pré-hilbertien. Alors, pour tous u,v ∈ V

|〈u,v〉| ≤ ‖u‖V ‖v‖V .

Théorème 1.2. (Inégalité de Poincaré)[1] Soient Ω un ouvert borné de RN . Alors, il existe

11
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une constante C > 0 (dépendent de Ω) telle que : pour toute fonction v ∈ H1
0 (Ω), nous avons :

‖v‖0,Ω≤ CΩ‖∇v‖0,Ω.

Théorème 1.3. (Formules de Green) Soit Ω un ouvert borné de frontière régulière. Pour

toute fonction u de H2(Ω)N et toute fonction v de H1(Ω)N , on a

−
∫
Ω

∆u · v dx =

∫
Ω

∇u : ∇v dx−
∫
∂Ω

∂u
∂n
· v dσ, (1.1)

avec ∇u : ∇v =
N∑
i=1

N∑
j=1

∂ui

∂xj

∂vi

∂xj
et où n est la normale unitaire extérieure à Ω.

Lemme 1.1.1. Soit v ∈ L2(Ω). On peut définir une forme linéaire continue ∂v
∂xi

dans H−1(Ω),

1 ≤ i ≤ N , par la formule :

〈 ∂v
∂xi

, φ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = −

∫
Ω

v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (1.2)

De plus, on a l’estimation suivante :

‖ ∂v
∂xi
‖−1,Ω ≤ ‖v‖0,Ω ∀v ∈ L2(Ω).

Théorème 1.4. (Théorème de Lax-Milgram)[21] Soit V un espace de Hilbert de norme

‖ · ‖V . On considère une forme bilinéaire a(·, ·) continue sur V × V i.e.

∃M > 0,∀u,v ∈ V, |a(u,v)| ≤M‖u‖V ‖v‖V ,

et on suppose qu’elle est coercive sur V, c’est-à-dire qu’il existe une constante α > 0 telle que :

∀v ∈ V, a(v,v) ≥ α‖v‖2
V .

On considère aussi, une forme linéaire continue L(·) sur V . Alors, le problème :Trouver u ∈ V tel que :

a(u,v) = L(v) ∀v ∈ V,
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admet une solution unique u dans V , c’est-à-dire :

∃!u ∈ V, a(u,v) = L(v).

Remarque 1.1.1. Si la forme a(·, ·) est symétrique, alors l’élément u est caractérisé comme

étant l’unique élément de V qui minimise la fonctionnelle J : V −→ R définie par :

J(v) =
1

2
a(v,v)− L(v) ∀v ∈ V,

c’est-à-dire :

∃!u ∈ V, J(u) = min
v∈V

J(v).

Définition 1.1.1. Soit u : Ω −→ RN telle que u = (u1, u2...., uN). On définit les opérateurs

divergences, gradient et laplacien si u est suffisamment régulière, associés comme suit :

div u =
N∑
i=1

∂ui
∂xi

,

∇u =


∇u1

∇u2

...

∇uN

 =


∂u1

∂x1

∂u1

∂x2
... ∂u1

∂xN
∂u2

∂x1

∂u2

∂x2
... ∂u2

∂xN

... ... ... ...

∂uN

∂x1

∂uN

∂x2
... ∂uN

∂xN

 ,

et

∆u =


∆u1

∆u2

...

∆uN

 =


∂u2

1

∂2x1

∂u2
1

∂2x2
...

∂u2
1

∂2xN
∂u2

2

∂2x1

∂u2
2

∂2x2
...

∂u2
2

∂2xN

... ... ... ...
∂u2

N

∂2x1

∂u2
N

∂2x2
...

∂u2
N

∂2xN

 .

1.2 Les équations de Stokes

Soit Ω un ouvert borné de RN , N = 2, 3, de frontière ∂Ω régulière. Le système de Stokes

modélise l’écoulement d’un fluide visqueux incompressible à petite vitesse. On suppose que le

fluide occupe un domaine Ω et qu’il adhère ou bord de celui-ci, c’est-à-dire que sa vitesse est



1.3. FORMULATION VARIATIONNELLE 14

nulle sur le bord (se qui conduit à une condition aux limites de Dirichlet).

La modélisation mathématique du problème de Stokes conduit à résoudre le système d’équations

suivant : 
−ν∆u +∇ p = f dans Ω,

divu = 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

(1.3)

C’est un système d’EDPs linéaire avec une condition au bord homogène.

Les inconnues sont :

1. u la vitesse ( un vecteur),

2. p la pression ( un scalaire).

La donnée f représente la densité des forces et la constante ν > 0 représente le coefficient de

viscosité du fluide. Il y a une autre équation divu = 0 appelée condition d’incompressibilité

(qui correspond à la conservation de la masse).

Remarque 1.2.1. Le problème de Stokes (1.3) est un modèle simplifié d’écoulement d’un

fluide visqueux incompressible. En effet, les vraies équation du mouvement d’un tel fluide sont

les équations Navier-Stokes stationnaires (voir [23])
−ν∆u + ρ(u · ∇)u +∇p = f dans Ω,

divu = 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

(1.4)

Lorsque la vitesse de fluide u est faible, le terme non-linéaire (u · ∇)u étant quadratique en u

devient négligeable, on obtient alors les équations de Stokes.

1.3 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant donner une formulation variationnelle du problème de Stokes (1.3).

Pour cela, on fera les hypothèses de régularités suivantes : f ∈ L2(Ω),u ∈ H1
0 (Ω)N et p ∈ L2(Ω).

En multipliant la première équation de système (1.3) par une fonction test v ∈ V = H1
0 (Ω)N
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et en intégrant sur Ω, on obtient

−ν
∫
Ω

∆u · v dx+

∫
Ω

∇p · v dx = 〈f ,v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω)N . (1.5)

En utilisant les formules (1.1) et (1.2)

L’expression (1.5) devient :

ν

∫
Ω

∇u : ∇v dx−
∫
Ω

p div v dx− ν
∫
∂Ω

∂u
∂n
· v dσ +

∫
∂Ω

pn · v dσ = 〈f ,v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω)N , (1.6)

avec :
∫
Ω

∇u : ∇v dx =
n∑
i=1

∫
Ω

∇ui · ∇vi dx.

Comme la fonction test est nulle sur le bord ∂Ω (condition aux limites homogène de Dirichlet),

l’équation(1.6) est :

ν

∫
Ω

∇u : ∇v dx−
∫
Ω

p div v dx = 〈f ,v 〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω)N . (1.7)

En prenant ν = 1 dans tout ce qui suit et en tenant compte de la condition d’incompressibilité

(divu = 0) dans Ω associé à l’équation (1.7) nous donnons la formulation variationnelle sui-

vante : 
Trouver u ∈ VN tel que,∫
Ω

∇u : ∇v dx = 〈f ,v〉 ∀v ∈ VN ,
(1.8)

où VN = {v ∈ H1
0 (Ω)N , divv = 0 dans Ω}.

En appliquant le théorème 1.4 de Lax-Milgram au problème (1.8) on a l’existence et l’unicité

de la solution u ∈ VN .

Concernant la pression, puisque l’équation de Stokes ne fait intervenir que les dérivées, nous

sommes poussés à imposer une condition sur p qui nous fixe la constante d’intégration afin de

garantir l’unicité d’une telle pression. Nous choisissons à cet effet l’espace des fonctions de carré

sommable à moyenne nulle : Q = L2
0(Ω).

En multipliant la deuxième équation du problème (1.3) (l’équation d’incompressibilité) par une
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fonction test q ∈ L2
0(Ω) et en intégrant sur Ω. On trouve :∫

Ω

q divu dx = 0.

L’existence de p est alors garantit par le résultat important suivant

Lemme 1.3.1. (Théorème de De Rham) Soit Ω un ouvert borne de RN de frontière régulière

et soit L une forme linéaire continue sur H1
0 (Ω)N . Alors : L s’annule sur VN si et seulement

s’il existe une fonction p ∈ L2(Ω) telle que :

L(v) =

∫
Ω

p divv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)N .

On détermine p de manière unique à une constante additive près.

il est claire que L(·) est une forme linéaire continue sur H1
0 (Ω)N et que L(v) = 0, ∀v ∈ VN .

Le théorème de De Rham permet de conclure l’existence de p.

1.4 Problèmes du point-selle

La formulation variationnelle (1.8) bien que séduisante d’un point de vue théorique, reste

compliquée à mettre en œuvre en pratique lorsque l’on passe aux espaces discrets.

Noua allons donner ci-après une formulation variationnelle du problème de Stokes, dite formulation

mixte, qui est plus appropriée. Elle est donnée sous la forme :
Trouver (u, p) ∈ H1

0 (Ω)N×L2
0(Ω) tel que,∫

Ω

∇u : ∇v dx−
∫
Ω

p div v dx = 〈f ,v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω)N ,∫

Ω

q divu dx = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω).

(1.9)

Cette formulation rentre dans le cadre plus générale des problèmes de point-selle que nous

allons présenter ci-après. Cette présentation est basée sur la vérification d’une condition inf-sup

pour ce type de problème (voir [4] et [18]).
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1.4.1 Cadre général

Soit V et Q deux espaces de Hilbert munis de normes respectivement ‖ · ‖V et ‖ · ‖Q. Et
soit V ′ et Q′ leurs espaces duals correspondants. On note 〈·, ·〉 les crochets de dualité entre V ′

et V . On définit les deux formes suivantes :

1. a(·, ·) une forme bilinéaire continue sur V × V,

2. b(·, ·) une forme bilinéaire continue sur V ×Q.

Ainsi que la fonction linéaire F : V −→ R.

On s’intéresse au problème de point-selle suivant, posé pour tout f dans le dual V ′ :
Trouver (u, p) ∈ V ×Q tel que,

a(u,v) + b(v, p) = F (v) ∀v ∈ V,

b(u, q) = 0 ∀q ∈ Q.

(1.10)

À ces formes bilinéaires on associe les opérateurs A ∈ L (V, V ′) et B ∈ L (V,Q′) définis par :

〈Au,v〉 = a(u,v) ∀u,v ∈ V, (1.11)

〈Bv, q〉 = b(v, q) ∀v ∈ V, ∀q ∈ Q. (1.12)

On note BT ∈ L (Q, V ′) l’opérateur transposé de B, c-à-d :

〈BT q,v〉 = 〈Bv, q〉 = b(v, q). (1.13)

Le problème (1.10) est équivalent àAu +BTp = F dans V ′,

Bu = 0 dans Q′.
(1.14)

On introduit les sous-espaces suivants :

V 0 = {v ∈ V | b(v, q) = 0 ∀q ∈ Q} = ker(B),

son polaire

V 0
pol = {f ∈ V ′| 〈f,w〉 = 0 ∀ w ∈ V 0},
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et enfin son orthogonal

(V 0)⊥ = {v ∈ V | (v,w)V = 0 ∀ w ∈ V 0}.

Vu que

V = V 0 ⊕ (V 0)⊥.

On a alors le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. On suppose la forme b(·, ·) continue sur V × Q. Les trois propriétés sont

équivalentes :

1. La condition inf-sup suivante est vérifie : il existe une constante β > 0 telle que :

inf
q∈Q

sup
v∈V

b(v, q)
‖v‖V

≥ β‖q‖Q; (1.15)

2. L’opérateur BT est un isomorphisme de Q dans V 0
pol. De plus,

‖BT q‖V ′ = sup
v∈V,v 6=0

〈BT q,v〉
‖v‖V

≥ β‖q‖Q ∀q ∈ Q; (1.16)

3. L’opérateur B est un isomorphisme de (V 0)⊥ dans Q′. De plus,

‖Bv‖Q′ = sup
q∈Q,q 6=0

〈Bv, q〉
‖q‖Q

≥ β‖v‖V ∀v ∈ (V 0)⊥. (1.17)

On peut maintenant énoncer le résultat principale d’existence et d’unicité pour les problèmes

de point-selle.

Théorème 1.5. (Théorème de Brezzi-Babuška) [22]On fait les hypothèses suivantes :

1. La forme bilinéaire a(·, ·) est continue sur V 0 et vérifie la propriété d’ellipticité pour une

constante α > 0 :

∀ v ∈ V 0, a(v,v) ≥ α‖v‖2
V ; (1.18)

2. La forme bilinéaire b(·, ·) est continue et vérifie la condition inf-sup pour une constante

β > 0 :

∀q ∈ Q, sup
v 6=0

b(v, q)
‖v‖V

≥ β‖q‖Q. (1.19)
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Alors, pour tout élément f de V ′, le problème (1.10) admet une solution unique (u, p) dans

V ×Q.
De plus, cette solution vérifie

‖u‖V ≤
1

α
‖f‖V ′ , (1.20)

et

‖p‖Q ≤
1

β
(1 +

M

α
)‖f‖V ′ , M > 0. (1.21)

où M et α sont les quantités qui interviennent de la continuité et la coercivité de a(·, ·).

1.4.2 Cas particulier : le problème de Stokes

La formulation variationnelle du problème de Stokes (1.9) rentre dans le cadre des problèmes

de point-selle (1.10) présentés précédemment où les formes a(·, ·), b(·, ·) et F (·) sont définies

respectivement par :

a(u,v) =

∫
Ω

∇u : ∇v dx,

b(v, p) = −
∫
Ω

p div v dx,

F (v) =

∫
Ω

f · v dx,

sur les espaces V = H1
0 (Ω)Net Q = L2

0(Ω).

Par la suite, nous allons monter que les conditions du théorème de Brezzi-Babuška sont vérifiées.

Il est claire que les formes a(·, ·) et b(·, ·) sont continues sur V × V et V ×Q respectivement :

1. la continuité de a(·, ·)

|a(u,v)| ≤ ‖∇u‖0,Ω‖∇v‖0,Ω

≤ |u|1,Ω|v|1,Ω.
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2. la continuité de b(·, ·)

|b(v, p)| ≤
N∑
i=1

∫
Ω

|∂vi
∂xi

p|dx

≤
N∑
i=1

‖∂ vi
∂xi
‖0,Ω‖p‖0,Ω

≤
√
N

(
N∑
i=1

‖∂vi
∂xi
‖2

0,Ω

) 1
2

‖p‖0,Ω

≤
√
N |v|1,Ω‖p‖0,Ω.

Aussi la coercivité de a(·, ·) est vérifiée. En effet, soit v ∈ H1
0 (Ω)N on a donc :

a(v,v) =

∫
Ω

(∇v)2dx = ‖∇v‖2
0,Ω

≥ 1

1 + C(Ω)2
‖v‖2

1,Ω, (1.22)

où C(Ω) est la constante de l’ inégalité de Poincaré.

Enfin pour montrer que la condition inf-sup continue (1.15) est vérifiée, nous aurons besoin du

lemme suivant.

Lemme 1.4.2. [17] Il existe une constante C > 0 telle que pour tout p ∈ L2(Ω), il existe

v ∈ H1(Ω)N solution de divv = p dansΩ

‖v‖H1(Ω)≤ C‖p‖L2(Ω).

De plus, si p ∈ L2
0(Ω), alors on peut prendre v ∈ H1

0 (Ω)N .

Soit q ∈ Q, d’après le lemme précédant, il existe v ∈ V tel que

q = −divv et ‖v‖V ≤ C‖q‖L2(Ω).

Alors

b(v, q) =‖q‖2
L2(Ω),
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et
b(v, q)
‖v‖V

≥ 1

C

b(v, q)
‖q‖L2(Ω)

=
1

C
‖q‖L2(Ω)

donc

sup
v∈V

b(v, q)
‖v‖V

≥ β‖q‖L2(Ω).

Par conséquent, la forme b(·, ·) vérifie la condition inf-sup continue avec β = 1
C
> 0, où C est

la constante du lemme 1.4.2.

Toutes les hypothèses du théorème de Brezzi-Babuška sont vérifiées pour le problème de Stokes.

Donc le problème admet une solution unique (u, p) ∈ V ×Q.



Chapitre 2
Problème de Stokes par la méthode des élément

finis

2.1 Méthodes d’éléments finis

La méthode des éléments finis est la méthode numérique de référence pour le calcul des

solutions de problèmes aux limites elliptiques. L’idée de base de la (MEF) est de remplacer

l’espace de Hilbert V sur lequel est posé la formulation variationnelle par un sous-espace Vh de

dimension finie. Cette méthode est basée sur la notion géométrique de maillage du domaine Ω,

un maillage est un pavage de l’espace en volume élémentaires très simples : triangles, tétraèdres,

parallélépipèdes.

2.1.1 Triangulation

Dans cette section, on présente les notions de base et les principaux outils de la méthode des

éléments finis. On réfère à [3] et [6] pour plus de détails. Dans la méthode des éléments finis, la

construction du sous-espace discret nécessite la discrétisation préalable du domaine Ω ⊂ RN en

éléments géométriques simples. Contrairement au cas d’un intervalle de R, la discrétisation d’un

domaine de RN est un problème technique difficile et la qualité de ce maillage est essentielle

pour la qualité de l’approximation.

Définition 2.1.1. Un maillage de Ω notée Th, est un ensemble fini de polygones ou de polyèdres

T ∈ Ω, vérifiant les critères suivants :

22
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1. Les éléments T ⊂ Ω du maillage doivent recouvrir le domaine, i.e. leur union égal à Ω.

Ω =
⋃
T∈Th

T,

2. Chaque élément T de Th est un polygone ou un polyèdre connexe fermé de RN d’intérieur

non vide à frontière régulière,

3. L’intersection de deux éléments distincts doit satisfaire :

T ∩ T ′ =


∅,

un sommet,

un côté.

Le premier critère implique que Ω est polygonal ou est approché par un polygone. Le second

critère a pour but d’assurer la continuité des fonctions de l’espace discret.

Dans la plupart des cas, les triangulations sont :

• un triangles ou un quadrilatères convexes en dimension N = 2.

• un tétraèdres ou un parallélépipèdes rectangles en dimension N = 3.

Dans ce qui suit, on s’intéressera à un maillage triangulaire de Ω.

Définition 2.1.2. [2] Soit (Th)h>0 une suite de maillages de Ω. On dit qu’ il s’agit d’une suite

de maillages réguliers si :

1. la suite h = max
t∈Th

diam(T ) tend vers 0,

2. il existe une constante C strictement positive, pour toute h > 0 et tout T ∈ Th,

diam(T )

ρ(T )
≤ C, (2.1)

telle que :

diam(T ) = max
x,y∈T
‖x− y‖ et ρ(T ) = max

Br⊂T
(2r).

Définition 2.1.3. On appelle coordonnées barycentriques λj, 1 ≤ j ≤ N + 1, d’un point

x = (xi)1≤i≤N de RN par rapport aux N+1 sommets aj non contenus dans un même hyperplan,
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la solution (unique) du système linéaire suivant


N+1∑
j=1

aijλj = xi, 1 ≤ i ≤ N,

N+1∑
j=1

λj = 1,

où les ai,j sont les coordonnées du point aj.

2.1.2 Espaces polynomiaux d’approximation

On introduit les espaces des éléments finis suivants :

Vh = {vh ∈ [C(Ω) ∩H1
0 (Ω)]N : vh|T ∈ Pk(T ),∀T ∈ Th}, k ≥ 1,

Qh = {qh ∈ L2
0(Ω) : q|T ∈ Pl(T ),∀T ∈ Th}, l ≥ 0.

où Pk(T ) est l’espace des polynômes définis sur T de degrés ≤ k.

Lemme 2.1.1. (Inégalité inverse)

On suppose la triangulation Th est régulière. Pour tout entier m ≥ 0, il existe une constante C

indépendant de k telle que :

∀v ∈ Pk(T ), |v|Hm(T ) ≤ Ch−mT ‖v‖L2(T ).

Définition 2.1.4. On appelle opérateur d’interpolation πh, l’application linéaire de H1
0 (Ω)N

dans Vh définie, pour tout v ∈ H1
0 (Ω)N par :

πh : V → Vh

v 7→ πhv

πhv(x) =
N∑
i=1

v(xi)φi(x)

t.q (φi)1≤i≤N est une base de Lagrange de l’espace Vh.

On a alors les estimations d’erreur de l’approximation par la méthode des éléments fini [9]

suivantes :
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Lemme 2.1.2. Il existe πh ∈ L (H2(Ω);Wh) ∩L (V ∩H2(Ω);Vh) tel que

‖v− πv‖H1(Ω) ≤ C ′ h‖v‖H2(Ω) ∀v ∈ H2(Ω),

Où C ′ > 0 est une constante indépendante de h et Wh ⊂ H1(Ω) un sous-espace de dimension

finie.

Lemme 2.1.3. Il existe Sh ∈ L (Q∩H1(Ω);Qh) l’opérateur de projection-L2 Sh : L2(Ω)→ Qh

tel que

‖p− Shp‖0,Ω ≤ C ′′h‖p‖H1(Ω), ∀p ∈ H1(Ω).

Où C ′′ > 0 est une constante indépendante de h.

2.2 Approximation par la MEF du problème de Stokes

On s’intéresse maintenant à l’approximation du problème (1.10). La méthode de Galerkin

consiste simplement a remplacer les espaces V et Q intervenant dans cette formulation par des

espaces de dimensions finies.

Soit h un paramètre de discrétisation. Pour toute valeur de h, soient deux espaces de dimensions

finies Vh et Qh inclus respectivement dans V et Q. Cela induit que :

1. a(·, ·) une forme bilinéaire continue sur Vh × Vh,

2. b(·, ·) une forme bilinéaire continue sur Vh ×Qh.

Le problème discret s’écrit :
Trouver (uh, ph) ∈ Vh×Qh tel que,

a(uh,vh) + b(vh, ph) = F (vh) ∀vh ∈ Vh,

b(uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh.

(2.2)

On introduit l’ensemble suivant :

V 0
h = {vh ∈ Vh| b(vh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh}.

Les résultats suivant assurant l’existence, l’unicité et la stabilité de la solution du problème

(2.2) est une conséquence directe du théorème (1.5).
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Théorème 2.1. (Existence, unicité et stabilité) Supposons que :

1. la forme bilinéaire a(·, ·) est continue sur V 0
h et vérifie la propriété d’ellipticité pour une

constante αh > 0 :

∀vh ∈ V 0
h , a(vh,vh) ≥ αh‖vh‖2

V ; (2.3)

2. la forme bilinéaire b(·, ·) est continue et vérifie la condition inf-sup discrète pour une

constante βh > 0 :

inf
qh∈Qh

sup
vh∈Vh

b(vh, qh)
‖vh‖V

≥ βh‖qh‖Q. (2.4)

Alors, pour tout élément f de V ′, le problème (2.2) admet une solution unique (uh, ph) dans

Vh ×Qh. De plus, cette solution vérifie

‖uh‖V ≤
1

αh
‖f‖V ′ , (2.5)

et

‖ph‖Q ≤
1

βh
(1 +

M

αh
)‖f‖V ′ M > 0. (2.6)

Théorème 2.2. [18] Supposons que le problème discret (2.2) vérifie la condition inf-sup dis-

crète. Alors il admet une unique solution (uh, ph) ∈ Vh × Qh. De plus, il existe une constante

positive C ne dépendant pas de αh, βh tel que

‖u− uh‖V + ‖p− ph‖Q ≤ C

(
inf

vh∈Vh
‖u− vh‖V + inf

qh∈Qh

‖p− qh‖Q
)
.

Lemme 2.2.1. (Lemme de Céa) Soit u la solution du problème variationnel (1.10) et soit

uh la solution du problème discret (2.2). On a l’estimation suivante :

‖u− uh‖V ≤
M

α

(
inf

vh∈Vh
‖u− vh‖V

)
, (2.7)

Pour plus de détails consulter [9].

2.3 Quelques exemple d’éléments stables

D’après ce qui précède, le choix des espaces d’éléments finis discrets (Vh, Qh) est soumis à

la vérification de la condition inf-sup discrète (2.4).

Il existe dans la littérature plusieurs choix possible des espaces d’espaces (Vh, Qh) d’éléments
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finis vitesse/pression stables pour le problème de Stokes. Nous allons en présenté qualques uns.

Pour ce qui est de la vérification de la condition inf-sup, le lecteur peut se référer au mémoire

[12].

2.3.1 Mini-élément :Pbulle
1 /P1

Cet élément, introduit dans [18], soit Th une triangulation de Ω et T ∈ Th.
Considérons l’espace polynomial suivant

Pbulle1 (T ) = [P1 ⊕ {λ1, λ2, λ3}]2.

Le Mini-élément consiste à approximer la vitesse par des fonctions continues Pbulle1 par mor-

ceaux et la pression par des fonctions continues P1 par morceaux, i.e.

Vh = {vh ∈ [C(Ω) ∩H1
0 (Ω)]2 : v|T ∈ Pbulle1 ∀T ∈ Th},

Qh = {qh ∈ C(Ω) ∩ L2
0(Ω) : q|T ∈ P1 ∀T ∈ Th},

Proposition 2.3.1. (Stabilité) Soit Th une triangulation régulière de Ω, alors le couple

(Vh, Qh) est compatible (i.e : la condition inf-sup discrète est satisfaite).

Théorème 2.3. Soit Th une triangulation régulière de Ω, la solution du problème de Stokes

satisfait (u, p) ∈ V ×Q. Alors, on a l’erreur de convergence suivante :

|u− uh|1,Ω + ‖p− ph‖0,Ω≤ C1h(|u|2,Ω + |p|1,Ω), (2.8)

Si de plus Ω est convexe, on aura :

‖u− uh‖0,Ω ≤ C2h
2(|u|2,Ω+‖p‖1,Ω). (2.9)

Les constante C1, C2 étant indépendantes de h.

2.3.2 Eléments de Taylor-Hood : P2/P1

L’élément de Taylor-Hood c’est le premier membre de la grande famille "Taylor-Hood

Pl+1−Pl"[11]. Les vitesses discrètes sont continues P2 par morceaux et les pressions discrètes
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sont continues P1 par morceaux. Les espaces discrets sont donc définis par :

Vh = {vh ∈ [C(Ω) ∩H1
0 (Ω)]2 : vh|T ∈ P2 ∀T ∈ Th},

Qh = {qh ∈ C(Ω) ∩ L2
0(Ω) : qh|T ∈ P1 ∀T ∈ Th}.

Proposition 2.3.2. (Stabilité) Soit Th une triangulation régulière de Ω contenant au moins

trois triangles. Alors, le couple (Vh, Qh) est compatible.

Théorème 2.4. Soit Th une triangulation régulière de Ω contenant au moins trois triangles et

que la solution du problème de Stokes satisfait (u, p) ∈ Hm+1(Ω)2 × Hm(Ω), m = 1, 2. Alors,

on a l’erreur de convergence suivante :

|u− uh|1,Ω + ‖p− ph‖0,Ω≤ C1h
m(|u|m+1,Ω + ‖p‖m,Ω), (2.10)

si de plus Ω est convexe, on aura :

‖u− uh‖0,Ω ≤ C2h
m+1(|u|m+1,Ω+‖p‖m,Ω). (2.11)

Les constante C1, C2 étant indépendantes de h.

2.3.3 Elément de Crouzeix-Raviart :Pbulle
2 /P1

Soit Th une triangulation de Ω par des triangles et T ∈ Th. Considérons l’espace polynomial

suivent

Pbulle2 (T ) = [P2 + λT1 λ
T
2 λ

T
3 P0]2.

L’élément de Crouzeix-Raviart consiste à approximer la vitesse par des fonctions continues

Pbulle2 par morceaux et la pression par des fonctions discontinues P1 par morceaux, i.e.

Vh = {vh ∈ [C(Ω) ∩H1
0 (Ω)]2 : vh|T ∈ Pbulle2 ∀T ∈ Th},

Qh = {qh ∈ L2
0(Ω) : qh|T ∈ P1 ∀T ∈ Th}.
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Les degrés de libertés relatives à la vitesse sont choisis comme suit :
les valeurs de v sur le treillis principal T2(T )

et l’intégrale
∫
T

v dx.
(2.12)

Proposition 2.3.3. (Stabilité) Si la triangulation Th est régulière, alors le couple (Vh, Qh)

est compatible.

Théorème 2.5. Supposons la triangulation Th est régulière et que la solution du problème

de Stokes satisfait (u, p) ∈ Hk+1(Ω)2 × Hk(Ω), k = 1, 2. Alors, on a l’erreur de convergence

suivante :

|u− uh|1,Ω + ‖p− ph‖0,Ω≤ C1h
k(|u|k+1,Ω + ‖p‖k,Ω), (2.13)

De plus, si Ω est convexe, on aura :

‖u− uh‖0,Ω ≤ C2h
k+1(|u|k+1,Ω+‖p‖k,Ω). (2.14)

Les constante C1, C2 étant indépendantes de h.

2.4 Forme algébrique

Dans cette section, nous étudions la structure du système algébrique associé à l’approximation

da Galerkin pour le problème de Stokes (2.2). Soient M et N les dimensions de Vh et Qh

respectivement.

Le système linéaire associé à (2.2) prend la forme suivante :AU +BTP = F,

BU = 0,
(2.15)

où A ∈ RM×M et B ∈ RM×N sont les matrices associées aux formes bilinéaires a(·, ·) et b(·, ·)
respectivement. Le vecteur F est lui associé à la forme linéaire (f, ·) sont données par :

A = a(·, ·), B = b(·, ·)

et

F = (f, ·).
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U et P sont les inconnus.

Le système précédent s’écrit sous forme matricielle comme suit :A BT

B 0

U
P

 =

F
0

 . (2.16)

Cette matrice est inversible ssi la condition inf-sup est vérifiée.



Chapitre 3
Technique de stabilisation des schémas

d’éléments finis relatifs au problème de Stokes

Dans ce chapitre, on s’intéressera à la méthode de stabilisation du problème de Stokes. L’idée

est de rajouter des termes dépendants du pas de discrétisation h dans le but de contourner la

vérification de la condition inf-sup discrète. On présentera trois techniques de stabilisation

pour le problème de Stokes initiées par Hughes-Franca & Balestra [19], Hughes & Franca [20]

et Douglas & Wang [15].

3.1 Préliminaires

Dans la suite, on aura besoin de définir une norme discrète relative à la pression, aussi on

aura besoin d’écritures approprièes pour les inégalités inverses.

Définition 3.1.1. Soit Th une triangulation du domaine Ω. Pour toute pression discrète p ∈ Qh,

où Qh est l’espace d’approximation par une méthode d’éléments finis de Q, on définit la norme

discète suivante

|p|h :=

(∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T

) 1
2

. (3.1)

Lemme 3.1.1. (Les inégalités inverses)

Si Th est régulière. Il existe C,CI deux constantes strictement positives indépendantes de h telle

31
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que :

|p|h ≤ C‖p‖0,Ω ∀p ∈ Qh, (3.2)

CI
∑
T∈Th

h2
T‖∆uh‖2

0,T ≤ |uh|21,Ω ∀uh ∈ Vh. (3.3)

Définition 3.1.2. On dit que la forme bilinéaire Lh(·, ·) est faiblement coercive s’il existe une

constante positive C telle que :

sup
v∈V,v 6=0

Lh(u,v)

‖v‖V
≥ C‖u‖V ∀u ∈ V. (3.4)

3.2 Méthodes de stabilisation

Avant de commencer, nous rappellerons au lecteur que les espaces d’approximation par une

méthode d’éléments finis sont définis par

Vh = {vh ∈ [C(Ω) ∩H1
0 (Ω)]N : v|T ∈ Pk(T ),∀T ∈ Th}, k ≥ 1,

en ce qui concerne les vitesses et ce lui de la pression

Qh = {qh ∈ L2
0(Ω) : q|T ∈ Pl(T ),∀T ∈ Th}, l ≥ 0,

dans le cas d’une approximation discontinue où bien dans le cas d’une approximation continue

par

Qh = {qh ∈ L2
0(Ω) ∩ C(Ω) : q|T ∈ Pl(T ),∀T ∈ Th}, l ≥ 1.

On rappellera aussi l’écriture du problème de Stokes discret
Trouver(uh, ph) ∈ Vh×Qh tel que

a(uh,vh) + b(vh, ph) = (f,vh) ∀vh ∈ Vh,

b(uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh.

(3.5)

Dans la suite, pour une présentation claire, on se contentera que du cas d’une approximation

continue de la pression.
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3.2.1 1986 : La méthode de Hughes-Franca-Balestra

L’idée de cette méthode est de modifier le système de (3.5) en rajoutant des termes dépendants

de h à la deuxième équation du système (équation relative à la condition d’incompressibilité).

Hughes, Franca et Balestra [19] donnèrent le système de Stokes stabilisé suivant :


a(uh,vh) + b(vh, ph) = (f,vh) ∀vh ∈ Vh,

−b(uh, qh) + δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆uh +∇ph,∇qh)0,T = δ

∑
T∈Th

h2
T (f,∇qh)0,T ∀qh ∈ Qh.

(3.6)

Le problème précédant s’écrit de la manière équivalente suivante :Trouver (uh, ph) ∈ Vh×Qh tel que

Lh(uh, ph;vh, qh) = Gh(vh, qh) ∀(vh, qh) ∈ Vh ×Qh,
(3.7)

où

Lh(uh, ph;vh, qh) := a(uh,vh) + b(vh, ph)− b(uh, qh) + δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆uh +∇ph,∇qh)0,T ,

et

Gh(vh, qh) := (f,vh) + δ
∑
T∈Th

h2
T (f,∇qh)0,T .

L’écriture matricielle de (3.6) est donnée par : A BT

−(B + C) K

U
P

 =

F
F1

 , (3.8)

où A et B sont définies dans la section 2.4 et les matrices C ∈ RN×M , K ∈ RN×N associées

aux formes bilinéaires C(·, ·) et K(·, ·) respectivement et le vecteur F1 qui est lui associé à la

forme linéaire (f, ·) sont données par :

C(uh, qh) = δ
∑
T∈Th

h2
T (∆uh,∇qh)0,T , K(ph, qh) = δ

∑
T∈Th

h2
T (∇ph,∇qh)0,T

et

F1(qh) = δ
∑
T∈Th

h2
T (f,∇qh)0,T .

On notera que la formulation précédente est consistante, c’est à dire que la solution continue

du problème de Stokes vérifie le problème discret (3.6). Aussi, il est clair que le système matri-
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ciel résultant n’est pas symétrique.

Nous allons montrer que la forme bilinéaire Lh(·, ·) est coercive sur les espaces d’approximations

par éléments finie Vh × Qh par rapport à une norme discrète que nous allons définir. Ce qui

démontrera avec la continuité de Lh(·, ·) que le problème possédera une solution unique et donc

que le système matricielle (3.8) est inversible.

Théorème 3.1. La forme bilinéaire Lh(·, ·) est coercive sur l’espace Vh × Qh par rapport la

norme :

[‖(u, p)‖]2 = ‖u‖2
1,Ω +

∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T . (3.9)

Preuve. On a ∀(u, p) ∈ Vh ×Qh :

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

Lh(u, p;u, p) = a(u,u) + δ
∑
T∈Th

h2
T ((−∆u +∇p),∇p)0,T

= |u|21,Ω + δ
∑
T∈Th

h2
T ((−∆u,∇p) + (∇p,∇p))0,T

≥ |u|21,Ω − δ
∑
T∈Th

h2
T‖∆u‖0,T‖∇p‖0,T + δ

∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T .

En appliquant l’inégalité de la moyenne géométrique-arithmétique :

ab ≤ a2 + b2

2
.

On pose :

a = ‖∆u‖0,T et b = ‖∇p‖0,T .

On trouve :

−δ
∑
T∈Th

h2
T‖∆u‖0,T‖∇p‖0,T ≥

−δ
2

∑
T∈Th

h2
T (‖∆u‖2

0,T + ‖∇p‖2
0,T ).
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Par suite

Lh(u, p;u, p) ≥ |u|21,Ω + δ
∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T −
δ

2

∑
T∈Th

h2
T (‖∆u‖2

0,T + ‖∇p‖2
0,T ).

D’après l’inégalité inverse :

Lh(u, p;u, p) ≥ |u|21,Ω + δ
∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T −
δ

2
C−1
I |u|

2
0,Ω−

δ

2

∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T

≥ [1− δ

2
C−1
I ]|u|20,Ω +

δ

2

∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T .

D’après l’inégalité de Poincaré :

Lh(u, p;u, p) ≥
1

C2
p

[
1− δ

2
C−1
I

]
‖u‖2

1,Ω +
δ

2

∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T

≥ min

(
1

C2
p

[
1− δ

2
C−1
I

]
,
δ

2

)[
‖u‖2

1,Ω +
∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T

]
.

En posant :

β = min

(
1

C2
p

[
1− δ

2
C−1
I

]
,
δ

2

)
.

On trouve :

Lh(u, p;u, p) ≥ β[‖(u, p)‖]2.

La constante β est positive si on prend 0 ≤ δ ≤ 2CI et la forme bilinéaire Lh(·, ·) sera coercive.

3.2.2 1987 : La méthode de Hughes-Franca

L’idée a été de modifier les deux équations du système de Stokes (3.5) en rajoutant des termes

dépendants du maillage. La motivation de Hughes et Franca était d’obtenir, contrairement à

la méthode précédente, une symétrie du système de Stokes stabilisé. La formulation construite
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était la suivante :
a(uh,vh) + b(vh, ph)− δ

∑
T∈τh

h2
T (−∆uh +∇ph,−∆vh)0,T = (f ,vh)− δ

∑
T∈Th

h2
T (f,−∆vh)0,T ∀vh ∈ Vh,

b(uh, qh)− δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆uh +∇ph,∇qh)0,T = −δ

∑
T∈Th

h2
T (f,∇qh)0,T ∀qh ∈ Qh.

(3.10)

Le problème précédant s’écrit de la manière équivalente suivante :Trouver (uh, ph) ∈ Vh×Qh tel que

Lh(uh, ph;vh, qh) = Gh(vh, qh) ∀(vh, qh) ∈ Vh ×Qh,
(3.11)

où

Lh(uh, ph;vh, qh) := a(uh,vh) + b(vh, ph) + b(uh, qh)− δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆uh +∇ph,−∆vh +∇qh)0,T ,

et

Gh(vh, qh) := (f,vh)− δ
∑
T∈Th

h2
T (f,−∆vh +∇qh)0,T .

L’écriture matricielle de (3.11) est donnée par :A−D (B + C)T

B + C −K

U
P

 =

F− F2

−F1

 , (3.12)

où le vecteur F2 et la matrice D ∈ RN×N associée à la forme bilinéaire D(·, ·) sont définis

comme suit :

D(uh,vh) = δ
∑
T∈Th

h2
T (∆uh,∆vh)0,T ,

et

F2(vh) = δ
∑
T∈Th

h2
T (f,−∆vh)0,T .

Le problème variationnel approché (3.11) est consistant et le système matriciel (3.12) est

symétrique, mais n’est pas défini positif.

Pour montrer l’existence et l’unicité de solution du problème (3.11), on démontre que la

forme bilinéaire Lh(uh, ph;vh, qh) est continue et qu’elle est faiblement coercive sur les espaces

d’approximations par éléments finie Vh ×Qh. On démontre d’abord la continuité.

Théorème 3.2. (Continuité) Il existe une constante positive C pour tout (u, p), (v, q) ∈ Vh ×Qh
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on a :

Lh(u, p;v, q) ≤ C(‖u‖2
1,Ω + ‖p‖2

0,Ω)
1
2 (‖v‖2

1,Ω + ‖q‖2
0,Ω)

1
2 . (3.13)

Preuve. On a :

Lh(u, p;v, q) = a(u,v) + b(v, p) + b(u, q)− δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆u +∇p,−∆v +∇q)0,T .

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, et les deux inégalités inverses on obtient :

|Lh(u, p;v, q)| =


∫
Ω

∇u · ∇vdx−
∫
Ω

p · divvdx−
∫
Ω

q · divudx− δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆u +∇p,−∆v +∇q)0,T


≤ |u|1,Ω|v|1,Ω +

√
N‖p‖0,Ω|v|1,Ω +

√
N‖q‖0,Ω|u|1,Ω + δ

∑
T∈Th

h2
T (−∆u,∆v)0,T

+ δ
∑
T∈Th

h2
T (∆u,∇q)0,T + δ

∑
T∈Th

h2
T (∇p,∆v)0,T + δ

∑
T∈Th

h2
T (−∇p,∇q)0,T

≤ |u|1,Ω|v|1,Ω +
√
N‖p‖0,Ω|v|1,Ω +

√
N‖q‖0,Ω|u|1,Ω + δ

∑
T∈Th

h2
T‖∆u‖0,T‖∆v‖0,T

+ δ
∑
T∈Th

h2
T‖∆u‖0,T‖∇q‖0,T + δ

∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖0,T‖∆v‖0,T + δ

∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖0,T‖∇q‖0,T

≤ C

(
‖u‖2

1,Ω + ‖p‖2
0,Ω + δ

∑
T∈Th

h2
T‖∆u‖2

0,T + δ
∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T

) 1
2

(
‖v‖2

1,Ω + ‖q‖2
0,Ω + δ

∑
T∈Th

h2
T‖∆v‖2

0,T + δ
∑
T∈Th

h2
T‖∇q‖2

0,T

) 1
2

.

D’après (3.1) on a :

Lh(u, p;v, q) ≤ C

(
‖u‖2

1,Ω + ‖p‖2
0,Ω + δ

∑
T∈Th

h2
T‖∆u‖2

0,T + |p|2h

) 1
2

(
‖v‖2

1,Ω + ‖q‖2
0,Ω + δ

∑
T∈Th

h2
T‖∆v‖2

0,T + |q|2h

) 1
2

.

On appliquant (3.2) et(3.3) on trouve :

Lh(u, p;v, q) ≤ C
(
‖u‖2

1,Ω + ‖p‖2
0,Ω + ‖u‖2

1,Ω + ‖p‖2
0,Ω

) 1
2
(
‖v‖2

1,Ω + ‖q‖2
0,Ω + ‖v‖2

1,Ω + ‖q‖2
0,Ω

) 1
2 .



3.2. MÉTHODES DE STABILISATION 38

Donc :

Lh(u, p;v, q) ≤ C
(
|u|21,Ω + ‖p‖2

0,Ω

) 1
2
(
|v|21,Ω + ‖q‖2

0,Ω

) 1
2 .

Afin de montrer la coercivité faible de Lh(·, ·), on suivera les étapes développées dans ([16]

page 7). Nous avons essayé, dans la mesure du possible, de détailler les démonstrations qui sont

assez ardues.

On aura besoin du résultat suivant :

Lemme 3.2.1. Supposons que l’une des deux hypothèses suivantes est vérifiée

1. k ≥ N,

2. Qh ⊂ C0(Ω),

où N est la dimension de l’espace et k le degrés d’interpolation de la MEF des vitesses.

Alors il existe deux constantes C1, C2 indépendantes de h telles que :

sup
v∈Vh

(∇ · v,p)
‖v‖1,Ω

≥ C1‖p‖0,Ω − C2|p|h ∀p ∈ Qh.

Preuve. Premièr cas : (k ≥ N)

En notant pour Π l’opérateur de projection de L2(Ω) vers l’espace des fonctions constantes par

morceaux :

Π : L2 −→ {q ∈ L2(Ω)/q|T = Cte},

définie par :

Πq|T =
1

mes(T )

∫
T

q dx, T ∈ Th, q ∈ Qh.

D’après [14] et [18] le couple (Vh,ΠQh) est stable, i.e. ∃C1,∀p ∈ Qh :

sup
06=w∈Vh

(∇ ·w,Πp)
‖w‖1,Ω

≥ C1‖Πp‖0,Ω.

En prenant : v = w
‖w‖1,Ω

, 0 6= w ∈ Vh, on a ‖v‖1,Ω = 1 et on trouve l’estimation suivante :

∃v ∈ Vh : (∇ · v,Πp) ≥ C1‖Πp‖0,Ω, ∀p ∈ Qh. (3.14)
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D’après l’orthogonalité de Πp et (I − Π)p et l’estimation d’interpolation :

‖(I − Π)p‖0,T ≤ C3hT‖∇p‖0,T , T ∈ Th.

On trouve :

(∇ · v, p) = (∇ · v,Πp) + (∇ · v, (I − Π)p)

≥ C1‖Πp‖0,Ω − ‖v‖‖(I − Π)p‖0,Ω

≥ C1‖Πp‖0,Ω − ‖(I − Π)p‖0,Ω

= C1‖p‖0,Ω − (1 + C1)‖(I − Π)p‖0,Ω

≥ C1‖p‖0,Ω − (1 + C1)C3(
∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T )
1
2 .

Donc :

(∇ · v, p) ≥ C1‖p‖0,Ω − C2|p|h.

Deuxièmes cas : Qh ⊂ C0(Ω)

On prend p = p+ p̃ telle que :

p =
1

mes(Ω)

∫
Ω

p dx.

p̃ ∈ L2
0(Ω) car

∫
Ω

p̃ dx =
∫
Ω

(p− p)dx = 0.

D’après la condition inf-sup continue, comme p̃ ∈ L2
0(Ω), il existe w ∈ H1

0 (Ω)N tel que :

(∇ ·w, p) = (∇ ·w, p̃) ≥ C3‖p̃‖0,Ω‖w‖1,Ω. (3.15)

Aussi, il existe w̃ ∈ Vh ∩H1
0 (Ω)N un interpolant de w qui vérifie les inégalités suivantes (c.f [4],

[13] et [18])

∑
T∈Th

h−2
T ‖w− w̃‖2

0,T +
∑
T∈Th

h−1
K

∫
∂T

|w− w̃|2ds

 1
2

≤ C4‖w‖1,Ω, (3.16)

et

‖w̃‖1,Ω ≤ C5‖w‖1,Ω (3.17)
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En usant de la formule de Green sur chaque T∈ Th (et par le fait que p est continue) et

l’ estimation (3.15) on trouve :

(∇ · w̃, p) = (∇ · w̃, p̃)

= (∇ · (w̃−w), p̃) + (∇ ·w, p̃)

≥ (∇ · (w̃−w), p̃) + C3‖w‖1,Ω‖p̃‖0,Ω

= −
∑
T∈Th

(w̃−w,∇p̃) + C3‖w‖1,Ω‖p̃‖0,Ω.

D’après l’inégalitè de Cauchy-Schwartz et l’estimation (3.16) on trouve :

(∇ · w̃, p) ≥ −

(∑
T∈Th

h−2
T ‖w− w̃‖2

) 1
2
(∑
T∈Th

h2
T‖∇p̃‖2

) 1
2

+ C3‖w‖1,Ω‖p̃‖0,Ω

≥

−C4‖w‖1,Ω

(∑
T∈Th

h2
T‖∇p̃‖2

) 1
2

+ C3‖w‖1,Ω‖p̃‖0,Ω

 .

D’après l’estimation (3.17) on trouve :

(∇ · w̃, p) ≥

−C4

C5

‖w̃‖1,Ω

(∑
T∈Th

h2
T‖∇p̃‖2

) 1
2

+
C3

C5

‖w̃‖1,Ω‖p̃‖0,Ω


≥

−C6

(∑
T∈Th

h2
T‖∇p̃‖2

) 1
2

+ C7‖p̃‖0,Ω

 ‖w̃‖1,Ω

≥ {−C6|p|h + C7‖p̃‖0,Ω} ‖w̃‖1,Ω.

Donc :

(∇ · w̃, p)
‖w̃‖1,Ω

≥ C7‖p̃‖0,Ω − C6|p|h. (3.18)

D’autre part, il existe z ∈ Vh tel que :

(∇ · z, p̄)
‖z‖1,Ω

≥ C9‖p‖0,Ω, (3.19)
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(p étant constante sur tout Ω). On pose alors :

v =
w̃
‖w̃‖1,Ω

+ δ
z
‖z‖1,Ω

δ > 0,

et en utilisant (3.15), (3.18)et(3.19) on obtient :

(∇ · v, p) =
(∇ · w̃, p)
‖w̃‖1,Ω

+ δ
(∇ · z, p)
‖z‖1,Ω

=
(∇ · w̃, p)
‖w̃‖1,Ω

+ δ
(∇ · z, p)
‖z‖1,Ω

+ δ
(∇ · z, p̃)
‖z‖1,Ω

≥ C7‖p̃‖0,Ω − C6|p|h + δC9‖p̄‖0,Ω + δC3‖p̃‖0,Ω

≥ C10‖p̃‖0,Ω + δC9‖p‖0,Ω − C6|p|h

≥ C11‖p‖0,Ω − C6|p|h.

(Car ‖p‖2
0,Ω = ‖p‖2

0,Ω + ‖p̃‖2
0,Ω).

Ce qui démontre l’inégalité du lemme 3.2.1 .

On alors le théorème suivant qui nous donne la faible coercivité de Lh(·, ·).

Théorème 3.3. supposons que l’une de deux conditions est satisfaite :

1. k ≥ N ,

2. Qh ⊂ C0(Ω),

et que 0 ≤ δ ≤ CI . Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de h telle que pour tout

(u, p) ∈ Vh ×Qh on a :

sup
(v,q)∈Vh×Qh

Lh(u, p;v, q)
(‖v‖2

1,Ω + ‖q‖2
0,Ω)

1
2

≥ C(‖u‖2
1,Ω + ‖p‖2

0,Ω)
1
2 . (3.20)

Preuve. Pour démontrer (3.20) il suffit de trouver deux constantes C ′, C ′′ > 0 pour lesquelles :

∀(u, p) ∈ Vh ×Qh,∃(v, q) ∈ Vh ×Qh telles que :

Lh(u, p;v, q) ≥ C ′(‖u‖2
1,Ω + ‖p‖2

0,Ω), (3.21)

‖v‖2
1,Ω + ‖q‖2

0,Ω ≤ C ′′(‖u‖2
1,Ω + ‖p‖2

0,Ω). (3.22)

Premièrement : On va montrer (3.21). On rappelle que :
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Lh(u, p;v, q) = a(u,v) + b(v, p) + b(u, q)− δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆u +∇p,−∆v +∇q)0,T

Lh(u, p;u,−p) = |u|21,Ω − δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆u +∇p,−∆u−∇p)0,T

= |u|21,Ω − δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆u,−∆u)0,T − δ

∑
T∈Th

h2
T (−∆u,−∇p)0,T

− δ
∑
T∈Th

h2
T (∇p,−∆u)0,T − δ

∑
T∈Th

h2
T (∇p,−∇p)0,T

= |u|21,Ω − δ
∑
T∈Th

h2
T‖∆u‖2

0,Ω + δ
∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T .

D’après l’inégalité inverse on trouve :

Lh(u, p;u,−p) ≥ |u|21,Ω − δC−1
I |u|

2
1,Ω + |p|2h

≥ (1− δC−1
I )|u|21,Ω + |p|2h

≥ C3‖u‖2
1,Ω + |p|2h. (3.23)

D’apres le lemme 3.2.1, il existe w ∈ Vh, on pose w =
‖p‖0,Ω
‖v‖1,Ω

v alors :

‖w‖1,Ω = ‖p‖0,Ω.

et

(∇.w, p) ≥ C1‖p‖0,Ω‖w‖1,Ω − C2|p|h‖w‖1,Ω ∀p ∈ Qh,
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D’après la bilinéarité de Lh(·, ·), l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

Lh(u, p; -w, 0) = Lh(u, 0; -w, 0) + Lh(0, p; -w, 0)

= a(u, -w)− δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆u,∆w)0,T + (∇ ·w, p)− δ

∑
T∈Th

h2
T (∇p,∆w)0,T

≥ −‖u‖1,Ω‖w‖1,Ω − δ
∑
T∈Th

h2
T‖∆u‖0,T‖∆w‖0,T + (∇ ·w, p)− δ

∑
T∈Th

h2
T (∇p,∆w)0,T

≥ −C4‖u‖1,Ω‖w‖1,Ω + (∇ ·w, p)− δ
∑
T∈Th

h2
T (∇p,∆w)0,T

≥ −C4‖u‖1,Ω‖w‖1,Ω+(∇ ·w, p)− δ

(∑
T∈Th

h2
T‖∇p‖2

0,T

) 1
2
(∑
T∈Th

h2
T‖∆w‖2

0,T

) 1
2

.

D’après le lemme 3.2.1 et l’inégalité inverse on a :

Lh(u, p; -w, 0) ≥ −C4‖u‖1,Ω‖w‖1,Ω + C1‖p‖0,Ω‖w‖1,Ω − C2|p|h‖w‖1,Ω − C5|p|h‖w‖1,Ω

= −C4‖u‖1,Ω‖p‖0,Ω + C1‖p‖2
0,Ω − (C2 + C5)|p|h‖p‖0,Ω.

En appliquant l’inégalité de la moyenne géométrique-arithmétique :

ab ≤ 1

2

(
a2

γ
+ γb2

)
∀a, b, γ > 0,

pour tout γ1, γ2 > 0 :

Lh(u, p; -w, 0) ≥ −C4

2

(‖u‖2
1,Ω

γ1

+ γ1‖p‖2
0,Ω

)
+ C1‖p‖2

0,Ω −
(C2 + C5)

2

(
|p|2h
γ2

+ γ2‖p‖2
0,Ω

)
≥ −C4

2γ1

‖u‖2
1,Ω −

C4γ1

2
‖p‖2

0,Ω + C1‖p‖2
0,Ω −

(C2 + C5)

2γ2

|p|2h −
(C2 + C5)γ2

2
‖p‖2

0,Ω

≥ −C4

2γ1

‖u‖2
1,Ω +

(
C1 −

C4γ1

2
− (C2 + C5)γ2

2

)
‖p‖2

0,Ω −
(C2 + C5)

2γ2

|p|2h

≥ −C6‖u‖2
1,Ω + C7‖p‖2

0,Ω − C8|p|2h. (3.24)

(C7 > 0 si γ1 et γ2 sont assez petit).

On pose alors (v, q) = (u− σw,−p) avec σ > 0 on a :

Lh(u, p;v, q) = Lh(u, p;u− σw,−p) = Lh(u, p;u,−p) + σLh(u, p; -w, 0),
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car la forme Lh(·, ·) est bilinéaire .

Pour conclure, les inégalités (3.23) et (3.24) assurent que :

Lh(u, p;v, q) ≥ C3‖u‖2
1,Ω + |p|2h − σC6‖u‖2

1,Ω + σC7‖p‖2
0,Ω − σC8|p|2h

≥ (C3 − σC6)‖u‖2
1,Ω + σC7‖p‖2

0,Ω + (1− σC8)|p|2h
≥ C ′(‖u‖2

1,Ω + ‖p‖2
0,Ω).

Il suffit de prendre 0 < σ < min{C3C
−1
6 , C−1

8 } pour que C ′ > 0, donc l’inégalité (3.21) est

satisfait.

Deuxièmement : on va montrer l’inégalité (3.22).

Comme dans la première étape on prendra : (v, q) = (u−σw,−p) avec σ > 0 et ‖w‖2
1,Ω = ‖p‖2

0,Ω.

On trouve :

‖v‖2
1,Ω + ‖q‖2

0,Ω ≤ 2‖u‖2
1,Ω + 2σ2‖w‖2

1,Ω + ‖p‖2
0,Ω

≤ 2‖u‖2
1,Ω + 2σ2‖p‖2

0,Ω + ‖p‖2
0,Ω

≤ 2‖u‖2
1,Ω + (2 + σ2)‖p‖2

0,Ω

≤ C ′′(‖u‖2
1,Ω + ‖p‖2

0,Ω).

Donc l’inégalité (3.22) est satisfaite.

En combinant les deux inégalités (3.21) et (3.22), on obtient la faible coercivité de Lh(·, ·).

3.2.3 1989 : La méthode de Douglas-Wang

L’idée a été de modifier la formulation variationelle de la méthode du Hughes-Franca [20] afin

d’obtenir la coercivité de la forme bilinéaire Lh(·, ·) mais en perdant la symétrie. La formulation

proposée était la suivante :
a(uh,vh) + b(vh, ph) + δ

∑
T∈Th

h2
T (−∆uh +∇ph,−∆vh)0,T = (f ,vh) + δ

∑
T∈Th

h2
T (f,−∆vh)0,T ∀vh ∈ Vh,

−b(uh, qh) + δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆uh +∇ph,∇qh)0,T = δ

∑
T∈Th

h2
T (f,∇qh)0,T ∀qh ∈ Qh.

(3.25)
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Le problème précédant s’écrit de la manière équivalente suivante :Trouver (uh, ph) ∈ Vh×Qh tel que

Lh(uh, ph;vh, qh) = Gh(vh, qh) ∀(vh, qh) ∈ Vh ×Qh,
(3.26)

où

Lh(uh, ph;vh, qh) := a(uh,vh) + b(vh, ph)− b(uh, qh) + δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆uh +∇ph,−∆vh +∇qh)0,T ,

et

Gh(vh, qh) := (f,vh) + δ
∑
T∈Th

h2
T (f,−∆vh +∇qh)0,T .

Avec les mêmes notations de la méthode de Hughes-Franca, le système matricielle de (3.26) est

donnée par :  A+D (B − C)T

−(B + C) K

U
P

 =

F + F2

F1

 (3.27)

Le système (3.27) est définie positif comme nous allons lavoir, mais n’est pas symétrique.

Nous allons montrer que la forme bilinéaire Lh(·, ·) est coercive sur les espaces d’approximations

par éléments finie Vh × Qh par rapport à une norme discrète. Ce qui permettra de assurer

l’existence et l’unicité de la solution.

Théorème 3.4. [15] La forme bilinéaire Lh(·, ·) est coercive sur l’espace Vh × Qh par rapport

la norme :

[‖(u, p)‖]2 = ‖u‖2
1,Ω + δ

∑
T∈Th

h2
T‖ −∆u +∇p‖2

0,T . (3.28)

Preuve. On a :

Lh(u, p;u, p) = a(u,u) + δ
∑
T∈Th

h2
T (−∆u +∇p,−∆u +∇p)0,T

= a(u,u) + δ
∑
T∈Th

h2
T‖ −∆u +∇p‖2

0,T

= [‖(u, p)‖]2.

Alors la forme bilinéaire Lh(·, ·) est coercive et le problème (3.25) admet une solution unique.



Conclusion

La technique de stabilisation consiste à modifier le problème discret de Stokes afin de

contourner la vérification de la condition inf-sup discrète. Nous avons vues trois techniques

où :

la première donne une forme bilinéaire qui n’est pas symétrique mais qui est coercive, la

deuxième donne une forme bilinéaire symétrique et faiblement coercive et la troisième tech-

nique donne une forme bilinéaire qui n’est pas symétrique mais qui est coercive.

Nous avons démontré l’existence et l’unicité de la solution discrète pour chacune des trois

techniques.
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