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Notations

Nous donnons ici quelques notations utiles par la suite :
e N : désigne la dimension de I'espace.
e () : désigne un ouvert borné de RY, généralement domaine physique ou domaine fictif.
o () : désigne I’adhérence de €.
e v : désigne une fonction vectorielle sur €.
e ¢ : désigne une fonction scalaire sur 2.
e 00 : désigne la frontiére de €.
e D(Q) : désigne l'espace des fonction indéfiniment dérivables & support borné (espace des
fonctions test) dans €.
e dx : désigne la mesure de Lebesgue sur RY.
o [7(Q) ={v:Q — R, vmesurable et [|v(z)[*dz < oo}.

Q

L?(Q) est une espace de Hilbert pour le produit scalaire

(v,w) = /Qv(x)w(x)dx, Vv, w € L*(Q),

[¥lloq= ( / |v<x>|2dx)%.

o L3(Q) ={q € L*(Q) : [ gdz = 0} est espace orthogonal aux constantes dans L*(€2).
0
e H™(Q) : désigne l'espace de Sobolev sur € définit par

associé a la norme

H™Q) ={veL*Q), % e L*Q) VYaeN" |a| <m},



NOTATIONS

N
avec |a| = Y «; et m un entier positif.
i=1

o H'(Q) : désigne I'espace de Sobolev d’ordre 1 sur 2 définit par

ov

a[Ei

HY Q) = {veL*Q), € L*(Q),1<i < N},

dont la norme associée est
1
3

3 2 OV
Vo = (viv)ia = | IVI[Ea+ D I -lha )
i=1 v

et de produit scalaire associé
N
ou oOv
(u,v)10 = (u,v)oo + Z (8_9517 3_951‘)09 :
1=1 )
e H'(Q) : est une espace de Hilbert pour le produit scalaire(-,); o
On désignera 1'adhérence de D(Q2) dans 'espace de Sobolev H'(Q) par

HY(Q) = {Vv € H'(Q);v = 0sur 90}.

o H71(Q) : désigne l'espace dual de I'espace H'(Q).

o |V|pi() : désigne la semi-norme sur H'(Q), définie par
VILe = [[V¥lioe,

e (-,-) : désigne le crochet de dualité entre H—1(Q) et HJ ().
e 7}, : désigne le maillage du domaine 2.
e T : désigne diamétre maximum des triangles de 7j,.

e h : désigne le pas du maillage.



Introduction

La modélisation des phénoménes d’écoulements de fluides visqueux et incompressibles conduit
a la résolution des équations non-linéaires de Navier-Stokes. Dans le cas, ou le terme de non-
linéarité disparait (par exemple pour des fluides a fortes viscosité), ces équations se réduisent aux
équations de Stokes. Nous nous intéressons dans notre travail, a la formulation vitesse-pression

des ces équations.

En particulier, on s’intéressera & une approximation par la Méthode des Eléments Finis
(MEF) des équations de Stokes. Dans le travail de mémoire de master [12], une présentation
détaillée des différents schémas d’approximation par une MEF existants a été faite, ou la
vérification de la condition inf-sup [4] a été démontrée pour chaque paires d’éléments finis

vitesse-pression.

Dans notre travail, on va essayer de présenter trois techniques de stabilisation introduites
respectivement par [19], [20] et [15] dans la fin des années 1980. Ces techniques consistent a
rajouter au probléme discret de Stokes, des termes dépendants du maillage pondérés par un
facteur & > 0 de telles sortes que le probléme modifié :

— soit consistant (la solution continue du probléme de Stokes vérifie les équations discrétes

modifiées),

— ne soit plus un probléme de point-selle mais un probléme coercif ou bien faiblement

coercif, et la vérification de la condition inf-sup devient obsoléte.

Dans le premier chapitre, on donnera quelques rappels mathématiques et on présentera
une formulation variationnelle vitesse-pression du probléme de Stokes avec des conditions aux

bords de type Dirichlet. On mettra en évidence que 'existence et I'unicité de la solution continue



INTRODUCTION 10

(u,p) € HI(Q)N x LZ(Q) est assurée par la condition inf-sup continue grace au théoréme de

Babuska—Brezzi.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéressera a la discrétisation par la méthode des éléments
finis de I’équation de Stokes puis on étudiera 'existence et 1'unicité de la solution discréte et
sa stabilité. On verra que le choix des espaces d’éléments finis vitesse-pression stables dépend
de la vérification de la condition inf-sup pour ces espaces. On présentera a la fin de ce chapitre
quelques pairs éléments finis vitesse-pression V}, x ), stables pour I’approximation du probléme

de Stokes.

Enfin dans le troisiéme chapitre, on abordera le but de notre travail & savoir présenter
la technique de stabilisation pour le probléme de Stokes discret. Initiée par F. Brezzi and
J. Pitkaranta [8] en 1984 et un peu plus tard par Hughes, Franca and Balestra [19]. On présen-
tera trois techniques de stabilisation tirées de ces articles. Pour chacune d’elle on démontrera

I'existence et 'unicité de la solution.



Chapitre 1

Probléme de Stokes

1.1 Quelques résultats théoriques et préliminaires

Nous allons présenter brievement dans ce paragraphe, quelques résultats et rappels mathé-

matiques essentiels par la suite a I’analyse des équations aux dérivées partielles.

Théoréme 1.1. [1/(Inégalité de Cauchy-Schwartz)
e Avec des sommes :

Soient u et v € Q. Alors :

N

[

e Avec des intégrales :

Soient f,g € C([0,1],R). Alors :

1 1 3 1 1
/ folde < ( / |f|2drv> ( |g|2dx) |
0 0 0

e Dans un espace de Hilbert :

Soit (V,{(-,-)) un espace pré-hilbertien. Alors, pour tous u,v € V
[(u, V)| < Jlullv vy

Théoréme 1.2. (Inégalité de Poincaré)[1] Soient Q un ouvert borné de RN . Alors, il existe

11
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une constante C' > 0 (dépendent de 1) telle que : pour toute fonction v € H}(Q), nous avons :
[Vllo.o< Cal Vg

Théoréme 1.3. (Formules de Green) Soit Q0 un ouvert borné de frontiére réguliére. Pour

toute fonction u de H*(Q)N et toute fonction v de HY(Q)Y, on a

—/Au-vdx:/Vu:Vqu:—/g—;ll~vda, (1.1)
Q o9

Q

N N
avec Vu: Vv =30 3 QW Vi ot o4y m est la normale unitaire extérieure a .
i=1=1 "~ """

Lemme 1.1.1. Soit v € L*(Q). On peut définir une forme linéaire continue g—; dans H=1(Q),
1 <i <N, par la formule :

9 )
<a;7¢>H—l<m,H3<m = —/V(ﬂf)ai (z)dx, V¢ € Hy(). (1.2)

Q

De plus, on a l’estimation suivante :

ov
Ham -0 < Ivlloe Vv e L*Q).

Théoréme 1.4. (Théoréme de Laz-Milgram)[21] Soit V' un espace de Hilbert de norme

| - [[v. On considére une forme bilinéaire a(-,-) continue sur V x V i.e.
M > 0,Yu,v eV, la(u,v)| < Mlully|v]v,
et on suppose qu’elle est coercive sur V., c’est-a-dire qu’il existe une constante a > 0 telle que :
eV, a(v,v)=alv]y.
On considére aussi, une forme linéaire continue L(-) sur V. Alors, le probléme :

Trouver u €'V tel que :

a(u,v) =L(v) VYveV,
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admet une solution unique u dans V', c’est-a-dire :
dlueV, a(u,v)=L(v).

Remarque 1.1.1. Si la forme a(-,-) est symétrique, alors I’élément u est caractérisé comme

étant 'unique €élément de V' qui minimise la fonctionnelle J : V. — R définie par :
1
J(v) = Ea(v,v) —L(v) Wwevy,

c’est-a-dire :
JlueV, J(u)=minJ(v).

veVv

Définition 1.1.1. Soit u : Q@ — RY telle que u = (uy, uy....,uy). On définit les opérateurs

divergences, gradient et laplacien si u est suffisamment réguliére, associés comme suit :

N

(9ui
di =
7 u ; axi,

Ou duy Ou
Vul oz Oxo Tt Oz
AVATH Ouz  Ouy Ouy.
_ _ 811 8$2 o axN
Vu = = ,
Jupn oupn Jun
VUN oxr1 Oxo o Odzn
et
8u% 8u% Bu%
Aul 0%2x1 0%z T O%zxn
du? Ou Ou2
Au — Aug | 821;21 621;22 o 82192\;
ou%,  ou ou?,
AHN 8211 82:1:2 8%1\;

1.2 Les équations de Stokes

Soit 2 un ouvert borné¢ de RV, N = 2,3, de frontiére 9 réguliére. Le systéme de Stokes
modélise I’écoulement d’un fluide visqueux incompressible & petite vitesse. On suppose que le

fluide occupe un domaine €2 et qu’il adhére ou bord de celui-ci, c’est-a-dire que sa vitesse est
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nulle sur le bord (se qui conduit a une condition aux limites de Dirichlet).
La modélisation mathématique du probléme de Stokes conduit a résoudre le systéme d’équations

suivant :

—vAu+Vp=1f dansQ,
divu =0 dans €, (1.3)
u=0 sur .

C’est un systéeme d’EDPs linéaire avec une condition au bord homogeéne.

Les inconnues sont :
1. u la vitesse (un vecteur),
2. p la pression ( un scalaire).

La donnée f représente la densité des forces et la constante v > 0 représente le coefficient de
viscosité du fluide. I y a une autre équation divu = 0 appelée condition d’incompressibilité

(qui correspond a la conservation de la masse).

Remarque 1.2.1. Le probléme de Stokes (1.3) est un modéle simplifié d’écoulement d’un
fluide visqueux incompressible. En effet, les vrates équation du mouvement d’un tel fluide sont

les équations Navier-Stokes stationnaires (voir [23])

—vAu+pu-V)u+Vp=£f  dans Q,
divu=0 dans €, (1.4)

u=0 sur 0f.

Lorsque la vitesse de fluide u est faible, le terme non-linéaire (u- V) u étant quadratique en u

devient négligeable, on obtient alors les équations de Stokes.

1.3 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant donner une formulation variationnelle du probléme de Stokes (1.3).
Pour cela, on fera les hypothéses de régularités suivantes : f € L*(Q),u € H} ()N et p € L*(Q).

En multipliant la premiére équation de systéme (1.3) par une fonction test v € V = HZ(Q)V
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et en intégrant sur €2, on obtient
—V/Au-v da:—l—/Vp-vdx:(f,v) Vv € H(Q)N. (1.5)
Q Q

En utilisant les formules (1.1) et (1.2)

L’expression (1.5) devient :

V/Vu: Vvda:—/pdivv dx—y/g—u-vda—i-/pn-vda: (f,v) VveH\ )Y, (1.6)
n
Q o0

Q o0

i=10Q
Comme la fonction test est nulle sur le bord 0f2 (condition aux limites homogéne de Dirichlet),

avec : [Vu : Vvdr =3 [Vu;- Vv;dz.
Q

I'équation(1.6) est :

Z//Vu : Vv da:—/pdivv de =(f ,v) VveH(Q. (1.7)
0

Q

En prenant v = 1 dans tout ce qui suit et en tenant compte de la condition d’incompressibilité
(diva = 0) dans 2 associé a I’équation (1.7) nous donnons la formulation variationnelle sui-

vante :
Trouver u € Vi tel que,
(1.8)
JVu : Vv de=(f ,v) Vv e Vy,
)
o Vy = {v € H}(Q)N,divv = 0 dans Q}.
En appliquant le théoréme 1.4 de Lax-Milgram au probléme (1.8) on a l'existence et l'unicité

de la solution u € Vy.

Concernant la pression, puisque 1’équation de Stokes ne fait intervenir que les dérivées, nous
sommes poussés & imposer une condition sur p qui nous fixe la constante d’intégration afin de
garantir I'unicité d’une telle pression. Nous choisissons a cet effet ’espace des fonctions de carré
sommable & moyenne nulle : Q = L3(9).

En multipliant la deuxiéme équation du probléme (1.3) (I’équation d’incompressibilité) par une
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fonction test ¢ € LZ(Q) et en intégrant sur Q. On trouve :
/ gdivudz = 0.
Q

L’existence de p est alors garantit par le résultat important suivant

Lemme 1.3.1. (Théoréme de De Rham) Soit Q un ouvert borne de RN de fronti¢re réquliére
et soit L une forme linéaire continue sur HE(Q)N. Alors : L s’annule sur Vy si et seulement

s’il existe une fonction p € L*(Q) telle que :
L(v) = / pdivvdz Vv € HA(Q)V.
Q

On détermine p de maniére unique & une constante additive pres.

il est claire que L(-) est une forme linéaire continue sur H3(Q)" et que L(v) =0, Vv € Vy.

Le théoreme de De Rham permet de conclure I'existence de p.

1.4 Problémes du point-selle

La formulation variationnelle (1.8) bien que séduisante d’un point de vue théorique, reste
compliquée a mettre en ceuvre en pratique lorsque I'on passe aux espaces discrets.
Noua allons donner ci-aprés une formulation variationnelle du probléme de Stokes, dite formulation

mixte, qui est plus appropriée. Elle est donnée sous la forme :
Trouver (u,p) € HY}(Q)VxL3(Q2) tel que,
[Vu : Vv dz— [pdivy doe=(f,v) Vv € H}(Q)", (1.9)
Q Q '
J[qdiva de =0 Vqe L3(Q).
Q
Cette formulation rentre dans le cadre plus générale des problémes de point-selle que nous

allons présenter ci-aprés. Cette présentation est basée sur la vérification d’une condition inf-sup

pour ce type de probléme (voir [4] et [18]).
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1.4.1 Cadre général

Soit V et @ deux espaces de Hilbert munis de normes respectivement || - ||y et || - [|g. Et
soit V' et @)’ leurs espaces duals correspondants. On note (-, -) les crochets de dualité entre V'

et V. On définit les deux formes suivantes :
1. a(-,-) une forme bilinéaire continue sur V' x V|
2. b(+,-) une forme bilinéaire continue sur V' x Q.

Ainsi que la fonction linéaire F': V' — R.

On s’intéresse au probléme de point-selle suivant, posé pour tout f dans le dual V' :

Trouver (u,p) € V x Q tel que,
a(u,v) +b(v,p) = F(v) Wwvev, (1.10)

b(u,q) =0 VYqeQ.

A ces formes bilinéaires on associe les opérateurs A € Z(V,V') et B € Z(V,Q') définis par :

(Au,v) = a(u,v) Vu,vev, (1.11)
(Bv,q) =b(v,q) VYveVVqgeQ. (1.12)

On note BT € £(Q,V’) l'opérateur transposé de B, c-a-d :
(B'q,v) = (Bv,q) = (v,q). (1.13)
Le probléme (1.10) est équivalent a

Au+BTp=F dans V’,
(1.14)

Bu=0 dans Q.
On introduit les sous-espaces suivants :
VO={veV]| bv,q) =0 VqeQ}=ker(B),

son polaire

VO ={feV| (fw)=0 VweV’,

pol —
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et enfin son orthogonal
(VY ={veV| (v,w)y=0 VYweV’}
Vu que

V=Vlag (V.
On a alors le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. On suppose la forme b(-,-) continue sur V x Q. Les trois propriétés sont

équivalentes :

1. La condition inf-sup suivante est vérifie : il existe une constante 5 > 0 telle que :

b
inf  sup (v.9)
€Q vev [[Vv

> Bllalle; (1.15)

2. L'opérateur BT est un isomorphisme de ) dans Vpool. De plus,

B q|ly: = (Bla.v) v 1.1
1B qllv: = sup > Bllalle Vo€ Q; (1.16)
vevwzo [VIv

3. L’opérateur B est un isomorphisme de (V°)* dans Q'. De plus,

Bv
1Bv|g = sup BVD 5
q€Q,q#£0 ”C]HQ

> Blv]ly  ¥v e (VO (1.17)

On peut maintenant énoncer le résultat principale d’existence et d’unicité pour les problémes

de point-selle.

Théoréme 1.5. (Théoréme de Brezzi-Babuska) [22]/On fait les hypothéses suivantes :
1. La forme bilinéaire a(-,-) est continue sur V° et vérifie la propriété d’ellipticité pour une

constante o« > 0 :
VveV? a(v,v)>alv|i; (1.18)

2. La forme bilinéaire b(-,-) est continue et vérifie la condition inf-sup pour une constante

8>0:

Vo e Q. supb”< 4 D > Blgle (1.19)
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Alors, pour tout élément £ de V', le probleme (1.10) admet une solution unique (u,p) dans
V xQ.
De plus, cette solution vérifie

1
lallv < ~[I£[lv, (1.20)

et
1 M
Iplle < 5(1 + )y, M >0. (1.21)

ou M et o sont les quantités qui interviennent de la continuité et la coercivité de af-,-).

1.4.2 Cas particulier : le probléme de Stokes

La formulation variationnelle du probléme de Stokes (1.9) rentre dans le cadre des problémes
de point-selle (1.10) présentés précédemment ou les formes a(-,-), b(+,-) et F(-) sont définies

respectivement par :

a(u,v) = /Vu: Vvdz,
Q

b(v,p) = —/pdivvdm,
Q

F(v):/f-vdx,

Q

sur les espaces V = H}(Q)Net Q = L3(9).
Par la suite, nous allons monter que les conditions du théoréme de Brezzi-Babuska sont vérifiées.

Il est claire que les formes a(-,-) et b(-,-) sont continues sur V' x V et V' x @) respectivement :

1. la continuité de af(-,-)

la(u, v)[ < [[VulloallVvioe

< |ulialv|ia-
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2. la continuité de b(-, )

Y9 v,
<3 15 oalvls

< VN (Z ||8V’HOQ) pllos

< VNvliallpllog:
Aussi la coercivité de a(-,-) est vérifice. En effet, soit v € H}(2)" on a donc :

ofvv) = [ (VP = Vvl

Q

1
> |lv|]? 1.22
=1 +O(Q>2||V||1,QJ ( )

ot C'(§2) est la constante de 1" inégalité de Poincaré.
Enfin pour montrer que la condition inf-sup continue (1.15) est vérifiée, nous aurons besoin du

lemme suivant.

Lemme 1.4.2. [17] Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout p € L*(2), il existe
v € HY Q)N solution de

divv =p dans§)
[v[la19)< Clipll2@)-

De plus, sip € LE(Q), alors on peut prendre v € Hi(Q)V.

Soit ¢ € @), d’aprés le lemme précédant, il existe v € V tel que
q=—divv et ||vl]v < Clq|l2

Alors
b(v,q) :||Q||%2(Q)7
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et
bv,q) _ 1 bv,q) 1
> C = EHQHLQ(Q)
Ivilv gl 2
donc
b(v,q
sup ( )25||Q||L2(Q)-
vev |Ivllv

Par conséquent, la forme b(-,-) vérifie la condition inf-sup continue avec 5 = % > 0, ot C est
la constante du lemme 1.4.2.
Toutes les hypothéses du théoréeme de Brezzi-Babuska sont vérifiées pour le probléme de Stokes.

Donc le probléme admet une solution unique (u,p) € V x Q.



Chapitre

Probleme de Stokes par la méthode des élément

finis

2.1 Meéthodes d’éléments finis

La méthode des éléments finis est la méthode numérique de référence pour le calcul des
solutions de problémes aux limites elliptiques. L'idée de base de la (MEF) est de remplacer
I’espace de Hilbert V' sur lequel est posé la formulation variationnelle par un sous-espace V}, de
dimension finie. Cette méthode est basée sur la notion géométrique de maillage du domaine (2,
un maillage est un pavage de I’espace en volume élémentaires trés simples : triangles, tétraédres,

parallélépipedes.

2.1.1 Triangulation

Dans cette section, on présente les notions de base et les principaux outils de la méthode des
éléments finis. On référe a [3] et [6] pour plus de détails. Dans la méthode des éléments finis, la
construction du sous-espace discret nécessite la discrétisation préalable du domaine Q C RY en
éléments géométriques simples. Contrairement au cas d'un intervalle de R, la discrétisation d’un
domaine de R" est un probléme technique difficile et la qualité de ce maillage est essentielle

pour la qualité de I'approximation.

Définition 2.1.1. Un maillage de €2 notée Ty, est un ensemble fini de polygones ou de polyédres

T € Q, vérifiant les critéres suivants :

22
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1. Les éléments T C Q du maillage doivent recouvrir le domaine, i.e. leur union égal a €.

o=

TeTh

2. Chaque élément T de Ty, est un polygone ou un polyédre conneze fermé de RN d’intérieur

non vide a frontiere réguliere,

3. L’intersection de deux éléments distincts doit satisfaire :

0,
TNT =< un sommet,

un coté.

Le premier critére implique que €2 est polygonal ou est approché par un polygone. Le second
critere a pour but d’assurer la continuité des fonctions de ’espace discret.

Dans la plupart des cas, les triangulations sont :

e un triangles ou un quadrilatéeres convexes en dimension N = 2.

e un tétraédres ou un parallélépipédes rectangles en dimension N = 3.
Dans ce qui suit, on s’intéressera & un maillage triangulaire de €.

Définition 2.1.2. [2] Soit (Tp)n=o une suite de maillages de 2. On dit qu’ il s’agit d’une suite

de mazllages réguliers si :

1. la suite h = max diam(T) tend vers 0,
teTh

2. il existe une constante C' strictement positive, pour toute h > 0 et tout T € Ty,

diam(T)
AL < ¢ 2.1
oT) = 2
telle que :

diam(T) = max||z —y|| et p(T) = max(2r).

Définition 2.1.3. On appelle coordonnées barycentriques A\;,1 < j < N + 1, d’un point

z = (x;)1<i<n de RN par rapport aux N+1 sommets a; non contenus dans un méme hyperplan,
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la solution (unique) du systéme linéaire suivant
N+1
Z(Zij)\j:%i, 1§Z§N,
j=1

N+1

> A =1,

J=1

ot les a; j sont les coordonnées du point a;.

2.1.2 Espaces polynomiaux d’approximation

On introduit les espaces des éléments finis suivants :
Vi, = {vin € [C) N H QN : vir € Pu(T),VT € To}, k > 1,

Qn = {qh € L(Q)(Q) ‘qr € PZ(T),VT € ﬁb},l > 0.
ou Pi(T) est l'espace des polynomes définis sur 7' de degrés < k.

Lemme 2.1.1. (Inégalité inverse)

On suppose la triangulation Ty, est réguliere. Pour tout entier m > 0, il existe une constante C

mdépendant de k telle que :
Vv € Pu(T), |v]gma) < Chy™ ||V L2(m).

Définition 2.1.4. On appelle opérateur d’interpolation Ty, Uapplication linéaire de HE(Q)N

dans V;, définie, pour tout v € H} ()N par :

T - V — Vh
V = TRV
N
mv(e) =Y v(a) i)
=1

t.q (¢i)1<i<n est une base de Lagrange de l’espace V},.

On a alors les estimations d’erreur de approximation par la méthode des éléments fini [9]

suivantes :
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Lemme 2.1.2. [l eziste 7, € L (H?*(Q); Wy,) N L (V N H2(Q); V) tel que
HV — 7TVHH1(Q) < C/hHVHH2(Q) Vv € HQ(Q),

Ou C' > 0 est une constante indépendante de h et W;, C H*() un sous-espace de dimension

finze.

Lemme 2.1.3. 1] existe S;, € ZL(QNH(Q); Q) lopérateur de projection-L? Sy, : L*(2) — Qp,
tel que
Hp - Shp”o,ﬂ S C”thHHl(Q), Vp € HI(Q)

Ou C” > 0 est une constante indépendante de h.

2.2 Approximation par la MEF du probléme de Stokes

On s’intéresse maintenant & I’approximation du probléme (1.10). La méthode de Galerkin
consiste simplement a remplacer les espaces V' et () intervenant dans cette formulation par des
espaces de dimensions finies.

Soit h un paramétre de discrétisation. Pour toute valeur de h, soient deux espaces de dimensions

finies V}, et ), inclus respectivement dans V et (). Cela induit que :
1. a(-,-) une forme bilinéaire continue sur Vj, x V;,
2. b(+,-) une forme bilinéaire continue sur V;, x Qp,.

Le probléeme discret s’écrit :

Trouver (up,pn) € VixQp  tel que,
a(up, Vi) + (v, pn) = F(vi) Vv € Vi, (2.2)

b(uh, qh) =0 th € Qh-
On introduit 'ensemble suivant :
V2 ={vy, €Vil blvi,aqn) =0 Vg, € Qn}.

Les résultats suivant assurant I’existence, 'unicité et la stabilité de la solution du probléme

(2.2) est une conséquence directe du théoréme (1.5).
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Théoréme 2.1. (Ezistence, unicité et stabilité) Supposons que :
1. la forme bilinéaire a(-,-) est continue sur V) et vérifie la propriété d’ellipticité pour une
constante oy, > 0 :

Vvh S V]?, Cl(Vh,Vh) 2 OéhHVhH%/; (23)

2. la forme bilinéaire b(-,-) est continue et vérifie la condition inf-sup discréte pour une

constante 6}1 >0 :
b(v ,q
inf ( h h)

> Bnllanllq- 2.4
I R larllq (2.4)

Alors, pour tout élément £ de V', le probléeme (2.2) admet une solution unique (up,pn) dans

Vi X Q. De plus, cette solution vérifie

1
[unllv < —|I£[lv, (2.5)
ap,
et
1 M
Ipnlle < -1+ —=)[fllv» M >0. (2.6)
Bh Qp

Théoréme 2.2. [18] Supposons que le probléme discret (2.2) vérifie la condition inf-sup dis-
crete. Alors il admet une unique solution (upn,pp) € Vi X Qp. De plus, il existe une constante

positive C' ne dépendant pas de oy, By, tel que
u—u + |lp — <C| inf |lu—v + inf — .
o=l + = llo < € ( inf = vally+ inf I~ aulo)

Lemme 2.2.1. (Lemme de Céa) Soit u la solution du probléme variationnel (1.10) et soit

uy, la solution du probléme discret (2.2). On a [’estimation suivante :

M [,
fawll < 55 (inf = vall ), 27)

Pour plus de détails consulter [9].

2.3 Quelques exemple d’éléments stables

D’aprés ce qui précede, le choix des espaces d’éléments finis discrets (V},, Qy) est soumis a
la vérification de la condition inf-sup discréte (2.4).

Il existe dans la littérature plusieurs choix possible des espaces d’espaces (V},, Qp) d’éléments
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finis vitesse/pression stables pour le probléme de Stokes. Nous allons en présenté qualques uns.
Pour ce qui est de la vérification de la condition inf-sup, le lecteur peut se référer au mémoire

12].

2.3.1 Mini-élément : Pl /P,

Cet élément, introduit dans [18], soit 7;, une triangulation de Q et T' € Tj,.

Considérons I’espace polynomial suivant
PrHI(T) = [P @ {1, Mo, A3 }]%

Le Mini-élément consiste a approximer la vitesse par des fonctions continues P par mor-

ceaux et la pression par des fonctions continues P; par morceaux, i.e.

Vi = {vi € [C(Q) N H(Q)]?: vir € P2 VT € T},
Qn={ag €eCOONLIQ) : qr €P1 VT € T},

Proposition 2.3.1. (Stabilité) Soit T, une triangulation régulicre de Q, alors le couple

(Vi, Qr) est compatible (i.e : la condition inf-sup discréte est satisfaite).

Théoréme 2.3. Soit T, une triangulation régulicre de Q, la solution du probléme de Stokes

satisfait (u,p) € V- x Q. Alors, on a Uerreur de convergence suivante :

lu—upli0+ | — prlloa< Cih(lulea + [plia), (2.8)

St de plus €2 est conveze, on aura :
lu = willog < Coh*(fulz0+lpl10)- (2.9)

Les constante Cy, Cy étant indépendantes de h.

2.3.2 Eléments de Taylor-Hood : Py /Py

L’élément de Taylor-Hood c’est le premier membre de la grande famille "Taylor-Hood

Py — P;"[11]. Les vitesses discrétes sont continues Py par morceaux et les pressions discrétes
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sont continues P; par morceaux. Les espaces discrets sont donc définis par :

Vi, ={vi €[COONH) Q) :viyr €Po VT € Tp.},
Qn={0 €COUONLAQ) : qur €P, VT € Tp}.

Proposition 2.3.2. (Stabilité) Soit T, une triangulation réguli¢re de Q contenant au moins

trois triangles. Alors, le couple (Vi,, Qp) est compatible.

Théoréme 2.4. Soit Tj, une triangulation régulicre de Q contenant au moins trois triangles et
que la solution du probleme de Stokes satisfait (u,p) € H™(Q)? x H™(Q), m = 1,2. Alors,

on a l’erreur de convergence suivante :
u—wpfr0+ ([P — pulloo< CrA™(Julmira + [|2llma), (2.10)
si de plus Q) est convexe, on aura :
[u—unllog < Coh™ ([ulmsr 0t Ipllme)- (2.11)

Les constante C, Cy étant indépendantes de h.

2.3.3 Elément de Crouzeix-Raviart Py /[P,

Soit T une triangulation de 2 par des triangles et T' € T,. Considérons l'espace polynomial

suivent

Pye(T) = [P+ AT AN Pol”.

L’¢lément de Crouzeix-Raviart consiste a approximer la vitesse par des fonctions continues

Phulle par morceaux et la pression par des fonctions discontinues IP; par morceaux, i.e.

Vi = {viy € [C() N HJ(Q))* : vir € PR VT € T},
Qh = {(]h < Lg(Q) S QnT - Pl YT € %}
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Les degrés de libertés relatives a la vitesse sont choisis comme suit :

les valeurs de v sur le treillis principal T5(7T)
(2.12)
et Vintégrale [ vdz.
T

Proposition 2.3.3. (Stabilité) Si la triangulation Ty, est réguliere, alors le couple (Vi,, Qp)

est compatible.

Théoréme 2.5. Supposons la triangulation T, est réguliere et que la solution du probléme
de Stokes satisfait (u,p) € H**Y(Q)? x H*(Q), k = 1,2. Alors, on a lerreur de convergence

sutvante :

u— w0+ [P — pulloo< Cih*(Juliri0 + IPllka), (2.13)

De plus, si ) est convexe, on aura :
Ju = willon < Coh™ (Jules s+ ). (2.14)

Les constante Cy, Cy étant indépendantes de h.

2.4 Forme algébrique

Dans cette section, nous étudions la structure du systéme algébrique associé a I'approximation
da Galerkin pour le probléme de Stokes (2.2). Soient M et N les dimensions de V} et Q)
respectivement.

Le systéme linéaire associé & (2.2) prend la forme suivante :

AU+ BTP =T,
(2.15)

BU =0,

ot A € RM*M ot B € RM*N sont les matrices associées aux formes bilinéaires a(-,-) et b(-,-)

respectivement. Le vecteur F est lui associé a la forme linéaire (f,-) sont données par :
A:a<.7.)7 B :b<.7.)

et
F = (f,).
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U et P sont les inconnus.

Le systéme précédent s’écrit sous forme matricielle comme suit :

A BT| |U F
B 0| |P 0

Cette matrice est inversible ssi la condition inf-sup est vérifiée.

(2.16)



Chapitre

Technique de stabilisation des schémas

d’éléments finis relatits au probléme de Stokes

Dans ce chapitre, on s’intéressera a la méthode de stabilisation du probléme de Stokes. L’idée
est de rajouter des termes dépendants du pas de discrétisation h dans le but de contourner la
vérification de la condition inf-sup discréte. On présentera trois techniques de stabilisation
pour le probléme de Stokes initiées par Hughes-Franca & Balestra [19], Hughes & Franca [20]
et Douglas & Wang [15].

3.1 Préliminaires

Dans la suite, on aura besoin de définir une norme discréte relative & la pression, aussi on

aura besoin d’écritures appropriées pour les inégalités inverses.

Définition 3.1.1. Soit T, une triangulation du domaine ). Pour toute pression discréte p € Qp,
ot @y, est l'espace d’approximation par une méthode d’éléments finis de QQ, on définit la norme
discete suivante )
2
ple = (Z h%HVpHaT) . (3.)
TeTh

Lemme 3.1.1. (Les inégalités inverses)

St Ty, est réguliere. Il existe C, Ct deux constantes strictement positives indépendantes de h telle

31



3.2. METHODES DE STABILISATION 32

que :

Ipln < Cliplloe Vp € Qn, (3.2)
Cr S B lawly < o Yy € Vi (3:3)

TETH

Définition 3.1.2. On dit que la forme bilinéaire Ly(-,-) est faiblement coercive s’il existe une

constante positive C' telle que :

Lh(uv V)
sup ——=
vevvzo  [[Vlv

> Cllully YueV. (3.4)

3.2 Méthodes de stabilisation

Avant de commencer, nous rappellerons au lecteur que les espaces d’approximation par une

méthode d’éléments finis sont définis par
Vi = {vi € [C(Y) N H QY :vir € Pu(T),VT € To}, k > 1,
en ce qui concerne les vitesses et ce lui de la pression
Qn={aqn € L§() : qr € Pi(T),VT € Tp},1 >0,

dans le cas d'une approximation discontinue ol bien dans le cas d’une approximation continue
par

Qn={an € L) NC(Q) = qr € PuT),VT € Ta}, 1 > 1.
On rappellera aussi I’écriture du probléme de Stokes discret
Trouver(up, pp) € VaxQp  tel que

a(uy, vi) +b(vi, pn) = (£, vi) Vv €V, (3.5)

b(“hth) =0 Vg, € Qn.

Dans la suite, pour une présentation claire, on se contentera que du cas d’'une approximation

continue de la pression.
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3.2.1 1986 : La méthode de Hughes-Franca-Balestra

L’idée de cette méthode est de modifier le systéme de (3.5) en rajoutant des termes dépendants
de h a la deuxiéme équation du systéme (équation relative a la condition d’incompressibilité).

Hughes, Franca et Balestra [19] donnérent le systéme de Stokes stabilisé suivant :

a(uh,vh) + b(vhvph) = <f> Vh) vVh S Vh7

(3.6)
—b(n, qn) +0 > h3(=Aun + Vpu, Var)or =0 >0 h(£,Van)or  Van € Qu.
TeT, T€Th
Le probléeme précédant s’écrit de la maniére équivalente suivante :
Trouver (up,pn) € Vi xQy, tel que (3.7
Ln(an, pr; Vi, qn) = Gr(Vi, an) V(v qn) € Vi X Qp,
ou
Ly (Wn, pr; Vi qn) = a(up, vi) + b(va, pr) — b(wp, qn) +0 > h3(—Awy, + Vg, Var)or,
TETh
et "
Gr(Visqn) == (£,vi) +0 3> hi(f. Vau)or.
TETh
L’écriture matricielle de (3.6) est donnée par :
A BT| |U F
= , (3.8)
—(B+C) K| |P F,

ou A et B sont définies dans la section 2.4 et les matrices C' € RV*M K € RV*N associées
aux formes bilinéaires C/(+,-) et K(-,-) respectivement et le vecteur F; qui est lui associé a la

forme linéaire (f,-) sont données par :

C(up,qn) =6 > h3a(Aun, Var)or, Kpn.qn) =06 > h3(Von, Var)or
TET, TETh
et

Fi(qn) =0 > Bi(f, Van)or.

TeTh
On notera que la formulation précédente est consistante, c’est a dire que la solution continue

du probléme de Stokes vérifie le probléme discret (3.6). Aussi, il est clair que le systéme matri-
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ciel résultant n’est pas symétrique.

Nous allons montrer que la forme bilinéaire Ly(+, ) est coercive sur les espaces d’approximations
par éléments finie V}, x @) par rapport & une norme discréte que nous allons définir. Ce qui
démontrera avec la continuité de Ly (-, -) que le probléme possédera une solution unique et donc

9

que le systéme matricielle (3.8) est inversible.

Théoréme 3.1. La forme bilinéaire Ly(-,-) est coercive sur l'espace Vi, X Qp par rapport la

norme :

(I, )P = ullfq + D AIVHIG - (3.9)

TeT,

Preuve. On a V(u,p) € V), x Qp, :
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

Lh(uap; U,p) = a(ua ll) +9 Z h% ((_Au + vP)a Vp)O,T

TET;,

=[ufiqg+0 Z h ((=Au, Vp) + (Vp, VD))o
TET;,

> uliq—0 ) hzllAuflor|Vellor +6 > b2 Vol .-
TeTh TETh

En appliquant I'inégalité de la moyenne géométrique-arithmétique :

24 12
ab < a”+b ‘
2
On pose :
a=|Aullor et b=|Vpllor.
On trouve :

—0
=6 > B AullorlIVpllor > -5 > nz(lAulg .+ 1VplE 1)
TeTh TeTh
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Par suite

)
Ly(a,p;u,p) > |u|?9 +0 Z h?rHVpH?),T ~ 5 Z h?r(”Aqu,T + HVpH(Q),T)'

TeTh TETh
D’aprés I'inégalité inverse :
2 2 2 0 12 0 2 2
Lyp(u,p;u,p) > [ulf g +0 Z hr|lVpllor — 501 |u|0,Q_§ Z hT”VpHo,T
TET, TeTh
o )
>[1=5C o+ 5 D hlVelss
TETh

D’apres I'inégalité de Poincaré :

1 o 4]
Lwrinp) 2 & |1- 567 Iula+ 3 3 19013,
P T€Th

. 1 O )
> win (7 [1-50] ) [nuuig = 3 Il
p TeTh
NARRE R
_mln(c—5{1—501:|,§>

Ly(u,p;u,p) > B[ (u,p)||]%.

En posant :

On trouve :

La constante [ est positive si on prend 0 < 6 < 2C et la forme bilinéaire Ly(-, ) sera coercive.

3.2.2 1987 : La méthode de Hughes-Franca

]

L’idée a été de modifier les deux équations du systéme de Stokes (3.5) en rajoutant des termes

dépendants du maillage. La motivation de Hughes et Franca était d’obtenir, contrairement a

la méthode précédente, une symétrie du systéme de Stokes stabilisé. La formulation construite
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était la suivante :

a(up, Vi) +0(Va,pn) = 0 35 hp(—=Auy + Vpn, —=Avip)or = (£,vi) =6 > hi(f, —Avp)or
Tet, TeTh
b(n, qn) =0 > hp(=Auy + Vi, Var)or = =0 > ha(£,Van)or Van € Q.
TET;, TeT),
(3.10)
Le probléeme précédant s’écrit de la maniére équivalente suivante :
Trouver (uy, € Vi, xQy tel que
(an, pn) WX (3.11)
Ln(@n, pr; Vi, qn) = Gr(Vi, qn)  V(Vi, qn) € Vi X Qp,
ou
Lin(Wn, pi; Vis qn) -= a(Wp, Vi) +0(Vi, pr) +b(n, gn) =0 Y- hg(=Auy + Vpp, —Avy, + Vo,
TeTh
et ’
Gr(vhan) = (£.va) =0 > B7(f, —Avi, + Vau)or-
TeTs
L’écriture matricielle de (3.11) est donnée par :
A-D (B+O)| |U F-F
( ) = 1, (3.12)
B+C —-K P —F,

ol le vecteur Fy et la matrice D € RY*N associée a la forme bilinéaire D(-,-) sont définis

comme suit :

D(uh, Vh) =4 Z h%(Auh, AV}L)(),T,

TeT,
et
FZ(Vh) = 5 Z h%(f, _Avh)O,T-
TeT),

Le probléme variationnel approché (3.11) est consistant et le systéme matriciel (3.12) est
symétrique, mais n’est pas défini positif.

Pour montrer l'existence et 'unicité de solution du probléme (3.11), on démontre que la
forme bilinéaire Ly, (up, pr; Vi, qn) est continue et qu’elle est faiblement coercive sur les espaces

d’approximations par éléments finie V;, x ;. On démontre d’abord la continuité.

VVh S Vh,

Théoréme 3.2. (Continuité) Il existe une constante positive C' pour tout (u,p), (v,q) € Vi, X Qp,



3.2. METHODES DE STABILISATION 37

on a:
1 1
Li(u,p;v,q) < C|[ulli g + lIpllg o) (IVIF o + llallf o) (3.13)
Preuve. On a :

Ly(u,p;v,q) = a(u,v) + b(v,p) + b(u,q) =0 > hi(—Au+ Vp,—Av + Vq)or.
TeTh
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz, et les deux inégalités inverses on obtient :

|Lp(u,p;v,q)| = /Vu -Vvdzr — /p - divvdr — /q -divaudxr — § Z h2(—Au+ Vp, —Av + Vq)or
Q

Q Q T€Tn
< [uliolvle + VN|ploalviie + VN|gloalulie + 6 > hi(—Au, Av)er
=
+9 Z hi(Au, Va)or + 6 Z h(Vp, Av)or + 6 Z h(=Vp, Vq)or
TeT), TeT, TeTh
< |ulolviie + VN[plloalviie + VNgloalulia + 6 Y bl Auforl|Avior
=
+0 ) Wzl AullorlVallor +3 Y W3 VelorllAvior +6 Y BlIVallor|Vallor
TeT TeT, TeTh
1
2
< (Il + I +5 3 1w +5 3 A1
TeT, T€ETh

N

TeTh TeTh

(nvnig a5 S AV, 45 Y h%nwnaT)

D’apreés (3.1) on a :

N|=

Ln(u,p;v,q) <C (!IUHiQ +lplSq +6 D Pl Auliy + \Mi)

TeT

1
2
(HVII?,Q +llallse +8 Y Wzl AviE, + \q|i> :

TeT,

On appliquant (3.2) et(3.3) on trouve :

1 1
L(w,p;v,q) < C ([[ulliq + Iplloe + lulie + IpI50)* (Ve + lalse + IvITa + lallee)? -
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Donc :

N

1
Ly(u,p;v,q) < C (|u|%sz +lp 3,9)2 (|V‘%Q + HQHgQ)

]

Afin de montrer la coercivité faible de Lj(+,), on suivera les étapes développées dans ([16]
page 7). Nous avons essayé, dans la mesure du possible, de détailler les démonstrations qui sont
assez ardues.

On aura besoin du résultat suivant :

Lemme 3.2.1. Supposons que ['une des deux hypothéses suivantes est vérifice
1. k> N,
2. Qn C CO<Q),

ou N est la dimension de l’espace et k le degrés d’interpolation de la MEF des vitesses.

Alors il existe deux constantes Cy, Cy indépendantes de h telles que :

sup (V-v,p)

> Cyplloe — Calpln VD € Qh.
veV), ”V 1,9

Preuve. Premiér cas : (k> N)
En notant pour II 'opérateur de projection de L?(€2) vers 'espace des fonctions constantes par

morceaux :

IT: L? — {q € L*(Q)/qr = Cte},

définie par :

1
9 mes(T)

/qu, TeT qcQ

D’aprés [14] et [18] le couple (V;,, 11Q4) est stable, i.e. 3C1,¥p € @y, :

V.-w,llp
sup g > C4|1Ipl|o q-
ozwevi,  |[Wllie

W

Mwlig O #w eV, ona ||vl]q=1 et on trouve I'estimation suivante :

En prenant : v =

veV,: (V-v,Ip) >Ci|ploq, Vp€ Q. (3.14)
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D’aprés 'orthogonalité de IIp et (I — II)p et 'estimation d’interpolation :

(I —IDpllor < Cshr||[Vpllor, T € Th.

On trouve :
(V-v,p)=(V-v,1Ip) + (V-v,(I —)p)
> Ch|[Tpllog — [V[II[(I = T)pllo.a
> Ch|IIplloe — (I —I)plloe
= Cillpllo.o — (1 + C)[[(I = M)pllog
> Cilpllog — (1+ CC( D R2IIVp|2 )2
TET
Donc :

(V-v,p) > Cillplloa — Calpls.

Deuxiémes cas : Q, C C°(Q)

On prend p = p + p telle que :

mes /
Q
Q

D’aprés la condition inf-sup continue, comme p € L3(Q), il existe w € H}(Q)V tel que :

p e LQ) car [pdx = [(p—Dp)dx =0.
Q

(V-w,p) = (V-w,p) > Cs|[plloqllwlie- (3.15)

Aussi, il existe w € V;, N HL(Q)Y un interpolant de w qui vérifie les inégalités suivantes (c.f [4],

[13] et [18])

N

S hw—wlie+ 3 b / w—wds | < Cillwllan (3.16)
TET, TET, or

et
W10 < Csllwllie (3.17)
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En usant de la formule de Green sur chaque T€ T;, (et par le fait que p est continue) et

1" estimation (3.15) on trouve :

(V-w,p)=(V-w,p)
= (V- (w=w),p) +(V-w,p)

> (V- (W—w),p)+ C3||W||1,Q||15||0,Q
==Y (W ) + Cs|[wlliellpllog-
T,

D’apreés 'inégaliteé de Cauchy-Schwartz et 1'estimation (3.16) on trouve :

D=

(Zh IIVp||2> + Cslwllallpllog

TeT

(V-%.p) > - (Z hellw W)

TeT,
1

2
—Cul[wllio (Z h%lWﬁl!Q) + Gsllwllallpllog

TeT,

v

D’aprés l'estimation (3.17) on trouve :

[NIES

C
”WHIQ Z hi ||VP”2> 03||W||1Q||P||OQ

TeTh

v

Zh%IIVpW) +Crlpllog ¢ [Wllo

TeTh

> {=Cslpln + Crl[plloa} W10

Donc :

e > C7|pllo.o — Cs|pln- (3.18)

D’autre part, il existe z € V}, tel que :

(V'Z,ﬁ)

qulﬂ > O9||ﬁ||0,97 (319)
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(p étant constante sur tout §2). On pose alors :

et en utilisant (3.15), (3.18)et(3.19) on obtient :

Wl 1z]|1,0
Wl 1z]|1,0 1z]|1,0

> Crl[plloe — Cslpln + 0Cs||pl|oe + 0C3| Do,
> Chol|pllo + 0Cs|Pllo.o — Cslpln
> Ch1|pllo.e — Cslpln-

(Car [|plI o = IPl5. + 115 0)-

Ce qui démontre 'inégalité du lemme 3.2.1 . O]
On alors le théoréme suivant qui nous donne la faible coercivité de Ly (-, -).

Théoréme 3.3. supposons que l'une de deux conditions est satisfaite :
1. k>N,
2. Qn C CQ),

et que 0 < § < Cp. Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que pour tout
(u,p) € Vi, x Qp, on a :

Lh(u7 b, Q>
sup

1
REBPYVAL s Ol g + 9]0 (3.20)
et (VB o + g3 o)?

Preuve. Pour démontrer (3.20) il suffit de trouver deux constantes C’, C” > 0 pour lesquelles :

Y(u,p) € Vi X Qp,3(v,q) € Vi, x @y, telles que :

Li(u,p;v,q) = C'(Julliq + lIpl5 ), (3.21)

VI o + llalls.o < C"(lulli o + lIplIE0)- (3.22)

Premiérement : On va montrer (3.21). On rappelle que :
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Lh(“ap; v, Q) = a(“? V) + b(V,p) + b(“? q) =9 Z h%(_Au + Vp? —Av + VQ)O,T
T€ETh
Lh(uvp; u, _p> = |u|%,Q -0 Z h%(_Au + Vp7 —Au — Vp)O,T
TeTh
=[uf =0 hp(—Au,—Au)or — 3§ Y hi(—Au,—Vp)os
TeT, TETh
— 3 W3 (Vp,—Au)or — 38> hH(Vp,—Vp)or
TeT, TETh
=[ufiq =6 hillAulfe+d D 7|Vl
TeT TeTh
D’apreés I'inégalité inverse on trouve :
Ly(u,p;u, —p) > |u|%ﬂ - 501_1|u|i§z + |pl%
> (1=0Crluliq + Ipli
> Cslulliq + [pli. (3.23)

D’apres le lemme 3.2.1, il existe w € V},, on pose w = Hfln—‘i’zv alors :

HWHLQ = HpHo,ﬂ-

et
(V.w,p) > Cilplloallwllia — Colplnllwlia Vo € Qn,
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D’aprés la bilinéarité de Ly(, ), I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

Lh<u7p; W, 0) = Lh(ua Oa W, 0) + Lh(0>p7 W, O)
=a(u,-w) =6 Y hi(—Au,Aw)or + (V- w,p) =6 Y hi(Vp, Aw)or

TET, TET,
> 0 W3l Aullor|Awllor + (V- w,p) =6 > b3 (Vp, Aw)or
TeT, TeT,
> —Cullullollwllia + (V- w,p) =8 Y h7(Vp, Aw)or
TeTs
%
> =Cyulfrolwl,o+(V - w,p) (Z hT”VpHOT) <Z hi ||AW||OT> :
TET, T€eTh

D’apres le lemme 3.2.1 et I'inégalité inverse on a :

Ly(u, p;-w,0) = =Cyllullof[wllra + Cillplloallwllie = Colplrlwllie — Cslplallwllio

= —Ciflullialpllog + Cillplle.e — (C2 + Cs)lplallpllog-
En appliquant I'inégalité de la moyenne géométrique-arithmétique :
1 2
ab < — (a_ —i—”be) Ya,b,v > 0,
2\ v

pour tout 1,72 > 0 :

—Cy (Iu]lf g (Co+C5) (Ipl
Ly(u,p;-w,0) > 5 ( S nlpllsa ) + Cillpli o — 5 L +%2lpl5 0
4! V2
—Cy 0471 (Cy+ Cs) (Ca+ C5)v2
> _|| 17 = “pHOQ + Ol||p||OQ ———plj, — —||p||(2m
2 27 2
f Civi (Co+Cs)y (C2 + Cs)
> luliq+ (C1— — Iplt0 — —5—=1Ipl%
2 2 279
> —C6HUH%,Q + C?”?H%,Q — Cslpl;- (3.24)

(C7 > 0 si v et 72 sont assez petit).

On pose alors (v,q) = (u—ow,—p) avec 0 > 0 on a :

Ly(u,p;v,q) = Lp(u,p;u — ow, —p) = Ly(u, p;u, —p) + oLy(u,p;-w,0),
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car la forme Ly(-,-) est bilinéaire .

Pour conclure, les inégalités (3.23) et (3.24) assurent que :

Li(u,p;v,q) = Csllulfi o + [pli — 0Cllulli o + oCrlipll5 o — oCslpli
> (C3 = oCy)|ulli o + o Crllplls o + (1 — oCs)lpli
> C'(ull o + 1lpl5 )-

1l suffit de prendre 0 < ¢ < min{CsCs ', Cg'} pour que ¢’ > 0, donc l'inégalité (3.21) est
satisfait.

Deuxiémement : on va montrer I'inégalité (3.22).

Comme dans la premiére étape on prendra: (v, q) = (u—ow, —p) avec o > O et |[w|| o = [|p|[§ o-

On trouve :

IVIIZa + llallfo < 2ullf o+ 20% 1wl o + lIpllh g
< 2fulli g + 20%|IpllE o + 1213 0
< QHU-H%Q +(2+ UQ)HPH%,Q

< C"([ulliq + lIplIE0)-

Donc l'inégalité (3.22) est satisfaite.
En combinant les deux inégalités (3.21) et (3.22), on obtient la faible coercivité de Ly(-,-). O

3.2.3 1989 : La méthode de Douglas-Wang

L’idée a été de modifier la formulation variationelle de la méthode du Hughes-Franca [20] afin
d’obtenir la coercivité de la forme bilinéaire Ly (-, -) mais en perdant la symétrie. La formulation

proposée était la suivante :

a(uh, Vh> + b(Vh,ph) + ) Z h%,,(—Auh + Vph, —Avh)()’T = (f, Vh) + ) Z h?p(f, —Avh)O,T VVh S Vh,

TeTh TET),

—b(up, qn) + 0 Y h3(—Au, + Vpr, Var)or =0 Y. W Va)or Van € Q.
TET, TeTh
(3.25)



3.2. METHODES DE STABILISATION 45

Le probléeme précédant s’écrit de la maniéere équivalente suivante :

Trouver (uy,pp) € Vix@Qy, tel que

(3.26)
Ly(un, pr; Vi, @n) = Gu(Va,qn)  Y(Va,@n) € Vi X Qh,
ou
Lh(“ha PhiVh, Qh) = a(uh, Vh) + b(Vm Ph) - b(uh, Qh) +9 Z h%(—A‘lh + Vpp, —Avy, + VQh)O,Ta
TeT
et '
Gr(Vh, qn) == (£,via) +0 >0 ha(f, —Aviy + Var)or.

TeTh
Avec les mémes notations de la méthode de Hughes-Franca, le systéme matricielle de (3.26) est

donnée par :

A+D (B-0O)T||U F+F
- ( ) = ? (3.27)
—(B+C) K P F,

Le systéme (3.27) est définie positif comme nous allons lavoir, mais n’est pas symétrique.
Nous allons montrer que la forme bilinéaire Ly (-, -) est coercive sur les espaces d’approximations
par éléments finie V}, x Q) par rapport & une norme discréte. Ce qui permettra de assurer

I'existence et 'unicité de la solution.

Théoréme 3.4. [15] La forme bilinéaire Ly(-,-) est coercive sur l’espace Vi, X Qp par rapport

la norme :

(1w, )11 = llulfq +8 Y A3l — Au+ Vg 1. (3.28)
TeTh

Preuve. On a :

Ly(u, p;u, p) = a(u,u) + 6 Z hi(=Au+ Vp, —Au+ Vp)or
TeT

=a(u,u) +6 Y hy| = Au+ Vp[§y
TeT

= [l (a, p)I1]*.

Alors la forme bilinéaire Ly (-, -) est coercive et le probléme (3.25) admet une solution unique. [



Conclusion

La technique de stabilisation consiste a modifier le probléme discret de Stokes afin de
contourner la vérification de la condition inf-sup discréte. Nous avons vues trois techniques
ou :
la premiére donne une forme bilinéaire qui n’est pas symétrique mais qui est coercive, la
deuxiéme donne une forme bilinéaire symétrique et faiblement coercive et la troisiéme tech-
nique donne une forme bilinéaire qui n’est pas symétrique mais qui est coercive.

Nous avons démontré l'existence et 1'unicité de la solution discréte pour chacune des trois

techniques.
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