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INTRODUCTION

Les inclusions différentielles sont d’une grande importance car elles modélisent les per-

formances de divers dispositifs mécaniques et électriques ainsi que le comportement des

systèmes de contrôle automatique, comme nous voyons que l’incertitude inhérente à la

modélisation du système dynamique conduit toujours à des inclusions différentielles en

tant qu’outil mathématique correspondant.

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine inté-

ressant à explorer ces dernières années. Les équations différentielles fractionnaires (EDFs)

apparaissent naturellement dans différents domaines scientifiques comme la physique, l’in-

génierie, la médecine, l’électrochimie, la théorie du contrôle, etc. L’efficacité de ces équa-

tions dans la modélisation de plusieurs phénomènes du monde réel a motivé beaucoup de

chercheurs à étudier leurs aspects quantitatifs et qualitatifs.

Le calcul fractionnaire connait à l’heure actuelle une grande popularité parmi les cher-

cheurs en sciences fondamentales et appliquées. En fait, il étend les opération de dérivation

et d’intégration aux ordres non entiers. Au début c’était presque un jeu d’esprit pour cer-

tains mathématiciens de renommée, qui voulaient généraliser la notion de différentiation

d’ordres entiers à des ordres fractionnaires, permettant le calcul de la dérivée d’ordre α

réel ou complexe d’une fonction différentiable.
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Le concept des opérateurs d’ordres fractionnaires a été défini aux 19e siècle par Riemann-

Liouville et Leitinkov. Leur but est de prolonger la dérivation ou l’intégration d’ordre

fractionnaire en utilisant non seulement un ordre entier mais également des ordres non

entiers. Il a été utilisé en mécanique de puis les années 1930 et en électrochimie de puis les

années 1960. plus tard, plusieurs mathématiciens et physicien sont étudié les opérateurs

différentiels et les systèmes d’ordre fractionnaire.

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces origines

remontaient à la fin du 17e siècle, partant de la réponse de Gottfried Wilhelm. Leibniz

concernant la question de l’Hôpital, posée sur la signification de dn

dtn
f(t) si n = 1

2 . Son

intérêt n’est reconnu que durant les deux dernières décennies du 20e siècle où de nom-

breuses applications ont été développées utilisant ce concept.

Le calcul fractionnaire a été intensivement développé de puis la première conférence sur

ce domaine en 1974. De puis, il a gagné une popularité et une considération importante

dû principale mentaux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appli-

quées et de l’ingénierie où il a été remarqué que le comportement d’un grand nombre

de systèmes physiques peut être décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire qui

fournit un excellent instrument pour la description de plusieurs propriétés de matériaux

et processus.

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude de solutions pour certaines classes de pro-

blèmes aux limites pour d’ inclusions différentielle d’ordre fractionnaire .

Le contenu de ce mémoire est basé sur les travaux de M. Benchohra et S. Hamani. Notre

travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre intitulé "Préliminaires et résultas de base", est consacré aux

définitions, des notions et quelques théorèmes du point fixe qui seront utilisées dans la

suite du travail.
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le deuxième chapitre intitulé "Calcul fractionnaire", nous présentons les définitions

et les propriétés des fonctions spéciales, dérivations fractionnaires au sens de Riemann-

Liouville et de Caputo, intégration de Riemann-Liouville.

Le troisième chapitre intitulé Inclusions différentielles d’ordre fractionnaire 0 <

α < 1", on s’intéresse à l’étude d’existence des solutions du problème pour l’inclusion

différentielle d’ordre fractionnaire

CDαx(t) ∈ F (t, x), pour tout t ∈ I = [0, T ], 0 < α < 1,

avec conditions locales de la forme

ax(0) + bx(T ) = c,

où CDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F : I × R → P(R) est une

application multivoque, a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0, les résultats de

ce chapitres ont basés sur les travaux de M. Benchohra.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES ET RÉSULTAS DE BASE

Dans ce chapitre, nous commençons par la présentation des notations rappelons certaines

définitions, propositions et théorèmes dont on aura besoin tout au long de ce mémoire.

Les définitions et résultats de ce chapitre ont été pris de [1], [2], [3], [10], [11], [12], [13],

[14], [15], [17], [19].

1.1 Notations générales

Soient E un espace de Banach, E ′ son dual topologique, E ′′ le dual de E ′, i.e., le bidual

de E, 〈·, ·〉 leur produit de dualité et ‖·‖ la norme de E.

On note par

– R = [−∞,+∞].

– p.p : presque partout.

– σ(E,E ′) : la topologie faible sur E.

– σ(E ′, E) : la topologie faible* sur E ′.

– B(0, r) : la boule ouvert de E de centre 0 et de rayon r.
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1.1. Notations générales

– BE(0, r) : la boule fermée de E de centre 0 et de rayon r, BE la boule unité fermée

de E.

– Iα : intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α.

– Dα : dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α.

– CDα : dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α.

– Dn = ( d
dt

)n : dérivée ordinaire par rapport à t d’ordre entier n.

– [·] : la partie entière d’un nombre réel.

Soit I = [0, T ], T > 0. On note par

– C(I, E) l’espace de Banach des fonctions continues définies de I dans E, muni de

la norme sup, i.e.,

‖x(·)‖∞ = sup
t∈I
‖x(t)‖ .

Si I = E, on note C(E).

– AC(I, E) l’espace de Banach des fonctions absolument continues de I dans E.

Si I = E, on note AC(E).

– ACn(I, E) l’espace de Banach des fonctions absolument continues de I dans E,

telle que pour n ≥ 2, on a x(k) ∈ C(I, E), k = 1, · · · , n− 1 et x(n−1) ∈ AC(I, E)

Si I = E, on note AC1(E).

– Lp(I, E) (p ∈ [1,+∞[) l’espace quotient de Banach des fonctions x : I → E

mesurables et telles que
∫
I ‖x(t)‖p dt < +∞, muni de la norme

‖x(·)‖p =
∫

I
‖x(t)‖p dt

 1
p

.

Si I = E, on note Lp(E).

– L∞(I, E) l’espace quotient de Banach des fonctions x : I → E essentiellement

bornées, muni de la norme

‖x(·)‖L∞ = inf
{
c ≥ 0 : ‖x(t)‖ ≤ c, p.p.sur I

}
.
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1.2. Rappels sur les espaces vectoriels normés

– (2n-1) ! !=(2n-1).(2n-3)...(2n-2n-1)

– On note par U et la fermeture et la frontière de U respectivement.

P(X) = {A,A ⊆ X} l′ensemble des parties de X.

Pcl(X) = {A ∈ P(X) : A fermé }.

Pb(X) = {A ∈ P(X) : A borné }.

Pcp(X) = {A ∈ P(X) : A compact }.

Pcp,cv(X) = {A ∈ P(X) : A compact et convex }.

1.2 Rappels sur les espaces vectoriels normés

Définition 1.2.1. [14] (Espace topologie).
Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble τ de parties de X, i.e.,
τ⊂ P(X), vérifiant les propriétés suivantes

1. ∅, X ∈ τ .

2. Si U, V ∈ τ , alors U ∩ V ∈ τ .

3. Si (Ui)i∈I est une famille de parties de X appartenant à τ , alors ∪
i∈I
Ui ∈ τ .

L’ensemble X muni de la topologie τ est appelés espace topologique.

Définition 1.2.2. [14](Espace métrique).
Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application

d : X ×X → R+

possédant, pour tous x, y, z ∈ X, les propriétés suivantes

1. d(x, y) = 0⇔ x = y.

2. d(x, y) = d(y, x).

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

L’ensemble X muni de la distance d est appelé espace métrique.

3



1.2. Rappels sur les espaces vectoriels normés

Définition 1.2.3. [14] (Espace normé).
Une application ‖·‖ : X → R+ est appelée une norme si elle vérifie les trois propriétés
suivant

1. ∀x ∈ X ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

2. ∀x ∈ X ∀λ ∈ R ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ (homogénéité).

3. ∀x, y ∈ X ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖(inégalité triangulaire).

L’ensemble X muni de la norme ‖·‖ est appelé espace normé ou espace vectoriel normé.

Définition 1.2.4. [14](Espace de Banach).
On appelle espace de Banach (E, ‖·‖) tout espace vectoriel normé et complet pour la
distance déduit de la norme.

Définition 1.2.5. [14](Espace de Hilbert).
Soit H un K-espace vectoriel. Un produit scalaire sur H est une forme hermitienne définie
positive sur H. Autrement dit, un produit scalaire sur H est une application

〈., .〉 : H ×H → K

vérifiant, pour tous x, x′, y ∈ H et tout λ ∈ K les propriétés suivantes

1. 〈x+ x′, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x′, y〉 et 〈λx, y〉.

2. 〈y, x〉 = 〈x, y〉.

3. 〈x, x〉 ≥ 0.

Le nombre 〈x, y〉 est appelé le produit scalaire des x et y.
Tout K-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (x, y) → 〈x, y〉 est un espace normé
pour la norme définie par x→ ‖x‖ =

√
〈x, x〉 et naturellement, un tel espace est toujours

considéré comme un espace métrique pour la distance correspondante

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√
〈x− y, x− y〉.

Un espace préhilbertien est un couple (H, 〈., .〉), où H est un K-espace vectoriel et 〈., .〉
est un produit scalaire sur H.
Un espace de Hilbert ou espace hilbertien est un espace préhilbertien qui est aussi de
Banach pour la norme associée au produit scalaire.

Définition 1.2.6. [14] Un ensemble A est dite convexe si pour tous a et b de A le segment
[a, b] est contenu dans A, i.e.,

∀a, b ∈ A ∀λ ∈ [0, 1] λa+ (1− λ)b ∈ A.
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1.3. La topologie faible et la topologie faible*

1.3 La topologie faible et la topologie faible*

Soient X un ensemble, (yi, τi)i∈I une famille d’espace topologique et pour chaque i ∈ I,

soit ϕi : X → Yi on veut munir X par topologie τ la moins fine (avec minimum d’ouverts)

qui rend continues touts les application (ϕi)i∈I .

Soit τ l’ensemble des partie de X de la forme

⋃
j∈J

⋂
i∈Fj

ϕ−1
i (Ui),

où U est un ouvert quelconque de Yi, Fj est un sous ensemble fini quelconque d’indices.

Alors, τ définit une topologie sur E, de plus, τ est la topologie la moins fine qui rend

continues toutes les applications ϕi(i ∈ I).

1.3.1 La topologie faible

Définition 1.3.1. [14] Soient E un espace de Banach et E ′ son dual topologique, i.e.,
l’espace des formes linéaires continue sur E muni de la norme

‖f‖E′ = sup
x∈B
|〈f, x〉|.

Définition 1.3.2. [14] Soit f ∈ E ′, et considérons la fonction

ϕf :E → R

x 7→ ϕf (x) = f(x) = 〈f, x〉.

Lorsque f décrit E ′ nous obtenons des applications (ϕf )f∈E′ définies sur E à valeurs dans
R. On appelle la topologie faible sur E la topologie la moins fine rendant les applications
(ϕf )i continues et on la note σ(E,E ′).

Définition 1.3.3. [14] Soit x0 ∈ E, alors si on considère touts les ensemble de la forme

V = {x ∈ E, |〈fi, x− x0〉| < ε,∀i ∈ I},

où I est fini, fi ∈ E ′ et ε > 0. Ces ensembles constituent une base de voisinage de x0

pour la topologie σ(E,E ′) .
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1.3. La topologie faible et la topologie faible*

Remarque 1.3.4.

1. E étant espace de Banach, E muni d’une norme et alors on définit la topologie
sera dite topologie forte.

2. Les ouverts (reps. fermés) faible (pour σ(E,E ′)) sont aussi des ouverts (reps.
fermé) pour la topologie forte.

Proposition 1.3.5. Soit (xn)n une suite de E.

1. La suite (xn)n converge faiblement vers x pour σ(E,E ′) si et seulement si (〈f, xn〉)n
converge vers 〈f, x〉 pour tout f ∈ E ′.

2. Si (xn)n converge fortement vers x, alors (xn)n converge faiblement vers x.

3. Si (xn)n converge faiblement vers x, alors (‖xn‖)n est borné et nous avons

‖x‖ ≤ lim
n→∞

inf ‖xn‖ .

4. Si (xn)n converge faiblement vers x et (fn)n converge fortement vers f dans E ′,
alors (〈f, xn〉)n converge vers〈f, x〉.

Proposition 1.3.6. Lorsque E est de dimension finie, la topologie fort de E et la topologie
faible σ(E,E ′) coïncident.

1.3.2 La topologie faible*

Soient E un espace de Banach, E ′ son dual et E ′′ son bidual (le dual de E ′) muni de la

norme

‖ζ‖E′′ = sup
f∈BE′(0,1)

|〈ζ, f〉|.

Alors, on a une injection canonique J : E → E ′′ définie de la façon suivante, pour tout

x ∈ E fixé, l’application

ζ :E ′ → R

f 7→ ζx(f) = 〈ζx, f〉 = 〈f, x〉,
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1.3. La topologie faible et la topologie faible*

est linéaire continue sur E ′, i.e., ζx est élément de E ′′ et

J :E → E ′′

x 7→ J(x) = ζx,

est linéaire continue, de plus elle est une isométrie (on dit que ‖J(x)‖ = ζx = ‖x‖), et on

a

〈J(x), f〉 = 〈ζx, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E ∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′.

Sur l’espace E ′ sont définie déjà deux topologies

1. La topologie forte associée à la forme de E ′(‖f‖E′ = sup
f∈BE′ (0,1)

|〈f, x〉|).

2. La topologie faible σ(E ′, E ′′).

On définit une topologie sur E ′ qui est la topologie faible* que l’on note σ(E ′, E ′′).

Définition 1.3.7. [14] La topologie faible sur E ′ est la topologie la moins fine sur E ′ qui
rend continues toutes les applications (ζx)x∈E. On la note σ(E ′′, E).

Proposition 1.3.8. soit (fn)n une suite de points de E ′

1. La suite (fn)n converge vers f pour σ(E ′E) (ou faiblement*) si est seulement si
(〈fn, x〉)n converge vers 〈f, x〉 pour tout x ∈ E.

2. Si (fn)n converge fortement vers f , alors (fn)n converge faiblement* vers f .

3. (fn)n converge vers f pour σ(E ′, E), alors (‖fn‖E′) est bornée et nous avons

‖f‖E′ ≤ lim
n→∞

inf ‖fn‖ .

4. (fn)n converge vers f pour σ(E ′, E) et (xn)n converge fortement vers x dans E,
alors (〈fn, xn〉)n converge vers (〈f, x〉).

Proposition 1.3.9. [14] Si E est de dimension finie, les topologies forte, faible σ(E ′, E ′′)
et faible* σ(E ′, E) coïncident sur E ′.
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1.4. Quelques notions de continuité

1.4 Quelques notions de continuité

Définition 1.4.1. [14] Soit X un espace topologique et f : X → R, f est dite semi-
continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si et seulement si

∀ h ∈ R, h < f(x0), ∃ V ∈ V (x0) tel que h < f(x), ∀x ∈ V.

Définition 1.4.2. [14] Soit X un espace topologique et f : X → R, f est dite semi-
continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si et seulement si

∀ h ∈ R, h > f(x0), ∃ V ∈ V (x0) tel que h > f(x), ∀x ∈ V.

Remarque 1.4.3. Soit X un espace topologique et x0 ∈ X, si f : X → R, alors

1. f est s.c.i au point x0 si et seulement si

∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ ϑ(x0), ∀x0 ∈ V (x0)⇒ f(x)− f(x0) > −ε.

2. f est s.c.s au point x0 si et seulement si

∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ ϑ(x0), ∀x0 ∈ V (x0)⇒ f(x)− f(x0) < ε.

3. f est continue au point x0 si, et seulement si

∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ v(x0),∀x0 ∈ V (x0), |f(x)− f(x0)| < ε.

Définition 1.4.4. Soient X un espace topologique et f : X → R, f est continue au point
x0 si et seulement si f est s.c.i et s.c.s au point x0 ∈ X.

Définition 1.4.5. Soient X un espace topologique, f : X → R et soit x0 ∈ X alors

lim inf
x→x0

f(x) = sup
V ∈v(x0)

inf
x∈V

f(x).

lim sup
x→x0

f(x) = inf
V ∈v(x0)

sup
x∈V

f(x).

Proposition 1.4.6. Soit (x, d) un espace métrique et soit f : x→ R. Alors

f est s.c.i au point x0 ⇐⇒ lim inf
x→x0

f(x) > f(x0).

f est s.c.s au point x0 ⇐⇒ lim sup
x→x0

f(x) 6 f(x0).
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1.4. Quelques notions de continuité

Définition 1.4.7. Soit E un espace de Banach, Y un sous-ensemble de E. On dit que
la fonction f : Y → R vérifie la condition de Lipschitz sur Y si pour un certain scalaire
positif L on a

|f(y)− f(y′)| ≤ L‖y − y′‖,

pour tous y, y′ ∈ Y .
On dit que f est localement Lipschitzienne (de rapport L), au voisinage de x si pour un
certain ε > 0, f vérifie la condition de Lipschitz (de rapport L) sur l’ensemble x+εBE(0,1)

(c’est à dire dans un ε-voisinage de x).

Remarque 1.4.8. Soient E un espace de Banach, f : E → R.
Si f est lipschitzienne, alors f est localement lipschitzienne.

Définition 1.4.9. Soient E un espace de Banach et [a, b] un intervalle de R,
f : [a, b]→ E une application, alors f est dite absolument continue si pour tout réel ε > 0,
il existe δ(ε) > 0, tel que pour toute partition dénombrable de [a, b] par des intervalles
disjoints (]bn, an[)n∈N vérifiant

∑
n

(bn − an) < δ alors
∑
n

‖ f(bn)− f(an) ‖< ε.

Théorème 1.4.10. Soient E un espace de Banach, f : [a, b]→ E, alors f est absolument
continue si et seulement si il existe une application intégrable v : [a, b]→ E telle que

f(b)− f(a) =
b∫
a

v(t)dt

dans ce cas ḟ = v p.p.

Remarque 1.4.11.

1. Toute application Lipschizienne est absolument continue.

2. Toute application absolument continue est continue par contre la réciproque est
fausse.

Définition 1.4.12. [17] Soient X et Y deux espaces de Banach, et A : X → Y une
application linéaire. On dit que A est bornée si elle envoie les parties bornées de X sur
des parties bornées de Y .

Définition 1.4.13. [17] Soient X et Y deux espaces de Banach, on appelle opérateur
borné toute application linéaire continue de X dans Y .
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1.5. Multi-applications et sélections

1.5 Multi-applications et sélections

Dans cette section, on se propose d’introduire quelques notions d’analyse multivoque qui

seront utile dans notre étude.

Définition 1.5.1. [2, 12] Soient X, Y deux ensembles non vide, une multi-application
(ou application multivoque) F de X vers Y est une correspondance qui associée à tout
élément x ∈ X un ensemble F (x) de Y . On notera

F : X ⇒ Y ou F : X → P(Y ).

Définition 1.5.2. [1, 3, 17] Soient X, Y deux ensemble non vide et F : X → P(Y ) est
une application multivoque.

1. On appelle domaine de F , l’ensemble

Dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

2. On appelle image de F , l’ensemble

Im(F ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, y ∈ F (x)}

= ∪
x∈X

F (x).

3. On appelle image d’une partie A de X par F , l’ensemble

F (A) = ∪
x∈A

F (x).

4. On appelle graphe de F le sous ensemble de X × Y , définie par

Gr(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

5. On appelle multi-application inverse (noté F−1 ) F−1 : P (Y )→ X

définie par
x ∈ F−1(y) ⇔ y ∈ F (x).

6. On appelle image de F−1, l’ensemble

Im(F−1) = {x ∈ X : ∃y ∈ Y, x ∈ F−1(y)}

= {x ∈ X : ∃y ∈ Y, y ∈ F (x)}.

10



1.5. Multi-applications et sélections

7. On appelle image large de V par la multi-application F−1, pour tout V ∈ Y l’en-
semble

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅}.

Définition 1.5.3. [1] (Distance de Hausdorff-Poumpeiu).
Soient (X, d) un espace métrique induit par l’espace normé (X, ‖·‖), et A, B deux parties
non vides de X.
On a d(x,A) = inf

y∈A
d(x, y).

On appelle écart entre A et B et on la note e(A,B) la quantité définie par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B).

On considère la distance Hausdorff-Poumpeiu, l’application

Hd : P(X)× P(X)→ R+ ∪ {∞}

définie par
Hd(A,B) = max

(
e(A,B), e(B,A)

)
alors, l’espace (Pb,cl(X), Hd) est un espace métrique et (Pcl(X), Hd) est un espace mé-
trique généralisé.

Propriétés élémentaires

Soient A, B, C ⊂ X, alors

1. e(A, ∅) =∞ si A 6= ∅.

2. e(∅, B) = 0.

3. Hd(A,B) = 0⇔ A = B.

4. Hd(A,B) ≤ Hd(A,C) +Hd(C,B).

Définition 1.5.4. [2] Soient X, Y deux espaces topologies, et soit F : X ⇒ Y , alors
F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X, si pour tout ensemble
ouvert U de Y contenant F (x0), il existe un voisinage ouvert V (x0) dans X tel que pour
tout x ∈ V (x0) on a F (x) ⊂ U.

On dit que F est semi-continue supérieurement si elle est s.c.s en tout point x ∈ X.

11



1.5. Multi-applications et sélections

Définition 1.5.5. [2] Soient X, Y deux espaces topologies, et soit F : X ⇒ Y , alors F
est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X, si pour tout ouvert U de Y
telle que F (x0) ∩ U 6= ∅, il existe un voisinage V (x0) dans X tel que F (x) ∩ U 6= ∅, pour
tout x ∈ V (x0).
On dit que F est semi-continue inférieurement si elle est s.c.i en tout point x ∈ X.

Définition 1.5.6. [2] Une multi-application F est dite continue en un point x0 ∈ X, si
elle est à la fois s.c.s et s.c.i au point x0. On dit que F est continue si elle l’est en tout
point x0 ∈ X.

Lemme 1.5.7. [12, 15] Si F : X → Pcl(Y ) est s.c.s, alors Graphe(F) est un sous ensemble
fermé de X×Y , i.e., pour toute suite (xn)n∈N ⊂ X et (yn)n∈N ⊂ Y , si xn → x∗, yn → y∗

quand n → ∞ avec yn ∈ F (xn), alors y∗ ∈ F (x∗). Inversement, si F est complètement
continue à valeurs compactes non vides et son graphe fermé, alors F est s.c.s.

Définition 1.5.8. [2] Soient X, Y deux espaces normés, une application multivoque
F : X → P(Y ) est dite

1. Semi-continue supérieurement en x0 au sens de ε (ε-δ-s.c.s) si pour tout x0 ∈ X
et ε > 0, il existe δ > 0 telle que

F (x) ⊂ F (x0) + εB(0), ∀x ∈ εB(x0) ∩X.

2. Semi-continue inférieurement en x0 au sens de ε (ε-δ-s.c.i) si pour tout x0 ∈ X et
ε > 0, il existe δ > 0 telle que

F (x0) ⊂ F (x) + εB(0), ∀x ∈ εB(x0) ∩X.

3. On dit que F est ε-δ-s.c.s (resp. ε-δ-s.c.i) si elle est ε-δ-s.c.s (resp. ε-δ-s.c.i) en
tout point x0 ∈ X.

Définition 1.5.9. [3] Soit (Ω,Σ) un espace mesurable, F : Ω → P(X) une multi-
application.
On dit que F est Σ-mesurable ou mesurable, si pour tout ouvert U de X

F−1(U) = {t ∈ Ω : F (t) ∩ U 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 1.5.10. [10] Si F1, F2 : Ω → Pcp(X) deux multi-application mesurable,
alors l’application multivoque t→ F1(t) ∩ F2(t) est mesurable.
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1.5. Multi-applications et sélections

Définition 1.5.11. Une application multivoque F : Ω → Pcl(X) est dite mesurable, si
pour tout x ∈ X, la fonction distance d(x, F (·)) est mesurable.

Définition 1.5.12. [1] Une application multivoque F : I × R → P(R) est dite de Cara-
théodory si elle vérifie

(i) t→ F (t, u) est mesurable pour tout u ∈ R.

(ii) u→ F (t, u) est semi continue supérieurement presque par tous t ∈ I.

Définition 1.5.13. [12]Soient X, Y deux ensembles non vides, F : X ⇒ Y une multiap-
plication. On appelle sélection de F toute application f : X → Y vérifiant

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

Théorème 1.5.14. Soit F : Ω → Pcp(X) une multi-application mesurable à valeur non
vide, alors F a une sélection mesurable.

Définition 1.5.15. Soient X, Y deux ensemble non vide et F : X → P(Y ) est une
application multivoque .

1. F est fermée (resp. mesurable) si et seulement si son graphe est fermée (resp.
mesurable).

2. F est convexe si et seulement si pour tous x1, x2 ∈ Dom(F ) et λ ∈ [0, 1] on a

λF (x1) + (1− λ)F (x2) ⊂ F (λx1 + (1− λ)x2).

3. F est a valeur fermée (resp. convexe, borné et compact) si pour tout x ∈ X l’image
F (x) est fermé (resp. convexe, borné et compact).

4. F est borné, si pour tout ensemble B ∈ Pb(X), l’ensemble F (B) est borné dans
P(Y ).

Définition 1.5.16. [1] Un opérateur multivoque N : X → Pcl(X) est dite

1. γ-Lipschitz s’il existe γ > 0, tel que

Hd(N(x), N(y)) ≤ γd(x, y), ∀x, y ∈ X.

2. γ-contractant s’il est γ-Lipschitz avec γ < 1.
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1.6. Quelques résultats de compacité

1.6 Quelques résultats de compacité

Définition 1.6.1. [17] Soient X, Y deux espaces de Banach et U un ouvert de X. N un
opérateur définie de U dans Y

1. Compact si l’image de U par N , i.e., l’ensemble N(U) est relativement compact
dans Y.

2. Complètement continue s’il est transforme tout borné de X en une ensemble rela-
tivement compact dans Y.

Définition 1.6.2. [14] Soit K un sous ensemble de C(I,R).

1. On dit que K est équicontinue si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀t1, t2 ∈ I : |t1 − t2| ≤ δ ⇒ |f(t1)− f(t2)| ≤ ε, ∀f ∈ K.

2. On dit que K est uniformément borné s’il existe une constante c > 0 tel que

‖f‖∞ ≤ c, ∀f ∈ K.

Théorème 1.6.3. [14](Arzelà-Ascoli).
Soient X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et K un sous en-
semble de C(X,Y). K est relativement compact, si et seulement si

1. K est équicontinue.

2. pour tout t ∈ I l’ensemble K(t) = {f(t) : f ∈ K} est relativement compact .

Lemme 1.6.4. [19](Mazur).
Soit (xn) une suite convergeant faiblement vers x dans E. Alors il existe une suite de
combinaison convexe

ym =
m∑
k=1

αmkxk, avec αmk > 0, et
m∑
k=1

αmk = 1,

qui converge fortement vers x dans E.

1.7 Quelques théorèmes du point fixe

Définition 1.7.1. [1] Soient E un espace de Banach et F : E → P(E) une multi-
application, alors un point x ∈ E appelé point fixe de F si x ∈ F (x).
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1.7. Quelques théorèmes du point fixe

Théorème 1.7.2. [1] (Théorème du point fixe de Banach).
Soient E un espace de Banach, et A : E → E un opérateur contractant, alors A admet
un point fixe unique, i.e., ∃!u ∈ E tel que Au = u.

Théorème 1.7.3. [1] (Théorème de l’alternative non linéaire de Leray Schau-
der).
Soient X un espace de Banach et C ⊂ X un sous-ensemble convexe non vide de X. On
suppose qu’il existe un ouvert U dans C tel que 0 ∈ U et N : U → C un opérateur continu
et compact, alors on a l’alternative suivant

1. N a un point fixe sur U , ou bien

2. il existe λ ∈]0, 1[ et u ∈ ∂U tel que u ∈ λN(u).

Lemme 1.7.4. [1] Soient X un espace de Banach et C ⊂ X un sous-ensemble convexe
non vide de X. On suppose qu’il existe un ouvert U dans C tel que 0 ∈ U et N : U → P(C)
un opérateur semi-continu supérieur et compact, alors on a l’alternative suivant

1. N a un point fixe sur U , ou bien

2. il existe λ ∈]0, 1[ et u ∈ ∂U tel que u ∈ λN(u).

Théorème 1.7.5. [1] (Covitz-Nadler).
Soit (X, d) un espace métrique complet, si N : X → Pcl(X) est une contraction, alors N
admet un point fixe (i.e., Fix N 6= ∅).

Théorème 1.7.6. [1] (Bohnenblust-Karlin).
Soient X un espace de Banach et K ∈ Pcl,cv(X) et supposons que l’opérateur
G : K → Pcl,cv(K) est s.c.s et l’ensemble G(K) est relativement compact dans X, alors
G admet un point fixe dans K.
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CHAPITRE 2

CALCUL FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre, nous présentons quelques fonctions spéciales, Dérivations et intégrations

fractionnaire, qui seront utilisées dans le chapitre qui suite.

Les définitions et résultats de ce chapitre ont été pris de [8], [9], [16], [18].

2.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons des définitions et quelques propriétés des fonctions

Gamma et Bêta, ces deux fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul

fractionnaire.

2.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma ou fonction d’Euler est fonction qui prolonge naturellement la fac-

torielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres complexe à parties réelles posi-

tives).

Définition 2.1.1. [8] Soit x ∈ R∗+ la fonction Gamma donnée par

Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt. (2.1)

Cette intégrale est converge pour tout x > 0.
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2.1. Fonctions spéciales

Propriété 2.1.2. [18] La propriété importante de la fonction Gamma et la relation de
récurrence suivante

Γ(x+ 1) = xΓ(x) x > 0. (2.2)

En particulier,
Γ(n+ 1) = n! ∀n ∈ N∗. (2.3)

Preuve. On a
Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0
e−ttxdt = lim

a→∞

∫ a

0
e−ttxdt,

on intégrant par partie, on trouve

Γ(x+ 1) =
∫ +∞

0
e−ttxdt

=
[
− e−ttx

]+∞
0

+ x
∫ +∞

0
e−ttx−1dt︸ ︷︷ ︸
Γ(x)

,

= xΓ(x).

Ce qui montre (2.2).
Pour x = 1 dans (2.1)

Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tt1−1dt = 1,

et en utilisant (2.2), on obtient pour n ∈ N∗

Γ(2) = 1Γ(1) = 1.1 = 1!

Γ(3) = 2Γ(2) = 2.1! = 2!

Γ(4) = 3Γ(3) = 3.2! = 3!
...

Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1) = (n− 1).(n− 2)! = (n− 1)!,

par conséquent Γ(n+ 1) = n!. �

Propriété 2.1.3. [1] Pour tout n ∈ N∗, on a

Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n− 1)!!

√
π

2n ,

avec
Γ
(1

2
)

=
√
π.
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2.1. Fonctions spéciales

Preuve. On a
Γ
(1

2
)

=
∫ +∞

0
e−tt

1
2−1dt

on pose le changement de variable suivant

u =
√
t⇒ t = u2 et dt = 2udu,

d’où

Γ
(1

2

)
= 2

∫ +∞

0
e−u

2
u(u2)

(1
2 − 1

)
du

= 2
∫ +∞

0
e−u

2
du,

d’après l’intégrale de Gauss on a

∫ +∞

0
e−u

2
du =

√
π

2
,
alors

Γ
(

1
2

)
= 2

√
π

2 =
√
π.

Calculons maintenant pour tout n ∈ N∗

Γ
n+ 1

2

 = Γ
n+ 1

2 + 1− 1


=
n− 1

2

Γ
n− 1

2


=
n− 1

2

n− 3
2

Γ
n− 3

2


=
n− 1

2

n− 3
2

n− 5
2

 · · ·
1

2

Γ
1

2


=
2n− 1

2

2n− 3
2

2n− 5
2

 · · ·
1

2

√π
= 1

2n

2n− 1
2n− 3

 · · · √π
=
√
π

2n

2n− 1
!!.

�
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

Propriété 2.1.4. [1] La fonction Gamma peut être représentée par limite

Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx
x(x+ 1)...(x+ n) , x > 0.

Définition 2.1.5. [9] Soit x>0, la fonction Gamma est définie et de classe C∞, ses
dérivées successives sont données par la formule

Γ(k)(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1(ln(t))kdt.

2.1.2 La fonction bêta

La fonction Bêta joue un rôle important spécialement dans une certaine combinaison avec

la fonction Gamma.

Définition 2.1.6. [1] La fonction Bêta et généralement définie par

∀x, y > 0, B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt. (2.4)

Propriété 2.1.7. [1] La fonction Bêta est reliée aux fonctions Gamma par la relation
suivante

∀x, y > 0, B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y) (2.5)

d’où, Bêta est symétrique,
B(x, y) = B(y, x).

2.2 Dérivation et intégration fractionnaire

Dans cette section, nous présentons des définitions et quelques propriétés de l’intégral et

dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, la dérivation fractionnaire au sens

de Caputo, et quelques lemmes fondamentaux.

2.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Selon l’approche au sens de Riemann-Liouville sur le calcul fractionnaire, la notion d’in-

tégrale fractionnaire d’ordre α > 0, généralise la fameuse formule attribuée a Cauchy
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

d’intégrales répétées n-fois.

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b] on a

Ina f(x) =
∫ x

a
dt1

∫ t1

a
dt2...

∫ tn−1

a
f(tn)dtn

= 1
(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)n−1f(t)dt, (2.6)

nous avons (n − 1)! = Γ(n), Riemann rendu compte que le second membre de (2.6)

pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non-entière, alors c’était naturel

de définir l’intégration fractionnaire comme suit

Définition 2.2.1. [16] Soient f ∈ L1([a, b]), α > 0, x, a, b ∈ R, x > a, alors

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt (2.7)

est appelée intégrale fractionnaire (à gauche) au sens de Riemann-Liouville d’ordre α, et

Iαb f(x) = 1
Γ(α)

∫ b

x
(x− t)α−1f(t)dt

est appelée intégrale fractionnaire (à droite) au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.
En particulier, pour α = 0 dans (2.7), on obtient I0

af(x) = f(x).

Exemple 2.3.

1. Soit f une fonction définie par

f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b], β > −1, α > 0.

On a
Iαa f(x) = 1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1(t− a)βd(t), (2.8)

en utilisant le changement de variable suivant

t = a+ (x− a)τ, avec 0 ≤ τ ≤ 1, dt = (x− a)dτ, (2.9)

donc, (2.8) devienne

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ 1

0
(x− a− (x− a)τ)α−1(τ(x− a))β(x− a)dτ

= 1
Γ(α)

∫ 1

0
[(x− a)(1− τ)]α−1[(x− a)τ ]β(x− a)dτ

= 1
Γ(α)(x− a)α+β

∫ 1

0
τβ(1− τ)α−1dτ,
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

En appliquant la relations (2.4) puis (2.5), de la fonction Bêta

Iαa f(x) = Γ(β + 1)
Γ(α + β + 1)(x− a)α+β,

alors
Iαa (x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)(x− a)α+β. (2.10)

2. Soit f une fonction définie par
f(x) = c.

On a

Iαa c = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1c dt

= c

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1dt

= c

Γ(α)

[
−(x− t)α

α

]x
a

= c

αΓ(α)(x− t)α

= c

Γ(α + 1)(x− t)α.

Lemme 2.3.1. [16] Soit f ∈ Lp([a, b]), l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville est satisfaite

Iαa (Iβa f(x)) = Iα+β
a f(x)

pour α > 0 et β > 0.

Preuve. Soient f ∈ Lp([a, b]) et α, β > 0, alors

Iαa (Iβa f(x)) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1(Iβa f(t))dt

= 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1

[
1

Γ(β)

∫ t

a
(t− s)β−1f(s)ds

]
dt

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
(x− t)α−1

[ ∫ t

a
(t− s)β−1f(s)ds

]
dt,

d’après le théorème de Fubini, on trouve

Iαa (Iβa f(x)) = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a
(x− t)α−1(t− s)β−1f(s)dsdt

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f(s)

∫ t

a
(x− t)α−1(t− s)β−1dt︸ ︷︷ ︸

L

ds, (2.11)

en utilisant le changement de variable suivant dans l’intégrale L,
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

t = s+ (x− s)τ , avec 0 ≤ τ ≤ 1, donc dt = (x− x)dτ ,

on trouve

L =
∫ 1

0
(x− s− (x− s)τ)α−1(s+ (x− s)τ − s)β−1(x− s)dτ

=
∫ 1

0
(x− s)(1− τ)α−1[(x− s)τ ]β−1(x− s)dτ

= (x− s)α+β−1
∫ 1

0
(1− τ)α−1τβ−1,

d’après la relations (2.4) puis (2.5), de la fonction Bêta

L = (x− s)α+β−1 Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β) ,

la formule (2.11), devient

Iαa (Iβa f(x)) = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f(s)

[
(x− s)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

]
ds

= 1
Γ(α + β)

∫ x

a
(x− s)α+β−1f(s)ds

= Iα+β
a f(x).

�

2.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.3.2. [16] Soit f ∈ L1([a, b]), a ∈ R, α > 0, et n ∈ N la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville d’ordre α de f définie par

Dα
a f(x) = 1

Γ(n− α)
dn

dxn

∫ x

a
(x− t)n−α−1f(t)dt (2.12)

= Dn

(
In−αa f(x)

)
(2.13)

où Dn = dn

dxn
est dérivée d’ordre entier n = [α] + 1.

En particulier,

1. Pour α = 0,
D0
af(x) = f(x),

D0 est l’opérateur identité.

2. Pour α = n,

Dn
af(x) = Dn+1In+1−n

a f(x) = Dn+1I1
af(x) = Dnf(x).
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

Exemple 2.4.

1. Soit f une fonction défini par

f(x) = (x− a)β avec β > −1.

D’après la définition 2.3.2 et la relation (2.10), on trouve

Dα
a (x− a)β = dn

dxn

(
In−αa (x− a)β

)

= dn

dxn

(
Γ(β + 1)

Γ(β + n− α + 1)(x− a)β+n−α
)

= Γ(β + 1)
Γ(β + n− α + 1)

dn

dxn
(x− a)β+n−α, (2.14)

on sait que

dn

dxn
(x− a)β+n−α = (β + n− α)(β + n− α− 1)...(β + n− α− n)(x− a)β+n−α−n

= (β + n− α)(β + n− α− 1)...(β − α + 1)(x− a)β−α,

et

Γ(β + n− α + 1) = (β + n− α)(β + n− α− 1)...(β − α + 1)Γ(β − α + 1),

alors
dn

dxn
(x− a)β+n−α = Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β + 1− α) (x− a)β−α. (2.15)

En remplace (2.15) dans (2.14), on trouve

Dα
a (x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(β + n− α + 1)

(
Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β + 1− α) (x− a)β−α
)

= Γ(β + 1)
Γ(β + α + 1)(x− a)β−α.

En particulier, pour α = 1, d’après (2.2) on déduit que

D1
a(x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(β) (x− a)β−1 = β(x− a)β−1 = d

dx
(x− a)β.
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

2. Soit f une fonction défini par
f(x) = c.

On a

Dα
a c = dn

dxn
(In−αa c)

= dn

dxn

(
c

Γ(n− α + 1)(x− a)n−α
)

= c

Γ(n− α + 1)
dn

dxn
(x− a)n−α, (2.16)

on sait que

dn

dxn
(x− a)n−α = (n− α)(n− α− 1)...(1− α)(x− a)−α, (2.17)

et comme
Γ(n− α + 1) = (n− α)(n− α− 1)...(1− α)Γ(1− α). (2.18)

En remplace (2.17) et (2.18) dans (2.16), on trouve

Dα
a c = c(n− α)(n− α− 1)...(1− α)(x− a)−α

(n− α)(n− α− 1)...(1− α)Γ(1− α)
= c

Γ(1− α)(x− a)−α.

Lemme 2.4.1. [16] Soient α > 0 et f ∈ Lp([a, b]), alors on a l’égalité

Dα
a I

α
a f(x) = f(x),

est vraie pour presque tout sur [a, b].

Preuve. D’après la définition 2.3.2 et de lemme 2.3.1, on obtient

Dα
a I

α
a f(x) = Dn

(
In−αa

(
Iαa f(x)

))

= Dn
(
Ina f(x)

)
,

on sait que
DnIna f(x) = f(x),

d’ou
Dα
a I

α
a f(x) = f(x).

�
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

Proposition 2.4.2. [16] Soient α, β>0, si α > β > 0, alors pour f ∈ Lp([a, b]) l’égalité

Dβ
aI

α
a f(x) = Iα−βa f(x)

est vrai presque partout sur [a, b].

Propriété 2.4.3. [18] Soient f et g deux fonctions dérivables fractionnaires au sens de
Riemann-Liouville d’ordre α, alors pour λ, µ ∈ R, on a

Dα
a

(
λf(x) + µg(x)

)
= λDα

a f(x) + µDα
a g(x).

2.4.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.4.4. [16] La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Caputo d’une
fonction f définie sur [a, b] est donnée par

CDα
a f(x) = Dα

a

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
(2.19)

où
n = [α] + 1, si α /∈ N, et n = α si α ∈ N∗. (2.20)

Si α = 0, alors
CD0

af(x) = f(x).

En particulier, lorsque 0 < α < 1, la relation (2.19) prend la forme

CDα
a f(x) = Dα

a

(
f(x)− f(a)

)
.

Donc, si α /∈ N et f est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaires au sens de
Caputo (2.19), et celle de Riemann-Liouville (2.13) existent, alors elles sont liées l’une à
l’autre par la relation

CDα
a f(x) = Dα

a f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
(k − α)!(x− a)k−α, (n = [α] + 1). (2.21)

En particulier, lorsque 0 < α < 1, on a

CDα
a f(x) = Dα

a f(x)− f(a)
Γ(1− α)(x− a)−α. (2.22)

D’après la relation (2.21), on a
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

1. Si α /∈ N, alors la dérivée au sens de Caputo (2.19) coïncide avec la dérivée de
Riemann-Liouville (2.13) si la fonction f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’à
l’ordre n− 1 (n = [α] + 1) s’annulent au point a, i.e.,

CDα
a f(x) = Dα

a f(x)→ f(a) = f ′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0.

2. Si α = n ∈ N et la dérivée usuelle fn(x) existe, alors CDα
a f(x) coïncide avec

f (n)(x) i.e.,
CDα

a f(x) = f (n)(x).

Théorème 2.4.5. [16] Soient α > 0, n donné par (2.20), si f ∈ ACn([a, b]), alors la
dérivée fractionnaire au sens de Caputo CDα

a f(x) existe presque partout sur [a, b].

1. Si α /∈ N, alors CDα
a f(x) et donné par

CDα
a f(x) = 1

Γ(n− α)

∫ x

a
(x− a)n−α−1f (n)(t)dt (2.23)

= In−αa Dnf(x). (2.24)

En particulier, si 0 < α < 1, alors

CDα
a f(x) = 1

Γ(1− α)

∫ x

a
(x− a)−αf ′(t)dt (2.25)

= I1−α
a f ′(x). (2.26)

2. Si α = n ∈ N, alors CDα
a f(x) = f (n)(x).

Preuve. D’après la définition, on a

CDα
a f(x) = Dα

a

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)

= DnIn−αa

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
,

posons

L(x) = In−αa

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
,

d’après (2.7), on a

L(x) =
∫ x

a

(x− t)n−α−1

Γ(n− α)

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
dt,
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

intégrant par parties, on trouve

L(x) = − (x− t)n−α
Γ(n− α + 1)

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

)∣∣∣∣∣
t=x

t=a

+ (x− t)n−α
Γ(n− α + 1)

∫ x

a
(x− t)n−α d

dx

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

)
dt

= In−α+1
a

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
,

en répétant ce procédé n fois, on trouve

L(x) = In−α+n
a Dn

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
(2.27)

= Ina I
n−α
a Dn

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
, (2.28)

or, ∑n−1
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k est polynôme de degré n− 1, donc

L(x) = Ina I
n−α
a Dnf(x).

Ainsi

CDα
a f(x) = DnL(x)

= DnIna︸ ︷︷ ︸
Id

In−αa Dnf(x)

= In−αa Dnf(x)

= 1
Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1f (n)(t)dt.

�

Exemple 2.5. On considère la fonction f définie par

f(x) = (x− a)β, β > 0.

Alors

CDα
a (x− a)β = In−αa Dn(x− a)β

= 1
Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1

(
(t− a)β

)(n)
dt,

27



2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

on sait que (
(t− a)β

)(n)
= Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)(t− a)β−n,

et donc
CDα

a f(x) = Γ(β + 1)
Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ x

a
(x− t)n−α+1(t− a)β−ndt︸ ︷︷ ︸

L

, (2.29)

en utilisant le changement de variable (2.9) dans l’intégrale L, on obtient

L =
∫ 1

0

(
x− a− (x− a)τ

)n−α−1(
(a+ (x− a)τ − a

)β−n
(x− a)dτ

=
∫ 1

0

(
(x− a)(1− τ)

)n−α−1(
τ(x− a)

)β−n
(x− a)dτ

= (x− a)β−α
∫ 1

0
τβ−n+1(1− τ)n−α+1)dτ,

en tenant compte de la définition de Bêta 2.4.1, puis de la relation (2.5), on trouve

L = (x− a)β−αB(β − n+ 1, n− α) (2.30)

= (x− a)β−αΓ(β − n+ 1)Γ(n− α)
Γ(β − α + 1) (2.31)

en retournant à la formule (2.29), on obtient

CDα
a f(x) = Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

(
(x− a)β−αΓ(β − n+ 1)Γ(n− α)

Γ(β − α + 1)

)

= Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)(x− a)β−α.

D’où

CDα
a (x− a)β =


Γ(β+1)

Γ(β−α+1)(x− a)β−α, si β > n− 1

0, si β = 0, 1, 2, . . . , n− 1.
En particulier, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante
f(x) = c est nulle, autrement dit CDα

a c = 0.

Propriété 2.5.1. [18] Soient f et g deux fonctions dérivables fractionnaires au sens de
Caputo d’ordre α, alors pour λ, µ ∈ R, on a

CDα
a

(
λf(x) + µg(x)

)
= λCDα

a f(x) + µCDα
a g(x).

2.5.1 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.5.2. [16] Soient α > 0, f ∈ C([a, b]) ou f ∈ L∞([a, b]), alors

CDα
a I

α
a f(x) = f(x).
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

Preuve. Soit f ∈ C([a, b]) la relation (2.19) permet d’obtenir le résultat suivant

CDα
a I

α
a f(x) = Dα

a I
α
a f(x)−

n−1∑
k=0

Iαa f
(k)(a)

Γ(k − α + 1)(x− a)k−α,

puis d’après le lemme 2.4.1, on a

CDα
a I

α
a f(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

Iαa f
(k)(a)

Γ(k − α + 1)(x− a)k−α,

et comme k ≤ n− 1 pour k = 0, 1, ...., n− 1, alors les dérivées Iαa f (k)(a) = 0, ce qui donne

CDα
a I

α
a f(x) = f(x).

�

Lemme 2.5.3. [16] Soient α > 0, f(x) ∈ ACn([a, b]), alors

Iαa
CDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k.

En particulier, si α ∈]0, 1] et f ∈ AC([a, b]), alors

Iαa
CDα

a f(x) = f(x)− f(a).

Preuve. Soient α > 0, f ∈ ACn([a, b]), on a

Iαa
CDα

a f(x) = Iαa (In−αa Dnfn(x)),

et d’après le lemme 2.3.1, il résulte que

Iαa
CDα

a f(x) = InaD
nf(x)

= 1
Γ(n)

∫ x

0
(x− t)(n−1)f (n)(t)dt︸ ︷︷ ︸

I1

,

par intégration par partie de l’intégrale I1, on trouve

Iαa
CDα

a f(x) = 1
Γ(n)

[
(x− t)(n−1)f (n−1)(t)

]x
a

+ n− 1
Γ(n)

∫ x

a
(x− t)n−2f (n−1)(t)dt

= − 1
Γ(n)(x− a)(n−1)f (n−1)(a) + 1

Γ(n+ 1)

∫ x

a
(x− t)n−2f (n−1)(t)dt︸ ︷︷ ︸

I2

,
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2.2. Dérivation et intégration fractionnaire

en faisant le même pour I2, on trouve

Iαa
CDα

a f(x) = − 1
Γ(n)(x− a)(n−1)f (n−1)(a)− 1

Γ(n− 1)(x− a)n−2f (n−2)(a)

+ 1
Γ(n− 2)

∫ x

a
(x− t)n−3f (n−3)(t)dt,

en continuant par l’intégration par partie successives on obtient finalement

Iαa
CDα

a f(x) = − 1
Γ(n)(x− a)(n−1)f (n−1)(a)− 1

Γ(n− 1)(x− a)n−2f (n−2)(a)

− · · ·+ 1
Γ(1)

∫ x

a
f (1)(t)dt,

= − 1
Γ(n)(x− a)(n−1)f (n−1)(a)− 1

Γ(n− 1)(x− a)n−2f (n−2)(a)

− · · ·+ f(x)− f(a).

�
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CHAPITRE 3

INCLUSIONS DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE

FRACTIONNAIRE 0 < α < 1.

Dans ce chapitre, nous considérons le problème aux limites pour des inclusions diffé-

rentielles d’ordre fractionnaire et nous nous intéressons à l’existence des solutions de ce

problème dans le cas convexe et non convexe.

Soit

CDαx(t) ∈ F (t, x), pour tout t ∈ I = [0, T ], 0 < α < 1 (3.1)

ax(0) + bx(T ) = c, (3.2)

où CDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F : I × R → P(R) est une

application multivoque, a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0.

3.1 Existence des solutions

Dans ce travail on défini l’ensemble des sélections de F par

SF,x = {v ∈ L1(I,R) : v(t) ∈ F (t, x(t)) p.p t ∈ I}.

On commence par donner la définition d’une solution au problème (3.1)-(3.2)
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Définition 3.1.1. On dit que la fonction x ∈ AC(I,R) est une solution du problème
(3.1)-(3.2), s’il existe une fonction v ∈ L1(I,R) avec v(t) ∈ F (t, x(t)), pour tout t ∈ I,
telle que

CDαx(t) = v(t), pour tout t ∈ I, 0 < α < 1,

et la fonction x satisfait la condition (3.2).

Pour l’existence des solutions de problème (3.1)-(3.2), on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.1.2. Soient 0 < α < 1 et h : J → R une fonction continue, une fonction x est
une solution de l’équation intégrale fractionnaire

x(t) = x0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds, (3.3)

si et seulement si x est la solution de problème de Cauchy pour l’équation différentielle
fractionnaire

CDαx(t) = h(t), t ∈ I, (3.4)

x(0) = x0. (3.5)

Preuve. Supposons que x est solution de (3.3), i.e.,

x(t) = x0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds

= x0 + Iαh(t),

en appliquant l’opérateur CDα aux deux membres de l’égalité (3.3) et par son linéarité,
on trouve

CDαx(t) = CDα

(
x0 + Iαh(t)

)

= CDαx0 +C DαIαh(t),

on a
CDαx0 = 0.

D’après lemme 2.5.3, on a
CDαIαh(t) = h(t).

Alors
CDαx(t) = h(t).
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3.1. Existence des solutions

Ce qui montre(3.4).
Il reste à vérifier la condition (3.5), i.e.,

x(0) = x0 + 1
Γ(α)

∫ 0

0
(0− s)α−1h(s)ds,

donc
x(0) = x0.

Alors x est une solution de problème aux limites (3.4)-(3.5).
Inversement, supposons que x est solution de problème de Cauchy

CDαx(t) = h(t), t ∈ I, (3.4)

x(0) = x0, (3.5)

en appliquant l’opérateur Iα aux deux membres de l’égalité (3.4), on trouve

Iα CDαx(t) = Iαh(t)

= 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds. (3.6)

D’après Lemme 2.5.3, on a

Iα CDαx(t) = x(t)−
n−1∑
k=0

xk(0)
k! (t− 0)k,

puisque α ∈]0, 1[, alors on obtient

Iα CDαx(t) = x(t)− x(0), (3.7)

de (3.6) et(3.7), on a

x(t) = x(0) + Iαh(t)

= x0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
h(x)ds.

Alors, x est solution de l’équation intégrale fractionnaire. �

Comme conséquence de Lemme 3.1.2 nous avons le résultat suivant qui est utile dans ce

qui suit
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3.1. Existence des solutions

Lemme 3.1.3. Soient 0 < α < 1 et h : I → R une fonction continue, une fonction x est
une solution de l’équation intégrale fractionnaire

x(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds− c

]
, (3.8)

si et seulement si x est la solution de problème aux limites pour l’équation différentielle
fractionnaire

CDαx(t) = h(t), t ∈ I, (3.9)

ax(0) + bx(T ) = c. (3.10)

Preuve. Supposons que x est solution de (3.8) i.e.,

x(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds− c

]

= Iαh(t)− 1
a+ b

[
bIαh(T )− c

]
,

alors

CDαx(t) = CDα

Iαh(t)− 1
a+ b

[
bIαh(T )− c

]
︸ ︷︷ ︸

k


= CDαIαh(t)− CDαk,

on a
CDαk = 0

et d’après Lemme 2.5.2, on a
CDαIαh(t) = h(t).

D’où
CDαx(t) = h(t).

Ce qui montre (3.9).
Il reste à vérifier la condition aux limites (3.10), on a

x(0) = Iαh(0)− 1
a+ b

[
bIαh(T )− c

]
.

x(T ) = Iαh(T )− 1
a+ b

[
bIαh(T )− c

]
,
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alors

ax(0) + bx(T ) = aIαh(0)− 1
a+ b

[
bIαh(T )− c

]
+ bIαh(T )− 1

a+ b

[
bIαh(T )− c

]
= bIαh(T )− ab

a+ b
Iαh(T ) + ac

a+ b
− b2

a+ b
Iαh(T ) + cb

a+ b

= ab+ b2

a+ b
Iαh(T )− ab+ b2

a+ b
Iαh(T ) + c(a+ b)

a+ b

= c.

Ce qui montre (3.10).
Inversement, supposons que x satisfait (3.9), alors d’après le Lemme 3.1.2, on a

x(t) = x0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds.

Il reste à vérifier la condition aux limites (3.10)

x(0) = x0

x(T ) = x0 + 1
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds.

On a
ax(0) + bx(T ) = ax0 + bx0 + b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds = c,

donc
ax(0) + bx(T ) = (a+ b)x0 + b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds = c,

d’où

x0 = 1
a+ b

c− b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds

.
Alors

x(t) = 1
a+ b

c− b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds.

Ce qui montre (3.8). �

3.2 Le cas convexe

Théorème 3.2.1. Soient les hypothèse suivant
(H1) F : I × R→ Pcp.cv(R)est une application multivoque Carathéodory.

35



3.2. Le cas convexe

(H2) Il existe p ∈ C(I,R) et ψ : [0,∞[→ (0,∞) une fonction continue et non décrois-
sante, telle que

‖F (t, u)‖P ≤ p(t)ψ(|u|), pour t ∈ I et chaque u ∈ R.

(H3) Il existe l ∈ L1(I,R+), avec Iαl <∞ telle que

Hd(F (t, u), F (t, u)) ≤ l(t)|u− u| pour tout u, u ∈ R,

et
d(0, F (t, 0)) ≤ l(t), pour tout t ∈ I.

(H4) Il existe une constante M > 0 telle que
M

ψ(M) ‖Iαp‖∞ + |b|ψ(M)(Iαp)(T )
|a+b| + |c|

|a+b|

> 1. (3.11)

Alors, le problème (3.1)-(3.2) admet au moins une solution sur I.

Preuve. On va transformer le problème (3.1)-(3.2) en un problème de point fixe. Consi-
dérons l’opérateur multivoque

N(x) =

h ∈ C(I,R) : h(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)

− 1
a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds− c

]
, v ∈ SF,x

.
Il est claire, d’après le Lemme 3.1.3 que les point fixes de N sont solutions de problème
(3.1)-(3.2).
Nous allons utiliser l’alternative non linéaire de Leray-Schauder pour montrer que N admet
un point fixe. La preuve sera donnée en cinq étapes.
Étape 1. N(x) est convexe pour tout x ∈ C(I,R).
En effet, si h1, h2 ∈ N(x), alors il existe v1, v2 ∈ SF,x telle que pour tout t ∈ I, on a

hi(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1vi(s)ds

− 1
a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1vi(s)ds− c

]
, i = 1, 2.

Soit 0 ≤ λ ≤ 1. Alors, pour tout t ∈ I, on a

(λh1 + (1− λ)h2)(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1[λv1(s) + (1− λ)v2(s)]ds

− 1
a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1[λv1(s) + (1− λ)v2(s)]ds− c

]
,
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3.2. Le cas convexe

comme SF,x est convexe (car F est convexe), on a

λh1 + (1− λ)h2 ∈ N(x).

D’ou N(x) est convexe pour tout x ∈ C(I,R).
Étape 2. N transforme les ensembles bornés en un ensemble borné dans C(I,R).
Ee effet soit Bη∗ = {x ∈ C(I,R) : ‖x‖∞ ≤ η∗} un ensemble borné dans C(I,R) où η∗ une
constatant positive et x ∈ Bη∗ , alors pour tout h ∈ N(x), il existe v ∈ SF,x telle que

h(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds

− 1
a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds− c

]
, t ∈ I.

Par (H2), on a pour tout t ∈ I,

|h(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|v(s)|ds

+ |b|
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0
(T − s)α−1|v(s)|ds+ |c|

|a+ b|

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ψ(|x(s)|)ds

+ |b|
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ψ(|x(s)|)ds+ |c|

|a+ b|

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ψ(‖x‖∞)ds

+ |b|
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ψ(‖x‖∞)ds+ |c|

|a+ b|

≤ ψ(η∗)Iαp(t) + |b|
|a+ b|

Iαp(T ) + |c|
|a+ b|

.

Alors
‖h‖∞ ≤ ψ(η∗) ‖Iαp(t)‖∞ + |b|

|a+ b|
Iαp(T ) + |c|

|a+ b|
= l.

D’où, pour tout h ∈ N(Bη∗), il existe une constante positive l telle que

‖h‖ ≤ l.

Ce qui implique que N(Bη∗) est uniformément borné.
Étape 3. N transforme les ensembles bornés en un ensemble équicontinue dans C(I,R).
Soient t1, t2 ∈ I, t1 < t2 et Bη∗ un ensemble borné dans C(I,R) donné dans l’étape 2,
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3.2. Le cas convexe

soient x ∈ Bη∗ et h ∈ N(x), alors il existe v ∈ SF,x telle que

|h(t2)− h(t1)| =
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t2

0
(t2 − s)α−1v(s)ds− 1

Γ(α)

∫ t1

0
(t1 − s)α−1v(s)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t1

0
[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]v(s)ds+ 1

Γ(α)

∫ t2

t1
(t2 − s)α−1v(s)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t1

0

∣∣∣∣(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1
∣∣∣∣|v(s)|ds+ 1

Γ(α)

∫ t2

t1

∣∣∣∣(t2 − s)α−1
∣∣∣∣|v(s)|ds.

Par (H2), on a pour tout t1, t2 ∈ I, et t1 < t2

|h(t2)− h(t1)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t1

0
[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]p(s)ψ(|x(s)|)ds

+ 1
Γ(α)

∫ t2

t1
(t2 − s)α−1p(s)ψ(|x(s)|)ds

≤ ‖p‖∞ ψ(η∗)
Γ(α)

∫ t1

0
[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]ds

+ ‖p‖∞ ψ(η∗)
Γ(α)

∫ t2

t1
(t2 − s)α−1ds

≤ ‖p‖∞ ψ(η∗)
Γ(α + 1) [(t2 − t1)α + tα1 − tα2 ] + ‖p‖∞ ψ(η∗)

Γ(α + 1) (t2 − t1)αds

≤ ‖p‖∞ ψ(η∗)
Γ(α + 1) (t2 − t1)α + ‖p‖∞ ψ(η∗)

Γ(α + 1) (t1 − t2)αds.

Quand t1 → t2, le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro, par conséquent N(Bη∗)
est équicontinue. Par l’étapes 2 et 3 avec le Théorème d’Arzelà-Ascoli, il s’ensuite que
N(Bη∗) est relativement compact, nous peut conclure que N : C(I;R)→ P(C(I,R)) est
complètement continue.
Étape 4. N est semi-continue supérieurement (s.c.s).
En effet, comme N est complètement continu à valeur compact non vides, il suffit de
montrer que N est graphe fermé.
Soient xn → x∗, hn ∈ N(xn) et hn → h∗, il suffit de montrer que h∗ ∈ N(x∗).
On a hn ∈ N(xn), alors il existe vn ∈ SF,xn telle que, pour chaque t ∈ I,

hn(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1vn(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1vn(s)ds− c

]
.

Nous devons montrer qu’il existe v∗ ∈ SF,x∗ telle que, pour chaque t ∈ I,

h∗(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v∗(s)ds−

1
a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v∗(s)ds− c

]
.

Puisque F (t, .) est semi-continue supérieure, alors pour tout ε > 0, il existe n0(ε) ≥ 0
telle que pour tout n ≥ n0, on a

vn(t) ∈ F (t, xn(t)) ⊂ F (t, x∗(t)) + εB(0, 1), ∀t ∈ I.

38



3.2. Le cas convexe

Puisque F (·, ·) est a valeur compact, alors il existe un sous suite vnm(.) telle que

vnm(.)→ v∗(.) quand m→∞, et v∗(t) ∈ F (t, x∗(t)), ∀t ∈ I.

Puisque F (·, xn(t)) est mesurable d’après (H1), et v ∈ L1(I,R) une fonction mesurable.
Alors il existe une sélection mesurable vnm de F (·, xn(t)), telle que

|vnm(t)− v∗(t)| ≤ d(F (t, xn(t), v∗(t))

≤ Hd(F (t, xn(t)), F (t, x∗(t))).

Par (H3)
|vnm(t)− v∗(t)| ≤ l(t) ‖xn − x∗‖∞ ,

alors

|hn(t)− h∗(t)| ≤
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|vnm(s)− v∗(s)|ds

+ |b|
|a+ b|

1
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1|vnm(s)− v∗(s)|ds

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1l(t)ds ‖xnm − x∗‖∞

+ |b|
|a+ b|

1
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1l(t)ds ‖xnm − x∗‖∞ ,

par conséquent

‖hn − h∗‖∞ ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1l(t)ds ‖xnm − x∗‖∞

+ |b|
|a+ b|

1
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1l(t)ds ‖xnm − x∗‖∞ → 0 si m→∞.

Alors, h∗ ∈ N(x∗).
Ce qui montre que N a son graphe fermé, alors N est s.c.s.
Étape 5. Estimation à priori des solutions.
Soit x une solution possible au problème (3.1)-(3.2). Alors, il existe v ∈ SF,x telle que,
pour chaque t ∈ I,

x(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds

− 1
a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds− c

]
.
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3.3. Le cas non-convexe

Cela implique par (H2) que, pour chaque t ∈ I, nous avons

|x(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|v(s)|ds

+ |b|
|a+ b|

1
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1|v(s)|ds+ |c|

|a+ c|

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ψ(|x(s)|)ds

+ |b|
|a+ b|

1
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ψ(|x(s)|)ds+ |c|

|a+ c|

≤ ψ(‖x‖∞)
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ds

+ |b|
|a+ b|

ψ(‖x‖∞)
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ds+ |c|

|a+ c|

≤ ψ(‖x‖∞)Iαp(t) + |b|ψ(‖x‖∞)Iαp(T )
|a+ b|

+ |c|
|a+ c|

.

Donc
‖x‖∞

ψ(‖x‖∞) ‖Iαp‖∞ + |b|ψ(‖x‖∞)Iαp(T )
|a+b| + |c|

|a+c|

≤ 1.

Alors par la condition (3.11), il existe une constante M telle que ‖x‖∞ 6= M.

Soit
U = {x ∈ C(I,R) : ‖x‖∞ < M}.

L’opérateur N : U → P(C(I,R)) est semi-continue supérieurement et complètement
continue. Du choix de U , il n’existe pas un x ∈ ∂U telle que x ∈ λN(x) pour certains
λ ∈ (0, 1). Par conséquence du Lemme (1.7.4) du point fixe d’alternative non linéaire de
Leray-Schauder, on déduit que N admet au moins un point fixe x dans U qui est solution
du problème (3.1)-(3.2). �

3.3 Le cas non-convexe

Nous présentons maintenant un résultat pour le problème (3.1)-(3.2) avec F à valeurs non

convexe. Nos considérations sont basées sur le Théorème 1.7.5 de points fixe de Covitz et

Nadler pour multiapplications contractantes.

Théorème 3.3.1. Supposons (H3) et l’hypothèse suivante sont vérifiés
(H5) F : I × R → Pcp(R) a la propriété que F (., u) : I → Pcp(R) est mesurable pour
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3.3. Le cas non-convexe

chaque u ∈ R.
Si

‖Iαl‖∞ + |b|I
αl(T )
|a+ b|

< 1, (3.12)

alors le problème (3.1)-(3.2) admet au moins une solution sur I.

Remarque 3.3.2. Pour tout x ∈ C(I,R), comme F vérifié (H3) alors l’ensemble des
sélections SF,x, est non vide et F admet une sélection mesurable (voir Théorème(1.5.14)).

Preuve. Nous montrerons que N satisfait aux hypothèses de théorème du point fixe de
Covitz et Nadler. La preuve sera donnée en deux étapes.
Étape 1. N(x) ∈ Pcl(C(I,R)), pour chaque x ∈ C(I,R).
En effet, soit (xn)n∈N ∈ N(x), tel que xn → x̃ dans C(I,R), il suffit de montrer que
x̃ ∈ C(I,R).
Puisque (xn) ∈ N(x), alors il existe vn ∈ SF,x, pour tout t ∈ I,

xn(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1vn(s)ds

− 1
a+ b

 b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1vn(s)ds− c

.
En utilisant (H3) et le fait que F est à valeurs compactes, on peut passer à une sous-suite
si nécessaire pour obtenir que vn converge faiblement vers v dans L1

w(I,R) (L’espace muni
de la topologie faible).
Une application de Lemme 1.6.4 de Mazur implique que vn converge fortement vers v et
donc v ∈ SF,x.
Alors, pour chaque t ∈ I,

xn(t)→ x̃(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds

− 1
a+ b

 b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds− c

.
Ainsi, x̃ ∈ N(x).
Étape 2.N contraction, i.e., il existe γ < 1 tel que

Hd(N(x), N(x)) ≤ γ‖x− x‖∞ pour chaque x, x ∈ C(I,R).
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3.3. Le cas non-convexe

En effet, soit x, x ∈ C(I,R) et h1 ∈ N(x), alors, il existe v1(t) ∈ F (t, x(t)) telle que pour
chaque t ∈ I,

h1(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v1(s)ds

− 1
a+ b

 b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v1(s)ds− c

.
De (H3) il s’ensuite que

Hd(F (t, x(t)), F (t, x(t))) ≤ l(t)|x(t)− x(t)|,

il existe donc w ∈ F (t, x(t)) tel que

|v1(t)− w| ≤ l(t)|x(t)− x(t)|, t ∈ I.

Considérons l’opérateur U : I → P (R) définie par

U(t) = {w ∈ R : |v1(t)− w| ≤ l(t)|x(t)− x(t)|}.

Puisque l’opérateur multivoque V (t) = U(t) ∩ F (t, x(t)) est mesurable ( voir Proposition
(1.5.10)), il existe une fonction v2(t) qui est une sélection mesurable pour V ,
ainsi, v2(t) ∈ F (t, x(t)), et pour chaque t ∈ I,

|v1(t)− v2(t)| ≤ l(t)|x(t)− x(t)|.

On définit pour chaque t ∈ I,

h2(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v2(s)ds

− 1
a+ b

 b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v2(s)ds− c

,
alors pour t ∈ I,

|h1(t)− h2(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|v1(s)− v2(s)|ds

+ |b|
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0
(T − s)α−1|v1(s)− v2(s)|ds

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1l(s)|x(s)− x(s)|ds

+ |b|
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0
(T − s)α−1l(s)|x(s)− x(s)|ds.
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Ainsi

‖h1 − h2‖∞ ≤

‖Iαl‖∞ + |b|I
αl(T )
|a+ b|

‖x− x‖∞.
D’une relation analogue, obtenue en échangeant les rôles de x et x, il s’ensuite que

Hd(N(x), N(x)) ≤ γ‖x− x‖∞ ≤

‖Iαl‖∞ + |b|I
αl(T )
|a+ b|

‖x− x‖∞.
Donc, par (3.12), N est une contraction et donc, par le (1.7.5) du point fixe de Covitz et
Nadler, N admet un point fixe x qui est la solution de (3.1)-(3.2).

�

3.4 Exemple

Dans cette section, nous appliquons le résultat principal du Théorème 3.2.1 à la fraction

inclusion différentielle,

CDαx(t) ∈ F (t, x(t)), pour tout t ∈ I = [0, T ], 0 < α ≤ 1 (3.13)

x(0) = x0, (3.14)

où f1, f2 : I × R → R deux applications, telles que pour tout t ∈ I, f1(t, .) est semi

continue inférieurement(i.e. l’ensemble {x ∈ R : f1(t, x) > µ} est ouvert pour chaque

µ ∈ R), et f2(t, .) est semi continue supérieurement (i.e, l’ensemble {x ∈ R : f2(t, x) < µ}

est ouvert pour chaque µ ∈ R). Définitions l’application multivoque F : I × R⇒ R par

F (t, x) = {v ∈ R : f1(t, x) ≤ v ≤ f2(t, x)}.

Supposons qu’il existe ψ ∈ C(I,R+) et φ : [0,∞) → (0,∞) continue et non décroissante

telle que

max(|f1(t, x)|, |f2(t, x)|) ≤ ψ(t)φ(|x|), t ∈ I; et tout x ∈ R.

F est à valeurs convexes compactes et s.c.s. En effet
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3.4. Exemple

1. Soient v1, v2 ∈ F (t, x), 

f1(t, x) ≤ v1 ≤ f2(t, x)

et

f1(t, x) ≤ v2 ≤ f2(t, x)

∀λ ∈ [0, 1] : 

λf1(t, x) ≤ λv1 ≤ λf2(t, x)

et

(1− λ)f1(t, x) ≤ (1− λ)v2 ≤ (1− λ)f2(t, x)

Alors

f1(t, x) ≤ λv1 + (1− λ)v2 ≤ f2(t, x),

d’où v1 + (1− λ)v2 ∈ F (t, x), ce qui implique que F est à valeurs convexes.

2. F (t, x) =
[
f1(t, x), f2(t, x)

]
est compact puisque elle est fermé et borné.

3. Soit W un fermé de R, (tn, xn)n∈N∗ une suite d’éléments de I ×R convergeant vers

(t0, x0) ∈ I × R tel que

F (t0, x0) ⊂ W.

Par la semi-continuité supérieure de f2 et la la semi-continuité inférieure de f1,

nous avons la relation

lim sup
n→∞

f1(tn, xn) ≤ f1(t0, x0) ≤ f2(t0, x0) ≤ lim inf
n→∞

f2(tn, xn),

ce qui implique

f1(tn, xn) ≤ f1(t0, x0) ≤ f2(t0, x0) ≤ f2(tn, xn),
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3.4. Exemple

de laquelle nous déduisons que

F (tn, xn) ⊂ W, ∀n ≥ 1.

Donc F est s.c.s.

Comme toutes les conditions du Théorème 3.2.1 sont satisfaites, alors le problème (3.13)-

(3.14) admet au moins une solution x sur I.
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