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Notations et abréviations

I Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

• R Ensemble des nombres réels.

• R La droite réelle achevée R = R ∪ {−∞,+∞}.
• N Ensemble des entiers naturels.

• Rn Ensemble des vecteurs de dimension n(n ∈ N) à coordonnées réelles.

• Ω Est un domaine de Rd (d = 2 ou 3) .

• Γ La frontière de Ω supposée régulière .

• mes(Γ) La mesure de Lebesgue de Γ.

• ν La normale unitaire sortante à Γ.

• Sd L’espace des matrices symétrique d’ordre d.

• E L’espace vectoriel normé muni de la norme ‖.‖E.

• E ′ Le dual topologique de E.

• E ′′ Le bidual topologique de E.

• 〈., .〉 Produit de dualité entre E et E ′.

• H Un espace de Hilbert sur R.

• ‖ . ‖ La norme de H.

• B(x0, r) La boule ouverte de centre x0 et de rayon r.

• B(x0, r) La boule fermé de centre x0 et de rayon r.

• co(A) L’enveloppe convexe d’un ensemble A.

• co(A) L’enveloppe convexe fermé d’un ensemble A.

• → La convergence forte.

• ⇀ La convergence faible.
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• C([0, T ], H) Espace des fonctions continues de [0, T ] à valeurs dans H.

• 〈·, ·〉 Le produit scalaire de H.

• F(X, Y ) L’espace de toutes les applications F : X → Y .

• Lp(X, Y ) L’espace des applications pème intégrables (1 ≤ p <∞).

• L∞([0, T ], H) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur [0, T ]

à valeurs dans H .

• C(X, Y ) L’espace de toutes les applications continues f : X → Y , muni de

la norme de la convergence uniforme

‖f‖C = sup
t∈X
‖f(t)‖Y .

• d(x,A) = inf
a∈A
| x− a | La distance d’un point x d’un espace metrique X à l’ensemble

A ( A est une partie non vide de X).

I Considérons X et Y deux espaces vectoriels normés et F : X → Y une multi-

application

• Dom(F ) Le domaine de la multi-application F .

• Im(F ) L’image de la multi-application F .

• Gph(F ) Le graphe de la multi-application F .

• p.p Presque par tout.

• int(C) Intérieur d’un ensemble C.

• adh(C) Adhérence d’un ensemble C.

• C− Le cône polaire négatif d’un ensemble C.

• C⊥ Le sous-espace orthogonal d’un ensemble C.

• ιC(·) La fonction caractéristique d’un ensemble C.

• 5 f(x0) Le gradient de f au point x0.

• Div(f) La divergence de la fonction f .

• NC(x) Le cone normal où C en x.

• s.c.i Semi-continue inférieurement.

• s.c.s Semi-continue supéreurement.



Introduction

La théorie des inclusions différentielles a joué un rôle central dans de nom-

breux domaines comme les systèmes biologiques, problèmes physiques et dynamique

de la population. Le but principal de notre travail est de calculer explicitement la solu-

tion approchée discrète d’une inclusion différentielle incluant un opérateur maximale

monotone.

Nous présentons également une application numérique de nos résultats pour montrer

comment calculer la solution approchée discrète d’une inclusion différentielle corres-

pondante. L’inclusion différentielle a été étudiée par S. Adly, A. Hantoute, T. Nguyen,

M. Thera et L. B. Khiet dans [1][2][3], et par Y. Shang [4][5][6] dans l’étude de

la stabilité à temps fixe dans le domaine de l’ingénierie de commande. Nous référons

le lecteur intéressé à [7][8] pour plus de détails concernant les applications connexes

(questions mathématiques liées à analyse portant respectivement sur des milieux po-

reux ou des systèmes biologiques).

Nous considérons, dans ce travail, l’inclusion différentielle suivante :

(1)

v̇(s) ∈ g(v(s))−B(v(s)) avec s ∈ [0, 1]

v(0) = v0 ∈ domB

Où

B : RN ⇒ RN est un operateur maximal monotone,

g : RN → RN est une fonction k Lipschitz ,

DomB est le domaine de B qui est donné par DomB :=
{
x ∈ RN : Bx 6= ∅

}
,

v : Rn → Rn est l’inconnue,

[0, 1] l’intervalle du temps (pour la simplification).
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Introduction 6

En 2006, Mordukhovich [9] envisagé l’inclusion différentielle d’accompagne-

ment v̇(s) ∈ G(v(s)) p.p s ∈ [0, b] où G est un multifonction lipschitz.

En 2019, dans le travail [10] la même méthode a été utilisé pour étudier l’inclusion

différentielle suivante :

v(s) ∈ −NC(s)(v(s)) p.p 0 ≤ s ≤ t, v(0) ∈ C(0)

Où C(s) est un ensemble convexe variable qui se déplace de façon continue en temp et

NC(s)(x) désigne le cône normal associé à l’ensemble C(s) en x.

Nous présentons dans ce travail une méthode pour obtenir la meilleure solution

approximative de (1).

L’existence de la solution de cette inclusion est un résultat classique prouvé par Brezis

dans [11].

Le but principal de ce travail est de montres que si vn(s)→ v(s) lorsque n→ +∞
Nous présentons aussi une application numérique de se resultat pour montrer comment

calculer la solution approximative de l’inclusion différentielle correspondante



Chapitre 1
Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous

seront très utiles tout au long de ce mémoire.

On commence par quelques concepts d’analyse convexe et d’analyse fonctionnelle.

1.1 Quelques espaces

1.1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1. (Distance) On considère un ensemble X, on appelle distance sur X une

application d : X ×X → R+, vérifiant les trois propriétés suivantes

1. d(x, y) = 0⇔ x = y,∀x, y ∈ X

2. d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ X

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),∀x, y, z ∈ X

Exemple 1.1.1. Sur R la distance usuelle est définie par d(x, y) = |x− y|.

Définition 1.1.2. (Espace métrique) Soit X un ensemble muni de la distance d, alors

(X, d) s’appelle un espace métrique.

Définition 1.1.3. Soit (X, d) un espace métrique. Si x est un point de X et A une partie

de X alors on a

d(x,A) = inf{d(x, y), y ∈ A}
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Définition 1.1.4. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une suite (xn) d’éléments de

X est une suite de Cauchy si ∀ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que pour tous m,n ≥ n0 on a

d (xm, xn) < ε

Définition 1.1.5. Soient (X, d) et (Y, d′) des espaces métriques, et soit f : X −→ Y une

application, f est dite Lipschitzienne de constante (où : de rapport) λ ≥ 0 si

∀x ∈ X, ∀y ∈ X : d′(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y)

Définition 1.1.6. Un espace métrique (X, d) sera dit complet si toute suite de Cauchy

d’éléments de X est convergente dans (X, d).

Définition 1.1.7. Soit X un K -espace vectoriel, K = R ou C. Une norme sur X est une

application ‖ · ‖ : X −→ R+ qui vérifie pour tous x et y dans X et λ dans K :

1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (l’inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.2.

1. L’application x→ |x| est un norme sur R

2. L’application z → |z| est une norme sur C

3. Dans Rn, on définit les trois normes suivantes :

si x = (x1, x2, . . . xn) est dans Rn

‖x‖1 = |x1|+ . . . ..+ |xn|

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

‖x‖∞ = max (|x1| , . . . . |xn|)

Définition 1.1.8. Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel

normé.

1.1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.1.9. Soit X un espace vectoriel. Un produit scalaire < u, v > est une forme

bilinéaire de X × X dans R, symétrique, définie positive (i.e. < u, v >≥ 0,∀u ∈ X et

< u, u >> 0 si u 6= 0)
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Définition 1.1.10. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit sca-

laire < u, v > et qui est complet pour la norme < u, u >
1
2

Exemple 1.1.3. Rn est un espace de Hilbert.

1.1.3 Espace de Banach

Définition 1.1.11. Un espace vectoriel normé (X, ‖·‖) sur K = R ou bien C qui est complet

pour la distance associé a sa norme est appelé un espace de Banach.

Définition 1.1.12. L’espace vectoriel normé X = ([0, 1],R) de la norme ‖ · ‖1 n’est pas

complet, ce n’est pas un espace de Banach.

Définition 1.1.13. Soit E un espace de Banach. une fonction f : [a, b] −→ E est dite abso-

lument continue si ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable de l’intervalle

[a, b] par des intervalles disjoints [ak, bk] vérifient∑
k≥0

(bk − ak) < δ

on a ∑
k≥0

‖f (bk)− f (ak)‖ < ε

Proposition 1.1.1. Soient E un espace de Banach et f ∈ L1(I, E). Alors f est abso- lument

continue si il existe une fonction g ∈ L1(I, E) tell que

f(t) = f(0) +

∫ t

0

g(s)ds,∀t ∈ I.

Définition 1.1.14. Soient E un espace de Banach. Une fonction f : [a, b] −→ E est abso-

lument continue si est seulement si

f(b)− f(a) =

∫ b

a

ḟ(t)dt

Remarque 1.1.1.

1. Toute fonction absolument continue est continue.

2. Toute fonction Lipschitzienne est absolument continue.

3. Toute fonction absolument continue est uniformément continue.
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1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Ensembles convexes

Définition 1.2.1 (Ensembles convexes). Un sous-ensemble C de H est dit convexe si

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ C.

FIGURE 1.1 – A convexe, B non convexe.

Exemple 1.2.1.

1. H et ∅ sont convexes.

2. Les convexes de R sont les intervalles de R.

3. Une boule ouverte ou fermée est convexe.

1.2.2 Fonctions convexes

Définition 1.2.2 (Domaine effectif). Soient H un espace de Hilbert et une fonction f :

H −→ R. On appelle domaine effectif de f l’ensemble défini par :

Domf := {x ∈ H : f(x) < +∞}.

Définition 1.2.3 (Fonction propre). La fonction f est dit propre si Domf 6= ∅.
et f(x) 6= −∞, ∀x ∈ H.

Définition 1.2.4 (Fonction convexe). On dit qu’une fonction f : H −→ R est convexe si

pour tout x, y ∈ Dom f et pour tout t ∈ [0, 1] on a :

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).
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Définition 1.2.5. Soient D : H −→ H une application linéaire symétrique

D est semi définie positive si < Dx, x >≥ 0

Exemple 1.2.2. Soient D : H −→ H une application linéaire symétrique et une fonction

f : H −→ R définie par f(x) =< Dx, x > alors :

D est semi définie positive si et seulement si f est convexe.

Définition 1.2.6 (Épigraphe). On appelle épigraphe d’une fonction f : H −→ R

l’ensemble défini par :

epif := {(x, t) ∈ H × R : f(x) ≤ t}.

FIGURE 1.2 – Exemples Épigraphe des fonctions usuelles.

Proposition 1.2.1.

1. f est convexe si et seulement si son épigraphe est convexe dans H × R.

2. Si f1 et f2 sont des fonctions convexes, alors f1 + f2 est convexe.

3. (fi)i∈I est une famille de fonctions convexe alors l’enveloppe supérieure des (fi) est

convexe c’est-à-dire la fonction f définie par : f(x) = sup
i∈I

fi(x) est convexe.

1.2.3 Semi continuité

Pour une fonction f : H −→ R nous pouvons définir la semi-continuité.

Définition 1.2.7 (Semi-continuité inférieure). Une fonction f : H −→ R est semi-

continue inférieurement sur H (en abrégé s.c.i) si pour toute suite (xn)n∈N convergente

vers x, on a :

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x) ∀x ∈ H
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Exemple 1.2.3. Soit A : H −→ H une application linéaire, symétrique et semi dèfinie

positive, alors

la fonction f : H −→ R définie par f(x) = 〈Ax, x〉 est s.c.i sur H.

En effet,

Soit (x)n une suite qui converge vers x dans H alors par la linéarité de A, on a

f(x− xn) = 〈A(x− xn), x− xn〉

= 〈Ax, x〉 − 〈Ax, xn〉 − 〈Axn, x〉+ 〈Axn, xn〉

Par la symétrie de A et du produit scalaire, on a

f(x− xn) = 〈Ax, x〉 − 2〈Ax, xn〉+ 〈Axn, xn〉

= f(x)− 2〈Ax, xn〉+ f(xn)

Et comme A est semi dèfiniè positive, on déduit que

2〈Ax, xn〉 − f(x) ≤ f(xn)

Il est clair que 〈Ax, xn〉 −→ 〈Ax, x〉 = f(x) quand n −→ ∞ (par la continuité du produit

scalaire), donc en passant à la limite inférieure, on obtient

f(x) ≤ lim inf
n−→∞

f(xn)

Remarque 1.2.1.

1. f est s.c.s si (−f) est s.c.i .

2. f est continue si et seulement si f est s.c.s et s.c.i. à la fois.

propriété 1.2.1.

1. f est s.c.i si et seulement si son épigraphe est fermé dans H × R.

2. Si f1 et f2 sont s.c.i alors f1 + f2 est s.c.i.

3. (fi)i∈I est une famille de fonctions s.c.i alors l’enveloppe supérieure des (fi) est

s.c.i.

Définition 1.2.8. On dit que la suite (xn) de H converge faiblement vers x ∈ H si

lim
n→+∞

〈xn, y〉 = 〈x, y〉 ∀y ∈ H

On note xn ⇀ x. La convergence forte entraine la convergence faible :

Proposition 1.2.2. Si (xn) converge fortement vers x, alors (xn) converge faiblement vers

x.
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Preuve.

En effet, pour tout y ∈ H,

|〈xn, y〉 − 〈x, y〉| = |〈xn − x, y〉| ≤ ‖xn − x‖ ‖y‖ → 0

�

Définition 1.2.9. Une fonction f : H −→ R est faiblement semi-continue inférieurement

sur H si pour tout xn ⇀ x, on a

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x) ∀x ∈ H.

Remarque 1.2.2. Toute fonction s.c.i alors elle est faiblement s.c.i mais la réciproque est

n’est pas vraie en générale, elle est juste sous la convexité de la fonction.

Exemple 1.2.4. Soit A : H −→ H une application linéaire, symétrique et semi-définie

positive, alors

la fonction f : H −→ R définie par f(x) =< Ax, x > est faiblement s.c.i sur H.

Théorème 1.2.1. [28] Soit E un espace vectoriel topologique compact et soit f : E −→ R

une fonction s.c.i, alors f atteint son minimum sur E.

1.2.4 Sous-différentiel et cône normal

Définition 1.2.10. [Sous-différentiel] Soient H un espace de Hilbert et f une fonction

convexe, propre et définie de H à valeurs dans R et x0 ∈ dom(f).

Le sous-différentiel de f au point x0, noté ∂f(x0) est le sous-ensemble de H défini par :

∂f(x0) := {ξ ∈ H : f(x) ≥ f(x0) + 〈ξ, x− x0〉 , ∀x ∈ H} .
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FIGURE 1.3 – Le sous différentiel (animation).

Remarque 1.2.3. Si x0 /∈ Dom(f), alors ∂f(x0) = ∅.

Exemple 1.2.5.

Considérons la fonction

f : R −→ R

x 7−→ f(x) = |x| .

∂f(0) = [−1, 1]. En effet,

∂f(0) = {y ∈ R : f(x) ≥ f(0) + 〈y, x〉 ∀x ∈ R}

= {y ∈ R : |x| ≥ x · y ∀x ∈ R}

= {y ∈ R : x y ≤ x, ∀x > 0} ∩ {y ∈ R : x y ≤ −x, ∀x < 0} ∩ R

= {y ∈ R : y ≤ 1} ∩ {y ∈ R : y ≥ −1} ∩ R

= [−1, 1].

Proposition 1.2.3. Si f : H −→ R convexe et différentiable en x0 alors

∂f(x0) = {5f(x0)}.

Définition 1.2.11 (Cône). Un sous-ensemble C ⊂ H est un cône si

∀x ∈ C , ∀λ ≥ 0 , λx ∈ C.

Définition 1.2.12 (Cône normal). Soit C ⊂ H un sous-ensemble convexe et x0 ∈ C. On

appelle cône normal de C au point x0 l’ensemble noté NC(x0) défini par :

NC(x0) = {ξ ∈ H : 〈ξ, x− x0〉 ≤ 0, ∀x ∈ C}.

On vérifie aisément que NC(x0) est un cône convexe et fermé et que {0} ∈ NC(x0).
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FIGURE 1.4 – Exemple de Cônes normaux.

Théorème 1.2.2. Soit E un espace vectoriel normé, C ⊂ E un sous-ensemble convexe tel

que int(C) 6= ∅. Alors si x ∈ int(C), on a NC(x) = {0} .

Preuve.

Soit v ∈ NC(x) =⇒ v = 0 ?

x ∈ int(C) =⇒ ∃δ > 0 x+ δB(0, 1) ⊂ C,

v ∈ NC(x)⇔ 〈v, x+ δe− x〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1),

〈v, δe〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1),

〈v, e〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1).

Soit r > 0 suffisamment petit telle que rv ∈ B(0, 1)

〈v, rv〉 ≤ 0 =⇒ r ‖v‖2 ≤ 0,

=⇒ ‖v‖ = 0 =⇒ v = 0.

�

Proposition 1.2.4. Soit C un sous-ensemble convexe de H et x, y ∈ H tel que

x+ y ∈ C, −x ∈ C alors :

1) NC(x+ y) = NC−y(x) .

2) NC(−x) = −N−C(x) .

Preuve.

1) soit z ∈ NC(x+ y)⇐⇒ 〈z, w − x− y〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,

⇐⇒ 〈z, (w − y)− x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,

⇐⇒ z ∈ NC−y(x) .



1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle 16

2) soit z ∈ NC(−x)⇐⇒ 〈z, w + x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,

⇐⇒ 〈−z,−w − x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,

⇐⇒ −z ∈ N−C(x) .

D’où le résultat. �

1.2.5 Fonctions conjuguées

Définition 1.2.13. Étant donnée une fonction propre f : H −→ R on définit la fonction

f ∗ : H −→ R, conjugué de f par :

f ∗(x∗) := sup
x∈H
{〈x∗, x〉 − f(x)}.

L’application f 7−→ f ∗ est appelée transformation de Legendre-Fenchel.

Notons que f ∗ est une fonction convexe et s.c.i sur H. En effet, pour chaque x ∈ H fixé

l’application x∗ 7−→ 〈x∗, x〉−f(x) est convexe et continue, donc s.c.i. Par suite, l’enveloppe

supérieure de ces fonctions (lorsque x parcourt l’ensemble d’indices H) est convexe et s.c.i.

Proposition 1.2.5. [31] On suppose que f est une fonction convexe s.c.i et propre, alors

f ∗ est une fonction propre.

On définit maintenant, lorsque f ∗ est une fonction propre, la fonction f ∗∗ : H −→ R

par :

f ∗∗(x) := sup
x∗∈H
{〈x∗, x〉 − f ∗(x∗)}.

Théorème 1.2.3. [31](Fenchel-Moreau). On suppose que f est une fonction propre,

convexe et s.c.i. alors f ∗∗ = f .

Lemme 1.2.1. Soit f : H −→ R une fonction propre, convexe et s.c.i alors :

x∗ ∈ ∂f(x)⇔ x ∈ ∂f ∗(x∗).

tell que ∂f(x) est le sous différentiel de f

Ce qui signifié que (∂f)−1 = ∂f ∗.

Preuve. Soit x∗ ∈ ∂f(x) et donc

f(y)− f(x) ≥ 〈x∗, y − x〉, ∀ y ∈ H.
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Or

〈x∗, x〉 − f(x) ≥ 〈x∗, y〉 − J(y), ∀ y ∈ H.

Par suite f ∗(x∗) = 〈x∗, x〉 − f(x), d’où pour tout z ∈ H :

f ∗(z)− f ∗(x∗) ≥ 〈z, x〉 − f(x)− 〈x∗, x〉+ f(x) = 〈z − x∗, x〉.

Par conséquent x ∈ ∂f ∗(x∗).
Inversement, soit x ∈ ∂f ∗(x∗) alors en utilisant le résultat précédent on trouve que

x∗ ∈ ∂f ∗∗(x), comme f une fonction propre, convexe et s.c.i alors d’après le théorème

1.2.3 on a : f = f ∗∗, et par suite x∗ ∈ ∂f(x). �

1.2.6 Fonction indicatrice

Définition 1.2.14. Soit C un sous-ensemble non vide de H, la fonction indicatrice associée

à C est définie par :

δC(·) : H −→ R

x 7−→ δC(x) =

 0 si x ∈ C,
+∞ si x /∈ C.

Remarque 1.2.4.

1. Dom(δC) = C et epi(δC) = C × [0,+∞].

2. La fonction δC(·) est convexe si et seulement si C est convexe de H.

3. La fonction δC(·) est s.c.i si et seulement si C est fermé dans H.

Proposition 1.2.6. Soit C un sous-ensemble non vide et convexe de H, et x0 ∈ H, alors

∂δC(x0) =

∅ si x0 /∈ C.

NC(x0) si x0 ∈ C.

tell que NC(x0) si le cône normal de C au point x0.

Preuve.

* Si x0 /∈ C, on a évidemment que ∂δC(x0) = ∅.
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* Si x0 ∈ C, on va montrer que ∂δC(x0) = NC(x0) .

Soit ξ ∈ ∂δC(x0), alors

〈ξ, x− x0〉 ≤ δC(x)− δC(x0), ∀x ∈ H.

En particulier pour x ∈ C on a

〈ξ, x− x0〉 ≤ 0 ,∀x ∈ C.

Or ξ ∈ NC(x0) .

Inversement, si ξ ∈ NC(x0) alors

〈ξ, x− x0〉 ≤ 0 ,∀x ∈ C
Or 〈ξ, x− x0〉 ≤ δC(x)− δC(x0) ,∀x ∈ C.

De plus 〈ξ, x− x0〉 ≤ δC(x)− δC(x0) ,∀x ∈ H (puisque δC(x) = +∞, si x /∈ C),

donc ξ ∈ ∂δC(x0).

D’où le résultat.

�

1.2.7 Fonction support

Définition 1.2.15. On appelle fonction support de C ⊂ H qu’on note σ(C, ·) la fonction

définie sur H par :
σ(C, ·) : H −→ R

ξ 7−→ σ(C, ξ) = sup
x∈C
〈ξ, x〉.

Le domaine de σ(C, ·) est appelé le cône barriére de C et souvent désigné par b(C) :=

dom(σ(C, ·)).

Exemple 1.2.6.

1. Si C = {x}, alors σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.

2. Si C = B, alors σ(C, ξ) = ‖ξ‖.

3. Si C est un cône, alors σ(C, ξ) = δC(ξ) et b(C) = C−.

4. Si C est un sous-espace vectoriel, alors σ(C, ξ) = δC⊥(ξ) et b(C) = C⊥.

Proposition 1.2.7.

1. Pour tout C ⊂ H non vide la fonction support est sous-additive, positivement ho-

mogène (i.e. σ(C, ξ1 + ξ2) ≤ σ(C, ξ1) + σ(C, ξ2) et σ(C, λξ) = λσ(C, ξ) ∀λ > 0).

2. Pour tout C1, C2 ⊂ H, et ξ ∈ H, nous avons : σ(C1 +C2, ξ) = σ(C1, ξ) + σ(C2, ξ) et

σ(C1 ∪ C2, ξ) = max(σ(C1, ξ), σ(C2, ξ)).
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Remarque 1.2.5. soit C un ensemble non vide de H :

1. δ∗C(y) = sup
x∈H
{〈y, x〉 − δC(x)} = sup

x∈C
〈y, x〉 = σC(y) , ∀ y ∈ H .

Donc la fonction support est la conjuguée de l’indicatrice.

2. D’après la proposition précédente la fonction support σ(C, ·) est convexe surH même

si l’ensemble C n’est pas convexe de H.

3. La fonction support est propre et s.c.i même si l’ensemble C n’est pas fermé de H.

Proposition 1.2.8. Toute fonction support σ(C, ·) d’un sous-ensemble C ⊂ H est une

fonction propre, convexe s.c.i et positivement homogène de H dans R.

Inversement, toute fonction f : H −→ R propre, convexe s.c.i et positivement homogène

est la fonction support de l’ensemble suivant :

Cσ := {ξ ∈ H /∀x ∈ H, 〈ξ, x〉 ≤ f(x)}.

De plus, si f(0) = 0 on a : Cσ := ∂J(0).

Preuve.

D’après ce qui précède la première assertion est évidente.

Pour établir la seconde, calculons la fonction conjuguée de f :

Si x∗ appartient à Cσ, alors f ∗(x∗) = 0 car

f ∗(x∗) = sup
x∈H
{〈x∗, x〉 − f(x)} ≤ 0 = 〈x∗, 0〉 − f(0) ≤ f ∗(x∗).

Si x∗ n’appartient pas à Cσ, il existe alors x0 ∈ H tel que 〈x∗, x0〉 − f(x0) > 0 donc

f ∗(x∗) ≥ sup
λ>0
{〈x∗, λx0〉 − f(λx0)}

Comme la fonction J est positivement homogène alors :

f ∗(x∗) ≥ sup
λ>0

λ{〈x∗, x0〉 − f(x0)} = +∞.

Nous avons donc vérifié que f ∗ est la fonction indicatrice de Cσ.

Puisque f est une fonction propre, convexe et s.c.i on déduit que :

f(x∗) = f ∗∗(x∗) = δ∗Cσ(x∗) = σ(Cσ, x
∗) , ∀x∗ ∈ H.

�

Proposition 1.2.9. Soit C un sous-ensemble non vide et convexe de H et x un élément

de C, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.
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Preuve.

Soit y ∈ C, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ 〈ξ, y − x〉 ≤ 0

⇔ 〈ξ, y〉 ≤ 〈ξ, x〉.

En appliquant le sup sur y on obtient :

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) ≤ 〈ξ, x〉.

Comme x ∈ C, on a σ(C, ξ) ≥ 〈ξ, x〉, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.

D’où le résultat. �

Proposition 1.2.10. Soit T > 0 et D(t) un sous ensemble non vide de H, supposons que

1. D(t) est convexe fermé ∀t ∈ [0, T ] .

2. D(·) est L-Lipschitzienne sur [0, T ] .

Alors,

x 7−→
∫ T
0
σ(D(t), x(t))dt est semi-continue inférieurement sur L2([0, T ], H).

1.3 Multi-applications (ou fonctions multivoques)

Définition 1.3.1. Soient X, Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application ou

fonction multivoque définie sur X à valeurs dans Y , toute application F définie sur X à

valeurs dans P(Y ) et on note F : X −→ P(Y ) ou F : X ⇒ Y .

Pour tout t ∈ X, F (t) ⊂ Y.

• On appelle domaine (effectif ) de F le sous ensemble de X défini par

Dom(F ) = {t ∈ X : F (t) 6= ∅}.

• On appelle image de F le sous ensemble de Y défini par

Im(F ) = {y ∈ Y : ∃t ∈ X, y ∈ F (t)}.
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• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous ensemble de Y défini

par F (A) =
⋃
t∈A
F (t) et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y : ∃t ∈ A, y ∈ F (t)}.

Ainsi, Im(F ) = F (X).

Définition 1.3.2. (Graphe d’une multi-application)

Soient X et Y deux ensembles non vides, et soit F : X ⇒ Y. On appelle le graphe de F

qu’on note gph(F) le sous ensemble de X × Y définie par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y, y ∈ F (x)}.

Exemple 1.3.1.

Soit F une multi-application définie par

F : [0, 1]⇒ [0, 1]

x 7→ F (x) =

[0, 1] si x 6= 1
2

[0, 1
2
] si x = 1

2

1) Calculons le domaine de F

Dom(F ) ={x ∈ [0, 1], F (x) 6= ∅}

={x ∈ [0,
1

2
[∪]

1

2
, 1], [0, 1] 6= ∅} ∪ {x =

1

2
, [0,

1

2
] 6= ∅}

=[0,
1

2
[∪]

1

2
, 1] ∪ {1

2
} = [0, 1].

2) Calculons l’image de F

Im(F ) =
⋃
t∈[0,1]

F (t)

=

 ⋃
t∈[0, 1

2
[∪] 1

2
,1]

[0, 1]

⋃
t= 1

2

[0,
1

2
]

=[0, 1] ∪ [0,
1

2
]

=[0, 1]
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3) Calculons le graphe de F

gph(F ) ={(t, x), t ∈ [0, 1], x ∈ F (t)}

={(t, x), t ∈ [0,
1

2
[∪]

1

2
, 1], x ∈ [0, 1]} ∪ {(t, x), t =

1

2
, x ∈ [0,

1

2
]}

=([0,
1

2
[∪]

1

2
, 1]× [0, 1]) ∪ (

1

2
× [0,

1

2
])

FIGURE 1.5 – Le graphe de F .

1.3.1 Continuité des multi-applications

Définition 1.3.3. SoientX, Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-application.

F est dite semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X, si pour tout ouvert V de Y tel

que F (x0) ⊂ V , il existe un ouvert U de X tel que x0 ∈ U et F (x) ⊂ V, ∀x ∈ U .

• On dit que F est semi-continue supérieurement sur X si elle est semi-continue supérieu-

rement en tout point x ∈ X.

Théorème 1.3.1. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-aplication

à valeurs compacts, alors F est semi-continue supérieurement sur X si et seulement si

pour chaque x ∈ X et chaque suite (xn)n de X telle que xn −→ x, et (yn)n de Y avec

(yn)n ∈ F (xn), il existe une sous-suite (ym)m de (yn)n telle que

lim
m→∞

ym ∈ F (x).

Proposition 1.3.1. Soient X, Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-

application semi-continue supérieurement à valeurs fermées. Alors le graphe de F est fermé

dans X × Y .

• Le réciproque est donnée par le lemme suivant



1.3. Multi-applications (ou fonctions multivoques) 23

Lemme 1.3.1. Soient X, Y deux espaces topologiques et F : X ⇒ Y une multi-application

à valeurs non vides, avec Y un espace compact. Si le graphe de F est fermé alors F est s.c.s.

Théorème 1.3.2. Soit X un espace métrique, M un sous-ensemble compact de Rn

et F : X ⇒M une multi-application si F est s.c.s, alors la multi-application

x ∈ X ⇒ co(F (x)) ⊂ Rn est aussi s.c.s.

Théorème 1.3.3. Soient X, Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-application

s.c.s à valeurs compactes, alors

lim sup
x′→x

F (x′) = F (x).

1.3.2 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.3.4. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et F : X ⇒ Y .

On dit que F est (Σ,B(Y ))-mesurable si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {x ∈ X;F (x) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 1.3.2. Soit (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et

soit F : X ⇒ Y une multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

i) F est Σ-mesurable.

ii) Pour chaque y ∈ Y , la fonction

gy : X → R

x 7→ d(y, F (x))

est Σ-mesurable.

Définition 1.3.5. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute

application f : Dom(F )→ Y vérifiant

f(x) ∈ F (x),∀x ∈ Dom(F ).

Théorème 1.3.4. Soient (X,Σ, µ) un espace mésuré tel que Σ est µ-complète et soient

(Y,d) un espace métrique séparable et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non

vides fermées. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1) F est Σ-mesurable.

2) Le graphe de F est mesurable.

3) F−1(B) ∈ Σ pour tout borélien B ∈ B(Y ).

4) F−1(C) ∈ Σ pour tout fermé C de Y .
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1.4 Opérateurs maximaux monotones

1.4.1 Notion d’opérateur monotone

Définition 1.4.1 (Opérateur monotone). L’opérateur A : H ⇒ H est dit monotone si

∀u, v ∈ D(A) ∀u1 ∈ A(u),∀v1 ∈ A(v), 〈v1 − u1, v − u〉 ≥ 0.

Proposition 1.4.1. Soit f une fonction convexe propre sur H. Alors le sous-différentiel de

f est un opérateur monotone.

Preuve.

∂f est monotone⇔ ∀x1, x2 ∈ D(∂f), ∀y1 ∈ ∂f(x1), ∀y2 ∈ ∂f(x2), 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Soient x1, x2 ∈ D(∂f) et y1 ∈ ∂f(x1), y2 ∈ ∂f(x2).

y1 ∈ ∂f(x1)⇔ f(x) ≥ f(x1) + 〈y1, x− x1〉 , ∀x ∈ H, (1.1)

y2 ∈ ∂f(x2)⇔ f(x) ≥ f(x2) + 〈y2, x− x2〉 , ∀x ∈ H, (1.2)

on a en particulier pour x = x2 dans (1.1) et pour x = x1 dans (1.2),

f(x2) ≥ f(x1) + 〈y1, x2 − x1〉 et f(x1) ≥ f(x2) + 〈y2, x1 − x2〉, par addition

〈y1, x2 − x1〉+ 〈y2, x1 − x2〉 ≤ 0, donc 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

D’où la monotonie de ∂f. �

Remarque 1.4.1. Si A1 et A2 sont des opérateurs monotones, alors A1 +A2 est un opéra-

teur monotone .

1.4.2 Notion d’opérateur maximal monotone

L’ensemble des opérateurs monotones de H est inductif pour l’inclusion des

graphes se qui justifie la définition suivante :

Définition 1.4.2 (Opérateur maximal monotone). Un opérateur A : H ⇒ H est dit

maximal monotone s’il est monotone et s’il n’existe pas d’opérateur monotone G : H ⇒ H

tel que gph(A) ⊂ gph(G).

Proposition 1.4.2. [32] Soit un opérateur A : H ⇒ H. Il y a équivalence entre les

propriétés suivantes :
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FIGURE 1.6 – Graphe d’un opérateur non monotone (à gauche) et version mono-

tone (en centre) et version maximale monotone (à droite).

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(id+ A) = H.

Exemple 1.4.1. Soit A : H ⇒ H un opérateur maximal monotone de H, les opérateurs

A−1 et λA pour λ > 0 sont maximaux monotones.

Corollaire 1.4.1. [33] Soit A : H −→ H un opérateur monotone et continu. Alors A est

maximal monotone.

Proposition 1.4.3. [32] Soit f une fonction convexe propre sur H. Si f est semi-continue

inférieurement alors le sous-différentiel de f est maximal monotone.

Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.4.1. [32] Soit f une fonction convexe propre sur H et α ≥ 0. La fonction

convexe x 7→ f(x) +
α

2
‖x− y‖2 atteint son minimum en x0 si et seulement si α(y − x0) ∈

∂f(x0)

Revenons maintenant à la preuve de la proposition 1.4.3 .

Preuve.

On sait déjà d’après la Proposition 1.4.1 que ∂f est monotone, donc il reste à démontrer

que R(id+ ∂f) = H. Il est clair que R(id+ ∂f) ⊂ H. Montrons que H ⊂ R(id+ ∂f).

Soit y ∈ H, comme y ∈ R(id+ ∂f)⇔

y ∈
⋃

x∈D(id+∂f)

(id+ ∂f)(x)⇔ ∃ x0 ∈ D(id+ ∂f) tel que : y ∈ (id+ ∂f)(x0),

⇔ ∃ x0 ∈ D(id+ ∂f) tel que : y ∈ x0 + ∂f(x0).

La fonction x 7→ f(x)+
1

2
‖x− y‖2 est convexe s.c.i et tend vers +∞ lorsque ‖x‖ 7→ +∞,

donc d’après le Théorème 1.2.1 elle atteint son minimum en x0 ∈ H ce qui implique
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d’après le Lemme 1.4.1 que y ∈ x0 + ∂f(x0). D’où ∂f est maximal monotone d’après la

Proposition1.4.2. �

Remarque 1.4.2. D’après la proposition précédente et la remarque 1.2.4, on peut dire

que : si C est un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de H alors le cône normale de

C est un opérateur maximal monotone.

Définition 1.4.3 (projection orthogonale). La projection orthogonale appliquant ΠX

sur un ensemble X est défini comme :

ΠX(s) =

{
z ∈ X : ‖z − s‖ = inf

y∈X
‖y − s‖

}
.

Définition 1.4.4 (la résolvente). Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une

multi-aplication Pour λ > 0, la résolvente de F donnée par

JFλ x := (id + λF )−1(x)

Définition 1.4.5 (l’approximation de Yoshida). Soient X et Y deux espaces métriques,

F : X ⇒ Y une multi-aplication l’approximation de Yoshida de F est donnée par

Fλx :=
1

λ

(
id − JFλ

)
(x)

1.4.3 Surjectivité et somme d’opérateurs maximaux monotones

T étant un opérateur maximal monotone, on peut trouver facilement des condi-

tions suffisantes pour que T soit surjectif.

Définition 1.4.6 (Opérateur coercif). On dit que un opérateur T : H ⇒ H est coercif si

pour tout (xn, yn) ∈ gph(T ) tel que limn→+∞ ‖ xn ‖= +∞, nous avons

lim
n→+∞

< xn − x0, yn >
‖ xn ‖

= +∞ ,∀x0 ∈ H. (1.3)

Autrement dit, T est coercif s’il existe β > 0 tel que :

〈Tx, x〉 ≥ β‖x‖2, ∀ x ∈ H.

Corollaire 1.4.2. [27] Soit T : H ⇒ H un opérateur maximal monotone et coercif, alors

T est surjectif.

Étant donnés A et B maximaux monotones, l’opérateur A + B est monotone

mais, en générale, il n’est pas maximal monotone (puisque son domaine peut être vide).

Corollaire 1.4.3. [32] Soient A,B : H ⇒ H deux opérateurs maximaux monotones. si

(D(B) ∩ int(D(A)) 6= ∅, alors A+B est maximal monotone.
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1.4.4 Le processus de la rafle

Nous présentons maintenant le problème suivant qui est connu sous le nom de

processus de rafle :  u̇(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0),

où NC(t)(u(t)) et le cône normal au sens de l’analyse convexe à l’ensemble convexe C(t)

au point u(t).

Pour interpréter le mécanisme décrit par ce problème , on suppose que u(t) se trouve

à l’nterieur de l’ensemble C(t) ce point est réduit à zéro et donc, la vitesse du point

est nulle , c-à-d le point ne bouge pas. par contre, tout contact du point u(t) avec la

frontière de l’ensemble C(t) produit un choc qui repousse ce première avec une vitesse

opposée à la normale à l’ensemble. En résume, le problème décrit le mouvement d’un

ensemble qui traîne un point.

Il intervient dans beaucoup de domaine comme dans l’élastoplasticité, en contrôle op-

timale, en médecine avec la modélisation de canaux de médicaments, en modélisation

de mouvement de foule, de circuit électrique, etc...

Récemment, dans [20], les auteurs ont proposé une nouvelle variante du processus de

rafle avec des contraintes sur la vitesse : A1u̇(t) + A0u(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u̇(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,

A0, A1 : H −→ H sont deux opérateurs linéaires bornés. Ils ont montré le caractère

bien posé pour cette variante sous la bornitude de C. Des applications sur les circuits

électriques non-réguliers ont été fourni. Le cas des contraintes non bornées C a été

relaxé dans [22]. Poursuivre l’idée, une autre variante du processus de rafle implicite a

été introduit et étudier dans [20] : u̇(t) ∈ −NC(t)(Au
′(t) +Bu(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,

avec condition de compatibilité :

Bu0 ∈ C(0).

où A,B : H −→ H sont deux opérateurs linéaires, bornés.



Chapitre 2
Solution approximative d’une inclusion

différentielle

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commençons tout d’abord par rappeler la définition de

la Trajectoire discréte et l’extension par morceaux parce qu’ils sont très importants dans

ce travail.

Ensuite, nous passons à prouver deux propositions importantes Proposition 2.2.1 et

Proposition 2.2.2 parce qu’ils aident à prouver qu’il existe une seule solution approxi-

mative de l’inclusion différentielle (1).

(1)

v̇(s) ∈ g(v(s))−B(v(s)) avec s ∈ [0, 1]

v(0) = v0 ∈ domB

Où

B : RN ⇒ RN est un operateur maximal monotone,

g : RN → RN est une fonction k Lipschitz ,

DomB est le domaine de B qui est donné par DomB :=
{
x ∈ RN : Bx 6= ∅

}
,

v : Rn → Rn est l’inconnue,

[0, 1] l’intervalle du temps (pour la simplification).

28
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2.2 Trajectoire discréte et extension par morceaux

Soit n est un entier positif, et si = i
n

pour tout i = 0, . . . , n. Considérons le

problème approximatif suivant pour (1)

(2)

v̇n (si) = g (vn (si))−B 1
n

(vn (si)) pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1

vn(0) = v0

Tel que pour tous 0 ≤ i ≤ n− 1, v̇n (si) = n (vn (si+1)− vn (si)) et v̇n(s) = v̇n (si)

pour tous les s de l’intervalle [si, si+1[ ce problème a de nombreuses applications dans

l’optimisation et la théorie des points fixes, et de nombreux articles ont étudié la solution

exacte et approximative. voir, par exemple [12][13][14].

Notre idée pour prouver le résultat principal de ce travail est d’utiliser ce problème pour

trouver une solution approximative de notre problème principal (1).

Rappelons que, la trajectoire discrète unique vn(si), i = 0, . . . , n, de (2) est donné par :

(3)

vn (si+1) = 1
n
g (vn (si)) + JB1

n

vn (si) pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1

vn (s0) = v0

Où g : RN → RN est une fonction k Lipschitz et JB1
n

la résolvente de B donnée par

JB1
n
x := (id +

1

n
B)−1(x)

Nous disons que vn(·) est une extension par morceaux de l’unique trajectoire

discrète de (2) qui est définie sur le sous-intervalle [si, si+1 [ par la relation suivante :

vn(s) = vn (si)− (s− si) v̇n (si)

Nous allons montrer que si vn(·) est une extension par morceaux de la trajectoire dis-

crète unique vn (si) de (2) et v(·) est une solution de (1), alors vn(·) converge uniformé-

ment vers v(·).

Lemme 2.2.1. Soit b un nombre réel positif et f(·), g(·) deux fonctions de L1([0, b],R) telle

que la fonction g(·) est positif sur [0, b], et soit w une fonction absolument continue de [0, b]

dans R+ tel que

(1− λ)w′(t) ≤ f(t)w(t) + g(t)wλ(t) t ∈ [0, b]

avec 0 ≤ λ < 1. Alors l’inégalité suivante est satisfaite pour tout 0 ≤ t ≤ b

w1−λ(t) ≤ w1−λ(0) exp

(∫ t

0

f(α)dα

)
+

∫ t

0

exp

(∫ t

k

f(α)dα

)
g(s)ds
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Preuve.

Soit ε un nombre réel positif

et wε(s) = (w(s) + ε)(1−λ) exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)
La dérivée première de wε est

w′ε(s) = −f(s) exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)
(w(s) + ε)(1−λ) + exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)
(1− λ)w′(s)(w(s) + ε)−λ

= exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)[
−f(s)(w(s) + ε)(1−λ) + (1− λ)w′(s)(w(s) + ε)−λ

]

= exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)[
−f(s)(w(s) + ε) + (1− λ)w′(s)

(w(s) + ε)λ

]

= exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)[
−f(s)(w(s) + (1− λ)w′(s)− εf(s)

(w(s) + ε)λ

]

Utilisant le fait que (1− λ)w′(t) ≤ f(t)w(t) + g(t)wλ(t) i.e t ∈ [0, b], on a

w′ε(s) ≤ exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)
(w(s))λ

(w(s) + ε)λ
g(s)− εf(s)

(w(s) + ε)λ
exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)

≤ exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)
(w(s))λ

(w(s) + ε)λ
g(s) +

ε|f(s)|
(w(s) + ε)λ

exp

(∫ s

0

|f(α)|dα
)

donc

w′ε(s) ≤ exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)
g(s) + ε1−λ|f(s)| × exp

(∫ s

0

|f(α)|dα
)

En intégrant cette inégalité de s = 0 à s = t, on a

wε(t)− wε(0) ≤
∫ t

0

exp

(
−
∫ s

0

f(α)dα

)
g(s)ds+ ε1−λ

∫ t

0

|f(s)| exp

(∫ s

0

|f(α)|dα
)

ds

≤
∫ t

0

exp

(∫ s

0

f(α)dα

)
g(s)ds+ ε1−λ

(
exp

(∫ t

0

|f(α)|dα
)
− 1

)
en prenant ε −→ 0 dans la dernière inégalité, on obtient

w1−λ(t) exp

(
−
∫ t

0

f(α)dα

)
− w1−λ(0) ≤

∫ t

0

exp

(∫ s

0

f(α)dα

)
g(s)ds
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donc

w1−λ(t) ≤ w1−λ(0) exp
(∫ t

0
f(α)dα

)
+
∫ t
0

exp
(∫ t

s
f(α)dα

)
g(s)ds

�

Proposition 2.2.1. Si v(·) est une solution de (1), alors les inégalités suivantes sont satis-

faites pour chaque nombre réel s dans l’intervalle [0, 1].

1. ‖v′(s)‖ ≤ ek ‖v′(0)‖ et ‖v(s)‖ ≤ ek ‖v′(0)‖+ ‖v0‖,

2. ‖g(v(s))‖ ≤ kek ‖v′(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖,

3. ‖b(v(s))‖ ≤ (k + 1)ek ‖v′(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖,

Où v′(s) = g(v(s))− b(v(s)) p.p. s ∈ [0, 1], b(v(s)) ∈ B(v(s))

Preuve.

◦ La première inégalité :

Puisque v(·) est une solution de (1), on a v′(s) = g(v(s))− b(v(s)) p.p. s ∈ [0, 1].

Donc ∀t ∈]0, 1[ tel que s + t ≤ 1, on a v′(s + t) = g(v(s + t))− b(v(s + t)) p.p. s ∈ [0, 1].

Cette équation avec la condition initiale v(0) = v0 ∈ DomB est une solution unique v(·)
qui est absolument continue sur [0, 1] voir [11].

Soit s ∈]0, 1[. avec g est une fonction k -Lipschitz et B est un opérateur maximal

monotone , on a

d

dt
‖v(s+ t)− v(s)‖2 =2 〈v′(s+ t)− v′(s), v(s+ t)− v(s)〉

=2〈g(v(s+ t))− b(v(s+ t))− g(v(s))− b(v(s))v(s+ t)− v(s)〉

=2〈g(v(s+ t))− g(v(s)), v(s+ t)− v(s)〉

− 2〈b(v(s+ t))− b(v(s)), v(s+ t)− v(s)〉

≤2k‖v(s+ t)− v(s)‖2

En utilisant le lemme de Gronwall voir le lemme 2.2.1, on obtient

‖v(t+ s)− v(s)‖2 ≤ ‖v(t)− v(0)‖2e2ks pour tout 0 ≤ t ≤ 1.
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Par conséquent

‖v(t+ s)− v(s)‖ ≤ ‖v(t)− v(0)‖eks.

En divisant la dernière inégalité par ‖t‖ et en prenant t→ 0, on obtient que

‖v′(s)‖ ≤ ‖v′(0)‖ eks Comme v′(0) = g (v0)− b (v0) , on a

‖v′(s)‖ ≤ ‖g (v0)− b (v0)‖ ek.

Utilisant le fait que v(s) =
∫ s
0
v′(t)dt+ v0, on a

‖v(s)‖ ≤
∥∥∥∥∫ s

0

v′(t)dt

∥∥∥∥+ ‖v0‖

≤
∫ s

0

‖v′(t)‖ dt+ ‖v0‖

≤ ek ‖v′(0)‖+ ‖v0‖

◦ La deuxième inégalité :

Par la lipschitzianité de g, nous obtenons pour tous s ∈ [0, 1] :

‖g(v(s))‖ = ‖g(v(s))− g (v0) + g (v0)‖

≤ ‖g(v(s))− g (v0)‖+ ‖g (v0)‖

≤ k ‖v(s)− v0‖+ ‖g (v0)‖

≤ k‖v(s)‖+ k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖

≤ kek ‖v′(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖ .

◦ La troisième inégalité :

Puisque v′(s) = g(v(s))− b(v(s)) p.p. s ∈ [0, 1],

on obtient

b(v(s)) = −v′(s) + g(v(s)) p.p. s ∈ [0, 1],

Par conséquent

‖b(v(s))‖ = ‖g(v(s))− v′(s)‖

≤ ‖g(v(s))‖+ ‖v′(s)‖

≤ kek ‖v′(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖+ ek ‖v′(0)‖

≤ (k + 1)ek ‖v′(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖

�
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Proposition 2.2.2. Soit vn(·) une extension par morceaux de la trajectoire discrète unique

vn (si) de (2). Alors les inégalités suivantes sont satisfaites pour tout nombre réel s dans

l’intervalle [0, 1] et pour tout 0 ≤ i ≤ n.

1. ‖v′n(s)‖ ≤ ek ‖v′n(0)‖ et ‖vn(s)‖ ≤ ek ‖v′n(0)‖ + ‖v0‖

2. ‖g (vn(s))‖ ≤ kek ‖v′n(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖

3. ‖b (vn (si))‖ ≤ (k + 1)ek ‖v′n(0)‖+ 2k‖v(0)‖ + ‖g (v0)‖

Preuve.

◦ La première inégalité :

Soit vn(·) une extension par morceaux de la trajectoire discrète unique vn (si)

du problème suivant :

(3)

v̇n (si) = g (vn (si))−B 1
n

(vn (si)) pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1

vn(0) = v0.

et pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1, on a

vn (si+1) = vn (si) +
1

n
v′n (si)

= vn (si) +
1

n

[
g (vn (si))−B 1

n
(vn (si))

]
= vn (si) +

1

n
g (vn (si))−

(
vn (si)− JB1

n
vn (si)

)
.

Par conséquent

vn (si+1) = Jβ1
n

vn (si) +
1

n
g (vn (si))

pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1.

Donc

vn (si+2)− vn (si+1) = JB1
n

vn (si+1)− JB1
n

vn (si) + 1
n

[g (vn (si+1))− g (vn (si))]

Puisque JBλ (resp. g ) est une fonction-Lipschitz (resp. k-Lipschitz) continue,

‖vn (si+2)− vn (si+1)‖ ≤
∥∥∥JB1

n
vn (si+1)− JB1

n
vn (si)

∥∥∥+
1

n
‖g (vn (si+1))− g (vn (si))‖

donc

‖vn (si+2)− vn (si+1)‖ ≤ ‖vn (si+1)− vn (si)‖+ k
n
‖vn (si+1)− vn (si)‖
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Cela signifie

‖vn (si+2)− vn (si+1)‖ ≤
(
k

n
+ 1

)
‖vn (si+1)− vn (si)‖

En conséquence

‖vn (si+2)− vn (si+1)‖ ≤
(
k

n
+ 1

)
‖vn (si+1)− vn (si)‖

≤
(
k

n
+ 1

)2

‖vn (si)− vn (si−1)‖

...

≤
(
k

n
+ 1

)i+1

‖vn (s1)− vn (s0)‖ ≤
(
k

n
+ 1

)n
‖vn (s1)− vn (s0)‖

Puisque
(
k
n

+ 1
)n ≤ ek

‖vn (si+2)− vn (si+1)‖ ≤ ek ‖vn (s1)− vn (s0)‖ pour tout 0 ≤ i ≤ n− 2.

On en déduit que

‖n (vn (si+2)− vn (si+1))‖ ≤ ek ‖n (vn (s1)− vn (s0))‖ pour tout 0 ≤ i ≤ n− 2

Par conséquent

‖v′n (si)‖ ≤ ek ‖v′n(0)‖ pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1.

Il est clair que l’inégalité précédente est également vraie lorsque i = 0,

et puisque v′n(s) = v′n (si) pour tout s ∈ [si, si+1[ et i = 0, . . . , n− 1,

on a

‖v′n(s)‖ ≤ ek ‖v′n(0)‖ pour tout s ∈ [0, 1].

Pour chaque s ∈ [0, 1], on a vn(s) =
∫ s
0
v′n(r)dr + v0.

Puis

‖vn(s)‖ ≤
∥∥∥∥∫ s

0

v′n(r)dr

∥∥∥∥+ ‖v0‖

≤
∫ s

0

‖v′n(r)‖ dr + ‖v0‖

≤ sek ‖v′n(0)‖+ ‖v0‖

≤ ek ‖v′n(0)‖+ ‖v0‖

◦ La deuxième inégalité :
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Par la lipschitzianité de g, nous obtenons pour chaque s ∈ [0, 1] :

‖g (vn(s))‖ = ‖g (vn(s))− g (v0) + g (v0)‖

≤ ‖g (vn(s))− g (v0)‖+ ‖g (v0)‖

≤ k ‖vn(s)− v0‖+ ‖g (v0)‖

≤ k ‖vn(s)‖+ k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖

≤ kek ‖v′n(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖ .

◦ La troisième inégalité :

Puisque

v′n(s) = g(vn(s))− b(vn(s)) p.p s ∈ [0, 1]

On obtient

b(vn(s)) = −v′n(s) + g(vn(s)) p.p s ∈ [0, 1]

Par conséquent

‖b(vn(s))‖ = ‖g(vn(s))− v′n(s)‖

≤ ‖g(vn(s))‖+ ‖v′n(s)‖

≤ kek ‖v′n(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖+ ek ‖v′n(0)‖

≤ (k + 1)ek ‖v′n(0)‖+ 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖

�

2.3 Résultat principal

Théorème 2.3.1. Soit vn(·) une extension par morceaux de l’unique trajectoire discrète

vn (si) , i = 0, . . . , n, de (2) tel que vn(0) = v0.

Alors vn(·) converge uniformément vers la solution v(·) de (1).

Preuve.

Pour tout s ∈ [si, si+1[, on a

1

2

d

ds
‖vn(s)− v(s)‖2 = 〈v′n(s)− v′(s), vn(s)− v(s)〉

= 〈v′n(s)− v′(s), vn (si)− v(s)〉+ 〈v′n(s)− v′(s), vn(s)− vn (si)〉 .
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Puisque v′n(s) = v′n (si) pour tout s ∈ [si, si+1[ et 0 ≤ i ≤ n− 1 .

Nous avons clairement que :

vn(s) = vn (si)− (s− si) v′n (si) pour tout s ∈ [si, si+1[ et 0 ≤ i ≤ n− 1.

Par conséquent
‖vn(s)− vn (si)‖ ≤ (s− si) ‖v′n (si)‖

≤ 1

n
‖v′n (si)‖

En utilisant la Proposition 2.2.2 et le fait que v′n(0) = g (v0)− B 1
n

(v0) et
∥∥∥B 1

n
(v0)

∥∥∥ est

inférieur ou égal ‖b (v0)‖, on a

‖vn(s)− vn (si)‖ ≤
1

n
ek ‖v′n(0)‖

≤ 1

n
ek (‖g (v0)‖+ ‖b (v0)‖) .

Nous appliquons Proposition 2.2.1 et la dernière inégalité, on obtient que

〈v′n(s)− v′(s), vn(s)− vn (si)〉 ≤ ‖v′n(s)− v′(s)‖ ‖vn(s)− vn (si)‖

≤ 2 (m1)
2

n

Où m1 = ek (‖g (v0)‖+ ‖b (v0)‖).
En utilisant à nouveau la proposition 2.2.2 et le fait que

‖v′n(0)‖ ≤ ‖g (v0)‖+ ‖b (v0)‖ , nous obtenons pour tous i = 1, . . . n− 1∥∥∥B 1
n

(vn (si))
∥∥∥ ≤ (k + 1)ek (‖g (v0)‖+ ‖b (v0)‖) + 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖

D’autre part, nous avons pour tous s ∈ [si, si+1[ .

〈v′n (s)− v′(s), vn (si)− v(s)〉 = 〈g (vn (si))− g(v(s)), vn (si)− v(s)〉

−
〈
B 1

n
(vn (si))− b(v(s)), vn (si)− v(s)

〉
= 〈g (vn (si))− g(v(s)), vn (si)− v(s)〉

−
〈
B 1

n
(vn (si))− b(v(s)), JB1

n
vn (si)− v(s)

〉
−
〈
B 1

n
(vn (si))− b(v(s)), vn (si)− JB1

n
vn (si)

〉
Puisque B 1

n
(vn (si)) ∈ B

(
JB1
n

vn (si)
)

et B est monotone, nous peut montrer que〈
B 1

n
(vn (si))− b(v(s)), JB1

n
vn (si)− v(s)

〉
≥ 0

D’autre part, nous avons〈
B 1

n
(vn (si))− b(v(s)), vn (si)− JB1

n
vn (si)

〉
≤
∥∥∥B 1

n
(vn (si))− b(v(s))

∥∥∥∥∥∥vn (si)− JB1
n
vn (si)

∥∥∥
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≤

∥∥∥B 1
n

(vn (si))
∥∥∥+ ‖b(v(s))‖

n

∥∥∥B 1
n

(vn (si))
∥∥∥

De la Proposition 2.2.1 et de l’inégalité (3), on obtient〈
B 1

n
(vn (si))− b(v(s)), vn (si)− JB1

n
vn (si)

〉
≤ 2 (m2)

2

n
.

où m2 = (k + 1)ek (‖g (v0)‖+ ‖b (v0)‖) + 2k ‖v0‖+ ‖g (v0)‖ .
Par conséquent, pour tout nombre réel s dans l’intervalle [si, si+1] et 0 ≤ i ≤ n− 1

〈vn(s)− v′(s), vn (si)− v(s)〉 ≤ k ‖vn (si)− v(s)‖+
2 (m2)

2

n

Comme vn(s) = vn (si) − (s− si) v′n (si) pour tout s ∈ [si, si+1[ et i = 0, . . . , n − 1, on

peut obtenir directement que

‖vn (si)− v(s)‖2 ≤‖vn(s)− v(s)‖2 + ‖(s− si) v′n (si)‖2

+ 2 ‖vn(s)− v(s)‖ ‖(s− si) v′n (si)‖ .

Donc

2 ‖vn(s)− v(s)‖ ‖(s− si) v′n (si)‖ ≤ ‖vn(s)− v(s)‖2 + ‖(s− si) v′n (si)‖2

Donc

‖vn (si)− v(s)‖2 ≤ 2 ‖vn(s)− v(s)‖2 + 2 ‖(s− si) v′n (si)‖2

Donc

pour tout s ∈ [0, 1], On a

〈v′n(s)− v′(s), vn(s)− v(s)〉 ≤ 2k ‖vn(s)− v(s)‖2 + 2k ‖(s− si) v′n (si)‖2

+
2 (m2)

2

n
+

2 (m1)
2

n

≤ 2k ‖vn(s)− v(s)‖2 +
(2k + 2) (m1)

2

n
+

2 (m2)
2

n

≤ 2k ‖vn(s)− v(s)‖2 +
c

n′

où c = (2k + 2) (m1)
2 + 2 (m2)

2 .

En conséquence

d

ds

1

2
‖vn(s)− v(s)‖2 ≤ 2k ‖vn(s)− v(s)‖2 +

c

n
, ∀s ∈ [0, 1]

Du lemme de Gronwall lemme 2.2.1, nous obtenons pour tous 0 ≤ s ≤ 1

‖vn(s)− v(s)‖2 ≤
( c

4kn

)
e2kt − c

4kn
.
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Pour terminer sup ‖vn(s)− v(s)‖2 ≤
(

c
4kn

)
e2k − c

4kn
.

Donc

vn(s)→ v(s) lorsque n→ +∞

�



Chapitre 3
Application numérique

On peut trouver une solution approximative de l’inclusion différentielle (1) en

prenant n assez grand.

Soit vn(·) un extension par morceaux de (2) :vn (si+1) = 1
n
g (vn (si)) + JB1

n

vn (si) pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1,

vn(0) = v0

Nous considérons ici si := i
n
∈ [0, 1] pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1.

Alors
vn(0) = v0( étant donné )

v1 = vn

(
1

n

)
=

1

n
g (v0) + JB1

n
(v0)

v2 = vn

(
2

n

)
=

1

n
g (v1) + J 1

n

B (v1) ,

...

vj = vn

(
j

n

)
=

1

n
g (vj) + JB1

n
(vj) ,

...

vn(1) =
1

n
g (vn−1) + JB1

n
(vn−1) .

La suite (vn(·))n converge uniformément vers v(·) l’unique solution de (1).

Donc pour n assez large, vn (si), i = 0, . . . , n sont des solutions approximatives de (1)

par rapport a si On a vn(s) = vn (si)− (s− si) vn (si) pour tout s ε [si, si+1[

‖vn(s)− v(s)‖2 ≤
( c

2kn

)
e2ks − c

2kn
, ∀s ∈ [0, 1]

39
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Donc vn(·) est une solution approximative de (1) pour n assez large.

Exemple 3.0.1. (Processus de la rafle) On considère l’inclusion différentielle

(4)

 ẋ(t) ∈ x(t)−N[0,+∞)(x(t)) p.p t ∈ [0, 1]

x(0) = 1 ∈ [0,+∞),

sur l’espace de tous les arcs absolument continus x : [0, 1]→ R.

où N[0,+∞)(x) = {y ∈ R/y(x − z) ≥ 0, tel que ∀z ∈ [0,+∞)} L’inclusion différentielle (4)

a une solution unique x(t) = et

On prend les approximations discrètes suivantes :

(5)

 ẋn (tj) = xn (tj) , j = 0, . . . , n

xn(0) = 1 ∈ [0,+∞),

Où tj := jhn ∈ [0, 1] comme j = 0, . . . , n, hn = 1
n

tel que

1. ẋn (tj) =
xn(tj+1)−xn(tj)

hn
pour tout j = 0, . . . , n

2. ẋn(t) = ẋn (tj) ,∀t ∈ [tj, tj+1[ , pour tout j = 0, . . . , n

3. xn(t) = xn (tj)− (t− tj) ẋn (tj) , ∀t ∈ [tj, tj+1[ , et j = 0, . . . , n

On peut écrire l’inclusion différentielle (5) comme suit : xn (tj+1) = 1
n
xn (tj) + xn (tj) , j = 0, . . . , n− 1,

xn(0) = 1

Clairement

xn
(
1
n

)
= 1

n
+ 1, xn

(
2
n

)
=
(
1
n

+ 1
)2
, . . . , xn

(
j
n

)
=
(
1
n

+ 1
)j

et xn(1) =
(
1
n

+ 1
)n
, et si n = 1000, j = 500

Alors x1000(0.5) =
(

1
1000

+ 1
)500 ' 1, 6483 et e0.5 ' 1, 6486 .

Exemple 3.0.2. (Application à l’électricité) : Dans cet exemple, nous appliquons notre

résultat au cas des circuits électriques où la source de courant est fixé.

Nous discutons du circuit considéré dans [17].

Lv′(s) +Rv(s) ∈ −Nl(v(s)) avec I = [c,+∞[.
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Si v(0) = 0 et L = R, ensuite v′(s) ∈ −v(s)− Nl(v(s)) Dans cet exemple,

g(v(s)) = −v(s), B(v(s)) = Nl(v(s)) et JB1
n

(v) = Πl(v).

Ona vn (si) , i = 0, . . . , n est une trajectoire discrète devn (si+1) = 1
n
g (vn (si)) + Πl (vn (si)) avec i = 0, . . . , n− 1

vn(0) = v0

où si = i
n
∈ [0, 1] pour tout i = 0, . . . , n . Puis

vn(0) = 0 (étant donné)

v1 = vn

(
1

n

)
= c

v2 = vn

(
2

n

)
= − 1

n
c+ Πl(c) =

(
1− 1

n

)
c

v3 = vn

(
3

n

)
= − 1

n

(
1− 1

n

)
c+ c =

(
1− 1

n
+

1

n2

)
c

v4 = vn

(
4

n

)
= − 1

n

(
1− 1

n
+

1

n2

)
c+ c

=

(
1− 1

n
+

1

n2
− 1

n3

)
c

...

vi = vn

(
i

n

)
=

(
1− 1

n
+

1

n2
− 1

n3
+ · · · +(−1)i−1

1

ni−1

)
c

pour n assez large :

vn(s) ' v(s) '
n+

(−1
n

)i−1
n+ 1

c

pour tout s ∈
[
i
n′
, i+1
n

[ et 0 ≤ i ≤ n.
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