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ةـــــدمـــــــــمق  
 

   أ  

 

منذ عدة سنوات تمت دراسة العديد من العلاقات التراجعية الخطية على سبيل المثال أعداد     

البحث عن حلولها والدوال المولدة المرفقة بها بهدف  إلخفيبوناشي ولوكاس وبال لوكاس،...

وعلاقتها الصريحة، لأنها تستعمل على نطاق واسع في العديد من الأبحاث في عدة مجالات 

من الباحثين الكثير الإقتصاد وعلم الحاسوب، ...، لكن في السنوات الأخيرة لجأ كعلم  معرفية

على تعميم فيبوناشي وتعيميم كثيرات الحدود  عللتعميم العديد من العلاقات التراجعية والكل مط

 (.  Horadam) دمالفيبوناشي لهور

( إلى الأعداد من الرتبة Argomonovاغرونوموف )في بداية القرن الماضي تطرق الباحث    
م تمت  3691فيبوناتشي ذات الرتبة الثانية، ثم في سنة الثالثة وهي عبارة عن توسيع لأعداد 

(، حيث قدم هذا الباحث مفهوم أعداد Feinbergثريبوناتشي من قبل العالم فاينبرغ  )صياغة اسم 

  ثريبوناتشي بالعلاقة التراجعية التالية: 
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          :حيث قام العديد من الباحثين بتعميم أعداد ثريبوناتشي التي تأخذ الشكل 
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M. Chelgham, A. Boussayoud , Construction of Symmetric functions of generalized 

Tribonacci numbers, J. Sci. Arts.50, 65-74, 2020. 

لحصول على العديد من العلاقات و الدوال المولدة باستعمال يمكننا االتعميم  باستعمال هذا

 . تقنية التوابع التناظرية

 

 البحتة الرياضيات تخصصات لمختلف متميزة التقاء نقطة المتعامدة الحدود كثيرات شكلت
 .التطبيقية العلوم من أخرى مجالات إلى بالإضافة والتطبيقية

 Legendre"لليجندر الحدود كثير اسم الحدود متعددات هذه من الأولى العائلة تحمل

polynomials "، من العديد أسس حيث 3871 عام في الحدود كثيرات هذه ليجندر اكتشف وقد 
 الحدود كثيرات من أخرى عائلات إدخال تم ، ذلك بعد. العائلات لهذه المشتركة الخصائص

 في. التقريب نظرية في تستخدم والتي( Hermite) بـهيرميت الخاصة تلك سيما ولا ، المتعامدة
 الحدود كثيرات من كلاا  عممت جديدة عائلة(Jacobi) جاكوبي قدم ، عشر التاسع القرن منتصف

 تطوير تم ، عشر التاسع القرن نهاية في( . Legendre)ليجندر و( Chebychev) لتشيبتشاف
 جاكوبي الحدود ،كثيرات تشيبيتشيف بافنوتي قبل من المتعامدة الحدود كثيرات ميدان

 "الكلاسيكية المتعامدة الحدود كثيرات" بـ تُعرف هيرميت ،ليجندر ،تشيبتشاف
باهتمام كبير من طرف العديد من الباحثين تشيبيتشاف المتعامدة -2كثيرات الحدود وقد حظيت  

 حيث تم تعريفها بالعلاقة التراجعية التالية:
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 تشيبيتشاف المتعامدة-2وفي الآونة الأخيرة تم إيجاد جداء الدوال المولدة لجداء كثيرات الحدود 

 في مقالهم:.بوسعيود، ع. عبد الرزاق مع بعضها البعض من طرف هـ. مرزوق، ع

H. Merzouk, A. Boussayoud, A. Abderrezzak, Ordinary Generating Functions of 

Binary Products of third-order  Recurrence Relations and  2 – Orthogonal 

Polynomials, Math. Slovaca. 72(1), (2022) (In Press). 

لتي طرحها باستعمال تقنية التوابع التناظرية وتم الإجابة على العديد من الأسئلة المفتوحة ا

خ. دواق في بعض مقالاته.الباحث   

الدوال المولدة لبعض الأعداد الشهيرة سنتطرق في هذه الدراسة إلى موضوع بعنوان "  

دراسة تأثير المؤثر التناظري ب نهتمحيث  " متعامدة-2وكثيرات الحدود 
1 2

2 k

p p 
على السلسلة  

الشكلية القابلة للقلب  1

0

n n

n

n

S A p z




   بهدف الحصول على دوال مولدة جديدة وأخرى تم

وهذا باستعمال تقنية التوابع التناظرية   قبل بعض الباحثين بطرق مختلفة،من الحصول عليها 

حيث سمحت لنا بحساب الدوال المولدة لجداء هذه الأعداد مع  بعضها البعض ومع كثيرات 

لكن تقنية التوابع  ا، بأن حساب الدوال المولدة لجداء أمر صعب جد ومن المعلومالحدود، 

( في أحد Lascouxسكوا ) العالم الفرنسي لا ، كما قالالأمور بعض التناظرية تسهل لنا

أن تقنية التوابع التناظرية تحل لنا عدة مشاكل في الرياضيات  2007المؤتمرات الدولية سنة 

 المجردة والتطبيقية.

الفصل الأول إلى بعض المفاهيم العامة تطرقنا في إلى ثلاثة فصول،  قسيم هذا البحثتمت ت  

بالنسبة أما الثانية و الثالثة،  الرتبةمن  عدادللأ و العلاقات التراجعية حول السلاسل الشكلية، 

k،مارسان لوكاس-k، مارسان-kشي،فيبونا-k فتناولنا كل من أعدادالثانية الرتبة للأعداد من 

ن أعداد نارايانا و جاكوبيستال، الثالثة فتناولنا كل مالرتبة من بالنسبة للأعداد و بال-k،لوكاس-

الثانية و  الرتبةكذا العلاقات التراجعية لكثيرات الحدود المتعامدة من و  جاكوبيستال لوكاس

كثيرات الحدود المتعامدة  لتشيبتشاف  والتي قمنا فيها بدراسة  الثانية لرتبةإضافة إلى االثالثة، 

 . لتشيبيشتاف المتعامدة-2كثير الحدود  الثالثة فتطرقنا إلىلرتبة وفي امن الأنواع الأربعة 

بعض المفاهيم الأساسية حول التوابع التناظرية و فقد تم التركيز على الفصل الثاني  في أما  

الدوال المولدة للأعداد الشهيرة و  إلى استنتاج حيث توصلنابعض خصائصها و تطبيقاها، 

الثانية و الثالثة المذكورة سابقا مع حساب التابع التناظري  الرتبةكثيرات الحدود المتعامدة من 

 . المرتبط بكل منا، و ذلك بإجراء تطبيقات على نظريتين تم اقتراحهما في هذا الفصل

 على النظرية المنشورة في المقال:  فقد إعتمدنافقمنا  خيرالفصل الثالث و الأو  

N. Saba, A .Boussayoud, S.Araci, M .Kerada, M.Acikgoz, Construction of a new 

class of symmetric function of binary products of (p, q)-numbers with 2-orthogonal 

Chebyshev polynomials, Boletín de la Sociedad Matemática Mexicana 27(1), 1-26 

(2021). 
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   ت  

 

السالف ذكرها مع  انيةالث الرتبةالأعداد من  لجداء دوال المولدةالتي تسمح لنا بالحصول على الو

لتشيبتشاف من الأنواع الأربعة، كما قمنا بحساب الدوال المولدة لجداء  ةمدالحدود المتعا اتكثير

لوكاس ذات الرتبة الثالثة مع الاعداد و من أعداد نارايانا و جاكوبيستال، جاكوبيستال كل 

كثيرات الحدود المتعامدة من الرتبة الثانية السابق ذكرها، وأخيرا قمنا بحساب الدوال المولدة 

الثانية رتبة لتشيبيشتاف المتعامدة مع الاعداد وكثيرات الحدود المتعامدة من ال-2كثير الحدود ل

 السالف ذكرها سابقا .
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تعرٌف للسلاسل الشكلٌة،  نتطرق فً هذا الفصل إلى بعض المفاهٌم العامة، حٌث نستهل الفصل بتقدٌم   

 بال لوكاس -k،لوكاس -k،مارسان لوكاس -k، مارسان-kشً،فٌبونا-kالعلاقات التراجعٌة لأعداد 

وبعدها نقوم بتعرٌف الأنواع الأربعة لتشٌبٌتشاف من المتعامدة حدود الكثٌرات  بتعرٌفبعد ذلك نقوم 

نقدم مفهوما  ثم لتشٌبٌشتاف المتعامدة -2 حدودالكثٌرات و المعممة  ثرٌبوناشًلأعداد العلاقة التراجعٌة 

 .كٌفٌة إٌجاد الدوال المولدة للأعداد و كثٌرات الحدود المتعامدة السالف ذكرهاوالمولدة العادٌة،  دواللل

 السلاسل الشكلية1.1 

                        شكليةحقل السلاسل ال  1.1.1

لٌكن , ,. (    أو  )ً حقل تبدٌل 

 :1.1 تعريف

عناصر 
0

,i

i i

i

x a x a




 
     

 


 
ٌسمى  i،ix. من أجل السلاسل الشكلٌة بمعاملات فً تسمى

وiوحٌد الدرجة 
ia حٌث ،هً معاملات منx .لا معٌن 

  بالحد الثابت للسلسلة الشكلٌة ٌدعى   المعامل
0

i

i

i

u a x




.  

 العمليات على السلاسل الشكلية 2.1.1

 : 2.1 تعريف

لتكن
0

i

i

i

u a x





 
و

0

i

i

i

v b x





 

  نعرف مجموعهما و جداءهما بالتالً: ،سلسلتٌن شكلٌتٌن

                                       
0

 ,i

i i

i

u v a b x




                                 (1.1) 

                                 
0 0
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i i k i k

i k
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         (2.1)                             

  

  الضرب في سلمي: (1

السلسلة
0

i

i
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v ka x




  هً ناتج ضرب السلسلة
0

i

i

i

u a x





 

 .kً فً السلم

 :ي( الإشتقاق الشكل2

السلسلة   1

0

1 i

i

i

v i a x






  لسلسلةل الشكلً الاشتقاق هً نتٌجة
0

i

i

i

u a x




 بالنسبة إلىx. 
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 :الشكلية( المكاملة 3

السلسلة   
1

0 1

i

i

i

x
v a

i








 لسلسلةل الشكلٌة مكاملةالً ناتج ه
0

i

i

i

u a x





 

 .xبالنسبة إلى

 السلاسل القابلة للقلب 3.1.1 

 : 3.1 تعريف

السلسلة  نقول أن  
0

i

i

i

a x




 فقط إذا وجدت سلسلة  قابلة للقلب إذا و
0

i

i

i

b x




 :حٌث 

                             
0 0

   1.i i

i i

i i

a x b x
 

 

  
  

  
                                    (3.1                   ) 

 أمثلـــة:

السلسلة -1
0

i

i

u x





 
. ابلة للقلب و مقلوبهاق xv 1 

ةالسلسل -2 
0

1
i i

i

u x




   قابلة للقلب ومقلوبهاxv 1. 

السلسلة  -3
0 !

i

i

x
u

i





  قابلة للقلب ومقلوبها 
0

1
!

i
i

i

x
v

i





 . 

  :1.1خاصية

السلسلة الشكلٌة 
0

i

i

i

u a x




 قابلة للقلب إذا وفقط إذا كان
0 0a . 

 : البرهان

حكُن انضهضهت
0

i

i

i

u a x


  ًقابهت نهقهب ف  x  إرا َفقط إرا َجذ
1

0

i

i

i

u b x



  ًف x   

بحٍث 
1. . 1u u   

 ٌزا مؼىــــــــاي:

0 0

0

1

, 1.
0

i

j i j

j

a b

i
a b 










 

  إرا كاوجu  0قابهت نهقهب إرن مما صبق فإن 0 1a b   ً0َ بانخانa  قابم نهقهب فً انحقمIK ًَمى

0 0a . 
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  0َبانؼكش، إرا كان 0a  :فإن انجمهت مثهثٍت ػهٌُت 

 

0 0

1 0 0 1

2 0 1 1 0 2

0 1 1 0

1

0

0 .

0i i i

a b

a b a b

a b a b a bS

a b a b a b




 



  


    

 

1 محذد انجمهت ٌضاَي  حقبم حم َحٍذا لأن

0
0ia    مه أجم كمi إرن ،

0

i

i

i

u a x


 .قابهت نهقهب 

 العلاقات التراجعية       2.1

متجانسة ذات والثالثة ال الثانٌةمن الرتبة الخطٌة  لعلاقات التراجعٌةاعلى  اهتمامنا نركز فً هذه الفقرة
للمزٌد من التفصٌل حول العلاقات  [5،2،1ٌمكن للقارئ الرجوع للمراجع ] ، حٌثةتثابمعاملات 
 .التراجعٌة

 : 21. تعريف

 بالعلاقة التراجعٌة التالٌة:المعممة  شًفٌبونامتتالٌة نعرف 

                    

1 2

0 1

            ,      2      
.

 ,                                         

n n nu pu qu n

u u 

    


                              
(1.2) 

p, : حٌث q  و,  . 

 ( ٌمكه اصخىخاج انؼلاقاث انخشاجؼٍت نمجمُػت مه الأػذاد انشٍٍشة مه انشحبت 1.2مه خلال انؼلاقت )

 انثاوٍت َانخً وهخصٍا فانجذَل انخانً :

 الأعداد   q p التراجعية العلاقات

, , 1 , 2

,0 ,1

           ,      2      

 1,                                         

k n k n k n

k k

F kF F n

F F k

    


 
 

k 1 1 k ,k nF

 k-ًفٌبوناتش 

, , 1 , 2

,0 ,1

 3 2   ,      2      

 0,  1                                       

k n k n k n

k k

M kM M n

M M

    


 
 

1 0 -2 3k ,k nM

 k-مارسان 

, , 1 , 2

,0 ,1

 3 2      ,      2      

 2,  3                                        

k n k n k n

k k

m km m n

m m k

    


 
 

3k 2 -2 3k ,k nm

 k- لوكاسمارسان 

, , 1 , 2

,0 ,1

          ,      2      

 1,  2                                       

k n k n k n

k k

L kL L n

L L

    


 
 

2 1 1 k ,k nL

 k-لوكاس 

, , 1 , 2

,0 ,1

 2         ,      2      

 2,  2                                       

k n k n k n

k k

Q Q kQ n

Q Q

    


 
 

2 2 k 2 ,k nQ

 k-بال لوكاس 

 الثانٌة.الشهٌرة من الرتبة العلاقات التراجعٌة لبعض الأعداد : 1.1الجدول
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 :21.ملاحظة 

لوكاس  مارسان لوكاس، ،السابق نتحصل على أعداد كل من فٌبوناشً، ومارسان الجدولفً  k=1 بأخذ
 .و بال لوكاس

 [5] :2.1خاصية 

 ( ٌعطى بـ:1.2)الحل العام للعلاقة التراجعٌة 

1 1 2 2

1 2

,
n n

n

c x c x
u

x x





 

21مع:  xc    12و xc    1حٌثx و
2x

 
  (1.2)للعلاقة التراجعٌة الممٌزة  هما حلول المعادلة

2و 1x x.  

 ()تعميم ثريبوناشي:22. تعريف

 بالعلاقة التراجعٌة التالٌة:المعممة شً ناثرٌبوأعداد نعرف 

 

1 2 3

0 1

 +b +c             ,      3      
.

 ,   ,                                       

n n n nw aw w w n

w w w  

    


  
                      (2.2) 

, : حٌث ,a b c   و, ,   . 

  ٌمكن استنتاج العلاقات التراجعٌة لمجموعة من الأعداد (2.2)من خلال العلاقة التراجعٌة 
  :التالً لذات الرتبة الثالثة والموضحة فً الجدو الشهٌرة 

 أعداد    c b a العلاقة التراجعية

(3) (3) (3) (3)

1 2 3

(3) (3) (3)

0 1 2

  + + 2             ,      3      

  0,   1 ,  1                                      

n n n nJ J J J n

J J J

  
   


  
 

 
1 

 
1 

 
0 

 
2 

 
1 

 
1 
 

(3)

nJ

 جاكُبضخال

 
(3) (3) (3)

1 2 3

(3) (3) (3)

0 1 2

 + +2             ,      3      

 2,  1 , 5                                      

n n n nj j j j n

j j j

  
   


  
 

 
5 

 
1 

 
2 

 
2 

 
1 

 
1 

(3)

nj

جاكُبضخال 

 نُكاس –

 

1 3

0 1 2

 +             ,      3      

0, 1 , 1                                      

n n nN N N n

N N N

   


  
 

 
1 

 
1 

 
0 

 
1 

 
0 

 
1 nN

  
 واسٌاوا

 

 .لثةالشهٌرة من الرتبة الثاالعلاقات التراجعٌة لبعض الأعداد : 2.1الجدول

 [6] :22. خاصية

 ٌعطى بـ: (2.2)الحل العام للعلاقة التراجعٌة 
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1 2 3

1 2 1 3 1 2 2 3 3 1 2 3

,n n n

n

R S T
w x x x

x x x x x x x x x x x x
  

     
 

1حٌث  2 3, ,x x x  و  (2.2)هً حلول للمعادلة الممٌزة للعلاقة التراجعٌة, , 1.3i jx x i j  

 و

                 2 3 2 3( ) ,R x x x x      

                    1 3 1 3( ) ,S x x x x      

2 1 3 1 3 2( 2 ) (2 ) .T x x x x x x        

 

 المتعامدةكثيرات الحدود  3.1

  1.3نظرية 

)لتكن  ( ))n nP x 
 :أي نظامٌة حدود كثٌرات متتالٌة 

n 2n n 1

n 1 2 1( )n nP x x a x a x a


      

)المتتالٌة تكون ( ))n nP x 
 وجدت إذا فقط و إذا منتظمة متعامدة حدود كثٌرات متتالٌة عن عبارة 

)( من ( متتالٌتان عقدٌتان )n n 
)و  )n n 

  : التالٌة التراجعٌة العلاقة تحقق 

 

       

   

1 1

1 0

, 1.
0, 1

n n n n nP x x P x P x
n

P x P x

  



   


 

 

 :32. نظرية

)لتكن ( ))n nP x 
:عامدة فإن العلاقتٌن التالٌتٌن متكافئتٌنمتالحدود ال ات كثٌرل متتالٌة  عبارة عن  

 
1- ( ) ( 1) ( )n

n nP x P x  . 

2- 
     

   

1 1

1 0

, 1
0, 1

n n n nP x xP x P x
n

P x P x

 



  


 

. 

 (Favard’s Theorem): 33.نظرية 

)كل علاقة تراجعٌة لمتتالٌة كثٌرات الحدود ( ))n nP x   من الرتبة الثانٌة عبارة عن كثٌرات حدود

 متعامدة.

  : 1.3تعريف

 : بالعلاقة التراجعٌة التالٌة  شًلفٌبونا  المعممة نعرف كثٌرات الحدود

                        

     

   
1 2

0 1

    ,    2 
.

,                               

n n nP x pxP x qP x n

P x P x x  

 
    


                          

(2.3) 

(1.3)  
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,حٌث: ,    و,p q . 

 ملاحظات:

لما  .1
1, 1, 0

2, 1p q

    


  
ولتشٌبتشاف من النوع الالحدود ال نجد العلاقة التراجعٌة لكثٌر  

 ( )n n
T x


. 

لما  .2
1, 2, 0

2, 1p q

    


  
لثانًتشٌبتشاف من النوع الحدود النجد العلاقة التراجعٌة لكثٌر  

 ( )n n
U x


. 

لما 3.
1, 2, 1

2, 1p q

     


  
تشٌبتشاف من النوع الثالثلحدود النجد العلاقة التراجعٌة لكثٌر  

 ( )n n
V x


. 

لما 4.
1, 2, 1

2, 1p q

    


  
تشٌبتشاف من النوع الرابعلحدود النجد العلاقة التراجعٌة لكثٌر 

 ( )n n
W x


. 

 

 :2.3 تعريف 
 بالعلاقة التراجعٌة التالٌة: تشٌبٌتشاف -2كثٌر الحدود نعرف 

      

     

   

1 2 3

2
0 1 2

(x)    ,    0, 0 
.

1,   , ( )                                          

n n n nT x x T x T x T n

T x T x x T x x

  



   

  

  


     


                       (3.3)

 

 المولدة  الدوال 4.1

 الدوال المولدة العادية  1.4.1

 :1.4تعريف 

لتكن n n
u


 المولدة العادٌة التالٌة: العددٌة الدالةمتتالٌة عددٌة، نرفق بهذه المتتـالٌة  

                                      (1.4)        

0

  .n

n

n

S u x g x u x




 
                                    

 

الدالة المعرفة بهذه السلسلة تسم ى الدالة المولدة العـادٌة المرفقة بالمتتالٌة n n
u

. 
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  :1.4نظرية 

)إرا كاوج  )g x  دانت مُنذة نهمخخانٍت na َ( )h x  دانت مُنذة نـ nb:ٌكُن نذٌىا ، 

1- 1 2( ) ( )c g x c h x
دانت مُنذة نهمخخانٍت   1 2n nc a c b 2بحٍث 1,c c .ثابخان 

2- 
( )

1

g x

x
دانت مُنذة نهمخخانٍت    0 1 na a a  . 

3- ( )xg x دانت مُنذة نهمخخانٍت nna  حٍثg ( )x مشخق ًٌ.g 

4- ( ) ( )g x h x  0نهمخخانٍت الانخفافدانت مُنذة 1 1 0.( )n n na b ab a b  
 

 [(2انبشٌان: )أوظش]

 :42.نظرية 

هً:  n n
u


(، الدالة المولدة المرفقة بالمتتالٌة1.2ٌة )متتالٌة معرفة بالعلاقة التراجع   n n

u

 لتكن

                                            (2.4)  
 

2
.

1

p x
g x

px qx

   


                         
 البرهان: 

 لدٌنا:

 

 

0

0 1

2

1 2

2

n

n

n

n

n

n

n

n n

n

g x u x

u u x u x

x pu qu x 











 





  

   






                    

 

   

1 2

2 2

2

1 0

2

0 0

2 ,

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

x p u x q u x

x px u x qx u x

x px u x qx u x

x px pxg x qx g x

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

   

   

 
     

 

    

 

 

 

              

 

 و منه ٌنتج لنا:
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2
.

1

p x
g x

px qx

   


 
 

 .وهو المطلوب                                                                                                 

 و الفقرة الثانٌة نتحصل على النتائج المدونة فً الجدول التالً : 2.4إنطلاقا من النظرٌة 

 الدالة المولدة 


 


 
q P الأعداد 

2

1

1 kx x 
 

k 1 1 k ,k nF

 

21 3 2

x

kx x 
 

1 0 -2 3k ,k nM

 

2

2 3

1 3 2

kx

kx x



 
 

3k 2 -2 3k ,k nm

 

2

2

1

kx

kx x



 
 

2 1 1 k ,k nL

 

2

2 2

1 2

x

x kx



 
 

2 2 k 2 ,k nQ

 

 الدوال المولدة لبعض الأعداد الشهٌرة من الرتبة الثانٌة.: 1.3الجدول                      

 :43. نظرية

لتكن  n n
w


(، الدالة المولدة المرفقة بالمتتالٌة2.2ة )ٌالتراجعمتتالٌة معرفة بالعلاقة  : n n

w
 

 

      
 

    2

2 3
.

1

a x b a x
g x

ax bx cx

         


                       (3.4   ) 

 : البرهان

 : لدٌنا

                                                                   
 

0

n

n

n

g x w x





 

                                             

2

0 1 2

3

n

n

n

w w x w x w x




   
 

                                               

2

3

n

n

n

x x w x  




   
 

                        
 2

1 2 3

3

+b +c n

n n n

n

x x aw w w x  
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2

1 2 3

3 3 3

b cn n n

n n n

n n n

x x aw x w x w x  
  

  

  

       
  

         

2 2 3

2 1 0

n n n

n n n

n n n

x x ax w x bx w x cx w x  
  

  

       
   

2 2 3

0 0 0

n n n

n n n

n n n

x x ax w x x bx w x cx w x     
  

  

   
           

   
  

         2 2 3 ,a x b a x axg x bx g x cx g x             

 

 : ومنه

 
    2

2 3
.

1

a x b a x
g x

ax bx cx

         


   

 .وهو المطلوب                                                                                          

  لمدونة فً الجدول التالً نتحصل على النتـائج ا والفقرة الثانٌة 3.4انطلاقا من النظرٌة: 

 أعداد    c b a الدالة المولدة 

2 31 2

x

x x x  
  

1 
 
1 

 
0 

 
2 

 
1 

 
1 
 

(3)

nJ
 

 
2

2 3

2 2

1 2

x x

x x x

 

  
 

 
5 

 
1 

 
2 

 
2 

 
1 

 
1 

(3)

nj 

 

31

x

x x 
  

1 
 
1 

 
0 

 
1 

 
0 

 
1 nN

   
 

 الدوال المولدة لبعض الأعداد الشهٌرة من الرتبة الثالثة. :4.1الجدول 

 : الدوال المولدة المرفقة بكثيرات الحدود المتعامدة 2.4.1  

 نظرية 4.4:

الدالة المولدة المرفقة (، 2.3ٌة )معرفة بالعلاقة التراجعالحدود المتتالٌة كثٌرات    n n
P x


 لتكن

   هً:   n n
P x


بالمتتالٌة

 

                                    

                           (4.4) 

                                     

 
  

2
.

1

p x z
g z

pxz qz
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 : البرهان

:لدٌنا  

  

   

     

      

     

     

0

0 1

2

1 2

2

1 2

2 2

2

1 0

n

n

n

n

n

n

n

n n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

g z P x z

P x P x z P x z

x z pxP x qP x z

x z px P x z q P x z

x z pxz P x z qz P x z

  

  

  











 



 

 

 

 

 



  

    

    

    







 

 

                          

     2

0 0

,n n

n n

n n

x z Pxz P x z qz P x z   
 

 

 
      

 
 

                   

 

ومنه ٌنتج لنا:

 

 
  

2
.

1

p x z
g z

pxz qz

     


 
 

  .وهو المطلوب                                                                                                   

 ة نتحصل على النتـائج التالٌة:لثوالفقرة الثا 4.4إنطلاقا من النظرٌة 

 الدوال المولدة 


 



 



 
Q p كثٌرات الحدود 

2

1

1 2

xz

xz z



 
 

0 1 1 -1 2 ( )nT x

 

2

1

1 2xz z 
 

0 2 1 -1 2 ( )nU x

 

2

1

1 2

z

xz z



 
 

-1 2 1 -1 2 ( )nV x

 

2

1

1 2

z

xz z



 
 

1 2 1 -1 2 ( )nW x

 

 الشهٌرة من الرتبة الثانٌة. كثٌرات الحدودالدوال المولدة لبعض : 5.1الجدول

 :45.نظرية 

(، الدالة المولدة المرفقة 3.3ٌة )التراجعمعرفة بالعلاقة الحدود المتتالٌة كثٌرات   n

n

T x




 
 
 

 لتكن
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   هً:  n

n

T x




 
 
 

بالمتتالٌة
 

                              (5.4) 

 

 البرهان :

 الدٌنا :

       

   

     

     

0

2
0 1 2

3

2 2
1 2 3

3

( )

1 ( )

n
n

n

n
n

n

n
n n n

n

g z T x z

T x T x z T x z T x z

xz x z x T x T x T x z  

 



   



   

  





   

 
       

 






 

     

       2 2
1 2 3

3 3 3

1 n n n
n n n

n n n

xz x z x T x z T x z T x z  
    

  

  

        
 

          2 2 2 3

2 1 0

1 n n n
n n n

n n n

xz x z xz T x z z T x z z T x z  
    

  

         

         2 2 2 3

2 1 0

1 1 1n n n
n n n

n n n

xz x z xz T x z xz z T x z z T x z  
    

  

   
            

   
   

                                             
2 31 ( ) ( ) ( ),xzg z z g z z g z                                  

 و منه ٌنتج لنا :

     

     

 . و هو المطلوب                                                                                              

 الخاتمة :

حٌث لٌها فً الفصول القادمة. إختاما فإننا قمنا فً هذا الفصل بإعطاء بعض المفاهٌم العامة التً سنلجأ 

الخاصة ببعض الأعداد و كثٌرات الحدود الشهٌرة من الرتبة الثانٌة  تم التطرق إلى بعض التعرٌفات

 و كذلك الدوال المولدة المرفقة لكل منها .   والثالثة ،

 

  2 3

1
.

1
g z

xz z z 


  

  2 3

1
.

1
g z

xz z z 
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 المـــــــــــــــــــــــــراجع:

 المراجع باللغة العربية:

حمٍذ ششاسي، و.ػبذ انؼزٌز انزٌٍشي، مقذمت فً وظشٌت انخشكٍباث، مطبُػاث جامؼت صؼُد، انممهكت انؼشبٍت أ.  [1]

 .2212انضؼُدٌت، 
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نستهل هذا سنتطرق فً هذا الفصل إلى العناصر الأساسٌة لنظرٌة التوابع التناظرٌة ، حٌث    
وبعد ذلك نقوم بإعطاء الدوال  بعض التعارٌف حول التوابع التناظرٌة الأولٌة و التامةب الفصل

باستعمال تقنٌة المولدة لبعض كثٌرات الحدود والأعداد الشهٌرة من الرتبة الثانٌة والثالثة وذلك 
     . التوابع التناظرٌة

 التوابع التـنـاظـرية 1.2

 التوابع التناظرية الأوليّة 1.1.2

n,نعتبر فٌما ٌلً k موجبٌن وعددٌن صحٌحٌن ,,..., 12 n مركبة(  )حقٌقٌة أو مختلفة جذور

 .n من الدرجة جبرٌة لمعادلة

 :1.1تعريف

 بـ: التابع المعرفkةنعرف التابع المتناظر الأولً من الرتب

                 

  1 2

1 2

1 2 1 2

...

( , ,..., ) ... ,  n

n

n ii i

k k n n

i i i k

e e      
   

  
                      

(1.1)                                                

مع:
 

 1 2, , , 0,1ni i i 1و 2( , , , )k ne   معدومة من أجلk n0وk .
 

 :1.1 مثال

2nمن أجل معادلة من الدرجة الثانٌة ) ،  :2الجذور 1, ) :لدٌنا 

 

 

 

2

0

2

1 1 2

2

2 1 2

1,

.

,

e

e

e

 

 

 


 




 

 :1.1 قضية

 : تعطى بـ لتابع التناظري الأولًلالسلسلة المولدة 

                        
     

0 1

1  .
n

n k

k i

k i

E z e z z


 

   
                              

(2.1) 

 :البرهان

2nعلى ذلك، من أجل نبرهن بالتراجع   : لدٌنا  

                                          
2

1 2

0

1 1 1i

i

z z z  


     

                               2

1 2 1 21 z z       
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2 2 2 2

0 0 0

2
2

0

.k

k

k

e e z e z

e z


  


 

 أي : n نفرض الخاصٌة صحٌحة من أجل 

                                    

   
0 1

1  .
n

n k

k i

k i

e z z


 

  
 

 أي : n+1و نبرهن صحتها من أجل 

                                    

   
1

1

0 1

1  .
n

n k

k i

k i

e z z
 



 

  
 

 لدٌنا:

                               
    

1

1

1 1

1 1 1  
n n

i i i

i i

z z z  




 

    
 

                   

   

   

   

   

   

    

 

1

0

1

1

0 0

1 1

0 1

1 1

0 1

1 1

0 0

1 1

0

1

0

1

= 

.

n k

k n

k

n nk k

k n k

k k

n nk k

k n k

k k

n nk k

k n k

k k

n nk k

k n k

k k

n n k

k n k

k

n k

k

k

e z z

e z e z

e z e z

e z e z

e z e z

e e z

e z



















 




 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 








 



 

 

 

 





 

 

 

 





 

 و هو المطلوب .                                                                                   

 التوابع التناظرية التامة 2.2.1

 :    1.2تعريف 

 نعرف التابع التناظري التام بالنسبة للجذور بالعلاقة التالٌة:
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    1 2

1 2

1 2 1 2

....

, ,..., ... ,n

n

n ii i

k k n n

i i i k

h h      
   

                  (3.1) 

1مع:  2, , , 0ni i i  و 
. 0, 0

n

kk h   

 :1.2مثال

2nمن أجل معادلة من الدرجة الثانٌة )  :2، الجذور 1,  :لدٌنا ) 

   

   

2 2

0 0

2 2

1 1 2 1

(2) 2 2

2 1 1 2 2

(2) 3 3 2 2

3 1 2 1 2 1 2

1

.

h e

h e

h

h

 

   

     

  


  

   


   
 

 :1.2قضية

 :تعطى بـ التام التناظريلتابع لولدة مالسلسلة ال

                     
     

1

0 1

1 .
n

n k

k i

k i

H z h z z




 

   
                                  

(4.1) 

 البرهان:

2nعلى ذلك من أجل نبرهن بالتراجع   : لدٌنا 

                                 
       2 2 2 2 2

0 0 0

0

....k

k

k

h z h h z h z




   
 

                     

   

  

   

  

 

2 2

1 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2

1 2

0 0

1 2

2

1

1 ....

1 ... 1 ...

1

1 1

1
.

1

k k

k k

i

i

z z

z z z z

z z

z z

z

     

   

 

 



 

 



      

      

  
   
  


 





 



 

 أي : n نفرض الخاصٌة صحٌحة من أجل 

                                               

   
1

0 1

1 .
n

n k

k i

k i

h z z
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 أي : n+1و نبرهن صحتها من أجل 

                                              

   
1

11

0 1

1 .
n

n k

k i

k i

h z z
 



 

  
 

 لدٌنا:

                                        

     1 1

1 1 ,
n n n

k n k kh h h
 

  
 

 إذن:

                            

      1 1

1 1

0 0

n n nk k

k n k k

k k

h z h h z
 

 

 

 

  
 

                   

   

   

   

1

1 1

0 0

1

1 1

1 0

1

1

0 0

n nk k

n k k

k k

n nk k

n k k

k k

n nk k

n k k

k k

h z h z

h z h z

z h z h z







 


 

 

 


 

 

 




 

 

 

 

 

 

 
 

                                          

     
11 1

1

0 0 1

1
n

n nk k

k n k i

k k i

h z z h z z 
 

 



  

    
 

                                           

 

 

 

1

1

1

1

1

1

1

1
.

1

n

n

i

i

n

i

i

z

z

z





























 

 و هو المطلوب.                                                                                     

 بعض خصائص التوابع التناظرية 2.2

 :2.1تعريف

نعتبر الأبجدٌة  1 2,P p p ،نعرف التابع المتناظر
nS المرفق بالأبجدٌةP :بـ 
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1 1

1 2
1 2

1 2

, .
n n

n n

p p
S P S p p n

p p

 
   


 

  مع:

(2)

0 0

(2)

1 1 1 2

(2) 2 2

2 2 1 2 1 2

(2)

( ) 1

( )

( ) .

( )n n

S P h

S P h p p

S P h p p p p

S P h

  


  


   


 


 

و  0nS P 0من أجلn .  

 :2.2تعريف

نعتبر الأبجدٌة  1 2 3, ,P p p pنعرف التابع المتناظر ،
nS المرفق بالأبجدٌةP :بـ 

 
   2 1 2 3 1 3

2 3

, .
n n

n

p S p p p S p p
S P n

p p

  
 


  

 :2.3تعريف 

نرمز بـ أبجدٌتٌن،BوAلتكن nS A B
 

 لمعاملات السلسلة المعرفة بـ:

                      

 
 

 
   

0

1
=H E .

1

n b B
n

n
a A

bz
S A B z z z

az







 
  

 


                   

(1.2) 

مـــع: . 0, 0nn S A B    

 :2.1ةنتيج

بوضع 0,0,...A 
 ( نتحصل على:1.3فً العلاقة ) 

                             
   

0

1 .   n

n

n b B

S B z bz


 

   
                                

(2.2) 

 :2.1خاصية

ذا كانإ 0,0,...,0A 
أو  0,0,...,0B 

 ٌنتج لنا: فإنه 

                          

     
0 0 0

. .n n n

n n n

n n n

S A B z S A z S B z
  

  

    
                            

(3.2) 
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:2.1ملاحظة 
 

Bإذا كان  A( نتحصل على:2.3( و )1.2) من العلاقتٌن 

 

 أي:

                                    

 
 0

0

1
.n

n
nn

n

n

S A z

S A z














                                  

تطبيقات على التوابع التناظرية التامة 3.2  

 :3.1تعريف 

لتكن  1 2,P p p ،نعرف المؤثر التناظري  أبجدٌتٌن   
 ــ :ب 

                           
   

1 2

1 1 2 2

1 2

.

k k

k

P P

p f p p f p

p p





                                  
  (1.3 ) 

 :3.2تعريف 

 : ــبنعرف الفرق المقسوم  ،  من  gنعتبر التابع 

              
   

1

1 2 1 1 2 1

1

, ,... , ,... , ,... , ,...
.

i i

i i n i i n

i i

g x x x x x g x x x x x
g

x x x x

 







            (2.3) 

 :3.1خاصية 

لتكن الأبجدٌة  1 2,P p pًمن أجل كل عدد طبٌع ،k: لدٌنا  

 

                     
1 2 1 21 1 1 2 1 2 .k k

P P k p pf p S p p f p p f                       (3.3) 

 البرهان:
      لدٌنا:

                                  
   

1 2

1 1 2 2

1

1 2

,

k k

k

P P

p f p p f p
f p

p p






 

 إذن:

                
       

1 2

1 1 2 2 2 2 2 2

1

1 2

k k k k

k

P P

p f p p f p p f p p f p
f p

p p


  



 

             
   1 21 2

1 2
1 2 1 2_

k k
k f p f pp p

f p p
p p p p


 

 

   
0 0

1,n n

n n

n n

S A z S A z
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1 21 1 2 1 2 .k

k p pS p p f p p f    

                              هو المطلوب .و                                                                                     

 نظرية 1.3:

لتكن الأبجدٌة  1 2,P p p  و k   : عدد طبٌعً، لدٌنا 

            
   

  
1 1 2 1 2 2 1 2

1 1 2

0 1 2

.
1 1

k kn

n k

n

S p p p p S p p z
S p p z

p z p z


 

 



  
 

 
                   (4.3)     

 

 البرهان: 

 المؤثر بإدخال
1 2

k

P P  على السلسلة القابلة للقلب  1

0

1

n n

n

P zf p z




   طرف فإن ال

 على الشكل :  ٌكتب (4.4) الأٌسر للعلاقة

                                   
   

1 2

1 1 2 2

1

1 2

k k

k

P P

p f p p f p
f p

p p






 

                           
1 1 2 2

0 0

1 2

k n n k n n

n n

p p z p p z

p p

 

 






 
 

                        
1 2

0 0

1 2

n k n n k n

n n

p z p z

p p

 
 

 






 
  

                          
1 2

0 1 2

n k n k
n

n

p p
z

p p

 



 
  

 
 

                             1 1 2

0

.n

n k

n

S p p z


 



     

  من جهة أخرى بإدخال المؤثر
1 2

k

P P  على السلسلة القابلة للقلب 
 1

1

1

1
f p z

p z



 

 ( ٌكتب على الشكل :4.4فإن الطرف الأٌمن للعلاقة )
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 1 2 1 21

1

1

1

k k

P P P Pf p
p z

 
 

    

  

                                      
1 2

1 2

1 2

1 1

k kp p

p z p z

p p


 




 

                                  

   
1 2 2 1

1 2 1 2

1 1

1 1

k kp p z p p z

p p p z p z

  


  
   

                                   
 

   
1 2 1 2 2 1

1 2 1 21 1

k k k kp p p p p p z

p p p z p z

  


  
 

                                        

 
   

1 1

1 2 1 2 1 2

1 2 1 21 1

k k k kp p p p p p z

p p p z p z

   


  
 

                              

 

  

1 1

1 21 2
1 2

1 2 1 2

1 21 1

k kk k p pp p
p p z

p p p p

p z p z

 


 


 
 

                        
   

  
1 1 2 1 2 2 1 2

1 2

.
1 1

k kS p p p p S p p z

p z p z

   


 
  

 و هو المطلوب .                                                                             

  و بأخذ الأبجدٌتٌن 1.2من النظرٌة 1 2,P p p  و  0,1,2k   نستنتج الخواص

  التالٌة :

 :3.2خاصية 

لتكن  1 2,P p p                                                                                       : أبجدٌة لدٌنا 

                                
 

1 2 1 2
1 1 2 2

0

1

.

1

n

n

n

i

p p p p z
S p p z

Pz









 
 






                    (5.3) 

 :3.3خاصية 

لتكن   1 2,P p p  : أبجدٌة لدٌنا 

                                        
 

1 2 2
0

1

1
.

1

n

n

n

i

S p p z

Pz







 






                   (6.3 ) 

 :3.1 نتيجة
لتكن  1 2,P p p    : أبجدٌة لدٌنا 

                                      
 

1 1 2 2
0

1

.

1

n

n

n

i

z
S p p z

Pz









 






                   (7.3 ) 
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  نظرية 2.3:

 معرفتٌن على الترتٌب بـ :الأبجدٌة  Pو  A لتكن 1 2 3, ,A a a a و 1 2,P p p وn  عدد

 طبٌعً، لدٌنا :   

              
       

     

2 3

0 1 2 2 1 2 3 1

0

1 2

0 0

.n

n n
n nn

n n

n n

S A p p S A z p p S A S P z
S A S P z

S A p z S A p z



 


 

    


  
   

  


 

       (8.3  ) 

 البرهان: 

 المؤثر بإدخال
1 2p p  على السلسلة القابلة للقلب    n n

1

n 0

1 S p znf p z A




    فإن

 على الشكل :  ٌكتب (8.3) طرف الأٌسر للعلاقةال

                                   
   

1 2

1 1 2 2

1

1 2

P P

p f p p f p
f p

p p






 

                          

   1 2

n n n n

1

n 0 n

2

1

0

2

S p z S p zn np p

p

A

p

A
  

 






 
 

                        

   n+1 n n+1 n

1

n 0 n 0

2

1 2

S p z S p zn n

p

A A

p

  

 






 
  

                            

1 1

1 2

0 1 2

( )
n n

n

n

n

p p
S A z

p p

 



 
  

 
 

                                       
0

.n

n n

n

S A S P z




    

 من جهة أخرى بإدخال المؤثر
1 2P P على السلسلة القابلة للقلب 

 1

1

1

1
a A

f p z
ap z






 

 ٌكتب على الشكل :( 8.3فإن الطرف الأٌمن للعلاقة )

                                     

 
 1 2 1 21
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1
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P P P Pf p
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 و هو المطلوب .                                                                             

  و بأخذ الأبجدٌتٌن 2.3من النظرٌة  1P   و 1 2 3, ,A a a a نستنتج الخواص  و

  التالٌة :
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 :3.4خاصية 
لتكن  1 2 3, ,A a a a                                                                                      : أبجدٌة لدٌنا        

                                        
 

1 2 3 3
0

1
.

1

n

n

n

a A

S a a a z

az







  





            (9.3)             

 :3.5خاصية 
لتكن  1 2 3, ,A a a a    : أبجدٌة لدٌنا 

                                      
 

1 1 2 3 3
0

.

1

n

n

n

a A

z
S a a a z

az









  





            (11.3 ) 

 :3.2نتيجة 
لتكن  1 2 3, ,A a a a    : أبجدٌة لدٌنا 

                                      
 

2

2 1 2 3 3
0

.

1

n

n

n

a A

z
S a a a z

az









  





           (11.3 ) 

المولدة المرفقة ببعض الأعداد و كثيرات الحدود المتعامدة  الدوال 4.2
 من الرتبة الثانية و الثالثة 

من  الشهيرة المتعامدة الدوال المولدة المرفقة ببعض كثيرات الحدود 1.4.2  
 الرتبة الثانية

 1 فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌلp ب  12p 2وp ب  22p ( 7.3( و )6.3فً العلاقتٌن. )  

 و بأخذ
 1 2

1 2

2

4

p p px

p p q

  



( ف7.3ًوالعلاقة )( ف6.3ًبضرب العلاقة ) و 

  p x     : و جمعهما نتحصل على الخاصٌة التالٌة  

  :4.1خاصية

 التالٌة :، الدالة المولدة لكثٌرات الحدود المعممة لفٌبوناتشً تعطى بالعلاقة عدد طبٌعً  nكن لٌ

                           
  

2
0

,
1

n

n

n

p x z
P x z

pxz qz

   



  


 
               

   
 

  : حيث
 

          1 2 1 1 22 2 2 2n n nP x S p p p x S p p            . 

[(.6)أنظر ] البرهان:
     

 
 

 :الملخصة فً الجدول أدناه ٌمكن استنتاج بعض النتائج 1.4الخاصٌة من خلال 
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  التابع التناظري


 

 


 

 



 

q p  كثٌرات

 الحدود

   
       1 2 1 1 22 2 2 2n n nT x S p p xS p p     

 

0 1 1 -1 2 ( )nT x

 

        
    1 22 2n nU x S p p  

 

0 2 1 -1 2 ( )nU x

 

       1 2 1 1 22 2 2 2n n nV x S p p S p p     

 

-1 2 1 -1 2 ( )nV x

 

       1 2 1 1 22 2 2 2n n nW x S p p S p p     

 
1 2 1 -1 2 ( )nW x

 

                                                                                           الشهٌرة من الرتبة الثانٌة. كثٌرات الحدودلبعض  التابع التناظري: 1.2الجدول

من  الشهيرة المتعامدة الدوال المولدة المرفقة ببعض كثيرات الحدود 2.4.2
 الرتبة الثالثة

 فٌما ٌأتً نقوم بأخذ 
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

a a a x

a a a a a a

a a a





  


  
  

(، نتحصل على 9.3فً العلاقة  ) 

 الخاصٌة التالٌة :

 :4.2خاصية 

تعطى بالعلاقة   متعامدالتشٌبٌتشاف  -2الدالة المولدة لكثٌر الحدود  ، nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 التالٌة :

 

                                    

 حٌث:   1 2 3n nT x S a a a


  .                                                           

  

 الثانية من الرتبة الدوال المولدة المرفقة بالأعداد 3.4.2 

  2فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌلP ب  2p ( 7.3( و )6.3فً العلاقتٌن. ) 

1بأخذ و  2

1 2

p p p

p p q

 



مضروبة  (7.3)وجمعها مع العلاقة  فً (6.3)ضرب العلاقة و  

فً  p  : نتحصل على الخاصٌة التالٌة 

  :4.3خاصية 

 : عدد طبٌعً ، الدالة المولدة لتعمٌم أعداد فٌبوناتشً تعطى بالعلاقة التالٌة nلٌكن 

  2 3
0

1
,

1

n
n

n

T x z
xz z z 
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2

0

,
1

n

n

n

p x
u z

px qx

  



 


 
                               

 حٌث:     1 2 1 1 2( )n n nu S p p p S p p         .  

                             [(.5)أنظر ] البرهان:

 ٌمكن استنتاج بعض النتائج الملخصة فً الجدول أدناه: 3.4الخاصٌة من خلال 

 التابع التناظري


 


 
q P الأعداد 

  1 2nS p p 

 
k 1 1 k ,k nF

 
  1 1 2nS p p  

 
1 0 -2 3k ,k nM

 
     1 2 1 1 22 3n nS p p kS p p    

 
3k 2 -2 3k ,k nm

 
     1 2 1 1 22 n nS p p kS p p    

 
2 1 1 k ,k nL

 
     1 2 1 1 22 2n nS p p S p p    

 
2 2 k 2 ,k nQ

 
 لبعض الأعداد الشهٌرة من الرتبة الثانٌة. التابع التناظري: 2.2الجدول                      

 الثالثة من الرتبة الدوال المولدة المرفقة بالأعداد 4.4.2

  فٌما ٌأتً نقوم بأخذ
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

a a a a

a a a a a a b

a a a c

  


   
 

و العلاقة  ( ف9.3ًو ضرب العلاقة ) 

( فً 11.3) a  (  11.3العلاقة)  ًف b a      نتحصل و جمعهم ،

 على الخاصٌة التالٌة :

  :4.4خاصية

 : عدد طبٌعً ، الدالة المولدة لتعمٌم أعداد ثرٌبوناتشً تعطى بالعلاقة التالٌة nلٌكن 

                        
    2

2 3
0

,
1

n

n

n

a z b a z
w z

az bz cz

     



    


  
                       

 حٌث:
 

         1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3n n n nw S a a a a S a a a b a S a a a                 . 

  .[(4)أنظر ] البرهان :

 ٌمكن استنتاج بعض النتائج الملخصة فً الجدول أدناه: 4.4الخاصٌة من خلال 
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 أعداد    c b a التابع التناظري 

 1 1 2 3nS a a a    
1 

 
1 

 
0 

 
2 

 
1 

 
1 

 

(3)

nJ
 

 

     1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 32 2n n nS a a a S a a a S a a a          
5 

 
1 

 
2 

 
2 

 
1 

 
1 

(3)

nj 

 

 1 1 2 3nS a a a    
1 

 
1 

 
0 

 
1 

 
0 

 
1 nN

   
 

.لثةلبعض الأعداد الشهٌرة من الرتبة الثا التابع التناظري: 3.2الجدول

                                 

 

 الخاتمة:

ختاما فإننا قمنا فً هذا الفصل بالتطرق إلى التوابع التناظرٌة الأولٌة و التامة و بعض 
ة الشهٌرة من الرتبة الثانٌة و الثالثخصائصها، كما قمنا بإعطاء التوابع التناظرٌة لبعض الأعداد 

   .لتشٌبتشاف وكثٌرات الحدود لثرٌبوناتشً المعممة-2 و كثٌرات الحدود
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المؤثر تأثٌر سنتطرق إلى دراسة  الفصل هذا فً   
1 2

2 k

p p 
بللى السلسلة الشكلٌة القابلة للقع 

  1

0

n n

n

n

S A p z




 جداءات كثٌرات الحدود  لكل منالمولدة وال سمح لنا بالحصول على الدٌي الذ

مارسان لوكاس وكذلك الدوال -k مارسان ،-k فٌبوناتشً ،k-لتشٌبتشاف المعممة مع أعداد 
مارسان -kمارسان، -k   ) عدادالأمع  تشٌبشاف المتعامدة -2لكل من جداء كثٌر الحدود المولدة 
 كذلك و ربعةالأ نواعومع كثٌرات الحدود لتشٌبتشاف من الأ (سبال لوكا-kلوكاس ، -k لوكاس،

الدوال المولدة لأعداد ثرٌبوناتشً المعممة مع بعض الأعداد و كثٌرات الحدود المذكورة سابقا 
الأبجدٌةالمقترحة أدناه وهذا فً حالة   1.2ذلك بإجراء تطبٌقات على نظرٌة و 1 2,P p p 

و 1 2 3, ,A a a a ًتمكننا من الحصول على بعض الدوال المولدة الجدٌدة. و الت
 

 ساسيةأمفاهيم  3.1

 :1.3نظرية 

لتكن 1 2,P p p و 1 2, ,....., nA a a a أبجدٌتٌن وkًلدٌنا:عدد طبٌع ، 

        
     

   

1 1 2 1 1 2 1 2

1 1 2

0

1 2

0 0

k kn

n n k

n n n n n

n n

n n

S p p e A p p S p p z
S A S p p z

S A p z S A p z


 

   


 

  
 

  
   

  


 

          

   

   

2 2 3

1 2 3 1 2

0

1 2

0 0

.

k k k n

n k n

n

n n n n

n n

n n

p p z S A S p p z

S A p z S A p z


  

 



 

 

 


  

   
  



 

                                        (2.2) 

 البرهان:

 بإدخال المؤثر
1 2

2 k

p p 
على السلسلة القابلة للقب     n n

1

n 0

1 S p znf p z A




  فإن الطرف

 ( ٌكتب على الشكل :2.2الأٌسر للعلاقة )

                                                 
   

1 2

2 2

1 1 2 22

1

1 2

k k

k

P P

p f p p f p
f p

p p


 







 

                          

   2 2

1 1 2 2

0 0

1 2

k n n k n n

n n

n n

p S A p z p S A p z

p p

 
 

 






 
 

                             

   2 2

1 2

0 0

1 2

n k n n k n

n n

n n

S A p z S A p z

p p

 
   

 






 
  

                                        
2 2

1 2

0 1 2

n k n k
n

n

n

p p
S A z

p p
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                                               1 1 2

0

.n

n n k

n

S A S p p z


 



                                   

 من جهة أخرى بإدخال المؤثر
1 2

2 k

p p 
 على السلسلة القابلة للقلب  

  n n

1

n 0

1

1

S pn

f p z

zA










  

 ٌكتب على الشكل : (2.2) فإن الطرف الأٌمن للعلاقة

                                                    
 

1 2 1 2

2 2

1

0

1

1k k

p p p p
n n

n

n

S

f p

A p z

  





 
 
 
 
 
 


  

                                    
   

2 2

1 2

21

1 2

0 0

n n n n

n

n

k k

n

n

S A p z

p p

p

S z

p

A p

 

 

 






 
 

                  
   

     

2 2

1 2 2

1 2 2

1

0 0

1

0 0

n n n n

n n

n n

n n n n

n n

k k

n n

S A p z S Ap p

p p

p z

S A p z S A p z


 

 



 

 




 



 

 
  

 
 
 

 

 

   

                              
 

 

   

2 2

1 2 2 1

1

1

2

0

2

0

0

k kn
n

n

n

n n n n

n n

n n

np p p

p p

p
S A z

S A p z S A p z





 

 

 



 
 
 



 
  

 



 

 

                             

 
 

   

2 2

1 2
1 2

1 20

21

0 0

n n

n

n

n n n

k n k n
n

n

n n

n n

S A z

S A p z S

p p

A

p

p

p
p

z

p





 



  



 
   


 



 
  

 

 





 
 

                             

   

   

0

1

0 0

1 2 1 1 2

2

n n

n

n

n n

n

k n

n n

n n

n n

S A z

S A p z

p p S p p

S A p z













 




 
 



 


 
 

 



 
 

          

       

   

0 3

1

1 2 1 1 2 1 2 1 1

1 2

0

2

0

n n n n

n n

n n k

n n n n

n n

k
n n

k n k n

n n

p p S p p p p SS A p pz S A z

S A p z S A p z
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2 21

1 2
1 2

0 3

1

0 0

1 1 2 1 2

1 2

2

n n n n

n n

n n k

k n k nk
n n

k n

n n n n

n n

n n

S A z S A z

S A p z S

p p
p p S p p p

p

p

p
p

A z

    

  

 











 
     


 

 

 
 

 
  

 

 

 
 

    

     
 

   

2 21
2 2 1 2

1 2 1 1

0 3

1

0 0

2 1 2

1 2

2

n k n k
n n n

n n

n n k

n n n n

n n

n n

k
n k k

k n

p p
S A z S A z

S A p z S A p

p p S p p p p

z

p p



  

 

   

 




 



 
   

 

 
 



 
 




 
 
 

 

 

       

   

1
2 2

1 2 1 1 2

0

1 2 3 1

3

1

0 0

2

2

n n n

n n

n n k

n n n n

n

k
n k k

k n n

n

k

n

n

p p S p p p p SS A z S A z

S A p z S z

p

A

p

p


 

 



  

 









  


 

 

 
  

 
 
 

 

 
 

       

   

1
2 2

1

3-

0 0

1

0 0

2 1 1 2 3 1 2 1 2

2

k
n k kn n n k

n n

n n

n n n n

n n

n

n

k

n

k npS A z S A z

S A p z S A p

p S p p p p S p p

z




 

 




 

   



 

 


  


 
 
 

 
 

 

 

 

         

   

2 2 3

1 1 2 1 1

0

2 1 2 1 2 3 1 2

21

0 0

.

n

n

n

k k

n n n n

n n

k

n

k k

n

n kS A z

S A p z S A p

S p p e A p p S

z

p p z p p z S p p 






 







 





    


 


 
 




 



 
 

   و هو المطلوب .                                                                                        

  و بأخذ الأبجدٌتٌن  2.2من النظرٌة 1 22 , 2P p p و 1 2,A a a  و 0,1,2k  

 نستنتج الخاصٌتٌن التالٌتٌن : 

 :3.3خاصية  
لتكن 1 22 , 2P p p  و 1 2,A a a  : أبجدٌتٌن لدٌنا 

 

            
    

2

1 2 1 2
1 2 1 2

0 1 1 2 1 1 2 2 2

1 4
2 2 .

1 2 1 2 1 2 1 2

n

n n

n

p p a a z
S a a S p p z

p a z p a z p a z p a z






    

   
 (1.2         ) 

                                                                                                     
 نستنتج النتٌجة التالٌة :( 3.2من العلاقة )

 

 :3.3نتيجة
لتكن  1 22 , 2P p p و 1 2,A a a   : أبجدٌتٌن لدٌنا 

          
    

3

1 2 1 2
1 1 2 1 1 2

0 1 1 2 1 1 2 2 2

4
2 2 .

1 2 1 2 1 2 1 2

n

n n

n

z p p a a z
S a a S p p z

p a z p a z p a z p a z



 




    

   
    (3.2) 
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 :3.2خاصية 
لتكن  1 22 , 2P p p   و 1 2,A a a : أبجدٌتٌن لدٌنا 

    
        

   

    

2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2

0 1 1 2 1 1 2 2 2

2
2 2 .

1 2 1 2 1 2 1 2

n

n n

n

a a z p p a a z
S a a S p p z

p a z p a z p a z p a z







  
    

   


 
 (4.2 )                           

 

 

   متعامدة معالدوال المولدة الجديدة لجداء بعض كثيرات الحدود ال 2.1
 بعض الأعداد الشهيرة

 مع المعممة فيبوناتشيل المتعامدة الدالة المولدة لجداء كثيرات الحدود 3.2.1
                               مارسان-k أعداد

 :2.3نظرية
               لدٌنا :،  nمن أجل كل عدد طبٌعً 

 
         

 
1

2 3

1 2 1 2 1 2 1 2 2

,

0

2 4 4
.n

k n n

n

p p p x z a a p p z p x p p a a z
M P x z

q x

       



          (2.1 )                                

 حٌث:

                  
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 4 2q x p p a a z p p a a a a a a p p z         
  

 

               
2 23 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 28 16 .a a p p a a p p z a a p p z              

 البرهان :
 لدٌنا:

                   1 2 1 1 22 2 2 2 ,n n nP x S p p p x S p p              

 و

                                      , 1 1 2 .k n nM S a a   

    إذن :

              , 1 2 1 1 2 1 1 2

0 0

2 2 2 2n n

k n n n n n

n n

M P x z S p p p x S p p S a a z   
 

 

 

            

                            1 2 1 1 2

0

2 2 n

n n

n

S p p S a a z






     

                   1 1 2 1 1 2

0

2 2 n

n n

n

p x S p p S a a z  
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2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

3

1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

2 4

1 2 1 2 1 2 1 2

4

1 2 1 2 1 2 1 2

p p z a a p p z

p a z p a z p a z p a z

z p p a a z
p x

p a z p a z p a z p a z



  

  


   


  

   

 

  
         

 
1

2 3

1 2 1 2 1 2 1 2 22 4 4
.

p p p x z a a p p z p x p p a a z

q x

                     

 حٌث:

                    
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 4 2q x p p a a z p p a a a a a a p p z         
  

  

           
2 23 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 28 16 .a a p p a a p p z a a p p z      

                                                                                                          
 و هو المطلوب.                                                                                    

  1بأخذ 2

1 24 1

p p x

p p

 


 
1 و   2

1 2

3

2

a a k

a a

 


 
ٌمكن الحصول على  (2.1فً العلاقة )  

  :النتائج المدونة فً الجدول التالً

 الجداءات q p       الدالة المولدة

 

2 3

2 2 2 3 4

3 2

1 6 4 9 8 12 4

xz kz xz

kz k x z xkz z

 

     
 

 

0 

 

1 
 

1 

 

-1 
 

2  ,

0

n

k n n

n

M T x z




 

 

2

2 2 2 3 4

2 3

1 6 4 9 8 12 4

xz kz

kz k x z xkz z



     
 

 

0 
 

2 
 

1 

 

-1 

 

 

2  ,

0

n

k n n

n

M U x z




 

 

 

2 3

2 2 2 3 4

2 1 3 2

1 6 4 9 8 12 4

x z kz z

kz k x z xkz z

  

     
 

 
-1 

 

2 

 

1 

 

-1 
 
2  ,

0

n

k n n

n

M V x z




 

 

 

2 3

2 2 2 3 4

2 1 3 2

1 6 4 9 8 12 4

x z kz z

kz k x z xkz z

  

     
 

 
1 

 
2 

 

1 

 

-1 
 
2  ,

0

n

k n n

n

M W x z




 

من الأنواع  لتشٌبتشاف مارسان مع كثٌرات الحدود-kالدوال المولدة لجداء  3.1الجدول 
 الأربعة.
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 معالمعممة  لفيبوناتشي المتعامدة ات الحدودكثير الدالة المولدة لجداء 2.2.1
                       لوكاس                مارسان -k أعداد

 :2.2نظرية 
      :لدٌنا  ، nمن أجل كل عدد طبٌعً 

 
     

 
2 2

,

0

2 2 3 6
n

k n n

n

p x k k p p z
m P x z

q x

    



       (1.1) 

      

 

2

1 2 1 2 1 2 2 2 1 24 3p p a a k a a p x p p a a z

q x

           

              
  

 

3

1 2 1 212
.

k p x p p a a z

q x

   
                                                                          

 حٌث :
 

              
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 4 2q x p p a a z p p a a a a a a p p z         
   

     
      

2 23 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 28 16 .a a p p a a p p z a a p p z    

 البرهان:
 لدٌنا:

                1 2 1 1 22 2 2 2 ,n n nP x S p p p x S p p           
 

 و

                 
     , 1 2 1 1 22 3 .k n n nm S a a kS a a     

 

  إذن:

                       , 1 2 1 1 2

0 0

2 2 2 2n

k n n n n

n n

m P x z S p p p x S p p   
 



 

         

                               1 2 1 1 22 3 n

n nS a a kS a a z     

                              1 2 1 2

0

2 2 2 n

n n

n

S p p S a a z




     

                          1 2 1 1 2

0

3 2 2 n

n n

n

k S p p S a a z






     

                 1 1 2 1 2

0

2 2 2 n

n n

n

p x S p p S a a z  






        

              1 1 2 1 1 2

0

3 2 2 n

n n

n

k p x S p p S a a z  
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2

1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

1 4
2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 4
3

1 2 1 2 1 2 1 2

p p a a z

p a z p a z p a z p a z

p p z a a p p z
k

p a z p a z p a z p a z








   

  


    

         

            
   

    

2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

2
2

1 2 1 2 1 2 1 2

a a z p p a a z
p x

p a z p a z p a z p a z
  

  
  

   
 

      
    

3

1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

4
3

1 2 1 2 1 2 1 2

z p p a a z
k p x

p a z p a z p a z p a z
  


  

   
                  

 

                 
     

 
2 22 2 3 6p x k k p p z

q x

             

         
      

 

2

1 2 1 2 1 2 2 2 1 24 3p p a a k a a p x p p a a z

q x

          

  
 

                            
 

3

1 2 1 212
.

k p x p p a a z

q x

   
 

 و هو المطلوب.                                                                                     

  1 بأخذ 2

1 24 1

p p x

p p

 


 
1و   2

1 2

3

2

a a k

a a

 


 
ٌمكن الحصول على النتائج  (1.1فً العلاقة ) 

 :المدونة فً الجدول التالً

 الجداءات q p       الدالة المولدة

 
 

2 2 2 3

2 2 2 3 4

2 9 8 9 4 6

1 6 4 9 8 12 4

kxz x k z kx

kz k x z kxz z

    

     
 

 

0 

 

1 

 

1 

 

-1 

 

2 
 ,

0

n

k n n

n

m T x z




 

 
 

2 2

2 2 2 3 4

2 6 9 4

1 6 4 9 8 12 4

kxz k z

kz k x z kxz z

  

     
 

 

0 

 

2 

 

1 

 

-1 

 

2 
 ,

0

n

k n n

n

m U x z




 

   
 

2 2 3

2 2 2 3 4

2 3 2 1 8 9 4 6

1 6 4 9 8 12 4

k x z x k z kx

kz k x z kxz z

     

     
 

 

-1 

 

2 

 

1 

 

-1 

 

2 
 ,

0

n

k n n

n

m V x z




 

   
 

2 2 3

2 2 2 3 4

2 3 2 1 9 8 4 6

1 6 4 9 8 12 4

k x z k x z kx

kz k x z kxz z

     

     
 

 

-1 

 

2 

 

1 

 

-1 

 

2 
 ,

0

n

k n n

n

m W x z




 

من  لتشٌبتشاف مارسان لوكاس مع كثٌرات الحدود -kالدوال المولدة لجداءات  2.1الجدول 
 الأنواع الأربعة.
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المعممة لفيبوناتشي مع  المتعامدة الحدودالدالة المولدة لجداء كثيرات  1.2.1
                  فيبوناتشي-k أعداد
 :2.1نظرية

                 لدٌنا :،  nمن أجل كل عدد طبٌعً 

 
         

 
1

2 3

1 2 1 2 1 2 1 2 2

,

0

2 4 4
.n

k n n

n

p p p x z a a p p z p x p p a a z
F P x z

q x

       



          (3.1                                ) 

                                                             حٌث:  

                  
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 4 2q x p p a a z p p a a a a a a p p z         
  

 

               
2 23 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 28 16 .a a p p a a p p z a a p p z       

 البرهان :
 لدٌنا:

                   1 2 1 1 22 2 2 2 ,n n nP x S p p p x S p p            

 و

                                     
  , 1 2 .k n nF S a a   

    إذن :

              , 1 2 1 2 1 1 2

0 0

2 2 2 2n n

k n n n n n

n n

F P x z S a a S p p p x S p p z   
 



 

               

                         1 2 1 2

0

2 2 n

n n

n

S a a S p p z




     

           1 2 1 1 2

0

2 2 n

n n

n

p x S a a S p p z  






       

       
    

  
   

    

2

1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

1 4

1 2 1 2 1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2

p p a a z

p a z p a z p a z p a z

a a z p p a a z
p x

p a z p a z p a z p a z



  




   

  
  

   

  

        
 

2

1 2 1 2 1 2 1 22 4
.

p x a a z a a p x p p p p z

q x

              
 

 و هو المطلوب.                                                                                                                

  1 بأخذ 2

1 24 1

p p x

p p

 


 
1 و  2

1 2 1

a a k

a a

 



ٌمكن الحصول على النتائج ( 3.1فً العلاقة )  

 المدونة فً الجدول التالً: 
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 الجداءات    q p الدالة المولدة

 

 

2

2 2 2 3 4

1 1 2

1 2 4 2 2

kxz x z

kxz x k z kxz z

  

     
 

0 1 1 1- 2 
 ,

0

n

k n n

n

F T x z




 

 

2

2 2 2 3 4

1

1 2 4 2 2

z

kxz x k z kxz z



     
 

0 2 1 1- 2 
 ,

0

n

k n n

n

F U x z




 

 

 

2

2 2 2 3 4

1 2 1

1 2 4 2 2

kz x z

kxz x k z kxz z

  

     
 

1- 2 1 1- 2 
 ,

0

n

k n n

n

F V x z




 

 

 

2

2 2 2 3 4

1 2 1

1 2 4 2 2

kz x z

kxz x k z kxz z

  

     
 

1 2 1 1- 2 
 ,

0

n

k n n

n

F W x z




 

من النوع  فٌبوناتشً مع كثٌرات الحدود لتشٌبتشاف -kالدوال المولدة لجداءات  1.1الجدول 

 الرابع

  و بأخذ الأبجدٌتٌن  1.2من النظرٌة 1 2,P p pو 1 2 3, ,A a a a و 0,1,2k  

 نستنتج الخواص التالٌة:

 :23.خاصية 
لتكن  1 2 3, ,A a a aو 1 2,P p p : أبجدٌتٌن لدٌنا   

         
   

2 2 3

1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3
1 2 3 1 1 2 3 3

0
1 2

1 1

( )
.

1 1

n

n n

n
i i

i i

p p p p a a a z p p a a a z
S a a a S p p z

a p z a p z







 

    
   

 


 
 (4.1) 

 ( نستنتج النتٌجة التالٌة :4.1من العلاقة )
 :3.2نتيجة
لتكن  1 2 3, ,A a a aو 1 2,P p p : أبجدٌتٌن لدٌنا 

        
 

   

2 2 2 4

1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3

1 1 2 3 1 2 3 3
0

1 2

1 1

( )
.

1 1

n

n n

n
i i

i i

p p z p p a a a z p p a a a z
S a a a S p p z

a p z a p z







 

    
   

 


 
 (5.1) 

 :2.2خاصية 
لتكن  1 2 3, ,A a a aو 1 2,P p p : أبجدٌتٌن لدٌنا 

        
 

   

2 3

1 2 1 2 1 3 2 3 1 2 1 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3 3
0

1 2

1 1

1 ( )
.

1 1

n

n n

n
i i

i i

p p a a a a a a z p p p p a a a z
S a a a S p p z

a p z a p z





 

    
   

 


 
 (6.1) 

 ( نستنتج النتٌجة التالٌة :6.1من العلاقة )

 :2.2نتيجة
لتكن  1 2 3, ,A a a aو 1 2,P p p : أبجدٌتٌن لدٌنا 
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3 4

1 2 1 2 1 3 2 3 1 2 1 2 1 2 3

1 1 2 3 1 1 2 3 3
0

1 2

1 1

( )
.

1 1

n

n n

n
i i

i i

z p p a a a a a a z p p p p a a a z
S a a a S p p z

a p z a p z



 



 

    
   

 


 
 (7.1) 

 :1.2خاصية 
لتكن  1 2 3, ,A a a aو 1 2,P p p : أبجدٌتٌن لدٌنا 

      
   

   

2

1 2 3 1 2 1 2 1 3 2 3

1 2 3 1 1 2 3 3
0

1 2

1 1

( )

1 1

n

n n

n
i i

i i

a a a z p p a a a a a a z
S a a a S p p z

a p z a p z







 

     
   

 


 
 (8.1) 

      
  

   

2 3

1 2 1 2 1 2 3

3 3

1 2

1 1

.

1 1i i

i i

p p p p a a a z

a p z a p z
 

 


  
 

 مع تشيبتشاف المتعامدة-2ات الحدود الدوال المولدة لجداء كثير 1.1
     الشهيرةو الأعداد  المتعامدة كثيرات الحدودبعض 

               مع بعض تشيبتشاف المتعامدة -2الدوال المولدة لجداء كثيرات الحدود  3.1.1
     عداد الشهيرةالأ

 2ٌأتً نقوم بتبدٌل  فٌماp ب  2p ( 8.1( و )6.1فً العلاقتٌن ) و بأخذ

1 2 3

1 2 1 3 2 3 1

1 2 3

a a a x

a a a a a a

a a a





  


  
   

1و 2

1 2

p p p

p p q

 


 

 نتحصل على: 

 : 3.1خاصية 
لتكن  1 2 3, ,A a a a و 1 2,P p p  بجدٌتٌن حٌثأ :  

    
   

2 3

1
1 2 3 1 2 3 3

0
1 2

1 1

1
.

1 1

n

n n

n
i i

i i

q z pq z
S a a a S p p z

a p z a p z

 



 

 
    

 


 
 

 :2.1خاصية 

لتكن 1 2 3, ,A a a a  و 1 2,P p p : أبجدٌتٌن لدٌنا 

    
 

   

2 2 3

1

1 2 3 1 1 2 3 3
0

1 2

1 1

.

1 1

n

n n

n
i i

i i

xz p z p q z
S a a a S p p z

a p z a p z
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 :1.3نظرية 

-2الدالة المولدة لجداء تعمٌم أعداد فٌبوناتشً مع كثٌر الحدود ، nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 : تشٌبتشاف تعطى بالعلاقة التالٌة 

 
    

 

2 2 3

1

0

( ) ( ) ( )
.n

n n

n

p xz q p p z pq p p q z
T x u z

f z

           



        
 

 حٌث: 

        
       2 2 2 2 3

1 11 2 3f z pxz p q qx z p p q qx z         
 

  
  2 2 4 2 5 2 3 6

1 12 .q x p q q z pq z q z        
              

 البرهان:

 لدٌنا :

   1 2 3n nT x S a a a


  
 

: إذن
 

    
            1 2 3 1 2 1 1 2

0 0

n n
n n n n n

n n

T x u z S a a a S p p p S p p z  
 



 

           

                                 1 2 3 1 2

0

n

n n

n

S a a a S p p z




     

                     1 2 3 1 1 2

0

n

n n

n

p S a a a S p p z 






     
 

                               
   

2 3

1

3 3

1 2

1 1

1

1 1i i

i i

q z pq z

a p z a p z

 


 

 


  
 

                         

 

   

2 2 3

1

3 3

1 2

1 1

( )

1 1i i

i i

xz p z p q z
p

a p z a p z

 
 

 

  
 

  
 

     
    

 

2 2 3

1( ) ( ) ( )
.

p xz q p p z pq p p q z

f z

                  


           
 

 و هو المطلوب.                                                                                       
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  الأعداد الشهٌرة منالدوال المولدة لجداء بعض ٌمكن استنتاج  2.3من خلال النظرٌة 
 .  المتعامد تشٌبتشاف -2الرتبة الثانٌة مع كثٌر الحدود 

 :3.1نتيجة 

تشٌبتشاف -2 مارسان مع كثٌر الحدود-k، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة :المتعامدة 

                
 

 

2 2 3

1

,

0 1

3 9 2
( ) .n

k n

n

xz k z k z
T x M z

f z

  



  


 

 حٌث:

         2 2 2 2 3

1 1 11 3 9 4 2 3 9 6 2f z kxz k x z k k x z          

    2 2 4 5 2 6

1 12 9 4 2 12 8 .x k z kz z        
 

 :2.1نتيجة 

مارسان لوكاس مع كثٌر الحدود -k، الدالة المولدة لجداء أعداد  n من أجل كل عدد طبٌعً
 تعطى بالعلاقة التالٌة : تشٌبتشاف-2

              
   

 

2 2 2 3

1

,

0 2

2 3 9 4 3 9 13
( ) .n

k n

n

xz k z k k z
T x m z

f z

  



    


 

 حٌث:

         2 2 2 2 3

2 1 11 3 9 4 2 3 9 6 2f z kxz k x z k k x z          

    2 2 4 5 2 6

1 12 9 4 2 12 8 .x k z kz z        
 

 :1.1نتيجة 

 تشٌبتشاف -2 مع كثٌر الحدود لوكاس-k، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة : المتعامد

                
   

 

2 2 2 3

1

,

0 3

2 2 3
( ) .n

k n

n

kxz k z k k z
T x L z

f z

  



    


 

 حٌث:

      
       2 2 2 2 3

3 1 11 9 2 3f z kxz k x z k k x z          

            2 2 4 5 2 6

1 12 .x k z kz z         
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 :14.نتيجة 

-2 مع كثٌر الحدود بال لوكاس-k، الدالة المولدة لجداء أعداد nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة :المتعامد  تشٌبتشاف

                
   

 

2 3

1

,

0 4

2 2 2 2 2 3 4
( ) .n

k n

n

xz k z k z
T x Q z

f z

  



    


 

 حٌث:

          2 2 3

4 1 11 2 4 2 2 4 3f z xz k kx z k kx z               

  2 4 2 5 2 3 6

1 14 2 2 .k x k k z k z k z        
 

 

بعض  تشيبتشاف المتعامدة مع -2الدوال المولدة لجداء كثيرات الحدود  2.1.1
 كثيرات الحدود الشهيرة

 1 فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌلp ب  12p 2وp ب  22p ًو ( 8.1( و )6.1العلاقتٌن ) ف

بأخذ 
1 2 3

1 2 1 3 2 3 1

1 2 3 1

a a a x

a a a a a a

a a a





  


  
   

1و 2

1 24 1

p p y

p p

 


  

 :الخواص التالٌة نتحصل على 

  :1.1خاصية 
لتكن   1 2 3, ,A a a a و 1 22 , 2P p p  لدٌنابجدٌتٌن أ :    

    
   

2 3

1 1
1 2 3 1 2 3 3

0
1 2

1 1

1 2
2 2 .

1 2 1 2

n

n n

n
i i

i i

z yz
S a a a S p p z

a p z a p z

 



 

 
    

 


 
         

 
   :1.4خاصية 

لتكن   1 2 3, ,A a a a و 1 22 , 2P p p  لدٌنابجدٌتٌن أ : 

    
 

   

2 2 3

1 1

1 2 3 1 1 2 3 3
0

1 2

1 1

2 4 1
2 2 .

1 2 1 2

n

n n

n
i i

i i

xz yz y z
S a a a S p p z

a p z a p z

 





 

  
    

 


 
  

 : 2.1 نظرية

الدالت المولدة لجداء كثيراث الحدود لتشيبشاف المعممت مع كثير  ، nمن أجل كل عدد طبٌعً 

   : تعطى بالعلاقة التالٌة المتعامدة تشٌبتشاف-2الحدود 

        
   

     
 

2

1

0

( ) 2
n

n n

n

p x xz y p x z
T x P x z

g z
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2 3

1 2 4 1
.

y p x y z

g z

       


 

 حٌث:

          2 2 2 2 3

1 1 11 2 2 2 1 2 4 3 2g z xyz y x z y y xy z          

             2 2 4 5 2 6

1 1 1 1 12 2 1 2 .x y z yz z        
              

         
 

 البرهان:

 لدٌنا:

       
          1 2 1 1 22 2 2 2 ,n n nP x S p p p x S p p           

             
إذن:

               1 2 3 1 2 1 1 2

0 0

2 2 2 2n
n n n n n

n n

T x P x z S a a a S p p p x S p p   
 



 

          

                                 1 2 3 1 2

0

2 2 n

n n

n

S a a a S p p z




     

               1 2 3 1 1 2

0

2 2 n

n n

n

p x S a a a S p p z  






      
 

                                 

   

2 3

1 1

3 3

1 2

1 1

1 2

1 2 1 2i i

i i

z yz

a p z a p z

 


 

 


  
 

                  
 

   

2 2 3

1 1

3 3

1 2

1 1

2 4 1

1 2 1 2i i

i i

xz yz y z
p x

a p z a p z

 
  

 

  
  

  

  

          
 

2 2 3

1 1( ) 2 2 4 1
.

p x xz y p x z y p x y z

g z

                        


  

 و هو المطلوب.                                                                                       

  كثٌرات الحدود ٌمكن استنتاج الدوال المولدة لجداء بعض  1.3من خلال النظرٌة
 . المتعامدة تشٌبتشاف -2الرتبة الثانٌة مع كثٌر الحدود  الشهٌرة من

 :3.1نتيجة 

، الدالة المولدة لجداء كثٌر الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الاول مع  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة : تشٌبتشاف -2كثٌر الحدود 
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2 2 2 3

1 1

0

1 2 1 4 3
.n

n n

n

xyz y z y yz
T x T y z

g z

  



    


 

 حٌث:

         2 2 2 2 3

1 1 11 2 2 2 1 2 4 3 2g z xyz y x z y y xy z          

             2 2 4 5 2 6

1 1 1 1 12 2 1 2 .x y z yz z        
 

 :3.1نتيجة 

، الدالة المولدة لجداء كثٌر الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الثانً مع  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة : المتعامد تشٌبتشاف -2كثٌر الحدود 

                   
 

2 3

1 1

0

1 2
.n

n n

n

z yz
T x U y z

g z

  



 


 

 حٌث:

       2 2 2 2 3

1 1 11 2 2 2 1 2 4 3 2g z xyz y x z y y xy z          

             2 2 4 5 2 6

1 1 1 1 12 2 1 2 .x y z yz z        
     

 :3.1نتيجة 

، الدالة المولدة لجداء كثٌر الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الثالث مع  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة :                المتعامد تشٌبتشاف -2كثٌر الحدود 

   
   

 

2 2 3

1 1

0

1 2 1 4 2 1
.n

n n

n

xz y z y y z
T x V y z

g z

  



     
 

 حٌث:

       2 2 2 2 3

1 1 11 2 2 2 1 2 4 3 2g z xyz y x z y y xy z          

           2 2 4 5 2 6

1 1 1 1 12 2 1 2 .x y z yz z        
                        

 :3.1نتيجة 

، الدالة المولدة لجداء كثٌر الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الرابع مع  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة : المتعامدة تشٌبتشاف -2كثٌر الحدود 
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 حٌث:

          2 2 2 2 3

1 1 11 2 2 2 1 2 4 3 2g z xyz y x z y y xy z          

           2 2 4 5 2 6

1 1 1 1 12 2 1 2 .x y z yz z        
 

           بعضثريبوناتشي المعممة مع  أعدادالدوال المولدة لجداء  4.1
  الشهيرة المتعامدة عداد و كثيرات الحدودالأ

 المتعامدة مع كثيرات الحدودمن الرتبة الثالثة نا ياالدوال المولدة لجداء أعداد نارا3.4.1

 لتشيبتشاف المعممة

  1فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌلp ب  12p 2وp ب  22p ( و 7.1( و )5.1فً العلاقتٌن )

بأخذ 
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

0

1

a a a

a a a a a a

a a a

  


  
  

1و 2

1 24 1

p p x

p p

 


  

 :النظرٌة التالٌة  نتحصل على 

 :3.4نظرية 

الحدود لتشٌبٌتشاف  اتالدالة المولدة لجداء ناراٌانا مع كثٌر ، nمن أجل كل عدد طبٌعً 

 :المعممة تعطى بالعلاقة التالٌة 

    
 

      
   

2 4
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  البرهان:
 

 لدٌنا:

       
          1 2 1 1 22 2 2 2 ,n n nP x S p p p x S p p           

             
إذن:

             1 1 2 3 1 2 1 1 2

0 0

2 2 2 2n n

n n n n n

n n

N P x z S a a a S p p p x S p p z   
 

 

 

          

                               1 1 2 3 1 2

0

2 2 n

n n

n

S a a a S p p z






     

              1 1 2 3 1 1 2

0

2 2 n

n n

n

p x S a a a S p p z  
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2 4

2 3 3 2 4 6

2 ( ) 2
.

1 2 8 6 4 2

x p x z z x p x z

xz z x x z x z z

               


      
 

 و هو المطلوب .                                                                                      

  من الرتبة  أعداد ناراٌاناٌمكن استنتاج الدوال المولدة لجداء  2.4من خلال النظرٌة
 .الأربعة لتشٌبتشاف من الأنواع  بعض كثٌرات الحدود مع الثالثة

 :4.3نتيجة 

كثٌر الحدود مع  من الرتبة الثالثة أعداد ناراٌانا، الدالة المولدة لجداء  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 ول تعطى بالعلاقة التالٌة :لتشٌبٌتشاف من النوع الأ

 
 

   

2 2 4

2 3 3 2 4 6
0

1 2
.

1 2 8 6 4 2

n

n n

n

xz z x z
N T x z

xz z x x z x z z





  


      
 

 :4.2نتيجة 

مع كثٌر  من الرتبة الثالثة  ناراٌانا، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الثانً تعطى بالعلاقة التالٌة :

 
   

2 4

2 3 3 2 4 6
0

2
.

1 2 8 6 4 2

n

n n

n

xz z z
N U x z

xz z x x z x z z





 


      


   

:4.1نتيجة 

 
مع كثٌر الحدود من الرتبة الثالثة أعداد ناراٌانا  ، الدالة المولدة لجداء nمن أجل كل عدد طبٌعً 

 من النوع الثالث تعطى بالعلاقة التالٌة : لتشٌبٌتشاف

 
   

   

2 4

2 3 3 2 4 6
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n

x z z x z
N V x z

xz z x x z x z z





   


      
 

 : 4.4نتيجة 

مع كثٌر الحدود من الرتبة الثالثة ، الدالة المولدة لجداء أعداد ناراٌانا  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 لتشٌبٌتشاف من النوع الرابع تعطى بالعلاقة التالٌة :
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    المتعامدةمع كثيرات الحدود  من الرتبة الثالثة ستاللدوال المولدة لجداء أعداد جاكوبا 2.4.1
 لتشيبتشاف المعممة

  1فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌلp ب  12p 2وp ب  22p ( و 7.1( و )5.1فً العلاقتٌن )

بأخذ 
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

1

2

a a a

a a a a a a

a a a

  


   
  

1و 2

1 24 1

p p x

p p

 


  

 :النظرٌة التالٌة  نتحصل على 

 :42.نظرية 

ستال مع كثٌرات الحدود لتشٌبتشاف الدالة المولدة لجداء جاكوب،  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
:المعممة تعطى بالعلاقة التالٌة 

 
   

         
     

2 3 4

3

2 2 3 3 2 4 5 6
0

2 ( ) 2 4
.

1 2 4 3 16 14 8 3 4 4

n

n n

n

x p x z z p x z x p x z
J P x z

xz x z x x z x z xz z

           



          


         
 

    
 

البرهان:  
 

 لدٌنا:

       
          1 2 1 1 22 2 2 2 ,n n nP x S p p p x S p p           

             
      إذن:

               3

1 1 2 3 1 2 1 1 2

0 0
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n n

J P x z S a a a S p p p x S p p z   
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2 ( ) 2 4
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1 2 4 3 16 14 8 3 4 4

x p x z z p x z x p x z

xz x z x x z x z xz z

                     


          

 و هو المطلوب .                                                                                        

  من الرتبة  ستالجاكوبأعداد ٌمكن استنتاج الدوال المولدة لجداء  1.4من خلال النظرٌة
 .لتشٌبتشاف  من الأنواع الأربعة  بعض كثٌرات الحدود معالثالثة 
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 :43.نتيجة 

مع كثٌر  ستال من الرتبة الثالثة جاكوب، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة :ول الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الأ

   
 

     

2 3 2 4

3

2 2 3 3 2 4 5 6
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2 4
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1 2 4 3 16 14 8 3 4 4
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n

xz z xz x z
J T x z

xz x z x x z x z xz z





   


         
 

 :43.نتيجة 

مع كثٌر ستال من الرتبة الثالثة جاكوب، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الثانً تعطى بالعلاقة التالٌة :

   
     

2 4
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n n

n

xz z z
J U x z

xz x z x x z x z xz z





 


         


 

 :43.نتيجة 

مع كثٌر  ستال من الرتبة الثالثة جاكوب أعداد ، الدالة المولدة لجداء nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الثالث تعطى بالعلاقة التالٌة :
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2 1 2 4
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n n

n

x z z z x z
J V x z
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 :43.نتيجة 

مع كثٌر  من الرتبة الثالثة ستالجاكوب ، الدالة المولدة لجداء أعداد nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الرابع تعطى بالعلاقة التالٌة :
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n

n n

n

x z z z x z
J W x z

xz x z x x z x z xz z





    


         


 

 مع كثيرات الحدود من الرتبة الثالثة  ستال لوكاسلدوال المولدة لجداء أعداد جاكوبا 1.4.1
 لتشيبتشاف المعممة المتعامدة

  1فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌلp ب  12p 2وp ب  22p (5.1)و (8.1) ، (6.1)فً العلاقة 

و بأخذ   المناسببإجراء تبدٌل المتغٌر  و zمضروبة فً 
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3
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1 و 2

1 24 1

p p x

p p

 


  

 :النظرٌة التالٌة  نتحصل على 
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 :41.نظرية 

ستال لوكاس مع كثٌرات الحدود الدالة المولدة لجداء جاكوب، nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 :لتشٌبتشاف المعممة تعطى بالعلاقة التالٌة 
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البرهان:  
 

 لدٌنا:
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 إذن:
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 نعلم أن :
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 و هو المطلوب .                                                                                      

  ستال لوكاس من جاكوب أعدادٌمكن استنتاج الدوال المولدة لجداء  3.4من خلال النظرٌة
 . لتشٌبتشاف المعممة بعض كثٌرات الحدود معالرتبة الثالثة 

 :49.نتيجة 

مع ستال لوكاس من الرتبة الثالثة جاكوب ، الدالة المولدة لجداء أعداد nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 ول تعطى بالعلاقة التالٌة :كثٌر الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الأ
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 :431.نتيجة 

مع  من الرتبة الثالثة ستال لوكاسجاكوب، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 كثٌر الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الثانً تعطى بالعلاقة التالٌة :   
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 :433.نتيجة 

مع ستال لوكاس من الرتبة الثالثة جاكوب أعداد ، الدالة المولدة لجداء nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 من النوع الثالث تعطى بالعلاقة التالٌة :                كثٌر الحدود لتشٌبٌتشاف
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 :432.نتيجة 

مع  ستال لوكاس من الرتبة الثالثةجاكوب، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 كثٌر الحدود لتشٌبٌتشاف من النوع الرابع تعطى بالعلاقة التالٌة :
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أعداد فيبوناتشي الدوال المولدة لجداء أعداد نارايانا من الرتبة الثالثة مع بعض  4.4.1
  المعممة

  2فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌلp ب  2p ( و بأخذ 7.1( و )5.1فً العلاقتٌن )
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 :النظرٌة التالٌة  نتحصل على 

 :44.نظرية 

الدالة المولدة لجداء أعداد فٌبوناتشً المعممة مع أعداد ناراٌانا  لدٌنا، nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 : تعطى بالعلاقة التالٌة 
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البرهان:  
 

 لدٌنا:
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 و هو المطلوب .                                                                                      
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  أعداد ناراٌانا من الرتبة ٌمكن استنتاج الدوال المولدة لجداء  4.4من خلال النظرٌة
 .الشهٌرة من الرتبة الثانٌة   الأعدادبعض  معالثالثة 

 :413.نتيجة 

-kأعداد ، الدالة المولدة لجداء أعداد ناراٌانا من الرتبة الثالثة مع  nمن أجل كل عدد طبٌعً 

 تعطى بالعلاقة التالٌة :  مارسان  من الرتبة الثانٌة 

   

4

, 2 3 3 2 4 6
0

6
.

1 3 2 27 18 8 18 8

n

n k n

n

z kz
N M z

kz z k k z k z z








      
 

 :434.نتيجة 

-kأعداد ، الدالة المولدة لجداء أعداد ناراٌانا من الرتبة الثالثة  مع  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
  تعطى بالعلاقة التالٌة : مارسان لوكاس من الرتبة الثانٌة 
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 :433.نتيجة 

-kأعداد أعداد ناراٌانا من الرتبة الثالثة مع  ، الدالة المولدة لجداء nمن أجل كل عدد طبٌعً 
 تعطى بالعلاقة التالٌة :  لوكاس من الرتبة الثانٌة
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 :433.نتيجة 

بال -kأعداد من الرتبة الثالثة مع  ، الدالة المولدة لجداء أعداد ناراٌانا nمن أجل كل عدد طبٌعً 
  تعطى بالعلاقة التالٌة :لوكاس من الرتبة الثانٌة 

 
   

2 2 4

, 2 3 2 4 3 6
0

2 2 2 4
.

1 2 6 8 2 4

n

n k n

n

z kz k k z
N Q z

z kz k z k k z k z





  


      


 

 فيبوناتشي المعممة عداد أالدوال المولدة لجداء أعداد جاكوبستال من الرتبة الثالثة مع  3.4.1

  2فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌلp ب  2p ( و بأخذ 7.1( و )5.1فً العلاقتٌن )
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 :النظرٌة التالٌة نتحصل على 
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 :43.نظرية 

مع أعداد فٌبوناتشً المعممة  ستاللدالة المولدة لجداء أعداد جاكوبا،  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
:تعطى بالعلاقة التالٌة 
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البرهان:  
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 و هو المطلوب .                                                                                      

  من الرتبة  جاكوبستالأعداد ٌمكن استنتاج الدوال المولدة لجداء  5.4من خلال النظرٌة
 .بعض الأعداد الشهٌرة من الرتبة الثانٌة   معالثالثة 

 :433.نتيجة 

من الرتبة الثالثة مع أعداد  ستالجاكوب، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
k- من الرتبة الثانٌة تعطى بالعلاقة التالٌة :  مارسان  
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 :433.نتيجة 

من الرتبة الثالثة  مع أعداد  ستالجاكوب ، الدالة المولدة لجداء أعداد nمن أجل كل عدد طبٌعً 
k- تعطى بالعلاقة التالٌة :  مارسان لوكاس من الرتبة الثانٌة 
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 :493.نتيجة 

من الرتبة الثالثة مع أعداد  جاكوبستالأعداد  ، الدالة المولدة لجداء nمن أجل كل عدد طبٌعً 
k- تعطى بالعلاقة التالٌة :  لوكاس من الرتبة الثانٌة 
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 :421.نتيجة 

من الرتبة الثالثة مع أعداد  ستالجاكوب، الدالة المولدة لجداء أعداد  nمن أجل كل عدد طبٌعً 
k-  تعطى بالعلاقة التالٌة :بال لوكاس من الرتبة الثانٌة 
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فيبوناتشي  أعدادال لوكاس من الرتبة الثالثة  مع ستلدوال المولدة لجداء أعداد جاكوبا 3.4.1
  المعممة 

 فٌما ٌأتً نقوم بتبدٌل
 2p ب  22p ( مضروبة فً 5.1و) (8.1) ، (6.1)فً العلاقة

z  و بأخذ و بإجراء تبدٌل المتغٌر المناسب
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 :النظرٌة التالٌة نتحصل على

 :43.نظرية 

ستال لوكاس من أعداد فٌبوناتشً جاكوبلدالة المولدة لجداء أعداد ا ،nمن أجل كل عدد طبٌعً 
: المعممة تعطى بالعلاقة التالٌة 
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 و هو المطلوب .                                                                                      
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  جاكوبٌستال لوكاس  أعدادٌمكن استنتاج الدوال المولدة لجداء  6.4من خلال النظرٌة
 .بعض كثٌرات الحدود الشهٌرة من الرتبة الثانٌة   معمن الرتبة الثالثة 

 :432.نتيجة 

ستال لوكاس من الرتبة الثالثة مع جاكوب ، الدالة المولدة لجداء أعداد nمن أجل كل عدد طبٌعً 
k- تعطى بالعلاقة التالٌة : مارسان من الرتبة الثانٌة 
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 :422.نتيجة 

 مع من الرتبة الثالثة ستال لوكاسلدالة المولدة لجداء أعداد جاكوب، ا nمن أجل كل عدد طبٌعً 
k- تعطى بالعلاقة التالٌة :مارسان لوكاس من الرتبة الثانٌة 
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 :412.نتيجة 

ستال لوكاس من الرتبة الثالثة مع جاكوب أعداد ، الدالة المولدة لجداء nمن أجل كل عدد طبٌعً 
k- تعطى بالعلاقة التالٌة :من الرتبة الثانٌة لوكاس 
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 :442.نتيجة 

ستال لوكاس من الرتبة الثالثة مع لدالة المولدة لجداء أعداد جاكوب، ا nمن أجل كل عدد طبٌعً 
k- تعطى بالعلاقة التالٌة :بال لوكاس من الرتبة الثانٌة 
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 الخاتمة :

بعض الأعداد  بإٌجاد دوال مولدة جدٌدة لجداءات  هذا الفصلختاما فإننا قمنا من خلال و 

كثٌرات مع بعض كثٌرات الحدود تشٌبتشاف الشهٌرة و جداءات من الرتبة الثالثة الشهٌرة 

وهذا من الأنواع الاربعة كثٌرات الحدود تشٌبتشاف مع تشٌبتشاف المتعامدة  -2الحدود 

 .1.2نظرٌة العلى  وإعتمادا التوابع التناظرٌةتقنٌة باستعمال 
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اتمةــــــــالخ  
 

07           
 

بحساب الدوال المولدة باستعمال التوابع التناظرية، و  بحثال اختاما فإننا قمنا من خلال هذو  

ذلك باقتراح عدة نظريات في الفصل الثاني و الثالث، التي سمحت لنا بالحصول على الدوال 

بعض الأعداد من الرتبة الثانية مع كثيرات الحدود لتشيبتشاف من الأنواع لجداء المولدة الجديدة 

الثالثة مع بعض  رتبةبعض الأعداد من اللجداء الأربعة، كما قمنا بحساب الدوال المولدة الجديدة 

 .كثيرات الحدود من الرتبة الثانيةالأعداد و 

، فإنه يمكننا الحصول على دوال البحث لنتائج المتحصل عليها من خلال هذاو انطلاقا من ا

 .Pو Aمولدة جديدة كلما قمنا بتوسيع عناصر الأبجديتين 

 



 المصطلحات العلمية

Field حقم 
Eigen values قيى ذاتيت 
Eigen vectors أشؼت ذاتيت 
Formal series انسلاسم انشكهيت 

Recurrences Relations انؼلاقاث انتراجؼيت 
invertible قابهت نهقهب 

Orthogonal polynomials كثيراث انحدود انًتؼايدة 
Characteristic equation انًؼادنت انًًيزة 

Algebraic equation انًؼادنت انجبريت 
Characteristic polynomials كثير انحدود انًًيز 

Divided differences انفرق انًقسوو 
operator انًؤثر 

Generating functions اندوال انًوندة 
Elementary symmetric functions انتوابغ انتناظريت الأونيت 
complete symmetric functions انتوابغ انتناظريت انتايت 

Fibonacci numbers فيبوناتشي أػداد  
Lucas numbers  أػداد نوكاس 

Tribonacci numbers أػداد ثريبوناتشي 
Mersenne numbers ٌأػداد يارسا 
Jacobsthal numbers أػداد جاكوبستال 
Narayana numbers أػداد نارايانا 

Generalized Tribonacci numbers أػداد ثريبوناتشي انًؼًًت 
Chebyshev polynomials كثير انحدود نتشيبتشاف 

Generalized Fibonacci numbers أػداد فيبوناتشي انًؼًًت 
first and second kinds وانثاني اننوع الأول   

Normalized ينتظًت 
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