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Notations

Dans ce mémoire on désignera par
C l’ensemble des nombres complexes.
R l’ensemble des nombres réels.
R+ l’ensemble des nombres réels positifs.
R∗+ l’ensemble des nombres réels positifs non nuls.
N l’ensemble des nombres naturels.
N∗ l’ensemble des nombres naturels non nuls.
Z− l’ensemble des nombres entiers négatifs.
Nb = {b, b+ 1....} où b ∈ R et N0 = N.
f : Nb −→ R est une fonction réelle.
Ci
j = j!

i!(j−i)! ,∀j, i ∈ N, i ≤ j.
r ∈ N.
m ∈ N∗.



Introduction

Le calcul aux différence est l’analogue discret du calcul différentiel. L’opérateur de diffé-

rences ∆ défini par ∆f(x) = f(x+1)−f(x) a des propriétés similaires que celles de l’opé-

rateur différentiel D = d/dx. Le calcul fractionnaire est une branche de mathématiques

appliqués très importante grâce à ses plusieurs applications dans différents domaines tels

que l’économie, la biologie, la physique,.......

Dans ce mémoire on s’intéresse à donner des définitions et des propriétés essentielles qui

sont utilisées dans le calcul fractionnaire discret pour étudier des équation aux différences

fractionnaires.

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre nous commençons par introduire des notions préliminaires utili-

sées dans le calcul aux différences. Puis nous donnons la définition de la fonction gamma

dans le dommaine réel et quelques propriétès de cette fonction. Enfin nous présentons la

factorielle décroissante.

Le deuxième chapitre est consacré à donner les différentes compositions entre une somme

fractionnaire et un opérateur de différence fractionnaire.

Dans le troisième chapitre nous nous intéressons à la résolution de quelques équations aux

différences fractionnaires.
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Chapitre 1

Calcul aux différences

Dans ce chapitre nous commençons par introduire des notions préliminaires utilisées dans

le calcul aux différences, puis nous donnons la définition de la fonction gamma dans le

dommaine réel et quelques propriétés de cette fonction. Enfin, nous présentons la facto-

rielle décroissante. Les notion de ce chapitre sont de [4,5,6,7].

1.1 Opérateur de différence ∆

Définition 1.1.1. On définit l’opérateur de différence ∆ et l’opérateur de décalage E

respectivement par

∆f(n) = f(n+ 1)− f(n), n ∈ Nb, (1.1)

Ef(n) = f(n+ 1), n ∈ Nb. (1.2)

Définition 1.1.2. Soit h : Na × Nb → R une fonction réelle. On définit l’opérateur de

différence par rapport à la première variable ∆n par

∆nh(n, s) = h(n+ 1, s)− h(n, s), ∀ (n, s) ∈ Na × Nb. (1.3)

Remarque 1.1.1. 1. ∆ et E sont des opérateurs linéaires.

2. ∆ et E commutent, c’est à dire ∆E = E∆.
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1.1. Opérateur de différence ∆

3. ∆ = E − I où I est l’opérateur identité, c’est à dire If(n) = f(n), ∀n ∈ Nb.

4. Si c ∈ R est une constante, alors ∆c = 0.

Définition 1.1.3. En général, on définit ∆r et Er respectivement par

∆rf(n) = ∆(∆r−1f(n)), n ∈ Nb, (1.4)

Erf(n) = f(n+ r), n ∈ Nb. (1.5)

Lemme 1.1.1. Soient ∆ et E les opérateurs définis par (1.1) et (1.2) respectivement.

Alors

∆rf(n) =
r∑
i=0

(−1)r−iCi
rE

i. (1.6)

Erf(n) =
r∑
i=0

Ci
r∆

i. (1.7)

où C0
0 = 1 et C0

i = 0 si i 6= 0.

Démonstration. D’après la Remarque 1.1.1, on a

∆ = E − I et E = ∆ + I,

donc

∆r = (E − I)r et Er = (∆ + I)r.

Mais ∆ commute avec E, alors

∆rf(n) =
r∑
i=0

(−1)r−iCi
rE

i,

et

Erf(n) =
r∑
i=0

Ci
r∆

i,

d’où (1.6) et (1.7). �
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1.1. Opérateur de différence ∆

Théorème 1.1.1. Soit (f(n))n∈N une suite réelle telle que f(0) = f0. Alors

f(n) =
n∑
i=0

Ci
n∆if0. (1.8)

∆nf0 =
n∑
i=0

(−1)n−iCi
nE

if0. (1.9)

Démonstration. D’après (1.5) on a

f(n) = f(0 + n) = Enf0.

En appliquant (1.6) et (1.7) à f0 on trouve (1.8) et (1.9). �

Proposition 1.1.1. Soientt ∆ et E les opérateurs définis par (1.1) et (1.2) respective-

ment, g : Nb → R∗ une fonction réelle et P (n) =
k∑
i=0

bin
k−i un polynôme de degré k (i.e

b0 6= 0) où bi, i ∈ {0, 1, .....k}, sont des nombres réels, alors

n−1∑
i=b

∆f(i) = f(n)− f(b), n ∈ Nb. (1.10)

∆

(
n−1∑
i=b

f(i)

)
= f(n), n ∈ Nb. (1.11)

∆(f(n)g(n)) = Ef(n)∆g(n) + g(n)∆f(n), n ∈ Nb. (1.12)

∆

(
f(n)

g(n)

)
=
g(n)∆f(n)− f(n)∆g(n)

g(n)Eg(n)
, n ∈ Nb (1.13)

et g(n) est non nulle sur Nb.

∆kP (n) = b0k!. (1.14)

∆k+iP (n) = 0, ∀i ≥ 1. (1.15)

Démonstration. En utilisant (1.1) et (1.2) on trouve

3



1.1. Opérateur de différence ∆

1.

n−1∑
i=b

∆f(i) =
n−1∑
i=b

(f(i+ 1)− f(i))

=
n∑

i=b+1

f(i)−
n−1∑
i=b

f(i)

= f(n)− f(b).

2.

∆

(
n−1∑
i=b

f(i)

)
=

n∑
i=b

f(i)−
n−1∑
i=b

f(i)

= f(n).

3.

∆(f(n)g(n)) = f(n+ 1)g(n+ 1)− f(n)g(n)

= f(n+ 1)(g(n+ 1)− g(n)) + g(n)(f(n+ 1)− f(n))

= Ef(n)∆g(n) + g(n)∆f(n).

4.

∆

(
f(n)

g(n)

)
=
f(n+ 1)

g(n+ 1)
− f(n)

g(n)

=
f(n+ 1)g(n)− f(n)g(n+ 1)

g(n+ 1)g(n)

=
g(n)(f(n+ 1)− f(n))− f(n)(g(n+ 1)− g(n))

g(n+ 1)g(n)

=
g(n)∆f(n)− f(n)∆g(n)

g(n)Eg(n)
·

5.

∆P (n) =
k∑
i=0

bi(n+ 1)k−i −
k∑
i=0

bin
k−i.
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1.1. Opérateur de différence ∆

D’autre part on a

(n+ 1)k =
k∑
i=0

Ci
kn

i = 1 + kn+
k(k − 1)

2!
n2 + · · · ·+knk−1 + nk.

(n+ 1)k−1 = 1 + (k − 1)n+
(k − 1)(k − 2)

2!
n2 + · · · ·+(k − 1)nk−2 + nk−1.

.

.

Donc

∆P (n) =
k∑
i=0

bi(n+ 1)k−i −
k∑
i=0

bin
k−i

= b0((n+ 1)k − nk) +
k−1∑
i=1

bi(n+ 1)k−i − nk−i

= b0

k−1∑
j=0

(
k

j

)
nj +

k−1∑
i=1

bi

k−1−i∑
j=0

(
k − i
j

)
nj

= b0kn
k−1 +

(
b0

k−2∑
j=0

(
k

j

)
nj +

k−i∑
j=1

bi

k−1−i∑
j=0

(
k − i
j

)
nj

)
,

alors ∆P (n) = b0kn
k−1 + P1(n),

où P1 est un polynôme de degré inférieur strictement à k− 1, (i.e) deg P1 < k− 1.

De la même manière on peut montrer que

∆2P (n) = b0k(k − 1)nk−2 + P2(n) avec deg P2 < k − 2,

∆3P (n) = b0k(k − 1)(k − 2)nk−3 + P3(n) avec deg P3 < k − 3,

d’où (1.14).

Pour montrer (1.15) il suffit d’utiliser (1.4) et (1.14).

�

Lemme 1.1.2. Soient ∆ l’opérateur défini par (1.1) et g : Nb → R une fonction réelle.

Alors
n−1∑
k=b

g(k)∆f(k) = [f(n)g(n)− f(b)g(b)]−
n−1∑
k=b

E(f(k))∆g(k) (1.16)

5



1.1. Opérateur de différence ∆

Démonstration. En utilisant (1.12) on trouve

g(k)∆f(k) = ∆ (f(k)g(k))− Ef(k)∆g(k),

donc

n−1∑
k=b

g(k)∆f(k) =
n−1∑
k=b

∆ (f(k)g(k))−
n−1∑
k=b

Ef(k)∆g(k).

De (1.10) on obtient

n−1∑
k=b

g(k)∆f(k) = f(n)g(n)− f(b)g(b)−
n−1∑
k=b

(f(k + 1))∆g(k),

d’où (1.16). �

Lemme 1.1.3. (Relation de Leibniz) Soient α ∈ R et h : Nb+α × Nb → R une fonction

réelle, alors pour tout n ∈ Nb+α on a

∆

(
n−α∑
s=b

h(n, s)

)
=

n−α∑
s=b

∆nh(n, s) + h(n+ 1, n+ 1− α). (1.17)

Démonstration. En utilisant (1.1) on trouve

∆

(
n−α∑
s=b

h(n, s)

)
=

n+1−α∑
s=b

h(n+ 1, s)−
n−α∑
s=b

h(n, s)

=
n−α∑
s=b

[h(n+ 1, s)− h(n, s)] + h(n+ 1, n+ 1− α)

=
n−α∑
s=b

∆nh(n, s) + h(n+ 1, n+ 1− α).

d’où (1.17). �
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1.2. La fonction gamma dans le domaine réel

1.2 La fonction gamma dans le domaine réel

Définition 1.2.1. On appelle fonction gamma d’Euler, noté Γ, la fonction définie par

∀z ∈ ]0,+∞[ , Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt. (1.18)

Théorème 1.2.1. Soient Γ la fonction définie par (1.18) et z ∈
]
0,+∞

[
. Alors

Γ(1) = 1, (1.19)

Γ(z + 1) = zΓ(z), (1.20)

Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N, (1.21)

Γ(z + n+ 1) = Γ(z)
n∏
j=0

(z + j), ∀n ∈ N. (1.22)

Démonstration. 1. En utilisant (1.18) on trouve

Γ(1) =

∫ +∞

0

t0e−tdt

=
[
−e−t

]+∞
0

= 1,

d’où (1.19).

2. D’après (1.18) on a

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

tze−tdt.

En intégrant par parties on trouve

Γ(z + 1) =
[
−tze−t

]+∞
0

+ z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt

= zΓ(z),
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1.2. La fonction gamma dans le domaine réel

car lim
t→+∞

(−tze−t) = 0.

3. Montrons par récurrence (1.21)

• Supposons que Γ(n+ 1) = n! et montrons que Γ(n+ 2) = (n+ 1)!.

Posons dans (1.20), z = n on trouve

Γ(n+ 2) = (n+ 1)Γ(n+ 1).

• En utilisant l’hypothèse on obtient (1.21).

4. Montrons par récurrence (1.22)

• Pour n = 0, c’est (1.21).

• Supposons que

Γ(z + n+ 1) = Γ(z)
n∏
j=0

(z + j),

et montrons que

Γ(z + n+ 2) = Γ(z)
n+1∏
j=0

(z + j).

En utilisant (1.20) on obtient

Γ(z + n+ 2) = (z + n+ 1)Γ(z + n+ 1)

= Γ(z + n+ 1)Γ(z)
n∏
j=0

(z + j)

= Γ(z)
n+1∏
j=0

(z + j).

�

Remarque 1.2.1. • lim
z
>→0

Γ(z) = +∞,

• Γ(−n) =∞, ∀n ∈ N∗.
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1.3. La factorielle décroissante

1.3 La factorielle décroissante

Définition 1.3.1. Soient z ∈ R, k ∈ N et Γ la fonction définie par (1.18).

On définit la factorielle décroissante par

z(k) = z(z − 1) · · · ·(z − k + 1) =
k−1∏
j=0

(z − j). (1.23)

Remarque 1.3.1. • Si k ∈ R. Alors

z(k) =
Γ(z + 1)

Γ(z − k + 1)
· (1.24)

• Si z − k + 1 = 0 alors z(k) = 0.

Proposition 1.3.1. Soit z, k, l ∈ R et ∆ l’opérateur défini par (1.1), alors

∆z(k) = kz(k−1), (1.25)

(z − k)z(k) = z(k+1), (1.26)

k(k) = Γ(k + 1), (1.27)

z(k+l) = (z − k)(l)z(k). (1.28)

Démonstration. 1. En utilisant (1.1), (1.22) et (1.24), on trouve

∆z(k) = ∆

(
Γ(z + 1)

Γ(z − k + 1)

)
=

Γ(z + 2)

Γ(z − k + 2)
− Γ(z + 1)

Γ(z − k + 1)

=
(z + 1)Γ(z + 1)

(z − k + 1)Γ(z − k + 1)
− Γ(z + 1)

Γ(z − k + 1)

=
Γ(z + 1)

Γ(z − k + 1)

[
(z + 1)

(z − k + 1)
− 1

]
=

kΓ(z + 1)

(z − k + 1)Γ(z − k + 1)
,

9



1.3. La factorielle décroissante

alors

∆z(k) = k
Γ(z + 1)

Γ(z − k + 2)
,

= kz(k−1),

d’où (1.25).

2. En utilisant (1.20) et (1.24), on obtient

(z − k)z(k) = (z − k)
Γ(z + 1)

Γ(z − k + 1)

= (z − k)
Γ(z + 1)

(z − k)Γ(z − k)

=
Γ(z + 1)

Γ(z − k)

= z(k+1).

3. D’après la définition 1.3.1, on a

k(k) =
k−1∏
i=0

(k − i)

= k(k − 1).....2.1

= k!

= Γ(k + 1).

4. De (1.24), on a

z(k+l) =
Γ(z + 1)

Γ(z + 1− k − l)
· (1.29)

Multiplions et divisons (1.29) par Γ(z − k + 1), on trouve

z(k+l) =
Γ(z + 1)Γ(z − k + 1)

Γ(z + 1− k − l)Γ(z − k + 1)
·

En utilisant (1.24), on obtient (1.28).

10



1.3. La factorielle décroissante

�

Proposition 1.3.2. Soit n, k ∈ N avec k ≤ n. Alors

Ck
n =

(
n

k

)
=

n(k)

Γ(k + 1)
=
n(k)

k(k)
· (1.30)

Démonstration. En utilisant (1.21) et (1.24) on trouve

Ck
n =

(
n

k

)
=

n!

Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)

=
Γ(n+ 1)

Γ(n− k + 1)

1

Γ(k + 1)

=
n(k)

Γ(k + 1)
·

D’ou (1.30) �
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Chapitre 2

Somme fractionnaire et opérateur de

différence fractionnaire

Ce chapitre est consacré à donner les différentes compositions entre une somme frac-

tionnaire et un opérateur de différence fractionnaire. Les notions de ce chapitre sont de

[1,2,3,4,5,6,7].

2.1 Généralités

Définition 2.1.1. Soit α ∈ R+.

On définit la somme fractionnaire d’ordre α de f par

∆−αb f(x) =
1

Γ(α)

x−α∑
s=b

(x− σ(s))(α−1)f(s), ∀x ∈ Nb+α (2.1)

où σ(s) = s+ 1 et

∆−0
b f(x) = f(x).

Remarque 2.1.1. 1. Si f est définie sur Nb alors ∆−αb f est définie sur Nb+α.

2. Si α = 1, alors ∆−αb f(x) = ∆−1
b f(x) =

x−1∑
s=b

f(s).

Lemme 2.1.1. ([5]) Soit β ∈ R\{−1}, α ∈ R∗+ et supposons que β + α + 1 ∈ R\Z−.
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2.1. Généralités

Alors

∆−αx(β) =
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
x(β+α).

Lemme 2.1.2. ([5]) Soient α ∈ R+, alors

∆−αb f(b+ α−m) = ∆−αb f(b+ α−m+ 1) = · · · = ∆−αb f(b+ α− 1) = 0

et

∆−αb f(b+ α) = f(b).

Définition 2.1.2. Soient α ∈ R∗+ avec m− 1 < α 6 m.

On définit l’opérateur de différence fractionnaire ∆α
b f : Nb+m−α → R d’ordre α par

(∆α
b f) (x) = ∆α

b f(x) = ∆m∆
−(m−α)
b f(x), ∀x ∈ Nb+m−α. (2.2)

Proposition 2.1.1. Soient α ∈ R∗+ avec m− 1 < α ≤ m. Alors

∆α
b f(x) =



1
Γ(−α)

x+α∑
s=b

(x− σ(s))(−α−1)f(s), α /∈ N, x ∈ Nb+m−α,

∆mf(x), α = m ∈ N.

(2.3)

Démonstration. Soient α ∈ R∗+ avec m− 1 < α ≤ m.

• Supposons que α = m, alors

∆α
b f(x) = ∆m∆

−(m−α)
b f(x)

= ∆m∆−0
b f(x)

= ∆mf(x).

• Soit m− 1 < α < m, alors

∆α
b f(x) = ∆m∆

−(m−α)
b f(x)
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2.1. Généralités

= ∆m

 1

Γ(m− α)

x−(m−α)∑
s=b

(x− σ(s))(m−α−1)f(s)


=

∆m−1

Γ(m− α)
∆

x−(m−α)∑
s=b

(x− σ(s))(m−α−1)f(s)

 .
De (1.17) et (1.25) on obtient

∆α
b f(x) =

∆m−1

Γ(m− α)

[
x−(m−α)∑

s=b

((m− α− 1)(x− σ(s))(m−α−2)f(s))

+ (x+ 1− σ(x+ 1− (m− α)))(m−α−1)f(x+ 1− (m− α))

]
.

En utilisant (1.27) et (1.20) on trouve

∆α
b f(x) = ∆m−1

x−(m−α)∑
s=b

(x− σ(s))m−α−2

Γ(m− α− 1)
f(s) + f(x+ 1− (m− α))


= ∆m−1

 1

Γ(m− α− 1)

x+1−(m−α)∑
s=b

(x− σ(s))(m−α−2)f(s)


= ∆m−1

 1

Γ(m− α− 1)

x−(m−α−1)∑
s=b

(x− σ(s))(m−α−2)f(s)


= ∆m−2

 1

Γ(m− α− 2)

x−(m−α−2)∑
s=b

(x− σ(s))(m−α−3)f(s)


= · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

= ∆m−m

 1

Γ(m− α−m)

x−(m−α−m)∑
s=b

(x− σ(s))(m−α−(m+1))f(s)


=

1

Γ(−α)

x+α∑
s=b

(x− σ(s))(−α−1)f(s).

�

Remarque 2.1.2. Si c ∈ R∗ est une constante, alors ∆αc 6= 0 où α ∈
]
0, 1
[
.

En effet

∆∆−(1−α)c = ∆∆−(1−α)x(0).
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2.1. Généralités

En utilisant le Lemme 2.1.1 on trouve

∆αc = ∆
c

Γ(2− α)
x(1−α) =

c

Γ(1− α)
x(−α) 6= 0.

Exemple 2.1.1. 1.

∆−1/2x(0) =
Γ(0 + 1)

Γ(0 + 1/2 + 1)
x(0+1/2)

=
Γ(1)

Γ(3/2)

Γ(x+ 1)

Γ(x+ 1− 1/2)

=
Γ(1)

Γ(3/2)

Γ(x+ 1)

Γ(x+ 1/2)
.

2.

∆−1/2x(1) =
Γ(2)

Γ(5/2)
x(3/2)

=
Γ(2)

Γ(5/2)

Γ(x+ 1)

Γ(x− 1/2)
.

3.

∆−1/2x(2) =
Γ(3)

Γ(7/2)
x(5/2)

=
Γ(3)

Γ(7/2)

Γ(x+ 1)

Γ(x− 3/2)
.

.

.

.

.

4.

∆−1/2x(n) =
Γ(n+ 1)

Γ(n+ 3/2)
x(n+1/2)

=
Γ(n+ 1)

Γ(n+ 3/2)

Γ(x+ 1)

Γ(x− n+ 1/2)
.
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2.1. Généralités

Théorème 2.1.1. Soient α ∈ R∗+ avec m− 1 < α 6 m. Alors

∆α
b f(x) =

α+x−b∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x+ α− k), x ∈ Nb+m−α (2.4)

et

∆−αb f(x) =
−α+x−b∑
k=0

(−1)k
(
−α
k

)
f(x− α− k), x ∈ Nb+α. (2.5)

Démonstration. Soient α > 0 avec m− 1 < α 6 m.

Montrons (2.4).

Soit x ∈ Nb+m−α, alors x = b+m− α + n avec n ∈ N. Donc

∆α
b f(x) =

1

Γ(−α)

x+α∑
s=b

(x− σ(s))(−α−1)f(s).

En utilisant (1.21) on trouve

∆α
b f(x) =

x+α∑
s=b

Γ(x− s)
Γ(−α)Γ(x− s+ α + 1)

f(s)

=
b+n+m∑
s=b

Γ(b+m− α + n− s)
Γ(−α)Γ(b+ n+m− s+ 1)

f(s)

=
n+m∑
s=0

Γ(n+m− α− s)
Γ(−α)Γ(n+m− s+ 1)

f(s+ b)

= f(b+ n+m) +
n+m−1∑
s=0

(n+m− 1− s− α) . . . (−α)

Γ(n+m− s+ 1)
f(s+ b)

= f(b+ n+m) +
n+m−1∑
s=0

(−1)(m+n−s)α . . . (α− (m+ n− s) + 1)

Γ(n+m− s+ 1)
f(s+ b)

=
n+m∑
s=0

(−1)n+m−s
(

α

n+m− s

)
f(s+ b)

=
n+m∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(b+ n+m− k)

=
n+m∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f((b+m− α + n) + α− k)

=
α+x−b∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x+ α− k),
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2.1. Généralités

d’ou (2.4).

De la même manière on peut montrer (2.5). �

Corollaire 2.1.1. De (2.5) et
(−α
k

)
= (−1)k

(
α+k−1

k

)
on trouve

∆−αb f(x) =
x−α−b∑
k=0

(
α + k − 1

k

)
f(x− α− k). (2.6)

Lemme 2.1.3. ([5])

• Pour α ∈ R∗+ et β ∈ R\Z−, on a

∆−αb+β(x− b)(β) = β(−α)(x− b)(β+α), ∀ x ∈ Nb+β+α (2.7)

et

∆α
b+β(x− b)(β) = β(α)(x− b)(β−α), ∀ x ∈ Nb+β+m−α. (2.8)

Démonstration. 1. Soit β ∈ R\Z−.

• Supposons que α = 1, donc d’aprés (1.25) on a

∆−1
b+β(x− b)(β) = ∆−1

b+β∆

(
(x− b)(β+1)

β + 1

)
.

En utilisant la définition de l’opérateur ∆ et la Remarque 2.1.1 on obtient

∆−1
b+β(x− b)(β) =

x−1∑
s=b+β

(
(s+ 1− b)(β+1)

β + 1
− (s− b)(β+1)

β + 1

)

=
(x− b)(β+1)

β + 1
− β(β+1)

β + 1

= β(−1)(x− b)(β+1).

• Maintenant supposons que α ∈ R∗+ avec α 6= 1 et on définit les deux fonctions

g1 et g2 par

g1(x) = ∆−αb+β(x− b)(β) =
1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−1)(s− b)(β),
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2.1. Généralités

et

g2(x) = β(−α)(x− b)(β+α), ∀x ∈ Nb+β+α.

Nous allons montrer que g1 et g2 sont des solutions du problème suivant

(x− b− (β + α) + 1)∆g(x) = (β + α)g(x), x ∈ Nb+β+α (2.9)

g(b+ β + α) = Γ(β + 1). (2.10)

On a

g1(b+ β + α) =
1

Γ(α)

b+β∑
s=b+β

(b+ β + α− σ(s))(α−1)(s− b)(β)

=
1

Γ(α)
(α− 1)(α−1)β(β).

En utilisant (1.27) on obtient

g1(b+ β + α) = Γ(β + 1).

On a aussi

g2(b+ β + α) = β(−α)(β + α)(β+α).

En utilisant (1.24) et (1.27) on trouve

g2(b+ β + α) = Γ(β + 1),

alors g1 et g2 vérifient (2.10).

Montrons Maintenant que g1 et g2 vérifiant l’equation aux différences (2.9).
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2.1. Généralités

Soient x ∈ Nb+β+α, en utilisant (1.17) on obtient

∆g1(x) = ∆

[
1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−1)(s− b)(β)

]

=
1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(α− 1)(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β)

+
(x+ 1− (x+ 2− α))(α−1)

Γ(α)
(x+ 1− α− b)(β).

De (1.24) on trouve

∆g1(x) =
α− 1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β) + (x+ 1− α− b)(β). (2.11)

D’autre part, en utilisant (1.26) on obtient

g1(x) =
1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s)− (α− 2))(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β)

=
1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

[
(x− b− (β + α) + 1)− (s− b− β)

]
(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β)

=
x− b− (β + α) + 1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β)

− 1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β+1)

= h(x)− k(x),

où

h(x) =
x− b− (β + α) + 1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β) (2.12)

et

k(x) =
1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β+1). (2.13)
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2.1. Généralités

De (2.11) on obtient

(x− b− (β + α) + 1)∆g1(x) = (x− b− (β + α) + 1)
(α− 1)

Γ(α)

×
x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−2)(s− b)(β) + (x+ 1− α− b)(β).

En utilisant (1.26) et (2.12) on trouve

(x− b− (β + α) + 1)∆g1(x) = (α− 1)h(x) + (x+ 1− α− b)(β+1). (2.14)

De (2.13) et (1.25) on obtient

k(x) =
1

Γ(α)

[
(x−α+1)−1∑
s=b+β

(s− b)(β+1)∆

(
−(x− s)(α−1)

α− 1

)]
.

En appliquant le Lemme 1.1.2, (1.25) et (1.26) on trouve

k(x) =
1

Γ(α)

[(
(s− b)(β+1)

(
−(x− s)(α−1)

α− 1

)) ∣∣∣∣∣
s=x−α+1

s=b+β

−
(x−α+1)−1∑
s=b+β

(
−(x− σ(s))(α−1)

α− 1
(β + 1)(s− b)(β)

)]

=
1

Γ(α)

[
− Γ(α)

α− 1
(x− α + 1− b)(β+1)

+
β + 1

α− 1

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−1)(s− b)(β)

]

=
1

α− 1

[
β + 1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−1)(s− b)(β) − (x− α + 1− b)(β+1)

]
.

Donc

(β + 1)g1(x)− (α− 1)k(x) = (x+ 1− α− b)(β+1). (2.15)
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2.1. Généralités

De (2.14) et (2.15) on obtient

(x− b− (β + α) + 1)∆g1(x) = (α− 1)h(x) + (β + 1)g1(x)− (α− 1)k(x)

= (α− 1)g1(x) + (β + 1)g1(x)

= (β + α)g1(x).

D’où g1 satisfait le problème (2.9)-(2.10).

Maintenant montrons que g2 satisfait aussi l’équation aux différences (2.9). En

appliquant (1.25) on obtient

(x− b− (β + α) + 1)∆g2(x) = (x− b− (β + α) + 1)

[
β(−α)(β + α)(x− b)(β+α−1)

]

= (β + α)β(−α)

[
(x− b− (β + α− 1))(x− b)(β+α−1)

]

= (β + α)β(−α)(x− b)(β+α)

= (β + α)g2(x).

Alors g1 et g2 vérifient la même équation avec une condition initiale, donc

g1 = g2 en Nb+β+α.

2. Montrons (2.8).

Pour tout x ∈ Nb+β+m−α, on a

∆α
b+β(x− b)(β) = ∆m

[
∆
−(m−α)
b+β (x− b)(β)

]
= ∆m

[
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(x− b)(β+m−α)

]
,

en appliquant (2.7) on trouve

∆α
b+β(x− b)(β) =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
((β +m− α) · · · (β + 1− α)) (x− b)(β−α).
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2.2. Composition de deux sommes fractionnaires

En utilisant (1.25) on obtient

∆α
b+β(x− b)(β) =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)

Γ(β +m− α + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− b)(β−α)

= β(α)(x− b)(β−α).

�

2.2 Composition de deux sommes fractionnaires

Théorème 2.2.1. Soient α, β ∈ R∗+, alors

∆−αb+β∆−βb f(x) = ∆−α−βb f(x) = ∆−βb+α∆−αb f(x), ∀x ∈ Nb+α+β. (2.16)

Démonstration. Soit α, β ∈ R∗+.

En utilisant la définition de la somme fractionnaire on trouve

∆−αb+β∆−βb f(x) = ∆−αb+β

[
∆−βb f(x)

]
, x ∈ Nb+α+β

=
1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−1)
(

∆−βb f(s)
)

=
1

Γ(α)

x−α∑
s=b+β

(x− σ(s))(α−1)

(
1

Γ(β)

s−β∑
r=b

(s− σ(r))(β−1)f(r)

)

=
1

Γ(α)Γ(β)

x−α∑
s=b+β

s−β∑
r=b

(x− σ(s))(α−1)(s− σ(r))(β−1)f(r)

=
1

Γ(α)Γ(β)

x−(β+α)∑
r=b

x−α∑
s=r+β

(x− σ(s))(α−1)(s− σ(r))(β−1)f(r).

Soit y = s− σ(r), alors si s = x− α, y = x− α− σ(r) et x− σ(s) = x− y − r− 2. Donc
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2.3. Composition d’un opérateur de différence fractionnaire avec une somme
fractionnaire

∆−αb+β∆−βb f(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

x−(β+α)∑
r=b

 x−α−σ(r)∑
y=r+β−σ(r)

(x− y − r − 2)(α−1)y(β−1)

 f(r)

=
1

Γ(α)Γ(β)

x−(β+α)∑
r=b

[
x−α−r−1∑
y=β−1

[x− σ(r)− σ(y)](α−1) y(β−1)

]
f(r)

=
1

Γ(β)

x−(α+β)∑
r=b

 1

Γ(α)

x−σ(r)−α∑
y=β−1

[x− σ(r)− σ(y)](α−1) y(β−1)

 f(r)

=
1

Γ(β)

x−(α+β)∑
r=b

(
∆−αβ−1(t(β−1))|x−r−1f(r)

)
.

En utilisant le Lemme 2.1.3 on obtient

∆−αb+β∆−βb f(x) =
1

Γ(β)

x−(α+β)∑
r=b

Γ(β)

Γ(β + α)
(x− r − 1)(β−1+α)f(r)

=
1

Γ(β + α)

x−(α+β)∑
r=b

(x− σ(r))((α+β)−1)f(r)

= ∆
−(α+β)
b f(x).

Comme α et β sont arbitraires, donc

∆−αb+β∆−βb f(x) = ∆−α−βb f(x) = ∆−βb+α∆−αb f(x), ∀x ∈ Nb+α+β. �

2.3 Composition d’un opérateur de différence fraction-

naire avec une somme fractionnaire

Lemme 2.3.1. Soient pour tout k ∈ N, n ∈ N∗ et β > 0 avec n− 1 < β ≤ n. Alors

∆k∆−βb f(x) = ∆k−β
b f(x), x ∈ Nb+β. (2.17)

∆k∆β
b f(x) = ∆k+β

b f(x), x ∈ Nb+n−β. (2.18)

Démonstration. Soient k ∈ N, n ∈ N∗ et β > 0, avec n− 1 < β ≤ n.
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2.3. Composition d’un opérateur de différence fractionnaire avec une somme
fractionnaire

cas 1 : Supposons que β = n, alors pour tout x ∈ Nb+1 on a

∆∆−1
b f(x) = ∆

[
x−1∑
s=b

f(s)

]
.

En utilisant (1.11) on trouve

∆∆−1
b f(x) = f(x).

Maintenant soit k ∈ N, donc

∆k∆−kb f(x) = ∆k−1
[
∆∆−1

b+k−1

(
∆
−(k−1)
b f(x)

)]
= ∆k−1∆

−(k−1)
b f(x)

= · · · · ·

= f(x).

Donc pour tout x ∈ Nb+n,
∆k∆−nb f(x) = ∆k−n [∆n∆−nb f(x)

]
= ∆k−nf(x), si k ≥ n,

∆k∆−nb f(x) = ∆k∆−kb+n−k

[
∆
−(n−k)
b f(x)

]
= ∆k−n

b f(x), si k < n.

Pour (2.18). Il est clair que les opérateurs de différence d’ordre entier commutent.

cas 2 : Supposons que n− 1 < β < n. Tout d’abord montrons que

∆∆β
b f(x) = ∆1+β

b f(x),∀x ∈ Nb+n−β.

En utilisant (2.3) on trouve

∆∆β
b f(x) = ∆

[
1

Γ(−β)

x+β∑
s=b

(x− σ(s))(−β−1)f(s)

]
.
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2.3. Composition d’un opérateur de différence fractionnaire avec une somme
fractionnaire

En appliquant (1.17) et(1.26) on obtient

∆∆β
b f(x) =

1

Γ(−β)

x+β∑
s=b

(−β − 1)(x− σ(s))(−β−2)f(s) + f(x+ β + 1)

=
1

Γ(−β − 1)

x+β∑
s=b

(x− σ(s))(−β−2)f(s) + f(x+ β + 1)

=
1

Γ(−β − 1)

x+β+1∑
s=b

(x− σ(s))(−β−2)f(s)

=
1

Γ(−β − 1)

x−(−β−1)∑
s=b

(x− σ(s))(−β−1)−1f(s)

= ∆
−(−β−1)
b f(x)

= ∆1+β
b f(x).

Donc pour tout k ∈ N,

∆k∆β
b f(x) = ∆k−1

[
∆∆β

b f(x)
]

= ∆k−1∆1+β
b f(x)

= · · · · · · ··

= ∆k+β
b f(x), ∀x ∈ Nb+n−β.

D’où (2.18).

De la même manière on peut montrer (2.17). �

Théorème 2.3.1. Soient α, β > 0 avec m− 1 < α ≤ m. Alors

∆α
b+β∆−βb f(x) = ∆α−β

b f(x), ∀x ∈ Nb+β+m−α. (2.19)

Démonstration. soient α, β > 0 avec m− 1 < α ≤ m et x ∈ Nb+β+m−α,

∆α
b+β∆−βb f(x) = ∆m∆

−(m−α)
b+β ∆−βb f(x)

= ∆m∆
−(m−α+β)
b f(x).
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2.4. Composition d’une somme fractionnaire avec un opérateur de différence
fractionnaire

D’après le Théorème 2.2.1 on obtient

∆α
b+β∆−βb f(x) = ∆

m−(m−α+β)
b f(x).

En utilisant le Lemme 2.3.1 on trouve

∆α
b+β∆−βb f(x) = ∆α−β

b f(x).

�

2.4 Composition d’une somme fractionnaire avec un

opérateur de différence fractionnaire

Théorème 2.4.1. Soient k ∈ N et α, β > 0 avec n− 1 < β ≤ n. Alors

∆−αb ∆kf(x) = ∆k−α
b f(x)−

k−1∑
j=0

∆jf(b)

Γ(α− k + j + 1)
(x− b)(α−k+j), ∀x ∈ Nb+α, (2.20)

et

∆−αb+n−β∆β
b f(x) = ∆β−α

b f(x)−
n−1∑
j=0

∆
j−(n−β)
b f(b+ n− β)

Γ(α− n+ j + 1)
(x−b−n+β)(α−n+j), ∀x ∈ Nb+n−β+α.

(2.21)

Démonstration. 1. Montrons (2.20)

i) Soient k ∈ N∗, α > 0 avec α /∈ {1, 2, 3, ......, k − 1}.

En utilisant la Définition 2.1.1 on trouve

∆−αb ∆kf(x) =
1

Γ(α)

x−α∑
s=b

(x− σ(s))(α−1)
[
∆kf(s)

]
=

1

Γ(α)

(x−α+1)−1∑
s=b

(x− σ(s))(α−1)∆
(
∆k−1f(s)

)
.
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2.4. Composition d’une somme fractionnaire avec un opérateur de différence
fractionnaire

En appliquant (1.16) on obtient

∆−αb ∆kf(x) =
1

Γ(α)

[
(x− s)(α−1)∆k−1f(s)

∣∣∣∣s=x−α+1

s=b

−
x−α∑
s=b

(
−(α− 1)(x− σ(s))(α−2)∆k−1f(s)

) ]

= ∆k−1f(x− α + 1)− (x− b)(α−1)

Γ(α)
∆k−1f(b)

+
1

Γ(α− 1)

x−α∑
s=b

(
(x− σ(s))(α−2)∆k−1f(s)

)
=

1

Γ(α− 1)

x−α+1∑
s=b

(
(x− σ(s))(α−2)∆k−1f(s)

)
− ∆k−1f(b)

Γ(α)
(x− b)(α−1)

= ∆
−(α−1)
b

[
∆k−1f(x)

]
− ∆k−1f(b)

Γ(α)
(x− b)(α−1)

= ∆1−α
b ∆k−1f(x)− ∆k−1f(b)

Γ(α)
(x− b)(α−1)

= ∆2−α
b ∆k−2f(x)− ∆k−1f(b)

Γ(α)
(x− b)(α−1) − ∆k−2f(b)

Γ(α− 1)
(x− b)(α−2)

= · · · · · · · · ·

= ∆k−α
b f(x)−

k∑
i=1

∆k−if(b)

Γ(α− i+ 1)
(x− b)(α−i), ∀x ∈ Nb+α.

D’ou (2.20).

ii) Supposons que k ∈ N, α > 0 avec α ∈ {1, 2, 3, ......, k − 1}, alors k − α ∈ N.

Donc pour x ∈ Nb+α on a

∆−αb ∆kf(x) = ∆k−α∆
−(k−α)
b+α ∆−αb ∆kf(x).

En utilisant le Théorème 2.3.1 on obtient

∆−αb ∆kf(x) = ∆k−α [∆−kb ∆kf(x)
]
.
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2.4. Composition d’une somme fractionnaire avec un opérateur de différence
fractionnaire

En appliquant le Théorème 2.2.1 on trouve

∆−αb ∆kf(x) = ∆k−α

[
f(x)−

k−1∑
j=0

∆jf(b)

Γ(j + 1)
(x− b)(j)

]
.

= ∆k−αf(x)−
k−1∑
j=0

∆jf(b)

Γ(j + 1)

[
∆k−α(x− b)(j)

]
= ∆k−αf(x)−

k−1∑
j=k−α

∆jf(b)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1− k + α)
(x− b)(j−k+α)

= ∆k−αf(x)−
k−1∑
j=0

∆jf(b)

Γ(j + 1− k + α)
(x− b)(j−k+α).

D’où (2.20).

2. Montrons maintenant (2.21).

Soit α, β > 0 avec n − 1 < β ≤ n. Supposons que g(x) = ∆
−(n−β)
b f(x) et

a = b+ n− β, alors pour x ∈ Nb+n−β+α on a

∆−αb+n−β∆β
b f(x) = ∆−αb+n−β∆n(g(x)).

En appliquant (2.20) on obtient

∆−αb+n−β∆β
b f(x) = ∆n−α

b+n−βg(x)−
n−1∑
j=0

∆jg(a)

Γ(α− n+ j + 1)
(x− a)(α−n+j)

= ∆n−α
b+n−β∆

−(n−β)
b f(x)−

n−1∑
j=0

∆j∆
−(n−β)
b f(a)

Γ(α− n+ j + 1)
(x− a)(α−n+j).

En appliquons le Théorème 2.3.1 on trouve (2.21).

�

Remarque 2.4.1. • Si k = 1, alors (2.20) devient

∆−αb ∆f(x) = ∆1−α
b f(x)− f(b)

Γ(α)
(x− b)(α−1), ∀x ∈ Nb+α.
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2.5. Composition de deux opérateurs fractionnaires

• Le Théorème 2.3.1 permet d’écrire (2.21) sous la forme

∆−αb+n−β∆β
b f(x) = ∆β

b+α∆−αb f(x)−
n−1∑
j=0

∆
j−(n−β)
b f(b+ n− β)

Γ(α− n+ j + 1)
(x− b− n+ β)(α−n+j),

∀x ∈ Nb+n−β+α.

Plus généralement pour tout n− 1 < β ≤ n, nous avons pour j ∈ {0, ....., n− 1}

∆
j−(n−β)
b f(b+ n− β) =

1

Γ(n− β − j)

α+j−(n−β)∑
s=b

(x− σ(s))(n−β−j−1)f(s)|x=b+n−β

=
1

Γ(n− β − j)

b+j∑
s=b

(b+ n− β − σ(s))(n−β−j−1)f(s)

=
1

Γ(n− β − j)

j∑
k=0

(n− β − σ(k))(n−β−j−1)f(k + b)

=

j∑
k=0

(
n− β − σ(k)

j − k

)
f(k + b).

2.5 Composition de deux opérateurs fractionnaires

Théorème 2.5.1. Soient α, β > 0 avec n − 1 < β ≤ n et m − 1 < α ≤ m. Alors si

x ∈ Nb+n−β+m−α on a

∆α
b+n−β∆β

b f(x) = ∆α+β
b f(x)−

n−1∑
j=0

∆j−n+β
b f(b+ n− β)

Γ(−α− n+ j + 1)
(x− b− n+ β)(−α−n+j). (2.22)

Démonstration. Posons que α, β > 0 avec n− 1 < β ≤ n et m− 1 < α ≤ m.

• Supposons que α = m, alors d’après le Lemme 2.3.1 on a (2.22).
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2.5. Composition de deux opérateurs fractionnaires

• Si m− 1 < α < m, alors pour x ∈ Nb+n−β+m−α on a

∆α
b+n−β∆β

b f(x) = ∆m
[
∆
−(m−α)
b+n−β ∆β

b f(x)
]

= ∆m

[
∆−m+α+β
b f(x)

−
n−1∑
j=0

∆j−n+β
b f(b+ n− β)

Γ(m− α− n+ j + 1)
(x− b− n+ β)(m−α−n+j)

]
,

En utilisant (2.21) on trouve

∆α
b+n−β∆β

b f(x) = ∆α+β
b f(x)

−
n−1∑
j=0

∆j−n+β
b f(b+ n− β)

Γ(m− α− n+ j + 1)
∆m

[
(x− b− n+ β)(m−α−n+j)

]
= ∆α+β

b f(x)−
n−1∑
j=0

∆j−n+β
b f(b+ n− β)

Γ(−α− n+ j + 1)
(x− b− n+ β)(−α−n+j),

d’où (2.22).

De la même manière que la démonstration de (2.22) on peut trouver

∆β
b+m−α∆α

b f(x) =

∆β+α
b f(x)−

m−1∑
j=0

∆j−m+α
b f(b+m− α)

Γ(−β −m+ j + 1)
(x− b−m+ α)(−β−m+j).

�

Corollaire 2.5.1. Soient α, β > 0 avec n− 1 < β ≤ n et m− 1 < α ≤ m. Alors

∆α
b+n−β∆β

b f(x) = ∆β
b+m−α∆α

b f(x)

+
m−1∑
j=0

∆j−m+α
b f(b+m− α)

Γ(−β −m+ j + 1)
(x− b−m+ α)(−β−m+j)

−
n−1∑
j=0

∆j−n+β
b f(b+ n− β)

Γ(−α− n+ j + 1)
(x− b− n+ β)(−α−n+j), ∀x ∈ Nb+n−β+m−α,
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2.5. Composition de deux opérateurs fractionnaires

et

∆α
b+m−α∆α

b f(x) = ∆2α
b f(x)−

m−1∑
j=0

∆j−m+α
b f(b+m− α)

Γ(−α− n+ j + 1)
(x− b−m+ α)(−α−n+j), ∀x ∈ Nb+2(m−α).
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Chapitre 3

Résolution de quelques équations aux

différences fractionnaires

Dans ce chapitre nous nous intéressons à la résolution de quelques équations aux diffé-

rences fractionnaires. Les notions de ce chapitre sont de [1,5,8].

3.1 Résolution d’une équation aux différences fraction-

naire d’ordre α ∈ (0, 1]

On considère l’équation aux différences suivante :

∆α
α−1y(x) = f(x), x ∈ N, (3.1)

où α ∈ (0, 1] et f : N −→ R est une fonction réelle.

Théorème 3.1.1. Soit f : N −→ R. On définit la fonction y : Nα−1 −→ R par

y(x) = cx(α−1) + ∆−α0 f(x), (3.2)

où c est une constante réelle.
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3.1. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre α ∈ (0, 1]

Alors y est une solution de l’équation (3.1).

Démonstration. En appliquant l’opérateur ∆α
α−1sur les deux membres de (3.2) on trouve

∆α
α−1y(x) = ∆α

α−1

[
cxα−1 + ∆−α0 f(x)

]

= c∆α
α−1x

α−1 + ∆α
α−1∆−α0 f(x).

En utilisant (2.8) et (2.19) on trouve

∆α
α−1y(x) = c(α− 1)(α)x(−1) + ∆α−α

0 f(x)

= f(x).

�

Théorème 3.1.2. Toute solution de l’équation (3.1) s’écrit sous la forme (3.2).

Démonstration. Soit y : Nα−1 −→ R une solution de l’équation (3.1). Alors

∆α
α−1y(x) = f(x), ∀x ∈ N. (3.3)

En appliquant ∆−α0 sur les deux membres de (3.3) on trouve

∆−α0 ∆α
α−1y(x) = ∆−α0 f(x), ∀x ∈ Nα−1.

En utilisant le Théorème 2.4.1 on obtient

∆0
α−1y(x)−

∆
−(1−α)
α−1 y(0)x(α−1)

Γ(α)
= ∆−α0 f(x),

alors

y(x) =
∆α−1
α−1y(0)x(α−1)

Γ(α)
+ ∆−α0 f(x).
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3.1. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre α ∈ (0, 1]

Donc

y(x) = cx(α−1) + ∆−α0 f(x),

avec c =
∆α−1
α−1 y(0)

Γ(α)
· �

Corollaire 3.1.1. La fonction y : Nα−1 −→ R définie par (3.2) avec c =
∆α−1
α−1 y(0)

Γ(α)

est la solution générale de (3.1).

Maintenant on considère l’équation (3.1) avec

y(α− 1) = c1 (3.4)

où c1 ∈ R.

Théorème 3.1.3. L’équation (3.1) admet une solution unique y : Nα−1 −→ R vérifiant

la condition (3.4).

Démonstration. Soit y : Nα−1 −→ R une solution de l’équation (3.1), alors d’après le

Corollaire 3.1.1 on a

y(x) = cx(α−1) + ∆−α0 f(x)

avec c =
∆α−1
α−1 y(0)

Γ(α)
, donc

y(x) =
∆α−1
α−1 y(0)

Γ(α)
x(α−1) + ∆−α0 f(x).

En utilisant (2.4) on trouve

∆α−1
α−1y(0) =

0∑
k=0

(−1)k
(

0 + α− 1

k

)
y(0 + 0 + α− 1− k)

=

(
α− 1

0

)
y(α− 1)

= (α− 1)y(α− 1).

Alors y(x) = 1
Γ(α−1)

y(α− 1)x(α−1) + ∆−α0 f(x). �
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3.2. Existence et unicité de la solution d’une équation aux différences fractionnaire
d’ordre α ∈ (0, 1]

3.2 Existence et unicité de la solution d’une équation

aux différences fractionnaire d’ordre α ∈ (0, 1]

Cosidère l’équation aux diffirence suivante :

∆α
b y(x) = f(x+ α− 1, y(x+ α− 1)), x ∈ N, (3.5)

∆α−1
b y(x)|x=0 = b0, b0 ∈ R, (3.6)

où α ∈ (0,1], f : Nα−1 × R −→ R est une fonction réelle. En appliquant l’opérateur ∆−αb

sur les deux membres de (3.5) et en utilisant (2.20) pour k=1 on trouve

∆−αb ∆α
b y(x) = ∆−αb ∆∆

−(1−α)
b y(x)

= ∆∆−αb ∆
−(1−α)
b y(x)− x(α−1)

Γ(α)
y(α− 1)

= ∆−αb f(x+ α− 1, y(x+ α− 1)).

Donc on a le théorème suivant.

Théorème 3.2.1. Le problème (3.5)-(3.6) admet l’unique solution suivante :

y(x) =
x(α−1)

Γ(α)
b0 +

1

Γ(α)

x−α∑
s=0

(x− σ(s))(α−1)f(s+ α− 1, y(s+ α− 1)), ∀x ∈ Nα−1. (3.7)

Exemple 3.2.1. On considère le problème suivant :

∆α
b y(x) = λy(x+ α− 1), x ∈ N (3.8)

∆α−1
b y(x)|x=0 = b0, b0 ∈ R. (3.9)

D’après le Théorème 3.2.1 on trouve que la solution de (3.8)-(3.9) est

y(x) =
x(α−1)

Γ(α)
b0 +

λ

Γ(α)

x−α∑
s=0

(x− σ(s))(α−1)y(s+ α− 1).
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3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre α ∈ (m− 1,m]

3.3 Résolution d’une équation aux différences fraction-

naire d’ordre α ∈ (m− 1,m]

On considère l’équation aux différences suivante :

∆α
b+α−my(x) = f(x), x ∈ Nb, (3.10)

où f : Nb −→ R est une fonction réelle.

Théorème 3.3.1. Soit f : Nb −→ R. On définit la fonction z : Nb+α−m −→ R par

z(x) =
m−1∑
i=0

βi(x− b)(i+α−m) + ∆−αb f(x), x ∈ Nb+α−m (3.11)

où βi ∈ R. Alors z est une solution de l’équation (3.10).

Démonstration. En appliquant l’opérateur ∆α
b+α−msur les deux membres de (3.11) on

trouve

∆α
b+α−mz(x) = ∆α

b+α−m

[
m−1∑
i=0

βi(x− b)(i+α−m) + ∆−αb f(x)

]

=
m−1∑
i=0

βi∆
α
b+α−m(x− b)(i+α−m) + ∆α

b+α−m∆−αb f(x)

=
m−1∑
i=0

βi
1

Γ(−α)

x+α∑
s=b+α−m

(x− σ(s))(−α−1)(s− b)(i+α−m)

+
1

Γ(−α)

x+α∑
s=b+α−m

(x− σ(s))(−α−1)∆−αb f(s)

=
m−1∑
i=0

βi
1

Γ(−α)

x+α∑
s=b+α−m+i

(x− σ(s))(−α−1)(s− b)(i+α−m)

+
1

Γ(−α)

x+α∑
s=b+α

(x− σ(s))(−α−1)∆−αb f(s)

=
m−1∑
i=0

βi∆
α
b+i+α−m(x− b)(i+α−m) + ∆α

b+α∆−αb f(x).
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3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre α ∈ (m− 1,m]

En appliquant le Théorème 2.2.1 et le Théorème 2.3.1 on obtient

∆α
b+α−mz(x) = f(x).

�

Théorème 3.3.2. Toute solution de l’équation (3.10) s’écrit sous la forme (3.11).

Démonstration. Soit y : Nb+α−m −→ R une solution de l’équation (3.10). Alors

∆α
b+α−my(x) = f(x), ∀x ∈ Nb. (3.12)

En appliquant ∆−αb sur les deux membres de (3.12) on trouve

∆−αb ∆α
b+α−my(x) = ∆−αb f(x), ∀x ∈ Nb+α−m.

En utilisant le Théorème 2.4.1 on obtient

∆0
b+α−my(x)−

m−1∑
i=0

∆
i−(m−α)
b+α−m y(b)

Γ(α−m+ i+ 1)
(x− b)(α−m+i) = ∆−αb f(x),

alors

y(x) =
m−1∑
i=0

(
∆i+α−m
b+α−my(b)

Γ(i+ α−m+ 1)

)
(x− b)(i+α−m) + ∆−αb f(x).

Donc

y(x) =
m−1∑
i=0

βi(x− b)(i+α−m) + ∆−αb f(x), x ∈ Nb+α−m

avec βi =
∆i+α−m
b+α−m y(b)

Γ(i+α−m+1)
, i ∈ {0, ...m− 1}. �

Corollaire 3.3.1. La fonction z : Nb+α−m −→ R définie par (3.11) avec βi =
∆i+α−m
b+α−m y(b)

Γ(i+α−m+1)
,

i ∈ {0, ...m− 1} est la solution générale de (3.10).

Maintenant on considère l’équation (3.10) avec

∆i y(b+ α−m) = θi, i ∈ {0, 1, ...m− 1}, θi ∈ R. (3.13)
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3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre α ∈ (m− 1,m]

Théorème 3.3.3. L’équation (3.10) admet une solution unique y : Nb+α−m −→ R véri-

fiant la condition (3.13).

Démonstration. Soit y : Nb+α−m −→ R une solution de l’équation (3.10), alors d’après

le Corollaire 3.3.1 on a

y(x) =
m−1∑
i=0

βi(x− b)(i+α−m) + ∆−αb f(x), x ∈ Nb+α−m,

avec βi =
∆i+α−m
b+α−m y(b)

Γ(i+α−m+1)
, i ∈ {0, ...m− 1}.

Déterminant ∆i+α−m
b+α−my(b).

En utilisant (2.4) on trouve

∆i+α−m
b+α−my(b) =

i∑
k=0

(−1)k
(
i+ α−m

k

)
y(b+ i+ α−m− k)

=
i∑

k=0

(−1)k
(
i+ α−m

k

)
y((b+ α−m) + (i− k)).

En combinant (1.5) et (1.7) on obtient

∆i+α−m
b+α−my(b) =

i∑
k=0

(−1)k
(
i+ α−m

k

) i−k∑
p=0

(
i− k
p

)
∆py(b+ α−m)

=
i∑

k=0

i−k∑
p=0

(−1)k
(
i+ α−m

k

)(
i− k
p

)
θp

=
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k
(
i− k −m

p

)(
i− k
p

)
θp

=
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k
Γ(i+ α−m+ 1)

k!Γ(i+ α−m− k + 1)

(i− k)!

p!(i− k − p)!
θp

= Γ(i+ α−m+ 1)

×
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k

i!

Γ(i− k + 1)

Γ(i− k + 1 + α−m)

i!

p!(i− p)!
(i− p)!

k!(i− p− k)!
θp

= Γ(i+ α−m+ 1)
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k

i!
(i− k)(m−α)

(
i

p

)(
i− p
k

)
θp,
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3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre α ∈ (m− 1,m]

d’où

βi =
i∑

p=0

(
i−p∑
k=0

(−1)k

i!
(i− k)(m−α)

(
i

p

)(
i− p
k

))
θp, i ∈ {0, 1, ...m− 1}. (3.14)

�

Exemple 3.3.1. Considérons l’équation suivante

∆2,7
−0,3 y(x) = x(2), (3.15)

où

y(−0, 3) = 2, ∆y(−0, 3) = 3, ∆2y(−0, 3) = 5. (3.16)

On a l’équation (3.15) est de la forme (3.12) avec b = 0, m = 3, α = 2, 7 et f(x) = x(2).

En utilisant (3.14) on obtient

β0 = 0(0,3) θ0.

β1 = 1(0,3) θ1 − (0(0,3) − 1(0,3)) θ0.

β2 =
2(0,3)

2
0(0,3)θ2 − (1(0,3) − 2(0,3)) θ1 +

0(0,3) − 2× 1(0,3) + 2(0,3)

2
θ0.

D’après (3.13) on trouve

∆0y(−0, 3) = θ0 = 2, θ1 = 3, θ2 = 5.

Donc

β0 ' 1, 541, β1 ' 3, 962, β2 ' 3, 684.

Alors la solution de (3.15) est

y(x) =
2∑
i=0

βx(i−0,3) + ∆−2,7
0 x(2).
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Maintenant, on va déterminer ∆−2,7
0 x(2). En utilisant la définition de la somme fraction-

naire ∆−2,7
0 on obtient

∆−2,7
0 x(2) =

1

Γ(2, 7)

x−2,7∑
s=0

(x− σ(s))(1,7)s(2)

=
1

Γ(2, 7)

x−2,7∑
s=2

(x− σ(s))(1,7)s(2)

= ∆−2,7
2 x(2)

=
Γ(3)

Γ(5, 7)
x(4,7)

' 0, 0276x(4,7).

D’où

y(x) = 1, 541 x(−0,3) + 3, 962 x(0,7) + 3, 684 x(1,7) + 0, 0276 x(4,7), ∀x ∈ N−0,3.
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Conclusion

Dans ce travaill, on a commencé dans le premier chapitre, par donner les notions pré-

liminaires utilisées dans le calcul de différence, ensuite dans le deuxième chapitre on a

présenté les différentes compositions entre une somme fractionnaire et un opérateur de

différence fractionnaire.

Enfin on a donné des résultats d’existence et d’unicité de quelques équations aux diffé-

rences d’ordre fractionnaires.
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