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Notations

Dans ce mémoire on désignera par

C I’'ensemble des nombres complexes.

R I’ensemble des nombres réels.

R, l’ensemble des nombres réels positifs.

R? T'ensemble des nombres réels positifs non nuls.
N I’ensemble des nombres naturels.

N* I'ensemble des nombres naturels non nuls.
Z_ I'ensemble des nombres entiers négatifs.
Ny={bb+1...}oubeR et Ng=N.

f Ny — R est une fonction réelle.

Ci = acks Vii € Nyi <.

r e N.

m € N*.



Introduction

Le calcul aux différence est I’analogue discret du calcul différentiel. L’opérateur de diffé-
rences A défini par Af(z) = f(z+1)— f(x) a des propriétés similaires que celles de I'opé-
rateur différentiel D = d/dx. Le calcul fractionnaire est une branche de mathématiques
appliqués trés importante grace a ses plusieurs applications dans différents domaines tels
que ’économie, la biologie, la physique,.......

Dans ce mémoire on s’intéresse & donner des définitions et des propriétés essentielles qui
sont utilisées dans le calcul fractionnaire discret pour étudier des équation aux différences

fractionnaires.

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre nous commencons par introduire des notions préliminaires utili-
sées dans le calcul aux différences. Puis nous donnons la définition de la fonction gamma
dans le dommaine réel et quelques propriétés de cette fonction. Enfin nous présentons la
factorielle décroissante.

Le deuxiéme chapitre est consacré a donner les différentes compositions entre une somme
fractionnaire et un opérateur de différence fractionnaire.

Dans le troisiéme chapitre nous nous intéressons a la résolution de quelques équations aux

différences fractionnaires.



Chapitre 1

Calcul aux différences

Dans ce chapitre nous commencons par introduire des notions préliminaires utilisées dans
le calcul aux différences, puis nous donnons la définition de la fonction gamma dans le
dommaine réel et quelques propriétés de cette fonction. Enfin, nous présentons la facto-

rielle décroissante. Les notion de ce chapitre sont de [4,5,6,7].

1.1 Opérateur de différence A

Définition 1.1.1. On définit opérateur de différence A et l'opérateur de décalage E

respectivement par

Af(n)=f(n+1)—= f(n), n € N, (1.1)
Ef(n)=f(n+1), n € Np. (1.2)

Définition 1.1.2. Soit h : N, x N, — R une fonction réelle. On définit ['opérateur de

différence par rapport a la premiére variable A, par
A,h(n,s) =h(n+1,s) — h(n,s), V (n,s) € N, x N. (1.3)

Remarque 1.1.1. 1. A et E sont des opérateurs linéaires.

2. A et E commutent, c’est a dire AE = EA.



1.1. Opérateur de différence A

3. A=FE—1 oul est l’opérateur identité, c’est a dire [f(n) = f(n), Vn € N,.

4. Sic € R est une constante, alors Ac = 0.

Définition 1.1.3. En général, on définit A" et E" respectivement par

AT f(n) = A(A™ f(n), n € Ny, (1.4)

E"f(n) = f(n+r), n € N,. (1.5)

Lemme 1.1.1. Soient A et E les opérateurs définis par (1.1) et (1.2) respectivement.

Alors
A"f(n) => (-1 'CIE". (1.6)
=0
E'f(n) =Y CiA' (1.7)
=0

ou Cd=1¢etC?=0 sii#0.

Démonstration. D’aprés la Remarque 1.1.1, on a

A=FE—-TetE=A+1,

donc

AT = (E—1IV et B" = (A +I)".

Mais A commute avec F. alors

et

d’ou (1.6) et (1.7). [ |



1.1. Opérateur de différence A

Théoréme 1.1.1. Soit (f(n)),en une suite réelle telle que f(0) = fo. Alors

) =3 _Cit'fo. (1.8)

A"fo = (—=1)"'CLE" fy. (1.9)

=0

Démonstration. D’aprés (1.5) on a

f(n) = f(0+n)=E"fo.

En appliquant (1.6) et (1.7) a fo on trouve (1.8) et (1.9). [

Proposition 1.1.1. Soientt A et E les opérateurs définis par (1.1) et (1.2) respective-
k

ment, g : N, — R* une fonction réelle et P(n) = . bin*~* un polynéme de degré k (i.e
i=0

bo #0) ou by, 1 € {0,1,....k}, sont des nombres réels, alors

n—1

> AL = ()~ f0), n € N (1.10)
A (Z f(z)) = f(n), n € N,. (1.11)
A(f(n)g(n)) = Ef(n)Ag(n) + g(n)Af(n), n € N,. (1.12)

A
= , neN, (1.13)

AFP(n) = bok!. (1.14)

AFTP(n) =0, Vi > 1. (1.15)

Démonstration. En utilisant (1.1) et (1.2) on trouve

3



1.1. Opérateur de différence A

1.

A(f(n)g(n)) = f(n+1)g(n+1) — f(n)g(n)
= fn+1)(g(n+1) —g(n) +g(n)(f(n+1) = f(n))

= Ef(n)Ag(n) + g(n)Af(n).

g(n)




1.1. Opérateur de différence A

D’autre part on a

i k(k — 1)
n+ 1)k = Cin' =14kn+ ————n?+ - +kn* 1t 40k
k 91
=0 ’
n+1)P =1+ (k-1 n+(k_1)(k_2)n2+----+ k—1)nf2 4+ nk .
(n+1) "
Donc
k k
AP(n) =Y bi(n+1)"" =Y bt
=0 1=0

alors AP(n) = bokn*~1 + Py(n),
ol P est un polynéme de degré inférieur strictement a k — 1, (i.e) deg P, < k — 1.

De la méme maniére on peut montrer que

A%*P(n) = bok(k — 1)n* ™2 + Py(n) avec deg Py < k — 2,

A3P(n) = bok(k — 1)(k — 2)n* 3 4+ Py(n) avec deg Ps < k — 3,

d’ou (1.14).
Pour montrer (1.15) il suffit d’utiliser (1.4) et (1.14).

Lemme 1.1.2. Soient A opérateur défini par (1.1) et g : N, — R une fonction réelle.

Alors

—

n—1 n—

Y 9R)Af(k) = [f(n)g(n) — fB)g®)] = > E(f(k))Ag(k) (1.16)

k=b b

£
Il



1.1. Opérateur de différence A

Démonstration. En utilisant (1.12) on trouve
g(k)Af (k) = A(f(k)g(k)) — Ef(k)Ag(k),

donc

d’ou (1.16). ]

Lemme 1.1.3. (Relation de Leibniz) Soient o € R et h : Ny o X Ny — R une fonction

réelle, alors pour tout n € Ny, on a

A (Sh(n,s)) :§Anh(n,s)+h(n+1,n—l—l—a). (1.17)

s=b

Démonstration. En utilisant (1.1) on trouve

A <7§ h(n, s)) = ”io‘ h(n+1,s) — "ia h(n, s)
s=b s=b s=b
:S[h(n+1,s) —h(n,s)]+h(n+1,n+1—a)
s=b
_SAnh(n,s)—i—h(n—l—l,n#—l—a).
s=b
dout (1.17). N



1.2. La fonction gamma dans le domaine réel

1.2 La fonction gamma dans le domaine réel
Définition 1.2.1. On appelle fonction gamma d’Euler, noté I, la fonction définie par
+00
Vz €]0,400], I'(2) = / t=le~tdt. (1.18)
0

Théoréme 1.2.1. Soient I' la fonction définie par (1.18) et z € |0, 4o00[. Alors

T(1) =1, (1.19)
['(z+1) =2I'(2), (1.20)
I'n+1)=n!, Vn eN, (1.21)
T(z+n+1)=T(2) [[(z+), Vn e N. (1.22)
=0
Démonstration. 1. En utilisant (1.18) on trouve

+oo
(1) = / Ve tdt
0

- e

=1,

d’ot (1.19).

2. D’apres (1.18) on a
“+oo
Mz+1) = / t7e tdt.
0

En intégrant par parties on trouve

“+oo
I(z+41) = [-t7e"] (J)roo + z/ t*te~tdt
0

= 2I(2),



1.2. La fonction gamma dans le domaine réel

car lim (—t*e™") = 0.
t—+o00

3. Montrons par récurrence (1.21)

e Supposons que I'(n + 1) = n! et montrons que I'(n 4+ 2) = (n+ 1)L

Posons dans (1.20), z = n on trouve
I'n+2)=Mn+1)I'(n+1).

e En utilisant ’hypothése on obtient (1.21).
4. Montrons par récurrence (1.22)
e Pour n =0, c’est (1.21).

e Supposons que
I'z4+n+1)=I(2) ﬁ(z +7),
et montrons que
D(z+n+2)=T(z) [[(z + )
j=0

En utilisant (1.20) on obtient

Iz4+n+2)=z+n+1)I'(z+n+1)

=T(z4+n+ 1) (z2) H(Z +J)
=T'(2) H(z + 7).

=0

Remarque 1.2.1. e limI'(z) = 400,

>
z=0

e ['(—n) = oo, Vn € N*.



1.3. La factorielle décroissante

1.3 La factorielle décroissante

Définition 1.3.1. Soient z € R, k € N et I la fonction définie par (1.18).

On définit la factorielle décroissante par

k-1
Z(k):Z(Z—l)""(Z—k+1):H(Z_j)' (1.23)
5=0
Remarque 1.3.1. e SikeR. Alors
['(z+1)
(k) — . 1.24
T T TG—k+D (1.24)

e Siz—k+1=0 alors z2¥ = 0.

Proposition 1.3.1. Soit z, k, [ € R et A Uopérateur défini par (1.1), alors

Az = k-1, (1.25)
(z — k)z®) = g+, (1.26)
K =Tk +1), (1.27)
2D = (7 — k)P B (1.28)
Démonstration. 1. En utilisant (1.1), (1.22) et (1.24), on trouve
I'(z+1)
Az A2 72
: (r@—k+n)
- Te+2) T(z+1)
CT(z—k+2) T(z—k+1)
(z+ DI'(z+1) I'(z+1)

C(z—k+DI(z—k+1) T(z—k+1)
_ I'(z+1) {(z—l—l) _11
IF'z—k+1) |(z—k+1)

B k(2 +1)

=k +DI(z—k+1)




1.3. La factorielle décroissante

alors
ALK — I'(z+1)
[(z—k+2)
= k(D)
dott (1.25).
2. En utilisant (1.20) et (1.24), on obtient
I'(z+1)
— k2R = (5 — 7
e ) T ey
z+1
— (5= ) — ( )_
(z—k)'(z—k)
I'(z+1)
I(z—k)
_ k1)
3. D’apreés la définition 1.3.1, on a
k—1
E® =Tk - 1)
=0
= k(k —1)....2.1
= k!
=I(k+1).
4. De (1.24), on a
I'(z+1)
(k+D) — . 1.2
: T(z+1—Fk—1) (1.29)

Multiplions et divisons (1.29) par I'(z — k£ + 1), on trouve

T(z+ D)0z —k+1)

L) _ .
Fz+1—-k-0DI'(z—k+1)

En utilisant (1.24), on obtient (1.28).

10



1.3. La factorielle décroissante

|
Proposition 1.3.2. Soit n, k € N avec k < n. Alors
() ()
k= (") = = 1.30
n <k) T D) F® (1.30)
Démonstration. En utilisant (1.21) et (1.24) on trouve
ok (™) _ n!
"\k) Tk+1DD(n—k+1)
_ T(n+1) 1
CI(n—k+1)D(k+1)
o
CI(k+1)
D’ou (1.30) [

11



Chapitre 2

Somme fractionnaire et opérateur de

différence fractionnaire

Ce chapitre est consacré a donner les différentes compositions entre une somme frac-
tionnaire et un opérateur de différence fractionnaire. Les notions de ce chapitre sont de

[1,2,3,4,5,6,7].

2.1 Généralités

Définition 2.1.1. Soit a € R

On définit la somme fractionnaire d’ordre o de f par

A f(z) = ﬁ i:(x —0(s)) @ Vf(s), Vo € Npiq (2.1)

ouo(s)=s+1 et
A f(z) = f(x).

Remarque 2.1.1. 1. Si f est définie sur Ny alors Ay f est définie sur Nyiq.
z—1
2. Sia=1, alors A, *f(z) = Ay f(z) = f(s).
s=b
Lemme 2.1.1. ([5]) Soit 3 € R\{—1}, o € R% et supposons que B +a +1 € R\Z_.

12



2.1. Généralités

Alors
PB+1) (oo

A B) —
T TBratl)

Lemme 2.1.2. ([5]) Soient o € R, alors
ASfb+a—m)=A"fb+a—m+1)=---=Af(b+a—-1)=0

et

A f(b+a) = f(b).

Définition 2.1.2. Soient o € R} avec m —1 < a < m.

On définit l'opérateur de différence fractionnaire Af f : Nyyp—o — R d’ordre a par
(A F) (2) = A f(x) = A™A " f(2), Vo € Npymo (2:2)

Proposition 2.1.1. Soient a € R} avec m —1 < o < m. Alors

Apf(x) = (2.3)

A" f(x), a =m € N.

Démonstration. Soient o € R avec m —1 < a < m.

e Supposons que o = m, alors

Apfla) = AN f(a)
= AN f (x)

= A" f(z).
e Soit m — 1 < a < m, alors

AL fz) = AmA N ()

13



2.1. Généralités

m 1 s m—oa—1
il e ED SR L] >f<s>}
Am—l s m—oa—1

De (1.17) et (1.25) on obtient

|

+(x+1—-0(z+1—

z—(m—a)

2

s=b

Amfl

I'(m — «)

Apf(x) =

((m—a—1)(z—a(s)" 2 f(s))

(m—a))™ D f(z+ 1~ (m— a))] :

En utilisant (1.27) et (1.20) on trouve

IR OCR0)
s sy = ant |30 ST ) 4 o (- a»]
1 z4+1—(m—a) i
e D DI CEL D E
1 z—(m—a—1)
e D DI L D e
1 z—(m—a—2)
A e D DL D e
1 z—(m—a—m)
R e B DR
1 zt+a oy
= ) 2 o)

Remarque 2.1.2. Si c € R* est une constante, alors A% # 0 ot o € ]O, 1 [

En effet

AA~ =) = AA—(1=2) 1 (0),

0)

14



2.1. Généralités

En utilisant le Lemme 2.1.1 on trouve

_ ¢ e ©  (-ag
I'2—a) I'l—a) 70

Exemple 2.1.1. 1.

A-1/2,(0) _ I'(0+1)
L(0+1/2+1)
1) T+
CI(3/2)T(z+1-1/2)
(1) T(x+1)
CI(3/2)T(x+1/2)

(04+1/2)

2.
—-1/2_.(1 F(Q) 3/2
A-1/2,(1) r(5/2)$( /2)
r©2) D(z+1)
T(5/2) T(z — 1/2)
3.

A-L/2,m) I'(n+1) L(n41/2)
I'(n+3/2)
~ I'(n+1) ['(z+1)
CT(n+3/2)T(x—n+1/2)

15



2.1. Généralités

Théoréme 2.1.1. Soitent o € R avec m —1 < a < m. Alors

et

Apf(x)

Ay f ()

a+x—b

= > (-* (g)f(x +a—k), € Nppmq

k=0

- _ij_b(_nk <_ka)f(:v —a—Fk), 7 € Npya.

k=0

Démonstration. Soient o > 0 avec m — 1 < a < m.

Montrons (2.4).

Soit x € Ny, alors = b+ m — a +n avec n € N. Donc

Ay f(x)

T+
1

I'(—a)

s=b

Y (@ —a(s) TV f(s),

En utilisant (1.21) on trouve

Apf(x) =

=f(b+n+m)+ Z

=f(b+n+m)+ Z

Tt+o

[(x—s)

s=b
b+n+m

Z I'(—a)l'(z —s+a+1)

f(s)

s=b

n+m

Fb+m—a+n-—s)
Z F(—a)F(b—i—n—}—m—s—f—l)f(s)

s=0

n+m
n+m

n+m

k=0
a+z—b

DORCEk

k=0

I'm+m—-—a—s
ZF (n+ )

(—)L(n+m—s+1)

f(s+0b)

n+m—1
m+m—-1—s—a)...(—a)
b
— Fn+m—s+1) Js+0)
n+m—1

(=)= (a—(m+n—s)+1)

— F'n+m—s+1)

=S e
kz;(—l)k(2>f(b+ n+m — k)

Z(—l)k(z>f((b+m—a+n)+a—k)

(Z)W +a—k),

16

(2.4)

(2.5)

f(s+b)



2.1. Généralités

d’ou (2.4).

De la méme maniére on peut montrer (2.5). [

Corollaire 2.1.1. De (2.5) et () = (—1)k(a+]’j_1) on trouve

r—a—>b
—a a+k—1
A, flz) = (

0

f )f(x—oz—k;). (2.6)

k=

Lemme 2.1.3. ([5])

e Poura e R et BeR\Z_, ona

As(x = b)) = U (2 — )PV r € Nypgia (2.7)
et
A gz — b)) = (3 — )P Va2 € Nygim_a- (2.8)
Démonstration. 1. Soit f € R\Z_.

e Supposons que o = 1, donc d’aprés (1.25) on a

B B x — b)B+Y

En utilisant la définition de I'opérateur A et la Remarque 2.1.1 on obtient

r—1
_ S _|_ 1 — b (B+1) S — b (/8"'1)
AbJrlﬁ(x - b)(ﬁ) = E <( ) - ( )

s=b+p B +1 ﬂ +1
_ (z — b)(B+1) B BB+
p+1 g+1

— 5(—1)(x — b)(BH).

e Maintenant supposons que o € RY avec a # 1 et on définit les deux fonctions

g1 et go par

8

—Q

) A (p_ )& — L v — o(sN@ D (s p)®
g1(x) Ab+ﬁ( b) T(a) s:b+,8( (s)) ( b)¥,

17



2.1. Généralités

et

92(I> - 6(—04) (l’ - b>(6+a)7 Vo € Nb+ﬂ+a-

Nous allons montrer que g; et go sont des solutions du probléme suivant

(17 —b— (6 + Oé) + 1)Ag<l‘) = (6 + a)g(q;% x € Nb—i—ﬁ—i—a (29)
gb+pB+a)=T(L+1). (2.10)
On a
b+
g(b+pf+a)= o) N b+ B+a—a(s) V(s — )P
s=b+8

— (a — 1= gB)
F(Oz)(a 1) 5ﬁ-

En utilisant (1.27) on obtient

gb+p+a)=T(5+1).

On a aussi

QZ(b + 5 + Oé) — ﬁ(*a)(ﬁ + O[)(ﬁJra).

En utilisant (1.24) et (1.27) on trouve

g+ 4+ a)=T(5+1),

alors g; et go vérifient (2.10).

Montrons Maintenant que g; et go vérifiant 'equation aux différences (2.9).
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2.1. Généralités

Soient = € Nyip,, en utilisant (1.17) on obtient

Agy (z L) “i (x —o( V(s —0)®
:_L_%aa_ v — (D@D (s — O
o) S:zb;ﬂ( Dz —o(s)) (s = b)
(r+1- (xr—(koj —a))V (t+1—a—b®,

De (1.24) on trouve

r—«

Ag@) =S S = a(s) @I — )P + w+1—a—p@.  (211)
I()
s=b+p

(o) = s 2 (o= (s) ~ (@ = D)o~ 0(6) D s = 1)
s=b+p
— ﬁ i (z—b—(B+a)+1)—=(s=b—p)|(z—a(s) (s —b)P
s=brf
_s=b r(fj VLS (4~ g(s))e2(s - b)®
s=b+p3
LN (N2 (s D
ey & =)=
= h(x) — k(z),
hz) = 2= b _1“(?0;)r o i (z —o(s)) (s — b)® (2.12)
s—b1 8
et -
k(z) = ﬁ S (2= o(s)) @D (s — b)ED. (2.13)
A
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2.1. Généralités

De (2.11) on obtient
(@ =1)
[(a)

x Y (z=0(s) (s =)@+ (z+1—a—b)"
s=b+p

(x—=b—(F+a)+1)Ag(x)=(z—-b—(B+a)+1)

En utilisant (1.26) et (2.12) on trouve
(x—b—(B+a)+ DAg(z) = (o — Dh(x)+ (z +1—a - (2.14)

De (2.13) et (1.25) on obtient

(z—a+1)-1 r— s (a—1)
k(z) = ﬁ [ Z (s —b)FFVA (_%) ] .

s=b+p8

En appliquant le Lemme 1.1.2, (1.25) et (1.26) on trouve

=g (o0 (52 [
S (o)
I S e as)es - b)(ml
e
- f“;:)z)l ;zjﬁ(w —0(8)* s =P —(z—at1- b)“*”] .
Donc
(B+Dagi(z) — (a — Dk(z) = (z +1 — a — b)BHY, (2.15)
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2.1. Généralités

De (2.14) et (2.15) on obtient

(z=b—(B+a)+1)Ag(r) = (a—1)h(x) + (B + Dagi(z) — (o = 1)k(z)
= (a—1)gi(x) + (B+ agi(z)

= (B+ a)gi(z).

D’ou ¢ satisfait le probléme (2.9)-(2.10).
Maintenant montrons que g satisfait aussi I’équation aux différences (2.9). En

appliquant (1.25) on obtient

BB+ a)(w — b))

(x—=b—(B+a)+ DHAgx)=(x—-b—(b+a)+1)

=(B+a) | (z—b—(B+a—1))(z—b)Fte

= (B+ )8 (@ = b))

= (B+ a)ga().

Alors g; et g9 vérifient la méme équation avec une condition initiale, donc
g1 = g2 €n Nb+,8+a~
2. Montrons (2.8).
Pour tout z € Nyig1m—q, 01 a

Bslo =) = AT A (@ — )@

am LB+1)
=Aa {F(ﬁ+1+m—a)

(x _ b)(6+m—a)} 7

en appliquant (2.7) on trouve

Lpg+1)

(ﬁ—{—1_|_m_a/) ((6+m—a)...(5_}_1_&))(I_b)(6_a)‘

Afp(r =) =
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2.2. Composition de deux sommes fractionnaires

En utilisant (1.25) on obtient

r's+1) FG+m—a+1)

fralz =) = TGtlim—a) TGti-a) b))
= B(Q)(x — b)(ﬂf
|
2.2 Composition de deux sommes fractionnaires
Théoréme 2.2.1. Soient o, 3 € RY, alors
Ay f (@) = A () = AL A f(2), V2 € Novass. (2.16)

Démonstration. Soit o, f € RY.

En utilisant la définition de la somme fractionnaire on trouve

AVRTAVE f( )= Ayls [A f(z )] , € Nyjayp

r—o

1 a—1 -
= ey o o (4,75
LS oty (o S ot s
M) 22, I &
= ! Ty z—o(s)) @ V(s A-1)
P 2o, 2~ ) s = o))

Soit y =s—o(r),alorssis=x—a, y=x—a—o(r) et x —o(s) =x —y—r —2. Donc
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2.3. Composition d'un opérateur de différence fractionnaire avec une somme

fractionnaire

1 z—(B+a) i z—a—o(r)
N0 fla) = NOREG) >, (¢ =y —r—=2) Dy @D f(r)
g PR
1 z—(B+a) [z—a—r—1 (1) (5-1)
= —_— —_— a- -1
) 2 |2 (o —o(r) = a(y)] "y V| f(r)
1 z—(a+p) 1 z—o(r)—a
T T(8) (o) v —a(r) = o)y V| f(r)
r=b y=p—1
1 z—(a+p)
T (A5 (P o (1))
r=b

1 z—(a+p) T(8)

Ab_f,BAb_ﬁf(I) = m m(x o 1)(’8_1+a)f(7“)
r=b
| elerd)
= TB+a) Z (2 — o (r) A=V £ ()
r=b
= A;(aJrﬁ)f(w)_

Comme « et [ sont arbitraires, donc

A f () = A7 f(a) = ALLA f(2), Vi € Npparg.

2.3 Composition d’un opérateur de différence fraction-

naire avec une somme fractionnaire

Lemme 2.3.1. Soient pour tout k € N, n € N* et >0 avecn —1 < 5 <n. Alors

AN f(x) = AP f(x), @ € Nyyg. (2.17)

AFAS f(x) = AP F(2), 2 € Npyns. (2.18)

Démonstration. Soient k € N, n € N*et >0, avecn —1< g < n.
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2.3. Composition d'un opérateur de différence fractionnaire avec une somme
fractionnaire

cas 1 : Supposons que 3 = n, alors pour tout x € Ny.; on a

AN f(z) = A

Zf(s)] |

s=b

En utilisant (1.11) on trouve

AN f(2) = f(a).
Maintenant soit k € N, donc

AN f(a) = A [AAh L (847 f ()]
— Ak—lAb—(k—l)f<x>

Donc pour tout x € Ny,

(

ARAS f(z) = AR [APA " f(2)] = AP f(2), sik > n,

NRA () = AN |8 ()] = A (), sik <.
\

Pour (2.18). 1l est clair que les opérateurs de différence d’ordre entier commutent.

cas 2 : Supposons que n — 1 < < n. Tout d’abord montrons que
AAY f(x) = AP f(x), Vo € Nyyn_s.
En utilisant (2.3) on trouve

AN f(z) = A | =——
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2.3. Composition d'un opérateur de différence fractionnaire avec une somme
fractionnaire

En appliquant (1.17) et(1.26) on obtient

AN f(z) =

s=b

Donc pour tout k € N,

ARA] (@) = AT AN f(2)]
_ Ak—lAll)-th(x)

D’out (2.18).

De la méme maniére on peut montrer (2.17). |

Théoréme 2.3.1. Soient o, >0 avec m —1 < a < m. Alors
AN f(2) = A f(n), Yo € Npggrmea. (2.19)
Démonstration. soient o, 8 >0 avecm —1 <a <met z € Nyygim_q,

A AP () = AmAL AP f ()

= A"A; ) f (),
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2.4. Composition d'une somme fractionnaire avec un opérateur de différence
fractionnaire

D’aprés le Théoréme 2.2.1 on obtient
A s f(x) = AT f ()
b+p=p ST b L)
En utilisant le Lemme 2.3.1 on trouve

AR s fla) = AT f(a).

2.4 Composition d’une somme fractionnaire avec un

opérateur de différence fractionnaire

Théoréme 2.4.1. Soient k € Neta, >0 avecn —1<  <n. Alors

AJOAFf(z) = AFo f (2 —0) @) Ve € Ny, (2.20)

k—1
(x
;Fa—k—l—j—l—l)

et

1
Y Y n A] (nﬁfb+n—ﬁ N
Ab-i—n—,BAff(x) = Af f(x)_z bF(Oé — n(+] i 1) )(m—b—n—l—ﬂ)( +J), Vx € Nb—&—n—ﬁ—&-a‘
j=0

(2.21)

Démonstration. 1. Montrons (2.20)

i) Soient k € N*, a > 0 avec o ¢ {1,2,3,....... k — 1}.

En utilisant la Définition 2.1.1 on trouve

AJOARf(

‘ ’1 ‘
— —

Z_: z —o(s))@ [AFf(s)]
5

(z —o(s)) VA (A*1f(s)).

—

(@)
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2.4. Composition d'une somme fractionnaire avec un opérateur de différence
fractionnaire

En appliquant (1.16) on obtient

s=x—a+1

A AN (@) = Foos | (= ) VA ()

s=b

-5 ==t )|

s=b

= A"z —a+1) - —<:U — b AR E(b)

[(a)
1 — a—2) A k-1
Ty & (o) a0
_ 1 7 — o(sNED AR £(6)) — AF1F (D) 7 — p)le=1
“ Ty X (et A e) - Sl
- e [a ) - S gy
= aleat () - S e -y
— Ai_aAk_2f(x) - —A I_T(O];)(b) (x — b)(o‘_l) _ _?((; ;f(lb)) (x — b)(a—Q)
Akfif(b)

D’ou (2.20).

ii) Supposons que k € N, a > 0 avec o € {1,2,3, ...... Jk—1}, alors k —a € N.
Donc pour z € Ny, , on a
AN f(z) = AFOA YA AR f (1),

b+a

En utilisant le Théoréme 2.3.1 on obtient

ANt f(x) = A [ATFAR ()]
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2.4. Composition d'une somme fractionnaire avec un opérateur de différence
fractionnaire

En appliquant le Théoréme 2.2.1 on trouve

_a ke — AIf(b) ;
Ay AR f(z) = AF f(af)—jzo F(j+1)(x_b)()
e — Af) [ e ;
= AP f () — 2T+ ) [AF=(z — )]

ke «— Af) TG+ i kto
= A () - Z F(j+1)1“(j+1—k+a)<x_b)( e

- N f(b)
—~T(j+1-k+a)

= A () — (x = b)),

<.

D'oit (2.20).
2. Montrons maintenant (2.21).
Soit a, > 0 avec n — 1 < B < n. Supposons que g(z) = Ab_("_ﬂ)f(x) et

a=b+n— 3, alors pour x € Nyy,,_g:, On a
AE s f () = AR, A" (g(x)).

En appliquant (2.20) on obtient

Abfn 5Aﬂf( ) b+n 59( )

_AZ-H? BA " f(:r;)—

En appliquons le Théoréme 2.3.1 on trouve (2.21).

Remarque 2.4.1. e Sik=1, alors (2.20) devient

AOAf(x) = AL f(x) — Ff () (z — )Y Vo € Nyiq.
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2.5. Composition de deux opérateurs fractionnaires

o Le Théoréme 2.3.1 permet d’écrire (2.21) sous la forme

n—1 Aj—(n—/a’) b .
Ab_fn—ﬁAff(x) - Af—&-aAI?_af(x) - Z bF(Oé - {1(+_; :L‘ 1)/6)

(x—b—n+p)e),

5=0
Vo € Nb+n—ﬁ+a-
Plus généralement pour tout n — 1 < 8 < n, nous avons pour j € {0,......,n — 1}
) 1 atj—(n—p)
ATV b+ n—f) = ———— x —0(8) "D £(8) | ampin
DR =ty L o) (5)lecpins
1 b+j
= b+n—LF—o(s) P Df(s
T (5) (5
1 J

= T g B o) Tk +b)

Sl (e V)

J
k=0
2.5 Composition de deux opérateurs fractionnaires

Théoréme 2.5.1. Soient o, >0 avecn—1 < g <netm-—1<a < m. Alors s
T € Nytn_gim—a On a

AT+ - )

—h = (—a—n+j)
M(—a—n+j+1) (z—=b—n+p)"*" (222)

Af gD f(x) = AT f () —

=0

Démonstration. Posons que o, f >0 avecn—1<f<netm—-—1<a<m.

e Supposons que o = m, alors d’aprés le Lemme 2.3.1 on a (2.22).
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2.5. Composition de deux opérateurs fractionnaires

e Sim—1< a <m,alors pour € Nyyp,_gim_q On a

A gD f (@) = A [ A DA f ()]

— A™ A;m+a+ﬁf(x)

I (D)
'm—a—n+j+1)

([E —b—n+ ﬂ)(m—a—n+j) ,
=0

.

En utilisant (2.21) on trouve
Afin-plyf (@) = AT f(x)

— AT (b4 — )
_Z m—a—n+j+1)

A™ [(I —b—n+ ﬁ)(m—a—n-i-j)]

AT b0 - )
[(—a—n+j+1)

= A f () - (x =b—n+p)em),

J=0

don (2.22).

De la méme maniére que la démonstration de (2.22) on peut trouver

Ao f(2) =

Corollaire 2.5.1. Soient a, >0 avecn —1<f<netm—1<a<m. Alors

A?—l—n ,BAﬁf( ) b+m aAaf< )

Az ”+5f<b+n—/3>
I'N—a—n+j+1)

(JZ —b—n+ ﬁ)(iainJrj)a Vo € NbJrnfBerfom
7=0
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2.5. Composition de deux opérateurs fractionnaires

et

m—1 Aj—era b .
N o5 10) = A () - 3 S
j=

(t—b—m+ a)(_a_"+j), Vo € Nyjom—a)-
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Chapitre 3

Résolution de quelques équations aux

différences fractionnaires

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la résolution de quelques équations aux diffé-

rences fractionnaires. Les notions de ce chapitre sont de [1,5,8].

3.1 Résolution d’une équation aux différences fraction-

naire d’ordre « € (0, 1]
On considére I’équation aux différences suivante :
Ag_1y(@) = f(z), v €N, (3.1)

ou a € (0,1] et f: N — R est une fonction reéelle.

Théoréme 3.1.1. Soit f: N — R. On définit la fonction y : N,y — R par
y(z) = cx' @D + Ay f(x), (3.2)

ol ¢ est une constante réelle.
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3.1. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre o € (0, 1]

Alors y est une solution de l’équation (3.1).

Démonstration. En appliquant 'opérateur A%_;sur les deux membres de (3.2) on trouve

Ag—ly(ff) = A7,

™ Aa“f(x)]

=AYy AL A f(a).

En utilisant (2.8) et (2.19) on trouve

|
Théoréme 3.1.2. Toute solution de I’équation (3.1) s’écrit sous la forme (3.2).
Démonstration. Soit y : N,_; — R une solution de ’équation (3.1). Alors
A yy(x) = (). Vo €. (33)

En appliquant Ay sur les deux membres de (3.3) on trouve

DA 1y(x) = Ao f(x), Vo € Naoy.

En utilisant le Théoréme 2.4.1 on obtient

AL () — ==

alors
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3.1. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre o € (0, 1]

Donc
y(a) = ez @V + A f(2),
AT1 y(0)
avec ¢ = W [ |
a—1

Corollaire 3.1.1. La fonction y : N, — R définie par (3.2) avec ¢ = A“F‘(laz)/(ﬂ)
est la solution générale de (3.1).
Maintenant on considére ['équation (3.1) avec

yla—1)=¢ (3.4)

ot c; € R.

Théoréme 3.1.3. L’équation (3.1) admet une solution unique y : No—y —> R vérifiant

la condition (3.4).

Démonstration. Soit y : N,_; — R une solution de I’équation (3.1), alors d’apreés le
Corollaire 3.1.1 on a

y(ax) = cxl®V + A f(x)

avec ¢ =

En utilisant (2.4) on trouve

i (0+a_1> O0+0+a—1—k)
<a

N 1)1/(& —1)

= (a = 1y(a —1).
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3.2. Existence et unicité de la solution d’une équation aux différences fractionnaire
d’ordre a € (0, 1]

3.2 Existence et unicité de la solution d’une équation

aux différences fractionnaire d’ordre «a € (0, 1]
Cosidére 1’équation aux diffirence suivante :
Apy(r) = flz+a-Lylw+a-1)), z €N, (3:5)

Aty (@)]e=o0 = bo, by € R, (3.6)

ou a € (0,1], f: Ny—y x R — R est une fonction réelle. En appliquant I'opérateur A,

sur les deux membres de (3.5) et en utilisant (2.20) pour k=1 on trouve

ANy (z) = A;OAN, Ty ()
aj(afl)

(o) y(

= AA;“A;(I_Q)y(I) - a—1)

=Aflr+a—-1ylx+a-—1)).

Donc on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1. Le probléeme (3.5)-(3.6) admet l'unique solution suivante :

o) 2o
y(x) = o) bo + F(la) ;(a: —o(s) @ Vf(s+a—1yls+a—1)), Vo e Noy. (3.7

Exemple 3.2.1. On considére le probleme suivant :
Ayy(z) = y(r+a—1), zeN (3.8)

Ay () ]a=o = bo, bo € R. (3.9)
D’apres le Théoréme 3.2.1 on trouve que la solution de (3.8)-(3.9) est

$(a_1) r—o
y(zr) = (o) by + F()\a) ;(:p — a(s))(a—l)y(s +a—1).




3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre o € (m — 1, m]

3.3 Résolution d’une équation aux différences fraction-

naire d’ordre a € (m — 1, m]
On considére I’équation aux différences suivante :
Ag;afmy('r) = f($)7 S Nbu (310)

ou f: N, — R est une fonction réelle.

Théoréme 3.3.1. Soit f: N, — R. On définit la fonction z : Ny o —> R par
m—1
2(z) =) Bile =) T + A f(x), 7 € Npran (3.11)

=0

ou f; € R. Alors z est une solution de l’équation (3.10).

Démonstration. En appliquant 'opérateur Af, . sur les deux membres de (3.11) on

trouve

m—1

Al?«#afmz(x) = Al?Jrafm Z 5l(m - b)(l#aim) _'_ Al;af(x)

= Z ﬂiA?—&-a—m('x - b)(iJraiﬂﬁL) + Al?+a—mAl)_af($)
=0

m—1 Ttao
1 —a— i+a—m
=Y A X (ool ey
1=0 s=b+a—m
1 4o
. (—a—1) A —«
+ F(—Oé) S:b_"_za_m(x U(S)) Ab f(S)
m—1 1 e )
=Y A X el -yt
=0 s=b+a—m+i
1 T+
. (—a—1) A —«
+ F(—Oé) S:Zb;a(x U(S>> Ab f(S)
m—1
= BilAYsira—m(z — ) (o-m) | AYL A f ().
=0
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3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre o € (m — 1, m]

En appliquant le Théoréme 2.2.1 et le Théoréme 2.3.1 on obtient

Ag;afmz(x) = f(l‘)

|
Théoréme 3.3.2. Toute solution de l’équation (3.10) s’écrit sous la forme (3.11).
Démonstration. Soit y : Ny, — R une solution de ’équation (3.10). Alors
Afia-my(@) = f(z), Vo €N, (3.12)
En appliquant A, sur les deux membres de (3.12) on trouve
A aAbJra my( ) = Agaf<x>7 vx € Nb+a7m~
En utilisant le Théoréme 2.4.1 on obtient
m—1 z (m—a)
y(b) i) A
AO b+a—m - (a—m+1) — AT@
b+a— my ;Fa—m—i—z—i—l)(I ) b f(l’)7
alors
m—1 +a m
+a my(b) (i+a—m) —a
= —b A .
;<F2+a—m+1)>(x ) 8,1 ()
Donc
m—1
y(x) =Y Bilw = b)) L A f(x), © € Nppaom
=0
i+a—m
avec [3; = ?(Z;jr‘”a—”;ﬂ?), i€ {0,..m—1}. [ |
Abta—m y(b)
Corollaire 3.3.1. La fonction z : Nyy oy —> R définie par (3.11) avec 5; = ;a—mﬂ)
i €{0,...m — 1} est la solution générale de (3.10).
Maintenant on considere [’équation (3.10) avec
Alylb+a—m)=06;, i€{0,1,..m—1}, 0; €R. (3.13)
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3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre o € (m — 1, m]

Théoréme 3.3.3. L’équation (3.10) admet une solution unique y : Ny o —> R véri-

fiant la condition (3.13).

Démonstration. Soit y : Ny, — R une solution de I’équation (3.10), alors d’aprés

le Corollaire 3.3.1 on a

m—1
y(x) =Y Bi(x — b)) + A f(x), 2 € Nppam,
=0
_ ASTRYO) g 1
avec Bl_ Tlita—mi1)’ 1 G{ y e I — }

Déterminant ApTe""y(b).

En utilisant (2.4) on trouve

At = Yo

k=0

_ k:O(_l)k (Z + O;f_ m)y((b +a—m)+ (i —k)).

)Mﬁw+a—m—m

=]

En combinant (1.5) et (1.7) on obtient

sz = () S (1 A

k=0 p=0 p
i i—k .
S
k=0 p=0 p
i i—p .
_ Z(_Dk(Z k m) <z k) 0,
p=0 k=0 p p
< H}ﬁf T(i+a—m+1) (i-k)!
_p=0k:0 KT(i+a—m—k+1)plii—k—p!?"

i i—p (—1)F T(i—k+1) 7! (i —p)!

X : : . .
=0 k=0 7! F<Z_k+1+O‘_m)p!(l_p)”€!(l—p—k)! P
i Zip . .
) (_1>k . (m—a) ? 1—D
:F(2~|—a—m~|—1)zz—ﬂ (i — k) ) B 0,,

p=0 k=0
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3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre o € (m — 1, m]

d’out

Bi = Z ( 3 (_;)k(z' — k)=o) (;) (Z ;p)>9p, i€{0,1,..m—1}.

Exemple 3.3.1. Considérons I’équation suivante
AQ—’S,B y(.’L’) = x(2)7

ol

(3.14)

(3.15)

(3.16)

On a léquation (3.15) est de la forme (3.12) avecb=0, m =3, a = 2,7 et f(z) = 22,

En utilisant (3.14) on obtient

Bo = 0% .

61 = 1(0’3) 91 — (0(0’3) — 1(0’3)) 00.

(0,3) 0s o )
Ba = & 0039, — (103 — 203y g, 4 0003 — 2 % 1008 4 2
’ 2

D’apres (3.13) on trouve

A%%(—0,3) =0y =2, 6, =3, 0, =5.

Donc

By~ 1,541, B ~ 3,962, By ~ 3,684.

Alors la solution de (3.15) est
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3.3. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire d’ordre o € (m — 1, m]

Maintenant, on va déterminer Ay>"z® . En utilisant la définition de la somme fraction-

. —2.7 .
naire Ay =" on obtient

z—2,7
1 )

-2,7_(2) _ _ (1,7) 4(2)
Ay o'z = T2 SEO (x —o(s))"s
r—2,7

(z — U(s))(li)s(?)

D’ou

y(z) = 1,541 2079 43,962 207 + 3,684 17 10,0276 247, Vo € N_g3.
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Conclusion

Dans ce travaill, on a commencé dans le premier chapitre, par donner les notions pré-
liminaires utilisées dans le calcul de différence, ensuite dans le deuxiéme chapitre on a
présenté les différentes compositions entre une somme fractionnaire et un opérateur de
différence fractionnaire.

Enfin on a donné des résultats d’existence et d’unicité de quelques équations aux diffé-

rences d’ordre fractionnaires.
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