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Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’établir le résultats d’existence et d’unicité pour une classe
d’inclusions non linéaires gouvernées par le cone normal & un ensemble convexe dans un espace
de Hilbert. Ces résultats ont été obtenue en utilisant des ingrédients de ’analyse convexe, la
théorie des opérateur monotones et les opérateur avec retard et un résultat du point fixe. Cette
étude a permit de démontrer I'existence et I'unicité de la solution pour une nouvelle variante du
processus de rafle du premier ordre. Finalement, ce résultat abstrait a été utilisé pour étudier

une loi de comportement viscoélastique.

Abstract

The main purpose of this work is to establish an existence and uniqueness result for a new
class of nonlinear inclusions in Hilbert space. The proof is based on arguments of monotonicity,
convexity and fixed point. We use this result to establish the unique solvability of an associated
class of Moreau’s sweeping processes. Next, we give an application in solid mechanics which
consists in studying a time-dependent constitutive law with unilateral constraints and memory

term.
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Introduction

Les inclusions non-linéaires, données généralement par des opérateurs multivoques —u(t) €
A(u(t)), jouent un roéle considérable dans la résolution de certaines problémes aux limites.
Elles sont également utilisées pour modéliser plusieurs phénoménes en mécanique, physique,
économie... etc. Ces inclusions représentent un outil trés important pour étudier une classe
assez vaste d’inégalités variationelles et hemi-variationnelles, dans cet égard, plusieurs travaux
ont été réalisés dans les livres 3], [11} 13 12), 15, [16]. Dans la littérature, la majorité des résultats
d’existence, et parfois d’unicité, ont été obtenus en utilisant les propriétés de surjectivité de la

classe des opérateurs pseudo-monotones.

La notion de processus de rafle, sweeping process en anglais, a été introduite en 1971 dans
un célébre exposé de J.J. Moreau [I0]. Ce type de problémes consiste a étudier 'existence d’une

trajectoire u : [0,7] — H telle que u(t) € C(t) et

—u(t) € New(u(t)), presque pour tout ¢ € [0, 7] )
u(0) = uo,

ot H est un espace de Hilbert, C': [0,7] = H est une multi-application & valeurs convexes
fermées, N (-) représente le cone normal & C(t) au point u(t) au sens d’analyse convexe et

u(t) est la dérivée de u au point t.

Un tel probléme a été utilisé pour étudier une large classe de modéles mathématiques no-

tamment en mécanique et en ingénierie, citons par exemple, les modéles de contact unilatéral

i
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en élasticité, les problémes d’optimisation, la dynamique des corps rigides avec frottement, le
contrdle optimal, modélisation de mouvement de foule, ...etc, pour plus d’information, le lecteur

se réfere a |7, [§].

L’objectif de ce mémoire est de détailler ’article de Florent Nacry et Mircea Sofonea intitulé
" A class of Non linear inclusions and sweeping processes in solid Mechanics ". Dans un espace
de Hilbert, les auteurs de ce dernier article ont étudié une inclusion non-linéaire gouvernée par

le cone normal & un ensemble convexe de la forme
—u(t) € Ngw (Au(t) + Su(t)), pour tout t € I, (2)

ou A : H — H un opérateur fortement monotone et Lipschitzien, S : C(I;H) — C(I; H)
est un opérateur presque avec mémoire (almost history-dependent AHD) et 'ensemble des
contraintes K (t) est convexe fermé et vérifie certaine condition de convergence. Les résultats
obtenus lors de I’étude du probléeme ont été utilisés pour démontrer 'existence et 'unicité
de la solution pour une nouvelle variante du processus de rafle de premier ordre donnée par

I'inclusion suivante :

—U(t) € Nk (Au(t) + Bu(t) + Su(t)), pour tout t € I.
u(0) = o,

ou B : H — H est un opérateur Lipschitzien.

On peut décrire le matériel présenté dans ce travail en trois chapitres, on commence par un
chapitre introductif qui rappelle et présente les résultats fondamentaux et les concepts de base
que 'on va utiliser dans les autres chapitres, notamment les notions de I'analyse convexe. Le
deuxiéme chapitre commence par un petit rappel sur la théorie des opérateurs monotones, en-
suite, on introduit la classe des opérateurs avec mémoire (avec retard) et presque avec mémoire
en citant quelques exemples illustratifs. Puis, on passe a la démonstration du théoréme principal
de ce chapitre qui consiste a prouver le résultat d’existence et d’unicité du probléme 2] Ce
résultat vient aprés une série de lemmes auxiliaires qui sont également démontrés. On donne

également quelques exemples sur les ensembles (K (t)); qui vérifient la condition de convergence



Introduction iv

(K). Finalement dans le troisiéme chapitre, on utilise ce résultat abstrait pour étudier une loi

de comportement viscoélastique.



Chapitre

Préliminaires

Ce chapitre introductif a pour but de rappeler les résultats fondamentaux et les concepts de
base que 'on va utiliser dans les autres chapitres. Selon les problémes auxquels nous sommes
confrontés au cours de ce travail, on est amené a utiliser quelques résultats et outils auxiliaires
que l'on accepte (souvent) sans démonstration. Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire,
X désigne un espace vectoriel sur R et X* représente son dual topologique formé de toutes les

formes linéaires z* : X — R.

1.1 Notations générales

® D.p : presque partout.

e ie. : cest-a-dire.

e s.e.v : sous espace vectoriel.

e resp. : respectivement.

e min,max,inf,sup minimum,maximum,infimum et supremum respectivement.
e H : représente un espace de Hilbert.

e X™ : dual topologique d'un espace topologique X.

(-, ) 5 © produit scalaire sur H.

By la boule unité fermée de X .
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e (° : cone polaire de ’ensemble C.

e N¢ (x) : cone normal & un ensemble convexe C' au point .

e Proj¢ () l'application de projection sur C' .

e Int (A), A : intérieur et 'adhérence d’un ensemble A respectivement .

e d(-,C) oudg(+) : la fonction distance .

e [': X =Y : désigne une application a valeurs ensemblistes (multi-application) de X
dans Y.

e co(Q) : enveloppe convexe d'un ensemble ().

e [ : Uopérateur d’identité.

C([0,T; X):={f:]0,T] = X : f est continue }.

e f* :la conjuguée de Fenchel d'une fonction f.
e ¢ (-) : la fonction indicatrice d'un ensemble C.

e Jf(x) : sous-différentiel d’une fonction convexe f au point z.

1.2 Définitions et premiére propriétés

Définition 1.1. On appelle produit scalaire sur X, toute forme bilinéaire {-,-) : X x X - R

possédant les propriétés supplémentaires suivantes
(x,y) > 0 (positivité)
(r,2) =0=2=0
(x,y) = (y,x) (symétrie).

A titre d’exzemple, sur Uespace L*(Q) de fonctions de carrée intégrable, on définit le produit

scalaire

(fs9)r2 @) :/Qf(x)g(x)dx,

I fllz2) = (/Q|f(x)|2dm);.

dont la norme associée est
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Le produit scalaire permet de mesurer I’angle formé par deux vecteurs x et y via I’équivalence

suivante

{7, ) & 0 = arccos . ) )
[z l[yll [l [lyll

cosf =
Cette derniére expression est bien définie grace a 'inégalité de Cauchy-Schwartz qui donne

[(z, )|
Iz |yl

(=, )| < [lzllllyll = [cos(8)] = <1

cela conduit & dire que

v et y forment un angle aigu si (z,y) > 0,(0 <0 < )
r et y forment un angle obtus si (z,y) <0, (0 > %)

x et y forment un angle droit si (z,y) =0, (0 = ).

L’application [|- || : z € X + ||z|| = \/(z, x) est une norme sur X appelée la norme hilbertienne
ou la norme associée (induite) au produit scalaire (-,-). L’espace X muni du produit scalaire
(-,-) s’appelle un espace pré-hilbertien. Si de plus, X est complet pour la norme induite, dans

ce cas, (X, (-,-)) est dit un espace de Hilbert que 'on note généralement H.

Définition 1.2. Etant donné un point ©o € R et un réel r > 0, les sous ensembles de X notés
Blzg,r] :={x € X : ||x — x| < r}
B(zo,r) :={r € X : ||z — x| <7}
Slxo,r] ={z e X : ||z — x| =7}

sont appelés, respectivement

boule fermée de centre xq et de rayon r
boule ouverte de centre xq et de rayon r

sphere de centre xq et de rayon r.

En particulier, si v = 1 et 29 = 0 alors B (resp. B) représente la boule unité fermée (resp.

ouverte).
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1.3 Quelque rappels d’analyse convexe

Définition 1.3.

1. On appelle segment joignant ou reliant deux points x,y € X [’ensemble
(@] = DAz + (1= Ay, A € [0,1]}.

2. Un sous ensemble C' C X est dit convezxe si pour tous x,y € C' le segment reliant x a y
reste dans C, i.e.,

Az + (1 =Ny C C pour tout X € [0,1].

3. Une fonction f : X — RU {400} est dite conveze si, pour tous x,y € dom f et pour

tout A € [0,1] linégalité suivante, dite "l’inégalité de convexité "est vérifiée
YA€ [0,1]: fOz 4+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =N fy),
ot dom f est le domaine de f défini par
dom f ={z € X, f(x) < +00}.

La fonction f est dite strictement convexe si linégalité de convexité est stricte. La défi-
nition de la convezité signifie que le segment reliant les deux points (z, f(x)) et (y, f(y))
se trouve toujours au dessus de la courbe de f.

4. On appelle épigraphe de f : X — R le sous-ensemble de X x R noté et défini comme
suit

epi (f) = {(z,1) € X xR f(x) < r}.

5. Soit Q un sous ensemble de X. L’enveloppe convexe (convex hull) de Q, que l’on note

co (), est le plus petit ensemble convexe contenant €, i.e.,
co (2) = ﬂ{C : C' conveze et Q C C'}.

Dans ce cas, le plus petit ensemble conveze fermé contenant €2, noté co(€2), s’appelle

l’enveloppe convexe fermé de §2.
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Exemple 1.4.
1. Les boules B[xg,r| et B(xo,r) sont des ensembles convexe pour tous xo € X et r € R,.
2. Tout sous espace vectoriel de X est convexe.

3. Les fonctions x + x* et x — |z| sont converes.

Définition 1.5. Soit C' un ensemble non vide de X.

(a) La fonction distance associée a C, notée d(-,C) ou dc(-), est définie par
Xszm—dxC):= ;ggd(x,y) = ;IE% |z —yl.
Les deux propriétés suivantes ont lieu
r€C&dx,C)=0.
La fonction distance est Lipschitzienne de rapport 1, i.e.,
|d(z,C) —d(y,C)| < ||z — y|| pour tous z,y € X. (1.1)
(b) Un élément y € C' est une projection (ou un projeté) de x € X sur C si
d(z, C) = [l —y||-
Cet élément y se note Proj (z,C) ou Po(x), autrement dit
Pc(x) = argmin (C Sz |z — ZH) ={vel:|z—v|= Izlélél |z — =]}

Le Théoréme suivant donne les conditions d’existence et d’unicité de la projection dans un

espace de Hilbert. On rappelle que ce théoréme n’est plus valable dans un espace normé général.

Théoréme 1.6 (Théoréme de la projection sur un convexe fermé).
Soit C' un ensemble convexe fermé de H, alors pour tout x € H, il existe une et une seule

projection de x sur C, i.e.,
Ve e H,3ly = Proj (z,C) € C : d(z,C) = ||z —y||.
De plus, la projection sur C se caractérise par ’équivalence suivante

y="Proj(z,C)eyeCetVzelC (z—y,xz—y) <O. (1.2)
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I1 est & noter que si 'ensemble C' est convexe alors, I'application de projection Proj(-,C)

est lipschitzienne de rapport 1, i.e.,
|Proj (, C) — Proj (y, O)|| < |l — yll, ¥, y € A. (1.3)

En se basant sur la caractérisation de la projection sur un convexe fermé donnée dans (|1.2)), on

va étendre ce résultat au cas des sous espaces vectoriels.

Théoréme 1.7. Soient F' un sous espace vectoriel fermé non vide de H et x € H, le point de

projection de x sur F' se caractérise via [’équivalence suivante
y=Pr(x)syeFet(zr—yz)=0,VzeF. (1.4)

Autrement dit, y est la projection de x sur F si et seulement si le vecteur x — y est orthogonal

aF:(x—y)LF.

La proposition suivante collecte les propriétés fondamentales de la projection sur un sous

espace vectoriel.

Proposition 1.8. Soit F' un sous espace vectoriel fermé de H.

(a) Chaque élément x € H se décompose sous la forme
r=Pp(x)+Ppi(x) c-a-d, Id=Pp+ Ppu,

de plus cette décomposition est unique dans le sens : six =y + z avecy € F,z € F+
alors y = Pr(x) et 2 = Ppi(x), on écrit également : H = F @ F*.
(b) Pr(:) est linéaire continue avec ||Pp|| = 1.
(c) ||lz||* = [|IPr(2)]|* + |Ppe(2)||?, pour tout x € H.
(d)
IPr(@)l <zl et (Pr(z),2) = [|Pr(2)|* V2 € H
(e) Pr(:) est auto-adjoint, c-a-d, (Pr(x),y) = (x,Pr(y)), pour tout x € H.

(f) P2 = Pp (Pr est idempotent) et ker Pr = PL'({0}) = F*-.

Définition 1.9.
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e Etant donné deuzx ensembles E et Y. Si a chaque élément x de E, on associe un sous
ensemble éventuellement non vide de'Y noté F(x), on définit une application multivoque
F de E versY et on note F : E =Y. Dans la littérature, les applications multivoques

sont aussi appelées multi-applications, multifonctions, relations ou correspondances.

1. Le domaine de F' noté Dom F' est l’ensemble
DomF={z€FE : F(z)#0}.

2. Si A est un sous ensemble de E alors F(A) := |J F(x), en particulier, si A = Dom F’

T€EA

alors, R (F) := F(Dom F) est l’image de F.

3. L’image de F noté R (F') est

R(F)=|JF(x).
z€E
4. Le graphe de F noté Gr (F') est
Gr(F)={(z,y) e EXY : ye F(x)}.
5. On appelle tmage réciproque d’une partie non vide D de Y par F' [’ensemble
FYD):={zx € E,F(x)nD # 0},
d’autre part, pour tout y € Y on a
F i y):={reX:yeF()}.
6. On note F~1: Y = E la multi-application inverse de F définie par

v e Fy) e ye F).

e Un sous ensemble K C X est dit un cone si \K C K pour tout A > 0; autrement
dit, K est stable par rapport a la multiplication par un scalaire positif. Si de plus K est

convexe alors K est dit cone convexe, il est clair qu’un cone contient toujours l’origine

(A\=0:0K = {0} C K).
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e Le cone polaire (ou cone polaire négatif, ou cone dual) de K C X est l’'ensemble
K®:={ye X" (y,z) <0 pour tout v € K},

d’autres notations sont également utilisées pour le cone polaire de K : K—, K©,... etc.

Citons par exemple, le cone de Pareto de R™ (orthant positif)
K ={x=(21,...,2,) € R",2; > 0 pour tout i =1,...,n} =R",

alors

K°=-K={-2z=(—x1,...,—1,) ER"} =R".

En analyse convexe, les cones les plus couramment utilisés sont le cone tangent et le cone
normal. Soit C' un ensemble convexe non vide de X. Le cone tangent a C' au point = € C' que

I'on note T'(C;z) ou Te(x), est le cone fermé (de sommet 0) engendré par C' — x, i.e.,

T(C;x) = U ANC — ).

AERJF
Puisque C' est convexe, il est évident que T'(C; x) est un cone convexe fermé. On remarque que

CCz+T(C;x), et siz €lInt(C)# D alors T(C;x) = X.

On introduit maintenant la notion du cone normal & C' au point z, noté N(C;x) ou No(z),

comme étant le cone polaire du cone tangent, i.e.,
No(z) = (Te(z))? ={a" € X*: (%, 2) <0,Vz € T(C;x)}.
La définition de T (), nous permet de conclure que
Neo(z) ={z* € X*, (2", y —x) <0, pour tout y € C}. (1.5)

Il est facile de vérifier que si z € Int (C') avec Int (C') # 0 alors N¢(x) = {0}. De plus pour tout

re—Cety,zeXtelsquey+zeC

Nc(—l') = _N—C<x)7NC(y + Z) = NC—z(y)' (16)
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Exemple 1.10. Sur R on considere I’'ensemble C' = [0, 1] alors

Tioy(1) =] = 00,0],  Npy(1) = [0, +ool,

En effet
C—{1}={z—-1,z€0,1]} =[-1,0]
=R (C—{1})={ I,z € C—{1},A >0}
={\z,z € [-1,0],A > 0} =] — 00, 0]
= Ty (1) = B (C — {1}) =] —5,0] =] — o, 0.
Alors

Noy(1) = (To()" = {v € R:v(y — 1) <0,¥y € [0, 1]} = [0, +o0]

<0
Dans un espace de Hilbert, le cone normal & un ensemble convexe (fermé) C' est fortement
lié & 'application de projection, ce que 'on peut voir clairement dans I’équivalence suivante

y = Projc(x) &z —y € Ne(y). (1.7)

Définition 1.11. Soit f : X — R U {400} une fonction convezxe et finie en T € X. Le sous-

différentiel (de Fenchel) de f au point T, noté Of(T), est le sous ensemble de X* défini par

0f(@) :={ve X" : (v,x —7) < f(x) — f(T) pour tout x € X}. (1.8)
Si T ¢ dom f alors Of(T) = 0. Par exemple, si f(x) = |x| alors

[—1,1]  sia=0
df(a) = {1} sia>0
{-1} st a <0,
Le sous-différentiel peut étre défini de maniére équivalente géométriquement via le cone normal

a ’épigraphe comme suit

af(f) = {U €X": (Uv _1) S Nepif<f’f(f))}'
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Réciproquement, On peut également donner la définition du cone normal a un ensemble C' C X

au point x € C' en utilisant la fonction indicatrice de C' notée e (-) comme suit
N(z;C) = 0e(z),

avec Yo(x) =0 six € C et Yo(x) = 400 sinon.

1.4 Autres définitions et résultats

Lemme 1.12. Soient z,V : [Ty, T] — R et g : [To,T] — Ry trois fonctions continues. On

SuUppose que

alors
t

x(t) < W(t) + / 9(8)T(s)elr 9 g,

To
Théoréme 1.13 (Théoréme du point fixe de Banach).
Soit K un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Banach (X, | - ||x). Soit A: K — K

un opérateur contractant, i.e., il existe un réel a € [0, 1] tel que
|Ax — Ayllx < aflx — yllx pour tous z,y € X,
alors, A admet un seul point fize sur K, i.e.,

dze K: AT =7.

Soit J un sous intervalle de R, pour un espace normé (X, | - ||), on note par C(J;X)
I’espace des fonctions continues définies sur J a valeurs dans X i.e.,
C(J; X) ={u:J — X :u est continue }.

Soit S € R alors C([0, S]; X) est muni de la norme, dite de convergence uniforme

|l eqo,s1:x) = tfeﬂ[gf;] |u(t)]|, pour toute u € C([0,S]; X).
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Il est connu que si X est un espace de Banach alors C([0, S]; X) Pest aussi. On note par C1(J; X)
I'espace des fonctions continument différentiables sur J a valeurs dans X. Pour toute fonction

f e C(J;X), la fonction g : J — X définie par

g(t) = /Ot f(s)ds, pour tout t € J (1.9)

appartient a C*(J, X), de plus ¢ = f. Aussi, pour toute fonction v € C1(I; X) I'égalité suivante
est vérifiée

t
v(t) = v(0) +/ 0(s)ds, pour tout t € I.
0



Chapitre

Problémes d’inclusions gouvernées par des

opérateurs non-linéaires

On commence ce chapitre par un petit rappel sur la théorie des opérateurs monotones,
ensuite, on introduit la classe des opérateurs avec mémoire (avec retard, history dependent
operators en anglais) en citant quelques exemples illustratifs. Puis, on passe a la démonstration
du résultat principal de ce chapitre qui donne l'existence et 'unicité de la solution pour un
probléme donné sous la forme d’une inclusion dépendante du temps. Ce résultat vient apres

une liste des lemmes auxiliaires qui sont également démontrés.

Tout d’abord, on rappelle quelques définitions et résultats sur les opérateurs dont les valeurs
sont univoques. On dit qu'un opérateur A : H — H est

(a) Lipschitzien, s'il existe une constante L4 > 0 telle que
|Au — Av|| < Laljlu —v||, Vu,v e H.

(b) Monotone si

(Au— Av,u—v) >0 Vu,v € H.

c¢) Fortement monotone, s’il existe une constante m4 > 0 telle que
(c) : q
(Au— Av,u —v) > mallu—v|?, Vu,v€ H.

12
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Théoréme 2.1 ([I5], Théoréme 1.24). Soit A : H — H un opérateur Lipschitzien fortement
monotone. Alors, pour tout y € H, il existe un seul élément x € H tel que Az = vy, cela implique

implicitement que A est inversible.

Proposition 2.2 ([I5], Proposition 1.25). Soit A : H — H wun opérateur L 4-Lipschitzien

fortement monotone. Alors, A~ : H — H est i-Lipschitz@'en fortement monotone.

2.1 Opérateur avec mémoire (avec retard)

Pour un réel positif étendu 7' € R, U {+00}, on définit 'ensemble, éventuellement non
borné, I := [0, 7] NR.
Définition 2.3. Soient (X, ||-||) et (Y,||-||) deux espaces normés. Un opérateur S : C'(I; X) —
C(I;Y) est dit

1. Opérateur avec mémoire ou avec retard, history-dependent operator en anglais, HD en

abrégé, si pour tout ensemble compact non vide J C I, il existe une constante Ly > 0

telle que pour tous uy,us € C(I; X) et toutt € J
t
[Sur(t) — Sua(t)]] < LJ/ [ur(s) — uz(s)|[ds. (2.1)
0

2. Opérateur presque avec mémoire, almost history-dependent operator en anglais, AHD
en abrégé, si pour tout ensemble compact non vide J C I, il existe deux réels [; € [0,1]

et Ly >0 tels que, pour tous ui,us € C(I; X) et tout t € J

t
|Sur(t) = Sua(B)|] < Ly llua(t) — ua ()| + LJ/ [ur(s) = ua(s)]|ds.
0
1l est clair que tout opérateur HD est un opérateur AHD.
Pour clarifier cette définition, on considére un point ug € H et un opérateur R : C(I; H) —

C(I; H) défini par
t
Ru(t) / u(s) ds +up, ueC(LH)EET (2.2)
0
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alors, pour tous u,v € C(I; H) et tout t € I

IRu(t) = Ro@)] S/O [uls) = v(s)ll;

ce qui signifie que R vérifie 'inégalité (2.1) avec Ly = 1 et par conséquent R est opérateur

avec retard HD.

Le terme "Hisory-dependent operator" a été introduit pour la premiére fois dans I'article de
Sofonea et Matei [14], et depuis ce travail, ce concept a fait 'objet de plusieurs étude notamment
[2, T]. Cette terminologie se justifie & partir de I'exemple donné par 'égalité ol on voit
que la nouvelle valeur Ru(t) dépend de toutes les valeurs antérieures u(s),0 < s < t, ce qui
montre bien 'existence d’une mémoire ou d’un retard. Voila quelques autres exemples de cette

classe d’opérateurs.

Exemple 2.4. 1. Soient ug € X et R : X — Y un opérateur Lr-Lipschitzien. Alors,
Vopérateur S : C(1; X) — C(1;Y) défini par

t
Su(t) = R(/ u(s)ds +uo),u e C(I X),t € T,
0
est avec retard. En effet, soient uy,us € C(I; X), alors

|Sui(t) — Sus(t)|ly = HR(/O ui(s)ds +u0) — R(/O us(s)ds +uo)Hy7
< Ll [ wteds = [ un(o)is]
< Li / s (5) — s (s) [ vds,

dans ce cas, l'inégalité est vérifiée avec Ly = Lp.

2. Soient R € C(I; L(X,Y)) et S : C(I;X) — C(I;Y), on définit Uopérateur dit de
Volterra par

Su(t) = /OtR(t— s)u(s)ds,u € C(I; X), t € I.
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Soient J un sous-ensemble compact de I, uj,us € C(I; X) et t € J, alors

IS0 (6) = Sty = I [ Rt = shua(s) ds = [ Rt = opua(s) ]
< [ 1A = ) (5) — )] s,
< [ 1A = e or(s) — wls) s
< [ max 1R el o) = ua(o)lds,

t
— | Rlerecesy | luats) = )] ds.
0

par conséquent, S est HD avec Ly = ||R||c(s.c(x,v))-

Le théoréme suivant montre une propriété fondamentale pour les opérateurs AHD.

Théoréme 2.5. Soient (X, || -||) un espace de Banach et S : C(I; X) — C(I; X) un opérateur

AHD alors, S admet un seul point fire sur C(I; X), i.e.,

e C(;X): Sy =n".

Démonstration. On montre seulement le cas ou 'intervalle I est borné, i.e., I = [0, K| avec
K €0, 400[. A cette fin, on utilise la norme dite de Bielecki || -|| 5 définie sur ’espace de Banach

C(]0, K]; X) par
Inlls = max {e=||n(t)||} pour tout n € C([0, KJ; X),
te[0,K]

ot 5 > 0 est un réel positif. Il est clair que I'application ||- || définit une norme sur C([0, K; X),

en effet, pour tous u,v € C([0, K]; X) et tout réel «
il =0 s {10} =0 0 Il = 0.9 € 0.

& [ut)] = 0.Vt € [0, K] < u = 0.

— —Bt HIY =
[lovul[ 5 tg[l(%;g}{e lou(@)||} = [alllulls
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[l +vlls = max {e=[lu(t) + v(®)} < max {e™ (Ju@)] + o))}

t€[0,K] €[0,K]
= o (e ute)] + e—ﬁfuvw) < e ()] ) + o (oo
= [lulls +llvlls-
De plus, la normes || - || et celle de la convergence uniforme || - ||¢(po,x];x) sont équivalentes. En
effet, pour tout 0 <t < K et tout u € C([0, K; X)
0<Pt<pK =ePE <ePl<i
= e M u®)] < e u®)]] < Ju(®)]
= ¢ Mlulleoxix < llulls < lullogo.xx)-
Par conséquent, l'espace (C([0, K]; X),| - ||s) est un espace de Banach. Comme S est un

opérateur AHD alors, il existe deux constantes [ € [0,1] et L > 0 telles que pour tous

u,v € C([0, K]; X) et tout ¢t € [0, K]
[Su(t) = Sv(®)]| < Ufju(t) —v(@)] + L/O lu(s) — v(s)l|ds
= e |Su(t) — Sv(t)]| < le™™u(t) — v(t)]| + Le_ﬁt/o (€™ lu(s) — v(s)ll)e™ds,

alors
—pBt _ < —Bt —
(e hsute) = 00 ) < 1 mae () - w(o)]) +
t
Le"Bt/O (SIGI[I(%I)E] (e7*||lu(s) — v(s)||)>eﬁsds
t
:l||u—v||5+Le_5t||u—v||B/ e ds
0
L
=lllu—v|g+ =(1 — e PY||u—v|s,
| I 6< ]l I
<1
d’ou

L
| Su—Svlls < (1+ B) lu = wlls, pour tous u,v € C([0, K]; X).

Gréce a la condition [ € [0, 1], on peut choisir 5 > 0 tel que § > 1 773, ce qui assure l'inégalité [ +

% < 1 et par suite, montre la propriété contractante de 'opérateur S défini de (C([0, K]; X), || -

|g) dans (C([0, K]; X), || - ||3). Finalement, pour déduire Iexistence d'un point fixe pour S, il

suffit d’utiliser le théoréme du point fixe de Banach (voir le Théorémdl.13)). [
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Nous terminons cette partie par une propriété sur 'existence de l'inverse de la somme de

deux opérateurs ol I'un d’eux est supposé étre avec retard.

Théoréme 2.6. Soient (X, - ||x) et (Y, - |ly) deuzx espaces de Banach. On se donne deux
opérateurs S : C(I; X) - C(I;Y) et A: X =Y tels que
e S est un opérateur avec retard,

e A est linéaire, continu et inversible tel que

Ima > 0: [|Az|ly > mallz||x pour tout x € X,

alors Dopérateur A+ S : C(I; X) — C(I;Y) défini par (A + S)(z)(t) := Ax(t) + Sx(t) est
wnversible avec

(A+S) ' =AT14+R:C(U;Y) = O; X),

ouR:C(L;Y) — C(I; X) est un opérateur avec retard.

2.2 Reésultat d’existence et d’unicité

On considére une multi-application K : I = H et deux opérateurs A : H — H et S :
C(I;H) — C(I; H). L’objectif principal de cette section est de démontrer le caractére bien

posé du probléme suivant

trouver une application u : I — H telle que :

—u(t) € Ng(Au(t) + Su(t)), pour tout t € I.

Pour étudier le probléme ([2.3]), on considére la liste des hypothéses suivantes
(K) K : I = H une multi-application a valeurs non vides, convexes et fermées telle que pour

tout t € I et toute suite (¢,), C I convergente vers t, on a
Pk t,yu — Pryu, pour tout u € H.

(A) A est un opérateur m 4-fortement monotone et L 4-Lipschitzien avec m 4, La > 0.

H) Pour tout compact non vide J C I, il existe deux réels I$ > 0 et LS > 0 tels que pour
J J
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touts uy,us € C(I; H) et tout t € J

1Sur(t) = Sus(t)] < 157 ua(t) — ua(t)[| + LS /Ot lus(s) — ua(s)l|ds.

On note que, a la fin de ce chapitre, une section sera dédiée a présenter quelques exemples

d’ensembles qui vérifient la condition (IC).

Aprés avoir donné la liste des hypothéses nécessaires, on arrive & énoncer le résultat principal

de ce chapitre.

Théoréme 2.7. Etant donné un espace de Hilbert H. On suppose que les conditions (A), (H)
et (IC) soient satisfaites. On suppose également que pour tout compact J C I non vide, la

condition (technique) de petitesse suivante
l? < Mmy (24)

soit vérifice. Alors Uinclusion (2.3)) admet une solution unique uw € C(I; H).

La preuve de ce théoréme est constructive et se décompose en plusieurs parties données sous

forme de lemmes que 1'on va établir par la suite.

Lemme 2.8. Soient K un sous-ensemble convexe fermé non vide de H, B : H — H un
opérateur et z,m € H, alors les assertions suivantes sont équivalentes

(a) 2= Px(z = B(z—n));

(b) il existe un réel p > 0 tel que z = Px(z — pB(z — 1)) ;

(¢) z= Pg(z — pB(z — 1)), pour tout p > 0.

Démonstration. Selon la caractérisation ((1.2), on a les équivalences suivantes

2=Pr(z—B(z—n) e zeKet (B(z—n),v—2)>0,Yve K

J

v~

(a) (27)
Vo>0:2=Pg(z—pB(z—n) & Vp>0:2€ Ket p(B(z—n),v—2) >0,Yve K

~~

(©) (e)

en particulier, pour p = 1 on obtient

dp>0,(p=1):2=Px(z—B(z—n)) < Ip>0:z€ Ket (B(z—n),v—2) >0,Yve K

J/

-~ -~

(0) (®)
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Alors, pour démontrer 1’équivalence entre (a), (b) et (c), il suffit de la démontrer entre (a’), (V')

et () ce qu’est évident. |

Lemme 2.9. Soient K un sous-ensemble non vide convexe fermé de H et B : H — H un
opérateur mg-fortement monotone et Lg-Lipschitzien. Alors, pour tout n € H, il existe un seul

élément z, € H tel que

2y = Px (2, — B(z; — 1)).

Démonstration. Soit n € H, la monotonie forte et la Lipschitzité de B assure que pour tous

u,v € H
(Bu — Bv,u —v) > mgl|lu—v||*> et |Bu— Bv| < Lpllu—vl. (2.5)

On choisit une constante positive p > 0 assez petite telle que

2mB

0<p< ,
Ly

(2.6)
et on considére l'opérateur A, : H — H défini comme suit
H >z Az = Px(z— pB(z — 1)).
En vertu de I'inégalité , on obtient
0 < p’L% <2mpp=1—2mpp <1+ p*L% —2mpp < 1,

en choisissant p > 0 assez petit de maniére a assurer que 1 — 2mpp > 0. Cela nous permet de

déduire l'inclusion suivante

by =1+ 0L — 2pms €)0,1]. (2.7)

Selon la définition de I'opérateur A,, pour terminer la preuve, il suffit de prouver que A, admet
un seul point fixe. A cet égard, on va montrer que A, est contractante. Fixons deux éléments

21,2 € H et posons u; = z; — 1, 1 = 1,2. La définition de A,, la 1-Lipschitzité de I'application
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de projection Pk (voir ([1.3)) et I'inégalité (2.5)) donnent

[Ap,21 — Apze||* = | P (21 — pB(21 — 1)) — P (22 — pB(z — )|
< llz1 = pB(21 — ) = (22 — pB(z2 — )|
< Jlur = up — p(Bus — Buy)||?
= [Juy — ug||* + p?|| Buy — Bug||* — 2p(Buy — Bug, u; — us)

< (1+p"L — 20mp)llus — us*, (2:8)

=z1—22
par conséquent

[Apz1 = Mpza|| < Ky 21 — 22,
1
<

ce qui traduit la propriété contractante de A,. En tenant compte du théoréme du point fixe de

Banach (voir Théoréme |1.13)), on déduit I'existence d’un seul élément z, € H tel que

Apzy = 2z, = Pi (2, — pB(z, — 1)), pour tout p > 0 vérifie (2.6).

En combinant cette derniére égalité avec 'implication (b) = (a) du Lemme [2.8] on obtient

I'égalité souhaitée. u

Lemme 2.10. Soit B : H — H wun opérateur mp-fortement monotone et Lg-Lipschitzien.
On suppose que la condition (KC) soit vérifiée, alors pour tout n € C(I; H), il existe une seule

fonction z, € C(I; H) telle que
2(t) = Py (zn(t) — Bl (t) - n(t))), pour tout t € 1. (2.9)

Démonstration. On fixe une application n(-) € C(I; H). Soit t € I, alors n(t) € H, donc

selon le Lemme [2.9]il existe un seul élément z,,) € H tel que
Zn() = Preo) <Zn(t) = Bz — 77(?5)))-
Lorsque le parcourt tout I'intervalle I alors, on obtient une fonction z,(-) : I — H définie par

I>t— Zn(t) = Zn)-
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Par conséquent, pour tout n € C'(I; H), il existe une seule fonction z, : I — H telle que

20(t) = Prco (2a(t) = Blzo(t) = (1))

Ce qui montre 'existence et l'unicité de la solution pour 'équation ([2.9). Pour terminer la

preuve, il suffit de démontrer que z,(-) est continue. Pour cela, on considére une suite (t,), C I

telle que (t,), converge vers t € I. Pour tout n € N et tout p > 0, on pose

K, = K(t,), on:=ntn), 2zn:=2(tn), wn:=2,—pB(zy,—0y,), p>0

K:=K(t), o:=n), z:=2zt), w:=z—pB(z—o).
D’apres le Lemme [2.8] on obtient

2= Pgrw et z,= Pg w,, pour tout n € N.

(2.10)

Soit p > 0 un réel tel que la condition (2.6) soit satisfaite et soit k, €]0, 1] la constante définie

dans ([2.7)) alors

||Zn - ZH - ||PK7Lwn - Pan + Pan - PKWH

< | Px,wn — Pg,wl| + || Px,w — Prwl|.
Pour simplifier les calculs, on pose v := z — ¢ et u,, := z, — 0, alors

1P, wn = Pre,w|| < [lwn —wl| = 20 = pB(20 — o) = (z = pB(z = 0))]|
= ||u, — u — p(Bu,, — Bu) + o, — 7|

< l[un —u — p(Bun — Bu)|| + |low — o,
en utilisant un raisonnement similaire a celui utilisé pour démontrer (2.8)), on obtient

[un = = p(Bun = Bu)|| < kpllun —ul],

la combinaison de (2.11)),(2.12)) et (2.13)) donne

lzn = 2l < Kpllun = ull + [lon = o] + | Pk, = Prew;

mais

[un = ull < |z = 2[| + llon = o],

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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alors

(1= kp)llzn = 2| < [|Pr,w = Prwl| + (1 + kp)lon — o],
<1

ce qu’est équivalent a

1
laata) = 2001 < = (1Pt = Pl + (14 ) = n(e)] ),
P

en vertu de I'hypothése (K) et la continuité de n: I — H on déduit la continuité de z,(-). W

Lemme 2.11. Supposons que les conditions (K) et (A) soient vérifiées. Alors, pour tout n €

C(I; H), il existe une seule application u, € C(I; H) telle que

—uy(t) € Nk (Auy,(t) +n(t)) pour tout t € 1. (2.14)

Démonstration. On fixe une application n € C(I; H) et on considére le probléme

trouver une application z,(-) € C'(I; H) telle que
(2.15)

z(t) = Pr <z,7(t) — ANz (t) — n(t))), pour tout t € I
ot A~1 est 'opérateur inverse de A ( I'existence de A~! revient a la condition (A) et le Théoréme
. La proposition assure la monotonie forte et la Lipschitzité de I'opérateur A~!. Par
conséquent, le probléme admet une solution unique z,(-) € C(I; H) grace au Lemme
(en prenant B = A™1). Soit u,(-) Papplication définie par w,(t) :== A~ (z,(t) —n(t)), t € I alors
uy,(+) € C(I; H) grace a la continuité de A1, z,(+) et (-), on a aussi z,(t) = Pr) (zn(t)—un(t))
En combinant cette derniére égalité avec on obtient
—uy(t) € Nk (Auy,(t) +n(t)) pour tout t € I.
2z (t)
En ce qui concerne I'unicité, on suppose 'existence de deux solutions u}7 et u% € C(I; H) telles

que

—uj (t) € Ny (Auj (t) + n(t)) pour tout t € I,i=1,2.

Alors

Aup () +n(t) € K(t) et (u)(t), Auy (t) +n(t) —v) <0 Viel,Vve K(t).
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En choisissant i = 1 (resp. i = 2) et v = AuZ(t) + n(t) (resp. v = Au,(t) +1(t)) on obtient
(u%(t), Au;(t) - Auf](t)) <0,
(uZ(t), AuZ(t) — Au, (t)) <O0.

L’addition de ces derniéres inégalités donne

0 < muallug(t) — up(O1* < (uy(t) = up(t), Ay (t) — Aug(t)) <0
= ||u717(t) — u%(t)“ =0,vVt eI,
d’ott u, (t) = u(t), pour tout t € I. [ |
Le résultat d’existence et d’unicité établi dans le dernier lemme nous permet de définir

I'opérateur
A:C(I;H)— C(I;H)
N = Sty,

ol u, est la seule solution de l'inclusion (2.14)). L’opérateur A vérifie une propriété importante

que 'on va énoncer dans le lemme suivant.
Lemme 2.12. Supposons que (K),(A),(H) et (2.4) soient satisfaites. Alors, lopérateur A

admet un seul point fixze n* € C(I; H).

Démonstration. Selon le Théoréme [2.5] il suffit de démonter que A est un opérateur AHD.
Soient 11,1, € C(I; H), d’apres le Lemme [2.11] il existe deux applications u; := u,, : I - H

et up 1= uy, : I — H telles que
—ui(t) € Ngw (Aui(t) +ni(t)) i=1,2, pour tout ¢t € I. (2.16)
Soit J un sous-ensemble compact non vide de I et soit ¢ € 7. Il résulte de ’hypothése (H) que

[An(8) = Ana ()| = [|Sua(t) — Sua(t)]]

< 15 a) = wa )+ 13 [ () = walo) s, (2.17)
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on obtient aussi de ([2.16]) que
Aui(t) +mi(t) € K(t) et {(u(t), Aui(t) + mi(t) —v) <0, Yve K(t),i=1,2. (2.18)

En prenant, i = 1 (resp. i = 2) et v = Auy(t) + n2(t) (resp. v = Auy(t) + m(t)) dans on
obtient
(ur(t), Aua () + (1) — Aug(t) —12(1)) <0
(ug(t), Aug(t) +m2(t) — Aua () — m(t)) <0,
= (ua(t) = ua(t), Au (t) — Aug(t) +m(t) —n2(t)) <0
= (ua(t) = ua(t), Aua (t) — Aug(t)) + (ua (t) — ua(t), m(t) —m2(t)) <0

= (Aur(t) = Aus(t), ur (t) — ua(t)) < {ur(t) = ua(t), m2(t) — m (1)), (2.19)

la monotonie forte de A et 'inégalité de Cauchy-Schwartz donnent

o 1) ~ a1 < 1 (0) — A, (1) — s 0)
L L) a0, mlt) o)

S%ﬂm@—m@%m@—m@%

d’ott (en supposant que uy(t) # us(t))
1
Jur () — w2 ()| < —Im(£) —n2(2)]].
ma

L’inégalité (2.17)) devient

S s [

[Am(£) = Ana (D) ]| < —=|lm(t) — n2(8)]] + —/ Im(s) — m2(s)lds,

ma ma Jo

grace a 'hypothése de petitesse (2.4), lopérateur A est un opérateur AHD, alors il admet un

seul point fixe n* € C(I; H). |

Aprés avoir donné tous les résultats auxiliaires nécessaires, on arrive a démontrer le résultat

principale de ce chapitre énoncé dans le Théoréme [2.7]
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Démonstration. Soit n* € C(I; H) le seul point fixe de A, i.e., An* = n* et soit u* = w,»
la seule solution du probléme (2.14)) associée a la fonction n := n*. Alors, selon 1'égalité n* =

An* = Su* on obtient
—u*(t) € Ngw(Au*(t) + Su™(t)) pour tout ¢ € I,

ce qui signifie que v* : I — H est une solution de probléme . Pour terminer la preuve,
il suffit de démontrer 'unicité de la solution. Pour cela, on utilise deux méthodes, la premiére
est une conséquence directe de I'unicité du point fixe de 'opérateur A. La deuxiéme repose sur
une variante du lemme de Gronwall. On suppose que le probléme admette deux solutions

uy,uz € C(I; H). Soit J un sous-ensemble compact non-vide de I. Alors, pour tout ¢t € J
—u;(t) € Ngu(Au(t) + Suy(t)),i = 1,2,

cela donne

Au;(t) + Sui(t) € K(t)
i=1,2:

(ui(t), Au;(t) + Su;(t) —v) <0, Vv e K(t),

en prenant ¢ = 1 (resp. i = 2) et v = Auy(t) + Sua(t) (resp. v = Auy(t) + Suy(t)), on obtient
(ug(t) — uo(t), Auq(t) — Aus(t) + Suy(t) — Sus(t)) <0
= (Aul(t) - AUQ(t), ul(t) - UQ<t)> S <u1(t) - UQ(t),SUQ(t) - 8U1(t)>,

comme l'opérateur A est ms-fortement monotone, alors

mallun(t) — ua(t)|* < (Au(t) — Aus(t), ur(t) — ua(t)) < [lua(t) — ua(t)]][|Sua(t) — Sui(t)]),
d’ou
i (t) — ua(t)]| < mLAHSul(t) = Sua(t)|,

en tenant compte de ’hypothése (#H) on obtient

lS
||ul(t)—Uz(t)I|Sm—‘lHul(t)—Uz |+—/ [u1(s) — ua(s)llds,

ce qui donne
ZS

S t
(1= 2Dy t) = @] < 2 [ ) = walo) s,



2.2. Reésultat d’existence et d’unicité 26

S
en vertu de I’hypothése (2.4)), on déduit I'existence d’une constante C' := mjﬁfl > ( telle que
J

t
llug(t) — usa(t)]] < C’/ |ui(s) — us(s)||ds, pour tout t € J.
0

En utilisant le Lemme avec

on obtient

lur(£) — us(B)|| < 0= wi(t) = wa(t), Ve T,

Comme J a été choisi arbitrairement dans I, on déduit que u;(-) = uq(-) sur I, ce qui traduit

l'unicité de la solution. [ |

Il est clair que la classe des opérateurs AHD est une version affaiblie de celle des opérateur
avec retard, de plus, chaque opérateur avec retard B vérifie implicitement la condition de

petitesse 1' (il suffit de prendre l? = 0). Cela nous a permet de conclure le résultat suivant.

Corollaire 2.13. Supposons que les hypothéses (K) et (A) soient satisfaites. On suppose éga-
lement que lopérateur S : C(I; H) — C(I; H) est avec retard HD. Alors, le Probléme ([2.3))

admet une solution unique u € C'(I; H).

Proposition 2.14. La condition de petitesse (2.4) est une condition suffisante pour [’existence

et l'unicité de la solution du probléme (2.3) (elle ne représente pas un condition nécessaire)

Démonstration. La preuve de cette propriété se donne via le contre-exemple suivant : on

suppose que

H=R, K(t)=|—00,0] pourtouttel, R>z+— Ar:=uzx,

Su = 2u pour tout u € C(I; H).

Il est clair que la multi-application K (-) vérifie I'hypothese (K), 'opérateur A vérifie la condition

(A) avec my = 1,Ly = 1 et lopérateur S vérifie 'hypotheése (H) avec 1§ = 2. Alors, la
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condition de petitesse (2.4) n’est pas vérifiée car 12 > my. Cependant, avec les notations

données ci-dessus, la fonction u(t) = 0,¢ € I est une solution de l'inclusion (2.3). En effet

Ny (Au(t) + Su(t)) = Ni()(3u(t)) = N—o,0)(0) = [0, 4+00[> 0 = u(t), pour tout ¢ € I.

2.3 Processus de rafle comme un exemple

Cette section est consacrée a étudier I'existence et ['unicité de la solution pour variante du
processus de rafle de premier ordre. Cette étude se base sur le résultat qui donne le caractere
bien posé du Probléme établi précédemment. En plus des donnée K(-), A(-) et S déja
définies dans la section précédente, on considére un autre opérateur B : H — H et un élément
ug € H tels que :

(B) 'opérateur B est Lpg-Lipschitzien avec Lg > 0.
Nous allons maintenant introduire une nouvelle variante du processus de rafle dont la forme

est : trouver une fonction u : I — H telle que

—i(t) € Nk (Au(t) + Bu(t) + Si(t)), pour tout ¢ € I, (2.20)
u(0) = ug.

Théoréme 2.15. On suppose que les hypothéses (K), (A), (H), (B) et (2.4) soient vérifiées.
Alors le Probleme(2.20)) admet une solution unique u € C*(I; H).

Démonstration. La preuve se base sur le résultat d’existence donné dans le Théoréme [2.7]

Afin d’appliquer ce dernier théoréme, on introduit le probléme auxiliaire suivant :

trouver une fonction v : I — H telle que
(2.21)

—v(t) € Ngw(Av(t) + Su(t)), pour tout t € I,

ou S : C(I; H) — C(I; H) est Popérateur défini par

_ t
Su(t) :== B(/ v(s)ds + uo) + Sv(t), pourtouste l,veC(I;H). (2.22)
0
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Il est clair que S est un opérateur AHD grace a I’Exemple , alors il vérifie implicitement

I'’hypothése (H), plus précisément, on obtient
- - t
1Sv1(t) = Sva(t)]| < 15 [[or () = va (D) + (LT + L) /0 [v1(s) — va(s)|lds,
pour tous vy, vy € C(I; H). Cela signifie que
1S = l? < my selon 1'

En appliquant le Théoréme [2.7, on déduit que le probléme [2.21] admet une solution unique

ve C(I;H). Soit u: I — H la fonction définie par
t
u(t) := ug +/ v(s)ds Vtel. (2.23)
0

alors u € CY(I; H) et @ = v sur I et u(0) = ug grace a (1.9)), par conséquent la fonction u vérifie

I'inclusion (2.21f) qui s’écrit sous la forme
—u(t) € Ng (Au(t) + Bu(t) + Su(t)), pour tout ¢t € I,
u(0) = up.
ce qui montre bien que u € C'(I; H) est la solution désirée. En ce qui concerne 'unicité de la

solution, on suppose que le probléeme admette deux solutions u; € C'(I; H),i = 1,2 alors,

les fonction wu; vérifient les inclusions
—;(t) € Ny (At (t) + Siu;(t)), pour tout t € I,i=1,2, (2.24)

avec
t
0

D’aprés le Théoréme 'inclusion (2.24)) admet une seule solution appartient a C'(I; H) alors,

les deux fonctions 7 et 1y sont égales sur I. Par conséquent u; = ug sur [ et par suite I'unicité

de la solution. [ |

Corollaire 2.16. Soit S : C(I; H) — C(I; H) un opérateur avec retard HD. On suppose queles
hypotheses (KC), (A) et (B) soient vérifiées. Alors le Probleme ([2.20) admet une solution unique
ue CYI; H).
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2.4 Hypothése (K) : quelques exemples

Dans cette partie, on va donner quelques familles d’ensembles dépendantes du temps afin

de garantir que I’hypothése (K) est vérifiable.

Démonstration.

Proposition 2.17. Soient M un sous espace vectoriel fermé de H, A : H — M [’opérateur de
projection sur M, i.e., A = Py(:) et k: I — Ry une fonction continue. Soit K : I = H la

multi-application définie par
K(t) :={u € H: [|Au|| < k(t)}, pourtoutte I.
Alors, K(-) vérifie ’hypothese (K).

Tout d’abord, on va montrer la non-vacuité, la fermeture et la convexité de (K (t)), o West

a noter que A est linéaire et continue grace a l'assertion (b) de la Proposition .
e K(t) # () pour tout t € I : Pour cela, il suffit de prouver que 0 € K (t) pour tout ¢t € I.

On a, d’aprés I'inclusion 0 € M (car M est un s.e.v)
|A0)|| = ||0]| =0 < k(t) = 0 € K(t),Vt € I.

e K(t) fermé pour tout t € I.

Soient t € I et (uy), C K(t) une suite qui converge vers un élément u € H. Alors

[Au] = [|Au = Aun + Aup || < [[Aun = w)]| + [[Au,|
< [[Allllun = ull + [ Aun|]

<l — ul + k(), VneN.

Al=1

En passant a la limite quand n — 400, on trouve
JAul < k(t), Viel,

ce qui donne u € K(t) et par suite K () est fermé.
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e K(t) convexe pour tout ¢t € I.

Soient t € I, A € [0,1] et u,v € K(t), alors

JAw + (1= A)o)|| = [Au + (1 — \)Av||
< Al[Aull + (1 = A) | Av]

< AE(E) + (1 — NE(t) = (1),

ce qui traduit la convexité de K ().
On va établir le reste de la preuve en deux étapes. Tout d’abord, grace a la Proposition (1.8, on
aH=M&M"et A= A2

Etape 1 : Pour tout ¢t € I et tout w € H, on montre que

u—Au—l—%Au si u¢ K(t),
PK(t)u == (2.25)

U sinon .

On fixet € [ et u € H et on pose K := K(t). On suppose que u ¢ K (cela entraine que u # 0

car 0 € K), et on prend v :=u — Au + %Au, alors

k(t) k() k()

Av = Au — A%u+ ——A%u = Au — Au+ — Au = —2 Au,
|| Aull [ Aull [ Aull

= || Av]| = k(t)

=v € K.

Pour démontrer 1'égalité v = Pg(u), il suffit d’utiliser la caractérisation ([1.2)) en prouvant

égalité (v — u,w — v) > 0 pour tout w € K. A cette fin, on prend un élément w € K, alors

(v —u,w—v) ={u— Au+ ”kZZ)HAU—U,w—U>
_ (MO Uy, W — v
- <||AUI| 1)<A W — ), (2.26)
k(?)

(Au,w —v) = (Au,w — Aw + Aw — u + Au — Au)

[ Au]
k()

= (Au,w — Aw) + (Au, Aw) — (Au,u — Au) — (Au, TAu]
u

Auy,
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d’autre part

u=u— Au+ Au = (u— Au) + Py (u),
mais H = M & M*, i.e,
sia=Py(a)+B alors 8= Pyi(a)e M+
sia =+ Pyi(a) alors f = Py(a) e M.
Par conséquent u — Au = Pyi(u) € M+ done (Au,u — Au) = (Pyr(u), Pyo(u)) = 0, aussi
w=w—Aw+ Aw = w — Aw + Py (w)
= w — Aw = Py (w) € M*

= (Au,w — Aw) = (Py(u), Py (w)) =0,

alors
(Au,w —v) = (Au, Aw) — (Au, HIZE—Z)“AU) = (Au, Aw) — kaii)” (Au, Au)
< [[Au[| Awl] — K (t) ]| Aull
= ([[Aw]l = k(@) ]| Aull,
comme w € K alors ||Aw|| — k(t) < 0 donc
(Au,w — v) <0, pour tout w € K. (2.27)
On a également
u ¢ K = ||Au|| > k(t)
KD (2.28)

[Au]

il résulte de ([2.26]), (2.27)) et (2.28]) que

k(t)
— e _— >
(v—u,w—v)= <|| ul 1) (Au,w —v) >0 pour tout w € K.

Ce qui donne le résultat désiré.

Etape 2. On montre que pour tout u € H

| Pr(syu — Pryull < |k(t) — k(s)|, pour tous ¢,s € 1. (2.29)
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Si k(t) = k(s), alors K(t) = K(s) et par conséquent (2.29) est vérifiée. Supposons maintenant

que k(t) # k(s), sans perdre la généralité, on peut supposer que k(s) < k(t). On distingue trois

cas :

a) ||Au|l < k(s) < k(t), alors u € K(s) et u € K(t) et par suite Pxpu = Pgou
qui implique .
b) k(s) < ||Au|| < k(t) alors
u ¢ K(s)etue K(t),

en vertu de (2.25)) on obtient

k(s)

Priagu=u— Au+
) | Au]

——Au et Pgpu=

k(s k(s
= [Py = Proull = | o0 = 1| bl = (1= i )H) JAul = [l Au] — k(s),

d’ont

[Prc(syu = Preyull < [k(t) — k(s)].

c) k(s) < k(t) < |Aul alors u ¢ K(s) et u ¢ K(t). Donc

k(s) k(t)
Prou =u — Au + Au et Pgpu=u— Au+ Au,
© [ Au] © [ Au]
cela donne
I Py = Preoyull = || o Au = LW | = 1kt) = ko)1
) © [ Au] HAuH

= u, ce

ce qui termine la preuve de I’ étape 2. Finalement, pour tout suite (¢,), C I convergeant vers

t e

I,ona

| Pr ey — Pryull < |k(t) — k(t,)] — 0,

n—-+o0o

ou cette derniére convergence est due a la continuité de k().

A la lumiére de ce qu’est présenté par la Proposition [2.17] nous allons donner un exemple

illustratif qui montre la vérifiabilité de '’hypothése (KC). Avant d’aller plus loin, on introduit la

liste des notations suivante : Pour un entier d € {1,2,3}, on note par S? I'espace des tenseurs
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symétriques d’ordre deux, ce qu’est équivalent a ’espace des matrices symétriques d’ordre d.

Sur cet espace, on définit le produit scalaire et la norme :

0T =04Tij = Y, 0iTij,
1<i,j<d pour tous o = (0y;), 7 = (1;;) € S, 1 <4,j < d.
Irll = v

Aussi, on définit le produit scalaire sur R? ainsi que la norme associée :
d
U v = = E wwg, ||lvl|=+vv-v  pour u = (u;),v = (v;) € R
i=1

Pour tout € = (g;5) € S?, on note par € la projection orthogonale de ¢, appelé aussi le déviateur
de ¢ ( P est un opérateur matriciel utilisé en mécanique des milieux continus, plus précisément

en plasticité) que I'on définit par

outr(e) = g = Z?Zl g est la trace de € et I; représente la matrice identité d’ordre d. On

définit également I’ensemble M par
M = {O’ == (Uij) € Sd, Oii — O} (230)

Corollaire 2.18. Soit k : I — R une fonction continue et K : I = S la multi-application
définie par

Kt)={eeS": || <k(t)}, pour toutt e I. (2.31)

Alors, K(-) vérifie Uhypothése (K) sur Uespace H = S®. L’ensemble K (t) définie dans (2.31))

s’appelle The Von Mises convex, il est trés utilisé dans la mécanique des solides.

Démonstration. Soit € = (g;;) € S, les élément diagonaux de £” ont la forme

alors
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donc eP € M ott M est 'ensemble défini dans (2.30)) et par suite la projection de e sur M est
el lui-méme, i.e., Py (e”) = eP. En appliquant la Proposition avec H = S? et I'opérateur
A S = M
e — Aec=¢eP = Py(eP),

on déduit que la multi-application K (-) vérifie I'hypothése (KC). [ |

Le deuxiéme exemple qui montre la vérifiabilité de la condition (K) se donne par la propo-

sition suivante.

Proposition 2.19. Soient Ky un sous-ensemble convexe fermé non vide de H, a : I —]0,400|

une fonction continue et f € C(I; H). Soit K : I = H la multi-application définie par
K(t):=a(t)Ko+ f(t), pour toutt € I, (2.32)

alors, K(-) vérifie Uhypothése (KC).

Démonstration. 11 clair que les ensembles (K (t)) 17 Déritent la non-vacuité, la fermeture et
la convexité de Ky. Soient t € I et u € H, soit z; € K(t) la projection de u sur K(t) alors, il
existe un seul élément zy € K tel que z; = a(t)zg + f(t). Cela donne, d’aprés la définition de

la projection, que

|zt — ul| < ||ve — ul|, pour tout v, € K(t)

= [la(t)zo + f(t) —ull < [la(t)vo + f(t) —ull, Voo € Ko

Ut

L oy - 2T < oo = L), e 1
2 g = 2T = i oo — “ A
_ u— f(t)
= 20 = PKO <W)
Par conséquent
Prwu = 2z = a(t) P, (u;(_{)(t)) + f(1).
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Soit (t,), C I une suite qui converge vers t € I, alors

P = P =t Py (“ 252 ) 4 e -ty (1) = 0|

a(tn) a(t)
+ a(tu) Pr, (“ _(f)(t)) ~ a(t)Pr, (“ ;(f)“)) T () - f(t)”

( ) e ()|
PKO(“af |+ e - s
|

+ 1 () = F@OI + [altn) — a(®)] [zl

a(tn) a(t)
En faisant tendre n — 400 tout en utilisant le fait que a(-) et f(-) sont continues, on déduit la

convergence

De la proposition [2.19] on dérive le résultat suivant.

Corollaire 2.20. Soient Ky un sous-ensemble convexe fermé non vide de H et f € C(I; H).

Soit K : I = H la multi-application définie par
K(t) := Ko+ f(t), pour toutt € I.

Alors, K(-) vérifié ’hypothese (K).



Chapitre

Application : une loi de comportement

viscoélastique

Ce chapitre est consacré a étudier une loi de comportement viscoélastique. Cette étude est
une application du résultat abstrait donné par le Corollaire [2.13] Les lois de comportement sont
des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations et leurs dérivées.
C’est toute un série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement.

Dans I'espace (S?, || - ||), la loi que 'on va étudier dans ce chapitre est de la forme
t
o(t) € As(t) + / b(t — s)e(s)ds 4+ Ok (e(t)), pour tout t € I, (3.1)
0

ol
e 0 : 1 — SY représente le tenseur des contraintes,

e: 1 — S?le tenseur des déformations,

A est un tenseur d’ordre 4, ses composantes (a;;;) s’appellent "coefficients de viscosité",

b : I — R est une fonction dite de relaxation et g la fonction indicatrice d’un

ensemble convexe fermé K (t) C S%,

OV 1) représente le sous-différentiel de la fonction 1) au sens d’analyse convexe.

36
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Afin d’étudier l'inclusion (3.1]), on considére la liste des hypothéses suivante

p
A est symétrique défini positif, i.e.,

(a) A:S?— s4.
(1) § (b) As = (aijuer) pour tout € = (g;5) € S4, 1 <4,5,k,1 <d.

(¢) ijrr = ajir = ap; € R.

\(d) il existe une constante m4 > 0 telle que  Ae - > mylle]|?, Ve € S%

(H2) b:1— R est une fonction continue.
Kit)={eeS*: |P|| <k(t)} Vtel.
(H3)

k: I — R, est une fonction continue .

Sous I'hypothése (H;), le tenseur A est inversible et son inverse, noté A, est aussi symétrique
deéfini positif, de plus il est linéaire continue. Il résulte aussi de (H3) que la famille (K (t))es
est Von Mises convex grace au corolaire [2.18]

D’aprés l'inclusion (3.1)), le tenseur des contraintes o(-) peut s’écrire sous la forme
o(t) = o1(t) + o2(t), pour tout t € T
avec

o1(t) = Ae(t) + /0 b(t — s)e(s)ds,

0a(t) € D (e(t)) = Nic(e(1)): (3.2)

Il est & noter que o1(+) et oo(+) s’appellent la partie réguliére et la partie non-réguliére de o(-)

respectivement. Soit S : C (I;S%) — C(I;S%) l'opérateur défini par
- t
Se(t) = / b(t — s)e(s)ds, pour tout t € I,
0

alors, S est un opérateur avec retard HD. En effet, soient €;,60 € C(I;S%) et soit J un



38

sous-ensemble compact de I alors, pour tout t € J

I85(1) ~ S=a(t) = | /0 bt — s)er(s)ds — /0 bt — $)ea(s)ds

— H /Ot b(t — s)(e1(s) — 52($))d$”

S/WW—Q@@—@@WBSAMWﬂWM@—MﬂW

< max b(r |/||g1 — eo(s)||ds

= [Pl [ lla(s) — ex)lds
N——J 0

Lj>0

En utilisant le Théoréme [2.6, on obtient que opérateur A + S : C(I:S%) — C(I;S%) est
inversible et

(A+8) ' = A" +R:C(I;S% = C(I;8%
ot R : O(I;S%) — C(I;S% est un opérateur avec retard. D’aprés la définition de S ona
o1 (t) = Ae(t) + Se(t) = (A+ S)e(t)

alors

e(t) = Aoy (t) + Ry (1), (3.3)

on pose w(+) := —oy(+) alors
o1(t) = o(t) — oo(t) = o(t) + w(t),
il s’ensuit de (3.3) que
e(t) = Ao (t) + A w(t) + R(o(t) + w(t)),
en tenant compte de et I'égalité w(-) := —oy(+) on obtient
—w(t) € Nx (A lw(t) + Ao (t) + R(o(t) +w(t))), pour tout ¢ € 1.
Par conséquent, notre probléme consiste a chercher une fonction w : I — S? telle que

—w(t) € Nk (.A*lw(t) + Ao (t) + R(o(t) + w(t))), pour tout ¢ € I. (3.4)
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Théoréme 3.1. Supposons que (Hi),(Hz) et (Hs) soient satisfaites. On suppose également

que o € C(I;S?) alors, le probleme (3.4) admet une solution unique w € C(I;S?).

Démonstration. 11 suffit d’ utiliser le corollaire avec H =S% A= A1,
{eeS?:||eP|| < k(t)} Vtel.
k: I — R, est une fonction continue
et S: C(I;8%) — C(I;S) avec
Sv(t) = A o (t) + R(o(t) +v(t)), pour tous v € C(I;S%) et t € I.
Avec ces notations, le probléme devient
—w(t) € Nk (Aflw(t) + Sw(t)), pour tout t € I.

e I'hypothése (K) est satisfaite grace a la condition (#H3) et le corollaire [2.18]

e pour tout compact J C I et tous vy, v, € C(I;S?) et tout t € J

|Sv1(t) — Sva(t)|| = [[ A7 o (t) + R(o(t) + vi(t)) — Ao (t) + R(o(t) + va(t)) ||
= ||R(U(t) + vl(t)) - R(U(t) + Ug(t)) H
< L5 [ lonts) = (o) s
donc S est HD.

Par conséquent, toutes les conditions du corollaire sont vérifiées, alors le probléme (3.4

admet une solution unique w € C(I;S9). [ |
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