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Introduction

En mathématiques, une méthode de "relaxation" est une méthode d’optimisation qui
consiste à remplacer une contrainte stricte en contrainte moins stricte, voir à la supprimer,
et ils existent plusieurs techniques pour faire cela. Dans ce mémoire, nous nous intéres-
sons justement à la relaxation d’une inclusion différentielle du premier ordre, à travers
l’enveloppe convexe fermée en convexifiant le second membre. Le problème traité a été
étudié dans [11] en 1987, où l’auteur a considéré l’inclusion

(1)


ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ I

x(0) = a,

où E est un espace de Banach séparable de dimension quelconque, F : I × E ⇒ E est
une multi-application, a ∈ E, et I = [0, T [ un intervalle pas forcément borné, puis il a
considéré l’inclusion

(2)


ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), p.p. t ∈ I

x(0) = a,

où co est l’enveloppe convexe fermée. Le problème (2) représente une forme relaxée du
problème (1) : on est plus à l’aise, voir plus relaxés, face au problème (2) du fait d’avoir la
convexité qui facilite les choses. Eu même temps, on est pas loin du problème (1) car jus-
tement il y a une relation entre les solutions des deux : l’auteur dans [11] a pu montrer que
sous certaines conditions l’ensemble, S1, des solutions de (1) est non vide et il est "dense"
dans, S2, celui des solutions de (2), pour la topologie de la convergence uniforme sur
chaque sous-intervalle compact de I. Ceci veut dire qu’en fait, toute solution du problème
relaxé peut être approchée autant que souhaité par une solution du problème principal.
L’étude détaillée de ce résultat de relaxation fait l’objet principal de ce mémoire, et que
nous avons abordé au dernier chapitre.

iii



Introduction iv

Pour la preuve, l’auteur dans [11] s’est basé sur un théorème de densité qui généralise
en fait, dans la dimension quelconque, des résultats classiques dans la dimension finie
([14], [26]), et aussi d’autres dans le cas général ([6], [25] et [23]). Ce dernier dit que pour
une multi-application mesurable Γ : I ⇒ E, si l’ensemble des sélections intégrables de Γ,
S1

Γ est non vide, alors il est dense dans son enveloppe convexe fermée coS1
Γ pour la norme

‖f‖max = max
t′,t′′∈I

‖
∫ t′′
t′ f(s)ds ‖E, Le théorème de densité en question a été largement traité

au cours du deuxième chapitre de ce mémoire.

Dans ce papier, on procède comme suit : on commence par rappeler des notions de base
à travers un premier chapitre, puis le théorème de densité comme résultat intermédiaire
à travers le deuxième chapitre, et on termine par le théorème de relaxation principal au
dernier chapitre.
Notons que des résultats de relaxation similaires ont été établis en dimension finie (voir
exemple [12]), où le second membre F est supposé à valeurs compactes, et où les preuves
se basent sur la dimension finie contrairement à [11].



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous précisons nos notations et rappelons certaines définitions, pro-
positions et théorèmes dont on aura besoin tout au long de ce mémoire.

1.1 Notations générales

On note

• I = [0, T ] un intervalle de l’ensemble des réels R.
• Rd l’ensemble des vecteurs de dimension d, à coordonnées réelles.
• 1IA ou χA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

1IA(x) =

 1 si x ∈ A;
0 si x 6∈ A.

• (X, θ) un espace topologique.
• (X, d) un espace métrique.
• BX(y, r) la boule ouverte de X de centre y et de rayon r.
•BX(y, r) la boule fermée de X de centre y et de rayon r.
• (X,Σ) un espace mesurable.
• (X,Σ, µ) un espace mesuré.

Soit X un espace topologique. On note

• B(X) la tribu Borélienne sur X.
• Pcl(X) l’ensemble des parties fermées de X.

1
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Soit E un espace de Banach et ‖·‖ la norme de E. On note par

• C(I, E) l’espace de Banach de toutes les applications continues définies sur I à va-
leurs dans E, muni de la distance de la convergence uniforme du définie par du(f, g) =
max
t∈I
‖f(t)− g(t)‖E , et qui est issue de la norme ‖f(·)‖ = sup

t∈I
‖f(t)‖E .

• L1
E(I) l’espace de Banach de toutes les applications intégrables au sens de Bochner

définies sur I à valeurs dans E, muni de la norme usuelle ‖f(·)‖1 =
∫
I
‖f(s)‖E ds et de la

norme ‖f(·)‖max = max
t′,t”∈I

‖
∫ t”
t′ f(s)ds ‖E.

• AC1,1(I, E) l’espace des applications absolument continues définies sur I à valeurs dans
E, dérivable presque partout avec f ′ ∈ L1

E(I).
• co(A) l’enveloppe convexe de A (A ⊂ E).
• co(A) l’enveloppe convexe fermée de A.

1.2 Espace topologique, espace normé et espace mé-

trique

Définition 1.1. Soit X un ensemble non vide. Soit θ une famille de parties de X(θ ⊂
P(X)). On dit que θ est une topologie sur X si et seulement si

1. ∅ ∈ θ, X ∈ θ.

2. ∀(Ai)i∈I ⊂ θ ⇒ ∪
i∈I
Ai ∈ θ (stabilité par union quelconque).

3. ∀(Ai)i=1,··· ,n ⊂ θ ⇒
n
∩
i=1
Ai ∈ θ (stabilité par intersection finie).

Définition 1.2. Soit θ une topologie sur X. Alors (X, θ) est appelé un espace topologique.
On appelle ensemble ouvert de X tout ensemble appartenant à θ, c’est-à-dire

A est ouvert dans X ⇔ A ∈ θ.

Définition 1.3. Soit (X, θ) un espace topologique et B ⊂ X. On dit que B est fermé
dans X si et seulement si son complémentaire CB

X est ouvert.

Définition 1.4. Soient (X1, θ1) et (X2, θ2) deux espaces topologiques et soit

X = X1 ×X2 = {(x1, x2)/x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}.

1. On appelle ouvert premier tout ensemble

O = {O1 ×O2/ O1 ∈ θ1, O2 ∈ θ2}.
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2. On appelle ouvert de X tout union d’ouverts premier, i.e.

θ = {∪k(Ok
1 ×Ok

2)/ Ok
1 ∈ θ1, O

k
2 ∈ θ2}

est une topologie sur X appelée la topologie produit de θ1×θ2 et le couple (X, θ) est appelée
l’espace topologique produit de (X1, θ1) et (X2, θ2).

Définition 1.5. Soit E un espace vectoriel sur le corps R et soit

ϕ :E → R+

x 7→ ϕ(x).

On dit que ϕ est une norme sur E si et seulement si

1. Pour tout x ∈ E, on a ϕ(x) = 0⇔ x = 0E.

2. Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ R on a ϕ(λx) = |λ|ϕ(x).

3. Pour tout x, y ∈ E , on a ϕ(x+ y) 6 ϕ(x) + ϕ(y).

(E,ϕ(x)) est appelé espace normé.

Définition 1.6. Soit X un ensemble non vide quelconque. On appelle distance sur X une
application d : X × X → R+ qui à (x, y) ∈ X × X fait correspondre le nombre réel fini
positif d(x, y) appelé distance de x à y, et satisfaisant aux trois conditions suivantes

(i) ∀x, y ∈ X , d(x, y) = 0⇔ x = y

(ii) ∀x, y ∈ X , d(x, y) = d(y, x) (relation de symétrie),

(iii) ∀x, y, z ∈ X , d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, x) (inégalité triangulaire).

Définition 1.7. On appelle espace métrique le couple (X, d) formé d’un ensemble X et
une distance d définie sur X.

Définition 1.8. Soit (X, d) un espace métrique, soient x0 ∈ X et r > 0. On appelle boule
ouverte de centre x0 et de rayon r, notée BX(x0, r) l’ensemble

{x ∈ X/ d(x0, x) < r}.

Définition 1.9. Soient (X, dX) un espace métrique, et A une partie non vide de X.
La distance d’un point x ∈ X à l’ensemble A est donnée par

d(x,A) = inf
a∈A

dX(x, a).
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Définition 1.10. (L’adhérence). Soient (X, dX) un espace métrique, et A une partie
non vide de X. On appelle adhérence de A et on note A, le sous-ensemble de X défini par

A = {x ∈ X, d(x,A) = 0}.

Proposition 1.11. Soient A une partie non vide d’un espace métrique (X, dX) et x ∈ X.
Alors

x ∈ A⇔ d(x,A) = 0.

Définition 1.12. Soit (E, dX) un espace métrique et soit (xn)n ⊂ E. On dit que (xn)n
est de Cauchy si et seulement si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀p, q ∈ N; p > q > n0 ⇒ dX(xp, xq) < ε.

Définition 1.13. Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de l’espace métrique (X, dX), Soit
x ∈ X. On dit que la suite (xn)n∈N converge vers x ∈ X si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N : n > n0 ⇒ dX(xn, x) < ε.

Définition 1.14. Un espace métrique (X, dX) est dit complet lorsque toute suite de Cau-
chy d’éléments de X est convergente dans X.

Soit (E, ‖ · ‖) un espace normé. Pour tout x, y ∈ E, on pose d(x, y) = ‖x− y‖.
On vérifie facilement que d est une distance sur E, appelée distance associée à la norme.
La topologie correspondante sera appelée topologie normique.

Définition 1.15. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la
distance issue de sa norme.

Définition 1.16. Soient A,B deux parties d’un espace métrique X.
• On dit que A est dense dans B si B ⊂ A.

• On dit que A est partout dense dans X si A = X.

1.3 Ensembles convexes

Définition 1.17. Soit E un espace vectoriel, et soit a, b ∈ E.
• On appelle segment fermé d’extrémités a et b (ou tout simplement segment) que l’on
note [a, b], l’ensemble {λa+ (1− λ)b tel que λ ∈ [0, 1]}.
• On appelle segment ouvert que l’on note ]a, b[ l’ensemble {λa+(1−λ)b tel que λ ∈ ]0, 1[}.
De la même manière, on définit les segments ]a, b] et [a, b[.
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Définition 1.18. Une partie A de l’espace vectoriel E est dite convexe si à chaque fois
que deux points a, b appartiennent à A le segment [a, b] est contenu dans A, i.e. ,

λA+ (1− λ)A ⊂ A, ∀λ ∈ [0, 1]

ou encore
∀a, b ∈ A,∀λ ∈ [0, 1], λa+ (1− λ)b ∈ A.

On appelle simplexe de Rn le sous ensemble ∆n, tel que

∆n = {(λ1, · · · , λn) ∈ Rn, λi ≥ 0 , i = 1...n,
n∑
i=1

λi = 1}.

Définition 1.19. Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, . . . , xn ∈ E. On appelle
combinaison convexe des éléments x1, x2, . . . , xn tout élément x qui s’écrit comme suit

x =
n∑
i=1

λixi tel que (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ ∆n .

Proposition 1.20. Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. Alors A est convexe si et
seulement si n’importe quelle combinaison convexe des vecteurs de A est un vecteur de A.

Définition 1.21. Soit A un sous ensemble de l’espace vectoriel E. On appelle enveloppe
convexe de A, qu’on note co(A), l’intersection de tous les convexes de E contenant A.
C’est en fait le plus petit convexe de E contenant A.

Définition 1.22. Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe
fermée de A, qu’on note co(A), le plus petit convexe fermé de E contenant A.

Théorème 1.23. (Théorème 1.4, [19], p. 14) Si A ⊂ E. Alors,

co(A) = co(A).

Démonstration. Soit A ⊂ E. L’ensemble co(A) est un fermé convexe (car co(A) est
convexe) contenant A. Mais co(A) est le plus petit convexe fermé contenant A.
Donc

co(A) ⊂ co(A).

D’autre part, co(A) est contenu dans tout ensemble convexe contenant A (car c’est le plus
petit d’entre eux), d’où

co(A) ⊂ co(A).

Par conséquent,
co(A) ⊂ co(A) = co(A).

On conclut que co(A) = co(A). �
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Proposition 1.24. Soient E un espace vectoriel, A,B ⊂ E et α ∈ R.

1. si A ⊂ B alors co(A) ⊂ co(B).

2. co(αA) = αco(A).

3. co(A+B) = co(A) + co(B).
Si E un espace vectoriel topologique, alors

4. Si A est un sous ensemble convexe de E alors A et
◦
A le sont aussi.

5. co(αA) = αco(A).

Théorème 1.25. Si A ⊂ E. Alors,

co(A) = co(A).

Démonstration. Comme A ⊂ A alors co(A) ⊂ co(A) (propriété), d’où

co(A) ⊂ co(A),

autrement dit, d’après le théorème précédent,

co(A) ⊂ co(A). (1.1)

D’autre part, par définition de l’enveloppe convexe fermée, nous avons

A ⊂ co(A),

d’où
A ⊂ co(A) = co(A)

(car ce dernier est fermé).
Donc co(A) est un convexe fermé qui contient A. Or, co(A) est le plus petit ensemble de
ces ensembles, d’où

co(A) ⊂ co(A). (1.2)

Combinant (1.1) et (1.2) on conclut que co(A) = co(A). �

Définition 1.26. Soient X, Y deux espaces vectoriels. Une application ϕ : X → Y est
affine si

ϕ((1− t)x+ ty) = (1− t)ϕ(x) + tϕ(y) pour chaque t ∈ R et x, y ∈ X.
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1.4 Distance de Hausdorff

Les définitions et résultats de cette section ont été pris de [3] et [19]. Dans la suite on
considère un espace métrique (X, d) et A,B,C ⊂ X.

Définition 1.27. On appelle écart entre A et B la quantité notée e(A,B) et définie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) = sup
x∈A

(
inf
y∈B

d(x, y)
)
.

Définition 1.28. On appelle distance de Hausdorff entre A et B la quantité H(A,B)
définie par

H(A,B) = max
(
e(A,B), e(B,A)

)
,

avec la convention
sup ∅ = 0 et inf ∅ = +∞.

Propriétés

1. e(A, ∅) = +∞ si A 6= ∅

2. e(∅, B) = 0

3. e(A,B) = 0⇔ A ⊂ B

4. H(A,B) = 0⇔ A = B

5. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C)

6. H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

Soit Pf (X) l’ensemble des parties fermées de X. Alors Pf (X), muni de la distance de
Hausdorff H, est un espace métrique.

1.5 Quelques notions de mesurabilité

Les définitions et résultats de cette section ont été pris de [2] et [19].

Définition 1.29. (Tribu, espace mesurable) Soient X un ensemble non vide et Σ une
famille de sous ensembles de X. Alors Σ est une tribu sur X si

1. ∅ ∈ Σ.

2. A ∈ Σ⇒ X \ A ∈ Σ.

3. ∀n ∈ N , (n ≥ 1) , An ∈ Σ⇒ ∪
n
An ∈ Σ
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Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable, et les éléments de Σ sont appelés ensembles
mesurables
Si la troisième relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que Σ est une
algèbre sur X.

Proposition 1.30. (Tribu engendrée) Soit A une famille de parties de X. L’intersec-
tion de toutes les tribus contenant A, est appelée tribu engendrée par A, et est usuellement
notée σ(A).
σ(A) est la plus petite tribu contenant A au sens d’une inclusion.

Proposition 1.31. (Propriétés des tribus engendrées) Soient A et B deux familles
de parties de X. Alors,

(a) A ⊂ B ⇒ σ(A) ⊂ σ(B)

(b) Pour toute tribu Σ sur X , A ⊂ Σ⇒ σ(A) ⊂ Σ.

Définition 1.32. (La tribu borélienne) Soit (X, τ) un espace topologique. On appelle
tribu borélienne la tribu engendrée par τ , on la note B(X).
Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.33. (Fonction mesurable) Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesu-
rables et f une application définie sur X1 à valeurs dans X2. On dit que f est (Σ1,Σ2)-
mesurable si pour tout A ∈ Σ2, f -1(A) ∈ Σ1.
Si X2 est un espace topologique, une application (Σ1,B(X2))-mesurable est dite application
Borélienne ou Σ1-mesurable.

Proposition 1.34. Soient X1, X2 deux espaces topologiques et f : X1 → X2. Si f est
continue alors f : (X1,B(X1))→ (X2,B(X2)) est mesurable.

Proposition 1.35. Soient (X,Σ) un espace mesurable et {fn}n≥1 une suite d’applications
mesurables définies sur X à valeurs dans R. Si {fn}n≥1 converge simplement vers f alors
f est mesurable.
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Définition 1.36. Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l’application µ : Σ→ R est une
mesure si

1. µ(∅) = 0 ;

2. µ(∪
n
An) = ∑

n
µ(An), pour toute suite dénombrable (An) d’éléments de Σ deux à

deux disjoints.

• Le triplet (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.
• Si µ(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure positive et on note µ ≥ 0,
ou que l’espace (X,Σ, µ) est positif.
• Si µ(A) < ∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure finie ou que l’espace
(X,Σ, µ) est fini.
• Si X est un espace topologique, la mesure µ : B(X)→ R est appelée mesure Borélienne.

Proposition 1.37. (Croissance et mesure d’une différence)
Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré. Soit A,B ∈ Σ tels que B ⊂ A. Alors
µ(B) ≤ µ(A).
Si, de plus µ(A) < +∞, alors µ(A\B) = µ(A)− µ(B).

Définition 1.38. X un espace topologique séparé si :

∀ x, y ∈ X, x 6= y, ∃ v ∈ v(x), ∃ w ∈ v(y) tel que : v ∩ w = ∅.

Définition 1.39. Soit X un espace topologique séparé et µ une mesure Borélienne. Alors
µ est dite régulière si pour tout A ∈ B(X) et tout ε > 0, il existe un ouvert C et un fermé
G de X, tels que G ⊂ A ⊂ C et µ(C\G) ≤ ε.

Une mesure Borélienne finie et régulière est appelée mesure de Radon.

Définition 1.40. Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré positif et A un sous ensemble de X.
On dit que A est µ-négligeable ou négligeable, s’il existe B ∈ Σ tel que A ⊂ B et µ(B) = 0.
• On dit qu’une propriété sur X est vraie µ-presque partout (µ.p.p.), si l’ensemble où
elle n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

Définition 1.41. (Fonction simple). Soient (X,Σ) un espace mesurable, E un espace
de Banach et f : X → E. On dit que f est une application simple si elle mesurable et
prend un nombre fini de valeurs.
Cette notion est la généralisation d’une fonction en escalier ( on dit "en escalier" lorsque
on départ d’un réel). Toute fonction simple peut s’écrire sous la forme

f(x) =
n∑
i=1

1IEi(x)yi,
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où les Ei = f−1(yi), i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments deux à deux disjoints de Σ et les
yi, i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments distincts de E.
Cette formule est appelée la représentation canonique de f .

Théorème 1.42. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach séparable.
Si f : X → E est mesurable, alors il existe une suite {fn}n≥1 d’application simples telles
que fn → f µ-p.p, et pour µ-presque tout x ∈ E , ‖fn(x)‖ ≤ ‖f(x)‖ pour tout n ∈ N∗.
• La tribu µ-complétée de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles
µ-négligeables, c’est à dire

Σµ = {A ∪ Z; A ∈ Σ et Z ensemble µ− négligeable}.

• La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c’est à dire, si tout ensemble µ-négligeable
appartient à Σ.
Soit l’ensemble de parties de R ∪ {+∞,−∞} suivant

A = {]a, b[: a, b ∈ R ∪ {+∞,−∞}}

(c’est l’ensemble des intervalles ouverts). La tribu σ(A) s’appelle la tribu des Boréliens
et se note B(R).

Définition 1.43. (Tribu de Lebesgue). La tribu de Lebesgue sur R notée L(R) est la
tribu complétée de la tribu Borélienne B(R) pour la mesure de Lebesgue.

Théorème 1.44. (Mesure de Lebesgue). Il existe une mesure λ sur (R,B(R)) vérifiant

1. pour tout intervalle ]a, b[, λ(]a, b[) = b− a

2. ∀A ∈ B(R), ∀x ∈ R, λ({y : y − x ∈ A}) = λ(A).

Cette mesure λ s’appelle la mesure de Lebesgue.

Proposition 1.45. ( [10](Castaing), Proposition VII-4, p. 198) Soit (T,Σ, µ) un espace
mesuré positif σ-fini, et µ-complet, E un espace de Banach séparable et soit f : T → E

une application mesurable de T dans E. Alors, il existe une suite (Tn)n de sous-ensembles
mesurables de T , deux à deux disjoints telle que :

µ(T \ ∪
n
Tn) = 0, f(Tn) est compact dans E ∀n.

1.6 Intégrale de Bochner

Il s’agit de l’intégrale d’une application à valeurs dans un Banach. Dans toute cette
section, E est un espace de Banach séparable que l’on munit de sa tribu borélienne et un
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espace mesuré (T,Σ, µ).
Les notions de cette section ont été prise de [18].

Définition 1.46. Soit (X,Σ) un espace mesurable et M un espace métrique. Alors une
fonction g : X →M est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si g est (Σ,B(M))-
mesurable et g(X) est séparable.

Lorsque f =
n∑
i=1

1IEiyi est une fonction simple, on définit l’intégrale de Bochner de f
comme suit ∫

T

fdµ =
n∑
i=1

µ(Ei)yi.

Définition 1.47. Une application mesurable f : T → E est dite intégrable au sens de
Bochner, s’il existe une suite d’applications simples (fn)n telle que
• fn → f µ p.p. ,
• ∀n, ‖fn − f‖E(·) est intégrable au sens de Lebesgue et

lim
n→∞

∫
T

‖fn − f‖(t)dµ = 0.

avec

‖f‖ : T → R

t 7→ ‖f‖(t) = ‖f(t)‖E.

Et on pose ∫
T
fdµ = lim

n→∞

∫
T

fndµ.

Dans ce cas,
∫
A fdµ est défini pour tout A ∈ Σ par

∫
A
fdµ = lim

n→∞

∫
A
fndµ.

Théorème 1.48. Une application mesurable f : T → E est intégrable au sens de Bochner
si et seulement si

∫
T
‖f‖dµ <∞.

Corollaire 1.49. Si f : T → E est une application intégrable au sens de Bochner et
A ∈ Σ, Alors ∥∥∥∫

A

f(t)dµ
∥∥∥
E
6
∫
A

‖f(t)‖Edµ.

Corollaire 1.50. Si f, g : T → E sont deux applications intégrables au sens de Bochner
telles que pour tout A ∈ Σ,

∫
A
fdµ =

∫
A
gdµ, alors

f(t) = g(t) pour µ− presque tout t ∈ T.
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Proposition 1.51. ([19], Lemme 1.1) Nous avons les caractérisations suivantes :

- f est Bochner mesurable ;

- il existe une suite de fonctions simples définies sur T à valeurs dans E, convergeant
simplement vers f ;

- il existe une suite de fonctions dénombrable-ment Σ-étagées définies sur T à valeurs
dans E, convergeant uniformément sur T vers f .

On note L1
E(T ) l’ensemble des applications mesurables f : T → E intégrables au sens

de Bochner.
Si on note N l’ensemble des fonctions mesurables f : T → E telles que f(x) = 0 µ-p.p.
sur T , l’espace des classes d’équivalence L1

E(T )\N est noté par L1
E(T ), c’est un espace de

Banach muni de la norme ‖f‖1 = ‖f‖L1(T,E) =
∫
T ‖f(t)‖Edµ.

Dans l’espace L1
E(T ) on considère la norme "faible"

‖f‖max = max
0≤t′≤t′′≤1

‖
∫ t′′

t′
f(s)ds‖. (1.3)

Cette norme est équivalente á la norme ([8])

‖|f‖| = max
0≤t≤T

‖
∫ t

0
f(s)ds‖. (1.4)

En effet, pour tout t ∈ [0, T ], et en prenant t′ = 0 et t′′ = t,

‖
∫ t

0
f(s)ds‖ ≤ max

0≤t′≤t′′≤T
‖
∫ t′′

t′
f(s)ds‖ = ‖f‖ω.

D’où,
|‖f‖| ≤ ‖f‖ω. (1.5)

D’autre part, pour tout a, b ∈ [0, T ], a ≤ b,

‖
∫ t′′

t′
f(s)ds‖ = ‖

∫ t′′

0
f(s)ds−

∫ t′

0
f(s)ds‖

≤ ‖
∫ t′′

0
f(s)ds‖+ ‖

∫ t′

0
f(s)ds‖

≤ 2|‖f‖|.

D’où,
‖f‖ω ≤ 2|‖f‖|. (1.6)

De (1.5) et (1.6), on déduit que ‖ · ‖ω et |‖ · ‖| sont équivalentes.

Définition 1.52. ([27]) Une fonction est dite "localement intégrable" si, autour de chaque
point de son domaine, il existe un voisinage sur lequel la fonction est intégrable.
L’espace des fonctions localement intégrable est noté L1

loc.

Toute fonction intégrable est localement intégrable.
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1.7 Applications continues et absolument continues

Pour plus de détails concernant les notions et les résultats énoncés dans cette section,
voir [3], [13], [5] et [28].

Définition 1.53. Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X → Y une application.
Alors f est continue si pour tout x0 ∈ X et tout voisinage V de f(x0) dans Y , il existe un
voisinage U de x0 dans X, tel que f(U) ⊂ V. Ou encore, si pour tout ouvert (resp.fermé)
V de Y , f−1(V ) est un ouvert ( resp.fermé) de X.

Définition 1.54. Une application f définie sur T à valeur dans un espace vectoriel normé
(E, ‖ · ‖) est dite absolument continue si pour tout ε > 0, il existe ζ > 0 tel que pour toute
famille finie d’intervalles ouverts deux à deux disjoints de T ; (]ai, bi[)i∈{1,...,n}, nous avons

n∑
i=1

(bi − ai) ≤ ζ =⇒
n∑
i=1
‖f(bi)− f(ai)‖ ≤ ε .

Définition 1.55. Soit E un espace de Banach. On définit
AC1,1(T,E) = {f : T → E : f est absolument continue, dérivable p.p. avec f ′ ∈
L1
E(T )}.

Proposition 1.56. Soient E un espace de Banach et f : T → E. S’il existe une applica-
tion g ∈ L1

E(T ) telle que

f(t) = f(0) +
t∫

0

g(s)ds, ∀ t ∈ T.

Alors, f ∈ AC1.1(T,E) et ḟ(t) = g(t) p.p sur T .

Proposition 1.57. Soit ϕ : T → R une fonction absolument continue, et E = {t ∈ T :
ϕ(t) = 0}. Alors mes({t ∈ T : ϕ̇(t) 6= 0}) = 0, i.e., ϕ̇(t) = 0 p.p sur E.

Théorème 1.58. ([20], Théorème 6.5, p.29) Si f est une fonction Lebesgue-intégrable sur
Rd, alors pour tout ε > 0, il existe δ = δε > 0 tel que pour tout sous-ensemble mesurable
E ⊂ Rd avec

µ(E) ≤ δ

on a ∫
E
‖ f ‖≤ ε.

Cette dernière condition est connue sous le nom d’absolue continuité de l’intégrale d’une
fonction par rapport à la mesure de Lebesgue.
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Définition 1.59. [22] Soient X un espace topologique et M un espace métrique. On dit
que la fonction u : X → M est localement bornée si ∀x ∈ X il existe un ouvert U
contenant x tel que u est bornée sur U.

Proposition 1.60. Soit ϕ : X → Y .
(a) ϕ est linéaire si et seulement si ϕ est affine et ϕ(0) = 0.
(b) ϕ est affine si et seulement si s’il existe une application linéaire T : X → Y et un
vecteur y0 ∈ Y tel que ϕ(x) = Tx+ y0 (x ∈ X). De plus c’est unique dans ce cas.

Proposition 1.61. Si ϕ : A→ Y est affine, alors

ϕ(
n∑
i=1

λixi) =
n∑
i=1

λiϕ(xi), ∀xi ∈ A, λi ∈ R,
n∑
j=1

λj = 1.

1.8 Multi-applications et sélections

Les définitions de cette section ont été prises de [3].

Définition 1.62. Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application F
définie sur X à valeurs dans Y toute application qui à chaque élément x ∈ X associe un
sous-ensemble F (x) de Y , et on note F : X ⇒ Y ou F : Y → P(Y ).

• On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom(F ), le
sous-ensemble de Y défini par

dom(F ) = {x ∈ X; F (x) 6= ∅}.

• On appelle graphe de F , qu’on note gph(F ), le sous-ensemble de X × Y défini par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y ; y ∈ F (x)}.

• On appelle image de F , qu’on note Im(F ), le sous ensemble de Y défini par

Im(F ) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ X, y ∈ F (x)}.

• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous-ensemble de Y
défini par F (A) = ∪

x∈A
F (x), et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ A, y ∈ F (x)}.

• On définit la multi-application inverse F−1 : Y ⇒ X définie par

x ∈ F−1(y) ⇔ y ∈ F (x).
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• Pour tout V ⊂ Y , on appelle image réciproque large de F , le sous-ensemble défini
par

F−1(V ) = {x ∈ X; F (x) ∩ V 6= ∅}.

Définition 1.63. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute
application f : dom(F )→ Y vérifiant

f(x) ∈ F (x),∀ x ∈ dom(F ).

1.9 Mesurabilité des multi-applications

Les notions de cette section ont été prises de [3] et [19].

Définition 1.64. Soient (T,Σ) un espace mesurable, Y un espace topologique et F : T ⇒
Y une multi-application.

1. On dit que F est Σ-mesurable ou mesurable, si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {t ∈ T : F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

2. On dit que F est fortement mesurable, si pour tout fermé W de Y

F−1(W ) = {t ∈ T : F (t) ∩W 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 1.65. Si F : T ⇒ Y est fortement mesurable, alors F est mesurable.

Proposition 1.66. Soient (T,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et soit F : T ⇒ Y une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F est Σ-mesurable.

(ii) Pour chaque y ∈ Y , la fonction dy : T → R définie par dy(t) = d(y, F (t)) est
Σ-mesurable.

Théorème 1.67. Soient (T,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable
et soient F : T × E ⇒ E une multi-application mesurable et u : T → E une application
Σ-mesurable. Alors, la multi-application t 7→ F (t, u(t)) est mesurable.

Définition 1.68. Soient (T,Σ) un espace mesurable, Y et E deux espaces métriques et
soit f : T × Y → E une application.
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On dit que f est de Carathéodory si elle est mesurable par rapport à t et continue par
rapport à y, c’est à dire pour tout x ∈ X fixé l’application

fy :T → E

t 7→ fy(t) = f(t, y)

est Σ-mesurable, et pour tout t ∈ T fixé l’application

ft :Y → E

y 7→ ft(y) = f(t, y)

est continue.
On dit aussi que f est séparément mesurable, séparément continue.

Proposition 1.69. Soient (T,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et E un espace métrique et soit f : T × Y → E une application de Carathéodory. Alors f
est mesurable.

Lemme 1.70. Soit (Y,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0, σ-finie et Σ est µ-complète.
Soient E un espace métrique séparable et F : Y ⇒ E une multi-application à valeurs
fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes

(a) F est Σ-mesurable.

(b) gphF ∈ Σ⊗ B(E).

(c) F est fortement mesurable.

Théorème 1.71. (Théorème d’existence de sélections mesurables). Soient (T,Σ)
un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : T ⇒ Y une multi-
application mesurable à valeurs fermées non vides. Alors, F admet au moins une sélection
mesurable.

Théorème 1.72. [28] Soit (T,Σ, µ) un espace mesuré positif avec Σ µ-complète et µ−σ
finie. Soient E un espace de Banach séparable, Γ : T ⇒ E une multi-application mesurable
à valeurs non vides fermées, f : T ⇒ E une application mesurable. Alors, la multi-
application

H : T ⇒ E

t 7→ H(t) = {x ∈ Γ(t); d(f(t), x) ≤ d(f(t),Γ(t))}.

est à valeurs non vides, fermées et elle est mesurable.
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1.10 Multi-applications Lipschitziennes

Définition 1.73. ([19]) Soient Y,E deux espaces normés et soit F : Y ⇒ E une multi-
application. On dit que F est Lipschitzienne autour de y ∈ Y s’il existe une constante
positive l et un voisinage U ⊂ dom(F ) de y tels que

∀y1, y2 ∈ U, F (y1) ⊂ F (y2) + l ‖y1 − y2‖E BE

Dans ce cas on dit aussi que F est Lipschitzienne sur U .
Elle est Lipschitzienne s’il existe l positive tel que

∀y1, y2 ∈ dom(F ), F (y1) ⊂ F (y2) + l ‖y1 − y2‖E BE

Proposition 1.74. ([19]) Soient Y , E deux espaces de dimension finie et soit F : Y ⇒
E une multi-application Lipschitzienne avec la constante de Lipschitz l. Alors la multi-
application y 7→ co(F (y)) est Lipschitzienne avec la même constante l.

Théorème 1.75. (Représentation de Castaing). Soient (T,Σ) un espace mesurable,
(X, d) un espace métrique séparable complet. Soit F : T ⇒ X une multi-application
mesurable à valeurs fermées.
Alors, F et Σ-mesurable si et seulement si dom(F ) ∈ Σ et il existe une suite (fn)n
d’applications Σ-mesurable (fn : dom(F ) → X) telle que pour chaque t ∈ dom(F ) on ait
F (t) = (fn(t))n.
On dit que (fn)n est une représentation de Castaing de F .



Chapitre 2

Un théorème général de densité

Soient I un intervalle de R, (E, ‖ · ‖E) un espace de Banach séparable (de dimension
quelconque), et Γ : I ⇒ E une multi-application mesurable. Il est connu que si l’ensemble
des sélections intégrables de Γ, S1

Γ, est non vide alors il est dense dans son enveloppe
convexe fermée coS1

Γ pour la topologie σ(L1
E, L

∞
E′) (voir les travaux [6], [14], [23], [25] et

[26]). Dans [11], l’auteur a prouvé que sous certaines conditions, S1
Γ est dense dans coS1

Γ

pour une norme plus faible notée ici ‖.‖max. L’objectif de ce chapitre est de détailler tous
les arguments relatifs à ce résultat. La densité en question va servir lors de la relaxation
abordée au dernier chapitre.
Dans sa preuve du théorème de densité, l’auteur s’est basé sur deux lemmes, nous com-
mençons d’abord par bien détailler la preuve de l’un des deux, ceci fait partie de notre
contribution, et c’est une partie importante de ce travail.

2.1 Deux lemmes

Lemme 2.1. ([11], Lemma 1.1, p. 3) Soit J un sous-ensemble de R mesurable et borné,
soit (bi)i ⊂ L1

E(J) et (ϕi)i ⊂ L1
R+(J), i = 1, 2, · · · , n tels que

n∑
i=1
ϕi(s) = 1,∀s ∈ J.

Alors, pour tout ε > 0, il existe une partition mesurable {Mi}ni=1 de J telle que

sup
[t′,t′′]⊂R

∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J

[ n∑
i=1

ϕi(s)bi(s)−
n∑
i=1

χMi
(s)bi(s)

]
ds

∥∥∥∥∥
E

< ε. (2.1)

Démonstration. Pour une preuve bien détaillée, voir [17]. �

Lemme 2.2. ([11], Lemma 1.2, p. 5) Soit (Ω,Σ) un espace mesurable, (ci)i∈N∗ une suite

18
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d’applications mesurables de Ω dans E, et c : Ω→ E une application mesurable telles que

c(t) ∈ co{ci(t), i ∈ N∗}, ∀t ∈ Ω.

Alors, pour tout ε > 0 il existe une suite croissante (Ωn)n∈N∗ ⊂ Σ avec
∞
∪
n=1

Ωn = Ω et pour
chaque n ∈ N∗, il existe n fonctions positives mesurables ϕni : Ωn → R+, (i = 1, 2, · · · , n)
telles que

n∑
i=1

ϕni (t) = 1, ∀t ∈ Ωn

‖c(t)−
n∑
i=1
ϕni (t)ci(t)‖E < ε, ∀t ∈ Ωn.

Démonstration. Soit ε > 0. Pour chaque n ∈ N∗, soit
(
(λn,i1 , λn,i2 , ..., λn,in )

)
i∈N∗

la suite

des vecteurs rationnels positifs de dimensions n satisfaisant
n∑
k=1

λn,ik = 1, ∀i. C’est à dire :
• pour n = 1 : on considère la suite (constante) des nombres réels {1, 1, , 1, ...}, on peut
l’écrire {λ1

1, λ
2
1, λ

3
1, ... , λ

i
1, ... } ou bien (λi1)i∈N∗ avec λi1 = 1, ∀i,

• pour n = 2 : on considère la suite des couples

{(λ1
1, λ

1
2), (λ2

1, λ
2
2), (λ3

1, λ
3
2), ... , (λi1, λi2), ... }

telle que λi1 + λi2 = 1 ∀i, c.à.d.
2∑

k=1
λik = 1, ∀i.

• pour n = 3 : on considère la suite des triplets

{(λ1
1, λ

1
2, λ

1
3), (λ2

1, λ
2
2, λ

2
3), (λ3

1, λ
3
2, λ

3
3), ... , (λi1, λi2, λi3), ... }

telle que λi1 + λi2 + λi3 = 1 ∀i c.à.d.
3∑

k=1
λik = 1, ∀i.

... et ainsi de suite, i.e.,
• pour n en général on considère la suite des n-uplets

{(λn,11 , λn,12 , ..., λn,1n ), (λn,21 , λn,22 , ..., λn,2n ), (λn,31 , λn,32 , ..., λn,3n ), ... , (λn,i1 , λn,i2 , ..., λn,in ), ... }

telle que λi1 + λ1
2 + ...+ λin = 1 ∀i, c.à.d.

n∑
k=1

λik = 1, ∀i.
Pour chaque n ∈ N∗, pour chaque terme i on construit l’ensemble

Ωn,i = {t ∈ Ω : ‖c(t)−
n∑
k=1

λn,ik ck(t)‖E < ε}.

L’ensemble Ωn,i est mesurable, en effet :
si on pose f(t) := c(t)−

n∑
k=1

λn,ik ck(t) et g(t) = (‖.‖ ◦ f)(t) = ‖f(t)‖E, alors

Ωn,i = {t ∈ Ω : g(t) < ε}

= {t ∈ Ω : g(t) ∈]−∞, ε[}

= g−1(]−∞, ε[)
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et comme la norme (‖.‖E) est une fonction mesurable et f aussi car les fonctions (c(.) et
les ci(.)) le sont, alors g est mesurable, d’où Ωn,i ∈ Σ. Posons

Ωn =
∞
∪
i=1

Ωn,i = Ωn,1 ∪ Ωn,2 ∪ ... ∪ Ωn,i ∪ ...

(donc Ωn ∈ Σ). Alors,
∞
∪
n=1

Ωn = Ω. En effet,

•
∞
∪
n=1

Ωn ⊂ Ω, car

∀n, ∀i, Ωn,i ⊂ Ω⇒ ∀n,
n
∪
i=1

Ωn,i ⊂ Ω

⇔ ∀n, Ωn ⊂ Ω

⇒
∞
∪
n=1

Ωn ⊂ Ω.

• Ω ⊂
∞
∪
n=1

Ωn, car par l’hypothèse du Lemme,

t ∈ Ω⇒ c(t) ∈ co{ci(t), i ∈ N∗}

⇔ c(t) ∈ co{ci(t), i ∈ N∗}

⇔ d(c(t), co{ci(t), i ∈ N∗}) = 0

⇒ d(c(t), co{ci(t), i ∈ N∗}) < ε

⇔ inf
y∈co{ci(t),i∈N∗}

d(c(t), y) < ε

⇒ ∃yt,ε ∈ co{ci(t), i ∈ N∗}; d(c(t), yt,ε) < ε

⇔ ∃yt,ε ∈ co{ci(t), i ∈ N∗}; ‖c(t)− yt,ε‖E < ε,

et comme yt,ε ∈ co{ci(t), i ∈ N∗}, alors il peut s’écrire sous la forme d’une combinaison
convexe

yt,ε =
Nt,ε∑
k=1

βk.ck(t),

avec
Nt,ε∑
k=1

βk = 1 et βk ≥ 0, ∀k. En fait, le Nt,ε-uplet

(β1, β2, ..., βNt,ε)

ce n’est qu’un terme d’indice j de la suite des Nt,ε-uplets, de la forme

(λNt,ε,j1 , λ
Nt,ε,j
2 , ..., λ

Nt,ε,j
Nt,ε ).



2.1. Deux lemmes 21

Donc

t ∈ Ω⇒ ‖c(t)−
Nt,ε∑
k=1

βkck(t)‖E < ε

⇒ ‖c(t)−
Nt,ε∑
k=1

λ
Nt,ε,j
k ck(t)‖E < ε

⇒ t ∈ ΩNt,ε,j

⇒ t ∈
∞
∪
i=1

ΩNt,ε,i

⇔ t ∈ ΩNt,ε

⇒ ∃n ∈ N∗ (n = Nt,ε); t ∈ Ωn

⇒ t ∈ ∪
n

Ωn,

d’où l’égalité.
Maintenant montrons que la suite d’ensembles (Ωn)n est croissante, c.à.d.

Ωn ⊂ Ωn+1, ∀n ∈ N∗.

Fixons le n. Nous avons,

t ∈ Ωn ⇔ t ∈
∞
∪
i=1

Ωn,i

⇒ ∃i ∈ N∗, t ∈ Ωn,i

⇒ ∃i ∈ N∗, ‖c(t)−
n∑
k=1

λn,ik ck(t)‖E < ε

⇒ ∃i ∈ N∗, ‖c(t)− (
n∑
k=1

λn,ik ck(t) + 0× cn+1(t))‖E < ε

⇒ ∃j ∈ N∗, ‖c(t)−
n+1∑
k=1

λn+1,j
k ck(t)‖E < ε

⇒ ∃j ∈ N∗, t ∈ Ωn+1,j

⇒ t ∈
∞
∪
i=1

Ωn+1,i

⇒ t ∈ Ωn+1,

car en fait, le n+1-uplet
(λn,i1 , λn,i2 , ..., λn,in , 0)

ce n’est qu’un terme d’indice j de la suite des n+1-uplets, de la forme

(λn+1,j
1 , λn+1,j

2 , ..., λn+1,j
n , λn+1,j

n+1 ).

Maintenant, pour chaque n ∈ N∗, soit t ∈ Ωn = Ωn,1 ∪ Ωn,2 ∪ ... ∪ Ωn,i ∪ ... Notons par it
l’indice i du "premier" ensemble Ωn,i auquel t appartient, c.à.d.

(t /∈ Ωn,j, ∀j < it) et t ∈ Ωn,it ,
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autrement dit
t /∈ ∪

j<it
j∈N∗

Ωn,j et t ∈ ∪
j≥it
j∈N∗

Ωn,j.

Ωn =
(
∪
j<it

Ωn,j
)
∪
(
∪
it≤j

Ωn,j
)

Rappelons que l’indice it correspond au n-uplet (λn,it1 , λn,it2 , ..., λn,itn ). Pour ce t ∈ Ωn,
posons

(ϕn1 (t), ϕn2 (t), ..., ϕnn(t)) = (λn,it1 , λn,it2 , ..., λn,itn ).

Vérifions les deux estimations du lemme :
• Nous avons

n∑
i=1
ϕni (t) = ϕn1 (t) + ϕn2 (t) + ...+ ϕnn(t)

= λn,it1 + λn,it2 + ...+ λn,itn

= 1,

• d’autre part,

‖c(t)−
n∑
i=1
ϕni (t)ci(t)‖E = ‖c(t)− (ϕn1 (t)c1(t) + ϕn2 (t)c2(t) + ...+ ϕnn(t)cn(t)) ‖E

= ‖c(t)−
(
λn,it1 c1(t) + λn,it2 c2(t) + ...+ λn,itn cn(t)

)
‖E

= ‖c(t)−
n∑
k=1

λn,itk ck(t)‖E < ε (car t ∈ Ωn,it).

�

2.2 Théorème de densité

Soit I = [0, T ] un intervalle de R, Γ : I ⇒ E une multi-application et

ϕ :I × E → E

(s, y) 7→ ϕ(s, y)

une application.
Soit

SΓ = {f : I → E; f(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ I},

S1
Γ = {f ∈ SΓ : f ∈ L1

E(I)},
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S1,ϕ
Γ = {f ∈ SΓ : t 7→ ϕ(t, f(t)) est intégrable}

= {f ∈ SΓ;ϕf ∈ L1
E(I)},

Nous avons

coΓ : I ⇒ E

s 7→ (coΓ)(s) = co(Γ(s)).

Par conséquent,

S1
coΓ = {f ∈ ScoΓ : f ∈ L1

E(I)}

= {f ∈ L1
E(I); f(t) ∈ co(Γ(t)), ∀t ∈ I}

= coS1
Γ.

Notons que
S1

Γ ⊂ S1
coΓ ⊂ (L1

E(I), ‖.‖max)

avec
‖f‖max = max

t′,t′′∈I
‖
∫ t′′

t′
f(s)ds‖E,∀f ∈ L1

E(I).

Théorème 2.3. ([11], Theorem 1.1, p. 3) Supposons que :

(1) ϕ est mesurable en s, continue et affine en y, c.à.d.
• ∀y ∈ E,

ϕy : I → E

s 7→ ϕy(s) = ϕ(s, y)

est mesurable, et
• ∀s ∈ I,

ϕs : E → E

y 7→ ϕs(y) = ϕ(s, y)

est continue et affine.

(2) Γ est mesurable, à valeurs non vides fermée (admet une représentation de Castaing),
et que S1,ϕ

Γ 6= ∅.
Alors, pour chaque a ∈ S1,ϕ

coΓ et ε > 0, il existe bε ∈ S1,ϕ
Γ telle que

sup
[t′,t′′]⊂I

‖
∫ t′′

t′
[ϕa(s))− ϕbε(s))]ds‖E < ε.
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De plus, bε peut être considéré comme étant de la forme

bε(s) =
n∑
i=0
χMi(s)ai(s)

où {Mi}ni=0 est une partition mesurable de I, a0 est une application fixée dans S1
Γ, et

{ai}ni=1 ⊂ S1
Γ est telle que l’ensemble

n
∪
i=1
ai(

n
∪
i=1
Mi) est relativement compact dans E.

Démonstration. Soit a ∈ S1,ϕ
coΓ (on sait que S1,ϕ

Γ ⊂ S1,ϕ
coΓ, et comme, par hypothèse, est

non vide, alors le deuxième n’est pas vide non plus) et soit ε > 0. ∃ ? bε ∈ S1,ϕ
Γ tels que

‖ϕa − ϕb(ε)‖max < ε ? .
Soit a0 ∈ S1,ϕ

Γ . Nous avons réparti la démonstration en cinq étapes.
Étape 1.
Pour ε > 0, il existe un intervalle compact J ⊂ I et δ > 0 tels que pour tout ensemble
mesurable M dans J avec µ(M) < δ∫

(I\J)
⋃
M

[
‖ϕa(s)‖E + ‖ϕa0(s)‖E

]
ds <

ε

3 . (2.7)

En effet, d’une part comme la fonction ‖ϕa(·)‖E + ‖ϕa0(·)‖E est Lebesgue intégrable sur
I(car ϕa, ϕa0 sont Bochner intégrables), alors considérons la mesure σ associée à l’intégrale,

σ : LI → R

A 7→ σ(A) =
∫
A

[
‖ϕa(s)‖E + ‖ϕa0(s)‖E

]
ds.

Puisqu’elle est régulière, alors pour ε
6 > 0 il existe un intervalle compact J ⊂ I tel que

σ(I \ J) =
∫
I\J

[
‖ϕa(s)‖E + ‖ϕa0(s)‖E

]
ds <

ε

6 ,

d’autre part, comme la fonction ‖ϕa(·)‖E + ‖ϕa0(·)‖E est Lebesgue intégrable sur J (J ⊂
I ⊂ R), alors par le Théorème 1.58 ( [20]), pour ε

6 > 0 il existe δ > 0 tels que pour tout
ensemble mesurable M dans J avec µ(M) < δ∫

M

[
‖ϕaϕ(s)‖E + ‖ϕa0(s)‖E

]
ds <

ε

6 .

On conclut que∫
(I\J)∪M

[
‖ϕa(s)‖E + ‖ϕa0(s)‖E

]
ds =

∫
I\J

[
‖ϕa(s)‖E + ‖ϕa0(s)‖E

]
ds

+
∫
M

[
‖ϕa(s)‖E + ‖ϕa0(s)‖E

]
ds

<
ε

6 + ε

6
= ε

3 .
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Étape 2.
Par les hypothèses, Γ admet une représentation de Castaing {ai}∞i=1.

∀s ∈ I, Γ(s) = {ai}∞i=1.

et donc d’après la propriété démontrée

∀s ∈ I, co(Γ(s)) = co({ai}∞i=1) = co({ai}∞i=1),

et comme ϕa ∈ S1
coΓ, alors ∀s ∈ I (en particulier sur J),

a(s) ∈ (coΓ)(s) = co(Γ(s)) = co({ai(s), i = 1, 2, ...}),

d’où
ϕa(s) ∈ co({ϕai(s), i = 1, 2, ...}) = co({ϕai(s), i = 1, 2, ...}).

En effet,

a(s) ∈ co{ai(s), i = 1,+∞} = co{ai(s), i = 1,+∞}

⇒ a(s) = lim
n→+∞

an,s tel que ∀n, an,s ∈ co{ai(s), i = 1,+∞}

donc

ϕa(s) = ϕ(s, a(s))

= ϕ(s, lim
n→+∞

an,s)

= ϕs( lim
n→+∞

an,s)

= lim
n→+∞

ϕ(s, an,s) (car ϕs est continue)

= lim
n→+∞

ϕs(an,s)

d’où

∀n, an,s ∈ co{ai(s) ; i = 1,+∞} ⇒ an,s =
Nn∑
j=1
λjaj(s) (∀j λj ≥ 0 et

Nn∑
j=1
λj = 1)

⇒ ϕn(s) = ϕ(s, an,s) = ϕ(s,
Nn∑
j=1
λjaj(s))

comme ϕan est affine alors

ϕan(s) =
Nn∑
j=1
λjϕ(s, aj(s))

=
Nn∑
j=1
λjϕaj(s)
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i.e. ϕan(s) est une combinaison convexe des éléments ϕaj(s)
i.e. ϕan(s) ∈ co{ϕai(s) , i = 1,+∞}
alors

lim
n→+∞

ϕan(s) ∈ co{ϕai(s) , i = 1,+∞} = co{ϕai(s) , i = 1,+∞}

On conclut que
ϕa(s) = lim

n→+∞
ϕan(s) ∈ co{ϕai(s) , i = 1,+∞}

On peut donc appliquer le Lemme 2.2, avec Ω := J, c := ϕa : Ω→ E, ci := ϕai : Ω→
E, i = 1,+∞, ε = ε

3µ(J) . Il vient qu’il existe un ensemble mesurable J1
ε avec µ(J \J1

ε ) < δ
2

(à vrai dire, on en déduit l’existence d’une suite croissante d’ensembles mesurables (Ωn)n,
d’où la suite (Ω\Ωn)n = (J \Ωn)n est décroissante et donc la suite des mesures µ(J \Ωn)n
est décroissante, dès qu’on arrive à µ(J \ Ωn0) < δ

2 on prend J1
ε := Ωn0) avec n fonctions

mesurables positives ϕn1 , ϕn2 , ..., ϕnn avec
n∑
i=1
ϕni (s) = 1 ,∀s ∈ J1

ε (donc chaque fonction est
bornée, 0 ≤ ϕni (s) ≤ 1, ∀s ∈ J1

ε ) tel que∥∥∥∥∥ϕa(s)−
n∑
i=1
λni (s)ϕai(s)

∥∥∥∥∥
E

<
ε

3µ(J) , ∀s ∈ Jε
1. (2.8)

Étape 3.
En outre, il existe un ensemble mesurable J2

ε ⊂ J1
ε avec µ(J1

ε \ J2
ε ) < δ

2 tel que chaque
ϕai(J2

ε ) est inclut dans un compact de E. En effet, puisque En est un espace de Banach
séparable, et la fonction

f : J1
ε → En × En

s 7→ f(s) = (ϕa1(s), ϕa2(s), ..., ϕan(s); a1(s), a2(s), ..., an(s))

est mesurable ([2]), alors d’après la Proposition 1.45, il existe une suite croissante (Nj)∞j=1

de sous-ensembles mesurables de J1
ε tel que lim

j→∞
µ(J1

ε \Nj) = 0 et pour chaque j,
f(Nj) est inclus dans un compact de En × En. Donc

∀ε′ > 0, ∃j0 ∈ N∗ : (j ≥ j0)⇒ (µ(J1
ε \Nj) < ε′)

pour ε′ = δ
2 ,

∃p ∈ N∗ : (j ≥ p)⇒ (µ(J1
ε \Nj) <

δ

2).

Alors, on prend l’ensemble J2
ε := Np,

f(J2
ε ) = (ϕa1(J2

ε ), ϕa2(J2
ε ), ..., ϕan(J2

ε ); a1(J2
ε ), a2(J2

ε ), ..., an(J2
ε ))

est inclus dans un compact de En×En (chaque composante est incluse dans un compact
de E).
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Étape 4.
En résumé, nous avons
• J2

ε est borné (car inclus dans I = [0, T ] ), il est mesurable (car J2
ε := Np),

• ∀s ∈ J1
ε , en particulier, ∀s ∈ J2

ε ,
n∑
i=1
λni (s) = 1,

• Toutes les λni sont mesurables et bornées donc Lebesgue intégrables sur J1
ε , (et en

particulier sur J2
ε ). Toutes les ϕai sont mesurables sur I, en particulier sur J2

ε , mais pour
i = 1, n, elles sont bornées sur J2

ε car pour chacune d’entre elles ϕai(J2
ε ) est inclut dans

un compact (donc borné) de E. Donc pour i = 1, n, les ϕai sont Bochner intégrables sur
J2
ε .

On peut appliquer le Lemme 2.1, avec J := J2
ε , λi := λni : J2

ε → R+, ϕbi := ϕai : J2
ε → E,

i = 1, n, et on l’applique pour ε = ε
3 , nous obtenons une partition mesurable {Mi}ni=1 de

J2
ε tel que

sup
[t′,t′′]⊂R

∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)−
n∑
i=1

χMi
(s)ϕai(s)

]
ds

∥∥∥∥∥
E

<
ε

3 (2.9)

Soit M0 = I \ J2
ε . Considérons l’application

bε : I → E

s 7→ bε(s) =
n∑
i=0

χMi
(s)ai(s).

C’est une fonction somme finie de produit d’applications mesurables sur I : les ai, i = 1, n
et a0 et les fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables χMi

,( remarquez que les
ai ne sont pas forcément Bochner intégrables sur I contrairement aux autres) donc elle
est mesurable sur I. Mais elle est aussi bornée sur I par conséquent, elle est Bochner
intégrable sur I. En plus, bε appartient à SΓ car

∀s ∈ I, bε(s) =


a0(s)∈ Γ(s) (sélection de Γ ) si s ∈M0

ai(s)∈ Γ(s) (représentation de Castaing) si s ∈Mi avec i ∈ 1, n.

donc bε ∈ S1
Γ.
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De plus, ϕbε ∈ L1
E(I) car ∀s ∈ I,

ϕbε(s) = ϕ(s,
n∑
i=0
χMi

(s)ai(s))

= ϕs(
n∑
i=0
χMi

(s)ai(s))

ϕs affine=
n∑
i=0
χMi

(s)ϕs(ai(s))

=
n∑
i=0
χMi

(s)ϕ(s, ai(s))

=
n∑
i=0
χMi

(s)ϕai(s)

et ∀i, ϕai ∈ L1
E(I) car ai ∈ L1

E(I) et ϕ est une fonction de Carathodory.
On conclut que bε ∈ S1,ϕ

Γ .

Étape 5.
Soit [t′, t′′] ⊂ I. Il nous reste qu’à montrer que

ψ(t′, t′′) :=
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]
[ϕbε(s)− ϕa(s)]ds

∥∥∥∥∥
E

< ε.

Notons que comme [t′, t′′] ⊂ I, alors

[t′, t′′] = [t′, t′′] ∩ I = [t′, t′′] ∩ ((I \ J2
ε ) ∪ J2

ε ) = ([t′, t′′] ∩ (I \ J2
ε )) ∪ ([t′, t′′] ∩ J2

ε )

= ([t′, t′′] \ J2
ε ) ∪ ([t′, t′′] ∩ J2

ε )

et ces deux derniers ensembles sont disjoints, d’où∫
[t′,t′′]

[ϕbε(s)− ϕa(s)r]ds =
∫

[t′,t′′]\J2
ε

[ϕbε(s)− ϕa(s)]ds+
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[ϕ(s)bε − ϕa(s)]ds

donc

ψ(t′, t′′) =
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]\J2
ε

[ϕbε(s)− ϕa(s)]ds+
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[ϕbε(s)− ϕa(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]\J2
ε

[ϕbε(s)− ϕa(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

+
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[ϕbε(s)− ϕa(s)]ds
∥∥∥∥∥
E
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• Par les propriétés de l’intégrale et la norme∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]\J2
ε

[ϕbε(s)− ϕa(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

≤
∫

[t′,t′′]\J2
ε

‖ϕbε(s)− ϕa(s)‖E ds

=
∫

[t′,t′′]\J2
ε

‖ϕa0(s)− ϕa(s)‖E ds

≤
∫

[t′,t′′]\J2
ε

(‖ϕa0(s)‖E + ‖ϕa(s)‖E)ds

[t′,t′′]\J2
ε⊂I\J2

ε

≤
∫
I\J2

ε

(‖ϕa0(s)‖E + ‖ϕa(s)‖E)ds

=
∫

(I\J)∪(J\J2
ε )

(‖ϕa0(s)‖E + ‖ϕa(s)‖E)ds

=
∫

(I\J)∪M
(‖ϕa0(s)‖E + ‖ϕa(s)‖E)ds

(2.7)
<

ε

3 .

car [t′, t′′] \ J2
ε ⊂M0 d’où ∀s ∈ [t′, t′′] \ J2

ε ,

bε(s) =
n∑
i=0

χMi
(s)ϕai(s)

= χM0(s)ϕa0(s) +
n∑
i=1

χMi
(s)ϕai(s)

= 1.ϕa0(s) +
n∑
i=1

0.ϕai(s)

= ϕa0(s) + 0E

= ϕa0(s).

Pour M = (J \ J2
ε )

µ(M) = µ(J \J2
ε ) = µ((J \J1

ε )∪(J1
ε \J2

ε )) = µ(J \J1
ε )+µ(J1

ε \J2
ε ) < δ

2 + δ
2 = δ (disjoints).
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• Pour la deuxième quantité Q :=
∥∥∥∫[t′,t′′]∩J2

ε
[ϕbε(s)− ϕa(s)]ds

∥∥∥
E
,

Q =
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[ϕbε(s)−
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s) +
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)− ϕa(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[ϕbε(s)−
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)]ds+
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)− ϕa(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[ϕbε(s)−
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

+
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)− ϕa(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[ϕbε(s)−
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

+
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)− ϕa(s)
∥∥∥∥∥
E

ds

=
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

[
n∑
i=1

χMi
(s)ϕai(s)−

n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

+
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)− ϕa(s)
∥∥∥∥∥
E

ds

(2.9)
<

ε

3 +
∫

[t′,t′′]∩J2
ε

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)− ϕa(s)
∥∥∥∥∥
E

ds

≤ ε

3 +
∫
J1
ε

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi(s)ϕai(s)− ϕa(s)
∥∥∥∥∥
E

ds

(2.8)
<

ε

3 +
∫
J1
ε

ε

3µ(J)ds

= ε

3 + ε

3µ(J)µ(J1
ε )

J1
ε⊂J
≤ ε

3 + ε

3µ(J)µ(J)

= ε

3 + ε

3 ,

car [t′, t′′] ∩ J2
ε ⊂ J2

ε d’où ∀s ∈ [t′, t′′] ∩ J2
ε , s ∈ J2

ε , s n’appartient pas à M0

bε(s) = χM0(s)a0(s) +
n∑
i=1

χMi
(s)ai(s) = 0.a0(s) +

n∑
i=1

χMi
(s)ai(s) = 0E +

n∑
i=1

χMi
(s)ai(s).

On conclut que
ψ(t′, t′′) < ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε,

ceci complète la preuve. �

Corollaire 2.4. ([11], Corollary 1.1, p.7) Supposons que Γ admet une représentation de
Castaing et que S1,ϕ

Γ 6= ∅. Alors, pour chaque a ∈ S1
coΓ et ε > 0 il existe bε ∈ S1

Γ tel que

sup
[t′,t′′]⊂I

‖
∫ I′′

I′
[a(s))− bε(s))]ds‖E < ε,

autrement dit, S1
Γ est "dense" dans S1

coΓ pour ‖.‖max.

Démonstration. Il suffit de prendre ϕ(t, y) = y et appliquer le théorème précédent. �



Chapitre 3

Relaxation

Il s’agit ici d’une application du théorème de densité du chapitre précédent dans le
domaine des inclusions différentielles. Considérons les deux inclusions différentielles du
premier ordre

(1)


ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ I

x(0) = a,

(2)


ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), t ∈ I

x(0) = a,

où I = [0, T [, a ∈ E et F : I × E ⇒ E une multi-application, avec (E, ‖.‖) un espace de
Banach séparable de dimension quelconque. co désigne l’enveloppe convexe fermée.
Le problème (2) représente une forme relaxée du problèmes (1). Il est clair que l’ensemble
des solutions de (2), notée S2 est plus large que celui de (1), noté S1.
On aimerai comparer et chercher une relation topologique entre S1 et S2.

Dans [11], à travers le Théorème 2.1 (p.10), l’auteur a montré que si I est compacte
(I = [0, T ]),alors sous deux conditions ((a) et (b) p. 9), S1, est dense dans S2, pour du la
distance de la convergence uniforme sur le compact [0, T ]. C’est un résultat de relaxation.
Ce Théorème a fait l’objet d’étude et d’analyse du dernier chapitre dans [17].
Puis, dans [11], à travers le Théorème 2.2 (p. 12), l’auteur s’est placé dans un cadre
plus général, le cadre d’un intervalle pas forcément borné de la forme [0, T [ où T ∈ R

ou T = +∞. Sous deux nouvelles conditions ((a)′,(b)′ p.12), il arrive à prouver que non
seulement S1 est non vide, mais aussi qu’il est dense dans S2 pour du sur chaque sous-
intervalle compact de [0, T [. Ce théorème de relaxation fait l’objet principal de ce chapitre
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dans ce mémoire, notre contribution est de bien analyser et détailler sa preuve.
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Pour la preuve du théorème de la relaxation, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 3.1. ([11], p. 10) Soit F : I ×E ⇒ E une multi-application à valeurs non vides
fermées, vérifiant la condition (b) et la première partie de la condition (a), c’est à dire
∀y ∈ E, la multi-application

F (., y) = Fy :I ⇒ E

t 7→ Fy(t) = F (t, y)

est mesurable.
Soit ϕ : I → E une application mesurable. Alors, la multi-application

Γ :I ⇒ E

S 7→ Γ(s) = F (s, ϕ(s))

est mesurable.

Nous aurons aussi besoin du Lemme 2.1 du papier [11] (c’est le théorème 2.4, p 44 dans
[17]) pour le problème (1) considéré sur un intervalle compact J = [0, B]. Nous préférons
reformuler son énoncé comme suit :
On suppose que F est à valeurs non vides, fermées et que ∀y ∈ E,Fy : J ⇒ E est
mesurable

Lemme 3.2. Soit x̃ : J → E une application continue.
• On suppose qu’il existe L(.) ∈ L1

R(J) et ρ > 0 tels que p.p. t ∈ J,

H(F (t, x1), F (t, x2)) ≤ L(t)‖x1 − x2‖, ∀x1, x2 ∈ B(x̄, ρ) avec x̄ ∈ x̃(J).

• On suppose aussi qu’il existe une application f1(t) ∈ L1
E(J) et un réel r > 0 tels que

f1(t) ∈ F (t, x̃(t)), p.p. t ∈ J

et
du(x̃, uf1) = max

t∈J
‖x̃(t)− (a+

∫ t

0
f1(s)ds)‖E ≤

1
2min(ρ, ε) exp−

∫
[a,b]

L(s)ds.

Alors, le problème (1), considéré sur J , admet une solution x(.) sur J vérifiant

du(x̃, s) ≤
1
2min(ρ, r).
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3.1 Théorème de relaxation

On considère le problème (1) mais pour I = [0, T [ avec T ≤ +∞,

Théorème 3.3. On suppose que la multi-application F est à valeurs non vides fermées
et que
(a) ∀y ∈ E, la multi-application

F (., y) = Fy :I ⇒ E

t 7→ Fy(t) = F (t, y).

est mesurable et admet une sélection intégrable,
(b) p.p. t ∈ I la multi-application F (t, .) = Ft est localement Lipschitzienne avec coefficient
Lt tel que la fonction L(t) = Lt est intégrable sur I.
Autrement dit, ∀K ⊂ E compact, ∃ρ(K) > 0, ∃L(K)(.) ∈ L1

R(I) tels que p.p. t ∈ I,

H(F (t, y1), F (t, y2)) ≤ L(t)‖y1 − y2‖E

∀y1, y2 ∈ BE(y, ρ), ∀y ∈ K.
Alors, S1 est dense dans S2 pour la topologie (issue de la distance du) de la convergence
uniforme sur I.

S1 dense dans S2 pour la distence du ⇔ S2 ⊂ S1

⇔ ∀x̃ ∈ S2, x̃ ∈ S1

⇔ ∀x̃ ∈ S2, d(x̃, S1) = 0

⇔ ∀x̃ ∈ S2, inf
x∈S1

du(x̃, x) = 0

⇔ ∀x̃ ∈ S2, ∀ε > 0, inf
x∈S1

du(x̃, x) < ε

⇔ ∀x̃ ∈ S2, ∀ε > 0, ∃x(ε) ∈ S1, du(x̃, x) < ε

⇔ ∀x̃ ∈ S2, ∀ε > 0, ∃x(ε) ∈ S1,max
t∈I
‖x(t)− x̃(t)‖E < ε.

Théorème 3.4. On Suppose que la multi-application F est à valeurs non vides fermés et
que
(a′) Pour chaque y ∈ E,F (., y) est mesurable, et il existe une application mesurable
ū : I → E localement bornée telle que la multi-application t 7→ Fū(t) = F (t, ū(t)) admet
une sélection localement intégrable f̄ ,
(b′) il existe une fonction L : [0, T [→ R localement intégrable, telle que pour presque tout
t ∈ [0, T [,

H(F (t, y1), F (t, y2)) ≤ L(t)‖y1 − y2‖, ∀y1, y2 ∈ E.
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Alors S1 est non vide, et il est dense dans S2 pour la distance de la convergence uniforme
sur chaque sous-intervalle compact de I.

Démonstration. Partie 1 : Montrons que S1 6= ∅, c’est à dire que le problème (1)
admet une solution sur I = [0, T [, c’est à dire qu’il existe une application x : [0, T [→ E

qui est :
• définie et continue sur [0, T [ (x ∈ C([0, T [, E)),
• vérifie x(0) = a,
• dérivable presque partout sur [0, T [, et sa dérivée ẋ(.) vérifie ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) au moins
pour presque tout t ∈ [0, T [. Tout d’abord, nous remarquons que la condition (a)′ ⇒ (a′′)
telles que
(a′′) : pour toute application mesurable u : [0, T [→ E localement bornée, la multi-
application t 7→ F (t, u(t)) admet une sélection localement intégrable.
En effet, on suppose que (a′) est vérifiée. Soit u : [0, T [→ E une application mesurable et
localement bornée. Notons par

Fu :I ⇒ E

t 7→ Fu(t) = F (t, u(t)).

Alors Fu admet une sélection (qu’on va noter f̄) localement intégrable. En effet,
•Fu est à valeurs non vides fermées car F l’est,
•Fu est mesurable car F l’est (par le Lemme 3.1),
définissons la multi-application

H :I ⇒ E,

t 7→ H(t) = {v ∈ Fu(t); ‖f̄(t)− v‖E ≤ d(f̄(t), Fu(t))}.

Par le Théorème 1.73 ([24]), la multi-application H est mesurable et elle est à valeurs
fermées non vides. Donc grâce au théorème d’existence de sélection mesurable (1.72) H
admet une sélection mesurable ¯̄f , c’est à dire il existe une application mesurable ¯̄f : I → E

qui vérifie ¯̄f(t) ∈ H(t), ∀t ∈ I ce qui est équivalent à

¯̄f ∈ F (t, u(t)), ∀t ∈ I

(ce qui veut dire implicitement que ¯̄f est une sélection pour Fu en plus d’être mesurable)
et

‖ ¯f(t)− ¯̄
f(t)‖ ≤ d(f̄(t), F (t, u(t))), ∀t ∈ I.
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On peut montrer que ¯̄f est localement intégrable sur I. Soit t ∈ I, nous avons

‖ ¯̄f(t)‖E = ‖ ¯̄f(t)− f̄(t) + f̄(t)‖E

≤ ‖ ¯̄f(t)− f̄(t)‖E + ‖f̄(t)‖E,

or

‖ ¯̄f(t)− f̄(t)‖E ≤ d(f̄(t), F (t, u(t)))
car f̄(t)∈Fū(t)
≤ sup

y∈Fū(t)
d(y, Fu(t));

= e(Fū(t), Fu(t))

≤ H(Fū(t), Fu(t))

= H(F (t, ū(t)), F (t, u(t)))
(b′), p.p. t∈I
≤ L(t)‖u(t)− ū(t)‖.

On conclut que pour presque tout t ∈ I,

‖ ¯̄f(t)‖E ≤ L(t)‖u(t)− ū(t)‖E + ‖f̄(t)‖E,

or, u est localement bornée sur I, d’où pour le t fixé, il existe un voisinage Vu, il existe
Mt > 0 tel que ‖u(t)‖E ≤Mt, ∀t ∈ Vu (c’est à dire u est bornée sur Vu).
D’autre part, ū est localement bornée sur I, d’où pour le t, il existe aussi un voisinage Vū,
il existe Mt > 0 tel que ‖ū(t)‖E ≤Mt, ∀t ∈ Vū (c’est à dire ū est bornée sur Vū).
Pour presque tout t ∈ I, ∃Vu,∃Vū ∈ VI(t), il suffit donc de prendre V = Vu ∩ Vū, alors u
et ū seront bornées sur V,

‖u(t)− ū(t)‖E ≤Mt +Mt = M

d’où
‖ ¯̄f(t)‖E ≤ L(t)M + ‖f̄(t)‖E.

Comme f̄ et L sont localement intégrables sur I, alors ¯̄f l’est aussi. Maintenant, montrons
que S1 6= ∅, c’est à dire que (1) admet au moins une solution sur l’intervalle globale
I = [0, T [. Nous allons d’abord montrer que (1) admet une solution sur chaque sous-
intervalle compact de I, particulièrement de la forme [0, T1]. Soit donc I ′ = [0, T1] ⊂ I un
intervalle (T1 ∈ R). Définissons l’application Fa par :

Fa :I ⇒ E

t 7→ Fa(t) = F (t, a).
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Fa admet une sélection intégrable f1, en effet, en considérant l’application

u : I → E

t 7→ u(t) = a,

u est bornée étant constante ( 0 ≤ ‖u(t)‖E = ‖a‖E ≤ ‖a‖E), et donc elle est locale-
ment bornée. u est mesurable étant continue en étant constante. Alors d’après (a′′), la
multi-application Fa admet une sélection f1 localement intégrable sur I, et qui est donc
intégrable sur le compact I ′ ⊂ I. Nous pouvons appliquer le Lemme 3.2 pour :
• J = I ′ = [0, T1],
• x̃ ≡ a,

• L(.) = L(.), car nous avons pour presque tout t ∈ I ′,

H(F (t, y1), F (t, y2)) ≤ L(t)‖y1 − y2‖E, ∀y1, y2 ∈ B(x̄, ρ)

avec x̄ = a, puisque

x̃(J) = x̃(I ′) = {x̃(t); t ∈ I ′} = {a; t ∈ I ′} = {a}.

• f1 = f1

•ρ = r = 2(
∫
I′ ‖f1(s)‖Eds) e

∫
I′ L(s)ds, f1 ∈ F (t, a) = fa(t) p.p t ∈ I ′. En plus on peut

Vérifier que

du(x̃, f1) = max
t∈I′
‖x̃(t)− (a+

∫ t

0
f1(s)ds)‖E ≤

1
2 min(ρ, r) exp−

∫
I′ L(s)ds,

en effet,

max
t∈I′
‖x̃(t)− a−

∫ t

0
f1(s)ds‖E = max

t∈I′
‖a− a−

∫ t

0
f1(s)ds‖E

= max
t∈I′
‖
∫ 1

0
f1(s)ds‖E

≤ 1
2 .2

∫
I′
‖f1(s)‖Eds× e

∫
I′ L(s)ds × e−

∫
I′ L(s)ds

=
∫
I′
‖f1(s)‖Eds

=
∫ T1

0
‖f1(s)‖Eds.

Alors d’après le Lemme 3.2, le problème (1) admet une solution x sur I ′ = [0, T1] et qui
vérifie de plus

du(x̃, x) = max
t∈I′
‖x̃(t)− x(t)‖ ≤ 1

2 min(ρ, r) exp
∫
I′ L(s)ds

= (
∫
I′
‖f1(s)‖Eds) exp

∫
I′ L(s)ds .
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Nous allons généraliser l’existence de solution sur I = [0, T [ globalement. Nous avons,

I = [0, T [= [0, T1] ∪ [T1, T2] ∪ ... ∪ [Tn, Tn+1] ∪ ...

• Sur le compact [0, T1] : le problème (1) admet une solution c.à.d, ∃x(0) : [0, T1] → E

vérifiant : 
ẋ(0) ∈ F (t, x(0)(t)) p.p. t ∈ [0, T1]

x(0)(0) = a.

• Sur le compact [0, T2] : le problème (1) admet aussi une solution c.à.d, ∃x(1)
temp :

[0, T2]→ E vérifiant :
ẋ

(1)
temp ∈ F (t, x(1)

temp(t)) p.p. t ∈ [0, T2] (disant qu′elle est vérifiée sur A1)

x(1)
temp(0) = a.

On définit x(1) : [T1, T2]→ E par

x(1)(t) =


x

(1)
temp(t), si t ∈]T1, T2]

x(0)(T1), si t = T1.

L’application x(1) est dérivable p.p. sur [T1, T2] :
si t ∈ [T1, T2] , alors t ∈ A , ou t ∈ CA[T1,T2] (µ(C) = 0)
si t ∈ A2 : ˙x(1)(t) = ˙

x
(1)
ρ (t) ∈ F (t, xρ(1)(t)) = F (t, x(1)(t))

• Sur le compact [0, T3] : le problème (1) admet aussi une solution c.à.d, ∃x(2)
temp :

[0, T3]→ E vérifiant : 
ẋ

(2)
temp ∈ F (t, x(2)

temp(t)) p.p. t ∈ [0, T3]

x(2)
temp(0) = a.

On définit x(2) : [T1, T2]→ E par

x(2)(t) =


x

(2)
temp(t), si t ∈]T2, T3]

x(1)(T2), si t = T2.

Soit t ∈ [T1, T2] , alors t ∈ A , ou t ∈ CA[T1,T2] (µ(C) = 0)
• Si t ∈ A3 : ˙x(2)(t) = ˙

x
(2)
ρ (t) ∈ F (t, xρ(2)(t)) = F (t, x(2)(t))

puisque T1 ∈ [T1, T2] alors, x(1)(T1) = x(1)
ρ (T1)

.

.

.
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et ainsi de suite, c.à.d, en général pour tout n ≥ 1 on obtient une application
x(n) : [Tn, Tn+1] → E dérivable et vérifiant ẋ(n) ∈ F (t, x(n)(t)) p.p. t ∈ [Tn, Tn+1] (∀t ∈
An), avec x(n)(Tn) = x(n−1)(Tn). Nous avons obtenu une suite d’applications (x(n))n∈N.
Maintenant, définissons l’application

x : [0, T [→ E

t 7→ x(t) = x(n)(t),∀t ∈ [Tn, Tn+1[, n ∈ N

i.e.

x(t) =



x(0)(t), si t ∈ [0, T1[

x(1)(t), si t ∈ [T1, T2[

x(2)(t), si t ∈ [T2, T3[

.

.

.

On peut voir que x ∈ S1. En effet,
• comme 0 ∈ [0, T1[, alors x(0) = x0(0) = a,
• x est dérivable p.p. sur I,

I = [0, T1] ∪ [T1, T2] ∪ ... ∪ [Tn, Tn+1] ∪ ...

= (A1 ∪ CA1
[0,T1]) ∪ (A2 ∪ CA2

[T1,T2]) ∪ (A3 ∪ CA3
[T2,T3]) ∪ ...

= (A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ ...) ∪ (CA1
[0,T1] ∪ C

A2
[0,T2] ∪ C

A3
[0,T3] ∪ ...)

= A ∪ CAI ,

et

si t ∈ A ⇒ ∃! n ∈ N∗ : t ∈ An

⇒ ∃! n ∈ N∗ : x(t) = x(n)(t) et ẋ(n)(t) ∈ F (t, x(n)(t))

⇒ ∃! n ∈ N∗ : ẋ(t) ∈ F (t, x(t))

⇒ ẋ(t) ∈ F (t, x(t)).

Partie 2 : Densité
On veut montrer que S1 est dense dans S2 pour " la topologie de la convergence uniforme
sur chaque sous-intervalle compact de la forme [T ′, T ′′] de I ". Pour cela, il suffit de le
montrer sur chaque sous-intervalle compact de I de la forme [0, T1] en particulier. Soit
donc [0, T1] ⊂ I (T1 ∈ R). Il faut montrer que

∀x(.) ∈ S2,∀ε > 0, ∃xε(.) ∈ S1 : max
t∈[0,T1]

‖x(t)− xε(t)‖E < ε.
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Soit x(.) ∈ S2 (une solution du problème (2) sur l’intervalle global I) et soit ε > 0.
Alors x(.) sera évidemment, une solution pour (2) sur [0, T1] en particulier (car [0, T1] ⊂ I,
on garde donc la dérivabilité p.p. sur lui, l’appartenance et bien sur x(0) = a ), on peut
écrire x(.) ∈ S2,T1 , i.e. 

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ [0, T1]

x(0) = a.

Comme [0, T1] est un intervalle compact, on peut appliquer le Théorème 3.3 (le Théorème2.1
dans [11]), d’après ce dernier pour x(.) ∈ S2,T1 et pour ε > 0, il existe yε,T1(.) ∈ S1,T1 tel
que

max
t∈[0,T1]

‖x(t)− yε,T1(t)‖E < ε (∆)

autrement dit, S1,T1 est dense dans S2,T1 pour la topologie de la convergence uniforme sur
[0, T1]. Considérons le problème

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ [T1, T [

x(T1) = yε,T1(T1),

mieux noté

(P )


ż(t) ∈ F (t, z(t)), t ∈ [T1, T [

z(T1) = yε,T1(T1).

D’après la partie 1 de la démonstration, ce problème admet au moins une solution, i.e.
il existe une application zp : [T1, T [→ E vérifiant (P ). En effet, if suffit de considérer le
problème

(∗)


ż(t) ∈ F (t, z(t)), t ∈ [0, T [

z(0) = yε,T1(T1),

qui en fait, d’après la partie1, admet une solution z∗ : [0, T [→ E. Puis, on définit l’appli-
cation

zp : [T1, T [→ E

t 7→ zp(t) =


z∗(t), t ∈]T1, T [

yε,T1(T1), t = T1.

Enfin, maintenant, définissons l’application

xε : [0, T [→ E

t 7→ xε(t) =


yε,T1(t), ∀t ∈ [0, T1]

zp(t), ∀t ∈ [T1, T [.
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Ainsi xε définie une solution pour (1) (xε ∈ S1) car :
• xε(0) 0∈[0,T1]= yε,T1(0)

yε,T1∈S1= a,

• p.p. t ∈ [0, T1],
ẋε(t) = ẏε,T1(t) ∈ F (t, yε,T1(t)) = F (t, xε(t)),

• p.p. t ∈ [T1, T [,

ẋε(t) = żp(t) = ż∗(t) ∈ F (t, z∗(t)) = F (t, zp(t)) = F (t, xε(t)),

de plus, si on calcule :

du(x(t), xε(t)) = max
t∈[0,T1]

‖x(t)− xε(t)‖E = max
t∈[0,T1]

‖x(t)− yε,T1(t)‖E
(∆)
< ε.

�
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                           Résumé 

       Dans ce travail, nous nous intéressons principalement à la ‘’ relaxation ‘’ 

d’une inclusion différentielle du premier ordre, via  l’enveloppe convexe fermée. 

Nous présentons un résultat qui assure que sous certaines conditions l’ensemble 

des solutions du problème relaxé est ‘’ dense ‘’ dans celui du problème 

principal. Ceci dans un espace de Banach de dimension quelconque et surtout 

sur un intervalle pas forcément borné.   

 

 

                                 Abstract 

         In this work, we are mainly interested in the ‘’relaxation’’ of a first order 

differential inclusion, thanks to the closed convex hull. We present a result 

which ensures that under certain condition, the set of solution of the relaxed 

problem is dense in that of the main problem. This in a  Banach space of any 

dimension and especially on an interval not necessarily bounded. 

 

 

 ملخص

  تفاضلية من الدرجة احتوائية ''استرخاء'' مهتمون بشكل أساسي ب ا العمل نحنفي هذ     

تحت شروط  نتيجة تضمن أنه بعرض مف المحدب المغلق. نقوالغلا عن طريق  الأولى

مجموعة حلول   في ''كثيفة''لمشكلة المسترخية معينة تكون مجموعة الحلول الخاصة با

أن يكون   بل و على مجال ليس بالضرورةذو بعد كيفي ية. هذا في فضاء باناخ صل الأ المشكلة

 .                                         محدودا
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