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Introduction

En mathématiques, une méthode de "relaxation" est une méthode d’optimisation qui
consiste a remplacer une contrainte stricte en contrainte moins stricte, voir a la supprimer,
et ils existent plusieurs techniques pour faire cela. Dans ce mémoire, nous nous intéres-
sons justement a la relaxation d’une inclusion différentielle du premier ordre, a travers
I’enveloppe convexe fermée en convexifiant le second membre. Le probleme traité a été

étudié dans [I1] en 1987, ou 'auteur a considéré I'inclusion

0 t(t) € F(t,z(t)), pp.tel
z(0) = a,

ou F est un espace de Banach séparable de dimension quelconque, F' : [ x E = E est
une multi-application, a € E, et I = [0,7[ un intervalle pas forcément borné, puis il a

considéré 'inclusion

@ t(t) € coF (t,x(t)), pp.tel
z(0) = a,

ou co est I'enveloppe convexe fermée. Le probleme (2) représente une forme relaxée du
probléme (1) : on est plus a l'aise, voir plus relaxés, face au probléme (2) du fait d’avoir la
convexité qui facilite les choses. Eu méme temps, on est pas loin du probléme (1) car jus-
tement il y a une relation entre les solutions des deux : I'auteur dans [I1] a pu montrer que
sous certaines conditions l'ensemble, Sy, des solutions de (1) est non vide et il est "dense"
dans, S5, celui des solutions de (2), pour la topologie de la convergence uniforme sur
chaque sous-intervalle compact de I. Ceci veut dire qu’en fait, toute solution du probleme
relaxé peut étre approchée autant que souhaité par une solution du probleme principal.
L’étude détaillée de ce résultat de relaxation fait 'objet principal de ce mémoire, et que

nous avons abordé au dernier chapitre.

il
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Pour la preuve, I'auteur dans [I1] s’est basé sur un théoreme de densité qui généralise
en fait, dans la dimension quelconque, des résultats classiques dans la dimension finie
([14], [26]), et aussi d’autres dans le cas général ([6], [25] et [23]). Ce dernier dit que pour
une multi-application mesurable I' : I = F, si I’ensemble des sélections intégrables de I,
St est non vide, alors il est dense dans son enveloppe convexe fermée €05t pour la norme
1 llmae = max || [ f(s)ds ||z, Le théoréme de densité en question a été largement traité

t el
au cours du deuxiéme chapitre de ce mémoire.

Dans ce papier, on procede comme suit : on commence par rappeler des notions de base
a travers un premier chapitre, puis le théoreme de densité comme résultat intermédiaire
a travers le deuxiéme chapitre, et on termine par le théoreme de relaxation principal au
dernier chapitre.
Notons que des résultats de relaxation similaires ont été établis en dimension finie (voir
exemple [12]), ou le second membre F' est supposé a valeurs compactes, et ot les preuves

se basent sur la dimension finie contrairement & [11].



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous précisons nos notations et rappelons certaines définitions, pro-

positions et théoremes dont on aura besoin tout au long de ce mémoire.

1.1 Notations générales

On note

e [ =[0,7] un intervalle de I'ensemble des réels R.
e R? I’ensemble des vecteurs de dimension d, & coordonnées réelles.

e 114 ou x4 la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

1 six e A,

1 —
() 0 six & A.

e (X,0) un espace topologique.

e (X, d) un espace métrique.

e Bx(y,r) la boule ouverte de X de centre y et de rayon r.
eBx(y,r) la boule fermée de X de centre y et de rayon r.
e (X,3) un espace mesurable.

e (X, ) un espace mesuré.
Soit X un espace topologique. On note

e B(X) la tribu Borélienne sur X.

e P, (X) I'ensemble des parties fermées de X.
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Soit E un espace de Banach et ||-|| la norme de E. On note par

e C(I, E) I'espace de Banach de toutes les applications continues définies sur I a va-

leurs dans E, muni de la distance de la convergence uniforme d, définie par d,(f,g) =

max || f(t) — g(t)l|  » et qui est issue de la norme [ f(-)[| = sup || f(£)]| s
tel
e L1L(I) I'espace de Banach de toutes les applications intégrables au sens de Bochner

définies sur I & valeurs dans E, muni de la norme usuelle || f(-)||, = [ || f(s)||z ds et de la
I

norme || f()lq, = max || i f(s)ds |-

v el
e ACH (I, E) I'espace des applications absolument continues définies sur I & valeurs dans

E, dérivable presque partout avec f’ € LL(I).
e co(A) Ienveloppe convexe de A (A C E).

e ¢o(A) 'enveloppe convexe fermée de A.

1.2 Espace topologique, espace normé et espace mé-

trique

Définition 1.1. Soit X un ensemble non vide. Soit 0 une famille de parties de X (0 C
P(X)). On dit que 8 est une topologie sur X si et seulement si

1. 0eb, X 6.
2. Y(A;)ier C 0= 'ngi € 0 (stabilité par union quelconque).

3. V(A)iz1,on CO= 'ﬁAi € 0 (stabilité par intersection finie).

Définition 1.2. Soit 6 une topologie sur X. Alors (X, 0) est appelé un espace topologique.

On appelle ensemble ouvert de X tout ensemble appartenant a 0, c’est-a-dire
A est ouvert dans X < A € 6.

Définition 1.3. Soit (X,0) un espace topologique et B C X. On dit que B est fermé

dans X si et seulement si son complémentaire C§ est ouvert.
Définition 1.4. Soient (X1,0,) et (Xo,02) deuzx espaces topologiques et soit
X =X; x Xy = {(z1,29) /21 € X1,20 € Xo}.
1. On appelle ouvert premier tout ensemble

0= {01 X 02/ 01 € 01,02 € 92}
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2. On appelle ouvert de X tout union d’ouverts premier, i.e.

0 = {Ur(Of x OF)/ OFf € 6,,05 € 65}

est une topologie sur X appelée la topologie produit de 01 X 0y et le couple (X, 0) est appelée
lespace topologique produit de (Xi,61) et (Xa,6s).

Définition 1.5. Soit E un espace vectoriel sur le corps R et soit
0 :E — RT
x— p(x).

On dit que ¢ est une norme sur E si et seulement si

1. Pour tout v € E, on a p(x) =0 < z = 0g.
2. Pour tout x € E et tout A € R on a p(Ax) = |A|p(z).
3. Pour tout z,y € E , on a p(x +y) < p(x) + ¢(y).

(E,p(x)) est appelé espace normé.

Définition 1.6. Soit X un ensemble non vide quelconque. On appelle distance sur X une
application d : X x X — R*" qui d (z,y) € X x X fait correspondre le nombre réel fini

positif d(x,y) appelé distance de x da vy, et satisfaisant auz trois conditions suivantes
(i) Ve,y € X ,d(z,y) =0 =y
(i) Ve,y € X |, d(z,y) = d(y,z) (relation de symétrie),

(1ii) Vr,y,z € X , d(z,2) < d(z,y) + d(y,x) (inégalité triangulaire).

Définition 1.7. On appelle espace métrique le couple (X,d) formé d’un ensemble X et

une distance d définie sur X.

Définition 1.8. Soit (X, d) un espace métrique, soient xo € X et r > 0. On appelle boule

ouverte de centre xo et de rayon r, notée Bx(xq,r) l’ensemble
{z € X/ d(xg,x) <r}.

Définition 1.9. Soient (X, dx) un espace métrique, et A une partie non vide de X .

La distance d’un point x € X a l’ensemble A est donnée par

d(z,A) = ggng(x’a)'



1.3. Ensembles convexes 4

Définition 1.10. (L’adhérence). Soient (X,dx) un espace métrique, et A une partie

non vide de X. On appelle adhérence de A et on note A, le sous-ensemble de X défini par
A={ze X, d(z,A) =0}.

Proposition 1.11. Soient A une partie non vide d’un espace métrique (X,dx) et x € X.
Alors
reAsdx,A)=0.

Définition 1.12. Soit (E,dx) un espace métrique et soit (z,), C E. On dit que (z,),

est de Cauchy si et seulement si
Ve >0,3ng €N, Vp,geN; p>q=>ny=dx(z,z,) <e.

Définition 1.13. Soit (z,)nen une suite d’éléments de 'espace métrique (X,dx), Soit

x € X. On dit que la suite (x,)nen converge vers x € X si
Ve>0,dnp €N, YneN: n>=ny=dx(z,x)<e.

Définition 1.14. Un espace métrique (X, dx) est dit complet lorsque toute suite de Cau-

chy d’éléments de X est convergente dans X.

Soit (E,|| - ||) un espace normé. Pour tout z,y € E, on pose d(z,y) = ||z — y||.
On vérifie facilement que d est une distance sur F, appelée distance associée a la norme.

La topologie correspondante sera appelée topologie normique.

Définition 1.15. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la

distance issue de sa norme.

Définition 1.16. Soient A, B deux parties d’un espace métrique X.
e On dit que A est dense dans B si B C A.
e On dit que A est partout dense dans X si A= X.

1.3 Ensembles convexes

Définition 1.17. Soit E un espace vectoriel, et soit a,b € E.

e On appelle segment fermé d’extrémités a et b (ou tout simplement segment) que ['on
note [a,b], U'ensemble {\a + (1 — \)b tel que X\ € [0,1]}.

e On appelle segment ouvert que l’on note |a, b[ l’ensemble {\a+(1—\)b tel que X €]0,1[}.

De la méme maniére, on définit les segments |a,b] et [a,b].
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Définition 1.18. Une partie A de [’espace vectoriel E est dite conveze si a chaque fois

que deuz points a,b appartiennent a A le segment [a,b] est contenu dans A, i.e. ,
M+ (1-MNACA, VIe]0,]]

ou encore
Va,be A VYA€ [0,1],Aa+ (1 — )b € A.

On appelle simplexe de R™ le sous ensemble A,,, tel que

An:{<)\17 7>\n)ERn7 )\@ZO, Zzln, ZAl:l}

i=1
Définition 1.19. Soit E un espace vectoriel et soient xi, xa,..., ¥, € E. On appelle
combinaison convexe des éléments x1, xs,..., x, tout élément x qui s’écrit comme suit
n
x = Z)\ia:i tel que (A1, Ag, ..., Ap) € A,
i=1
Proposition 1.20. Soit E un espace vectoriel et soit A C E. Alors A est conveze si et

seulement si n’importe quelle combinaison convexe des vecteurs de A est un vecteur de A.

Définition 1.21. Soit A un sous ensemble de [’espace vectoriel E. On appelle enveloppe
convere de A, qu’on note co(A), lintersection de tous les converes de E contenant A.

C’est en fait le plus petit convexe de E contenant A.

Définition 1.22. Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe

fermée de A, qu’on note co(A), le plus petit conveze fermé de E contenant A.

Théoréme 1.23. (Théoréme 1.4, [19], p. 14) Si A C E. Alors,

co(A) = co(A).
Démonstration. Soit A C E. L’ensemble co(A) est un fermé convexe (car co(A) est
convexe) contenant A. Mais ¢o(A) est le plus petit convexe fermé contenant A.
Donc
co(A) C co(A).
D’autre part, co(A) est contenu dans tout ensemble convexe contenant A (car c’est le plus

petit d’entre eux), d’ou
co(A) C co(A).

Par conséquent,

co(A) C co(A) =7co(A).

On conclut que co(A) = co(A). |



1.3. Ensembles convexes 6

Proposition 1.24. Soient E un espace vectoriel, A, B C E et a € R.
1. si A C B alors co(A) C co(B).
2. co(aA) = aco(A).
3. co(A+ B) = co(A) + co(B).

Si E un espace vectoriel topologique, alors

4. Si A est un sous ensemble convexe de E alors A et A le sont aussi.

5. to(aA) = aco(A).
Théoréme 1.25. Si A C E. Alors,

co(A) =co(A).

Démonstration. Comme A C A alors co(A) C co(A) (propriété), d’ott

co(A) C co(A),
autrement dit, d’apres le théoreme précédent,
co(A) C co(A). (1.1)
D’autre part, par définition de ’enveloppe convexe fermée, nous avons
A C co(A),

d’ou

(car ce dernier est fermé).
Donc ¢o(A) est un convexe fermé qui contient A. Or, @o(A) est le plus petit ensemble de

ces ensembles, d’ou

co(A) C co(A). (1.2)
Combinant et (1.2) on conclut que co(A) = co(A). [ |

Définition 1.26. Soient X,Y deux espaces vectoriels. Une application ¢ : X — Y est
affine si

o(1—=t)x+ty) = (1 —t)p(x) + te(y) pour chaque t € R et x,y € X.
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1.4 Distance de Hausdorff

Les définitions et résultats de cette section ont été pris de [3] et [19]. Dans la suite on

considére un espace métrique (X,d) et A, B,C C X.

Définition 1.27. On appelle écart entre A et B la quantité notée e(A, B) et définie par

e(A, B) = supd(z, B) = sup(inf d(z, y))

z€A zeA \YEB
Définition 1.28. On appelle distance de Hausdorff entre A et B la quantité H(A, B)
définie par
H(A, B) = max (e(A,B), e(B,A)),
avec la convention

sup@ =0 et inf) = +oco.

Propriétés
1. e(A,0) =4oc0osi A#0D
2. ¢(0,B)=0

3.¢(A,B)=0&s ACB

4. H(A,B)=0< A=B

5. ¢(A,C) < e(A, B) + e(B,C)

6. H(A,C) < H(A,B)+H(B,C).

Soit P¢(X) l'ensemble des parties fermées de X. Alors Ps(X), muni de la distance de

Hausdorff H, est un espace métrique.

1.5 Quelques notions de mesurabilité

Les définitions et résultats de cette section ont été pris de [2] et [19].
Définition 1.29. (Tribu, espace mesurable) Soient X un ensemble non vide et ¥ une
famille de sous ensembles de X. Alors ¥ est une tribu sur X si

1. PeX.

2. AcX=>X\Aek

3.¥neN, (n>1), AnEE:>%JAn€E
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Le couple (X, X)) est appelé espace mesurable, et les éléments de ¥ sont appelés ensembles
mesurables
Si la troisieme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que ¥ est une

algebre sur X.

Proposition 1.30. (Tribu engendrée) Soit A une famille de parties de X. L’intersec-
tion de toutes les tribus contenant A, est appelée tribu engendrée par A, et est usuellement
notée o(A).

o(A) est la plus petite tribu contenant A au sens d’une inclusion.

Proposition 1.31. (Propriétés des tribus engendrées) Soient A et B deux familles

de parties de X. Alors,
(a) AC B=o(A)C o(B)
(b) Pour toute tribu 3 sur X , AC ¥ = o(A) C %.

Définition 1.32. (La tribu borélienne) Soit (X, T) un espace topologique. On appelle
tribu borélienne la tribu engendrée par T, on la note B(X).

Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.33. (Fonction mesurable) Soient (X1,%1), (Xa,3s) deux espaces mesu-
rables et f une application définie sur X, a valeurs dans Xo. On dit que f est (X1, Xo)-
mesurable si pour tout A € ¥, f1(A) € X;.

Si Xy est un espace topologique, une application (31, B(X3))-mesurable est dite application

Borélienne ou ¥q-mesurable.

Proposition 1.34. Soient X, X5 deux espaces topologiques et f : X1 — Xo. Si [ est
continue alors f: (X1, B(X1)) = (X2, B(X2)) est mesurable.

Proposition 1.35. Soient (X, ) un espace mesurable et { f,, }n>1 une suite d’applications
mesurables définies sur X a valeurs dans R. Si{f,}n>1 converge simplement vers f alors

f est mesurable.
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Définition 1.36. Soit (X,X) un espace mesurable. Alors lapplication p: Y — R est une

mesure St
1 p(0)=0;

2. u(%An) = Y u(Ay), pour toute suite dénombrable (A,) d’éléments de ¥ deuz a

deuz disjoints.

e Le triplet (X, X, ) est appelé espace mesureé.

e Sipu(A) >0, pour tout A € ¥, on dit que p est une mesure positive et on note pu > 0,
ou que lespace (X, 3, ) est positif.

e Si p(A) < oo, pour tout A € 3, on dit que j est une mesure finie ou que l’espace
(X, %, p) est fini.

e Si X est un espace topologique, la mesure j1 : B(X) — R est appelée mesure Borélienne.

Proposition 1.37. (Croissance et mesure d’une différence)

Soit (X, %, 1) un espace mesuré. Soit A, B € ¥ tels que B C A. Alors
(B) < u(A).

Si, de plus u(A) < 400, alors u(A\B) = u(A) — u(B).

Définition 1.38. X un espace topologique séparé si :
Veye X, x#y, Jvev(r), Jwev(y) tel que : vNw = 0.

Définition 1.39. Soit X un espace topologique séparé et u une mesure Borélienne. Alors

p est dite réguliére si pour tout A € B(X) et tout € > 0, il existe un ouvert C et un fermé

G de X, tels que G C AC C et u(C\G) <¢

Une mesure Borélienne finie et réguliere est appelée mesure de Radon.

Définition 1.40. Soient (X, 3, u) un espace mesuré positif et A un sous ensemble de X .
On dit que A est u-négligeable ou négligeable, s’il existe B € ¥ tel que A C B et u(B) = 0.
e On dit qu’une propriété sur X est vraie p-presque partout (u.p.p.), si l'ensemble o

elle n’est pas vérifiée est p-négligeable.

Définition 1.41. (Fonction simple). Soient (X, X)) un espace mesurable, E un espace
de Banach et f : X — E. On dit que [ est une application simple si elle mesurable et
prend un nombre fini de valeurs.

Cette notion est la généralisation d’une fonction en escalier ( on dit "en escalier” lorsque

on départ d’un réel). Toute fonction simple peut s’écrire sous la forme

n

fla) =3 g (),

=1



1.6. Intégrale de Bochner 10

ou les E; = f~ (y;), i € {1,--- ,n}, sont des éléments deuz a deuz disjoints de ¥ et les
yi, 1 € {1,--- ,n}, sont des éléments distincts de E.

Cette formule est appelée la représentation canonique de f.

Théoréme 1.42. Soit (X, X, u) un espace mesuré fini et E un espace de Banach séparable.
Si f: X — E est mesurable, alors il existe une suite { fn}n>1 d’application simples telles
que fn — [ u-p.p, et pour p-presque tout x € E | || fu(2)|| < ||f(2)| pour tout n € N*.

e La tribu p-complétée de X notée X, est la tribu engendrée par X et les ensembles

-négligeables, c’est a dire
Y, ={AUZ; A€ X et Z ensemble p — négligeable}.

e La tribu ¥ est dite complete si X = ¥, c’est a dire, si tout ensemble u-négligeable
appartient a 3.

Soit l'ensemble de parties de R U {400, —00} suivant
A ={]a,b[: a,b € RU {400, —0c0}}

(c’est l’ensemble des intervalles ouverts). La tribu o(A) s’appelle la tribu des Boréliens

et se note B(R).

Définition 1.43. (Tribu de Lebesgue). La tribu de Lebesgue sur R notée L(R) est la
tribu complétée de la tribu Borélienne B(R) pour la mesure de Lebesgue.
Théoréme 1.44. (Mesure de Lebesgue). Il existe une mesure \ sur (R, B(R)) vérifiant
1. pour tout intervalle |a,b[, A(Ja, b)) =b—a
2. VAe BR), Vzx e R A{y 1y —x € A}) = A(A).
Cette mesure \ s’appelle la mesure de Lebesque.
Proposition 1.45. ( [10/(Castaing), Proposition VII-4, p. 198) Soit (T, %, i) un espace
mesuré positif o-fini, et u-complet, E un espace de Banach séparable et soit f : T — E

une application mesurable de T dans E. Alors, il existe une suite (T,,), de sous-ensembles

mesurables de T, deux a deux disjoints telle que :

wu(T\ %Tn) =0, f(T},) est compact dans E= Vn.

1.6 Intégrale de Bochner

Il s’agit de l'intégrale d’une application a valeurs dans un Banach. Dans toute cette

section, E est un espace de Banach séparable que I’on munit de sa tribu borélienne et un
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espace mesuré (T, %, ).

Les notions de cette section ont été prise de [I§].

Définition 1.46. Soit (X,3) un espace mesurable et M un espace métrique. Alors une
fonction g : X — M est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si g est (3, B(M))-

mesurable et g(X) est séparable.

n
Lorsque f = 3 1lpy; est une fonction simple, on définit 'intégrale de Bochner de f
i=1
comme suit

/fdu = Z:,U(Ei)yi-

Définition 1.47. Une application mesurable f : T — E est dite intégrable au sens de

Bochner, s’il existe une suite d’applications simples (fn)n telle que

o fu—fupp.,

o n, ||fn — flle(:) est intégrable au sens de Lebesgue et

tim [1f = fIl(6)dp = 0.
T

n—o0

avec

AT =R
t= A1) = 1 @)l s

Et on pose
/deu = Jgglo/fndu-
T

Dans ce cas, [, fdu est défini pour tout A € ¥ par [ fdu = ILm [ fadp.
A nooy

Théoreme 1.48. Une application mesurable f : T' — E est intégrable au sens de Bochner

si et seulement si [|| flldp < oo.
T

Corollaire 1.49. Si f : T' — FE est une application intégrable au sens de Bochner et
AeX, Alors

| [r@du], < 150 e

Corollaire 1.50. Si f,g: T — E sont deux applications intégrables au sens de Bochner

telles que pour tout A € ¥, [fdu = [gdu, alors
A A

f(t) =g(t) pour p—presque tout teT.
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Proposition 1.51. ([19/, Lemme 1.1) Nous avons les caractérisations suivantes :
- f est Bochner mesurable ;

- il existe une suite de fonctions simples définies sur T’ a valeurs dans E, convergeant

simplement vers f ;

- il existe une suite de fonctions dénombrable-ment 3-étagées définies sur T a valeurs

dans E, convergeant uniformément sur T vers f.

On note L}(T) I'ensemble des applications mesurables f : T — E intégrables au sens
de Bochner.
Si on note N I'ensemble des fonctions mesurables f : T — E telles que f(z) = 0 u-p.p.
sur T, I'espace des classes d’équivalence LL(T)\N est noté par LL(T), c’est un espace de
Banach muni de la norme || f||y = || fllz1m) = [ | f ()| £dpe.

Dans l'espace LL(T') on consideére la norme "faible’

t//
[ Fllmas =, max_II [ F(s)ds]. (13)
Cette norme est équivalente & la norme ([§])
1711 = oo | [ Fs)as]. (1.4)

En effet, pour tout ¢ € [0, 7], et en prenant ¢ =0 et t”" = ¢,

[ syt < s 1 [ st)dsl = Ul

0<U<t'<T
D’ou,
AN < 11 fllw- (1.5)

D’autre part, pour tout a,b € [0,T], a < b,

/

1 rsas =11 [ s(sys— [ ssyas)
<[ rasl+ 1 [ es)as)

< 2[I711-
Do,
1/l < 217111 (1.6)
De et (L.6)), on déduit que || - || et ||| - ||| sont équivalentes.

Définition 1.52. ([27]) Une fonction est dite "localement intégrable" si, autour de chaque
point de son domaine, il existe un voisinage sur lequel la fonction est intégrable.
L’espace des fonctions localement intégrable est noté L},..

Toute fonction intégrable est localement intégrable.
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1.7 Applications continues et absolument continues

Pour plus de détails concernant les notions et les résultats énoncés dans cette section,

voir [3], [13], [5] et [28].

Définition 1.53. Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
Alors f est continue si pour tout xy € X et tout voisinage V de f(xo) dans Y, il existe un
voisinage U de xy dans X, tel que f(U) C V. Ou encore, si pour tout ouvert (resp.fermé)

VdeY, f7YV) est un ouvert ( resp.fermé) de X.

Définition 1.54. Une application f définie surT a valeur dans un espace vectoriel normé
(E,||-]]) est dite absolument continue si pour tout e > 0, il existe ¢ > 0 tel que pour toute
famille finie d’intervalles ouverts deux a deuz disjoints de T'; (Ja;, bi[)icq1,...n}, nOUS avons

n

S0 —a) < = Y0 — @] <.

i=1
Définition 1.55. Soit E un espace de Banach. On définit
ACYNT,E) = {f : T — E : [ est absolument continue, dérivable p.p. avec f' €

Lyp(T)}.

Proposition 1.56. Soient E un espace de Banach et f :'T'— E. S’il existe une applica-
tion g € Ly(T) telle que

Alors, f € ACYNT,E) et f(t) = g(t) p.p sur T.

Proposition 1.57. Soit ¢ : T'— R une fonction absolument continue, et E = {t € T :
o(t) = 0}. Alors mes({t € T : p(t) #0}) =0, d.e., ¢(t) =0 p.p sur E.

Théoréme 1.58. ([20/, Théoréme 6.5, p.29) Si [ est une fonction Lebesque-intégrable sur
R?, alors pour tout € > 0, il existe & = 5. > 0 tel que pour tout sous-ensemble mesurable
E C R? avec

pE) <96

LIri<e

Cette derniére condition est connue sous le nom d’absolue continuité de l’intégrale d’une

on a

fonction par rapport a la mesure de Lebesgue.
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Définition 1.59. [22] Soient X un espace topologique et M un espace métrique. On dit
que la fonction u : X — M est localement bornée si Vo € X il existe un ouvert U

contenant x tel que u est bornée sur U.

Proposition 1.60. Soit ¢ : X — Y.
(a) ¢ est linéaire si et seulement si ¢ est affine et p(0) = 0.
(b) ¢ est affine si et seulement si s’il existe une application linéaire T : X — Y et un

vecteur yo € Y tel que o(x) = Tz + yo (x € X). De plus c’est unique dans ce cas.

Proposition 1.61. Si ¢ : A =Y est affine, alors

n

SO(Z i) = Z)\z‘@(%’)’ Vi, € A\ €R, Z Aj =1
i=1

i=1 j=1

1.8 Multi-applications et sélections

Les définitions de cette section ont été prises de [3].

Définition 1.62. Soient X,Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application F
définie sur X a valeurs dans'Y toute application qui a chaque élément x € X associe un
sous-ensemble F(x) de Y, et on note F': X =Y ou F:Y — P(Y).

e On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom(F), le

sous-ensemble de Y défini par
dom(F) ={z € X; F(z) # 0}.
e On appelle graphe de F, qu’on note gph(F'), le sous-ensemble de X XY défini par
gph(F) = {(z,y) € X x Y; y € F(z)}.
e On appelle image de F, qu’on note Im(F'), le sous ensemble de Y défini par
Im(F)={yeY; Jxre X,y e F(z)}.

e SiAC X, on appelle image de A par F qu’on note F(A) le sous-ensemble de Y
défini par F(A) = LEJAF(x), et on peut écrire

FA)={yeY;Jxec Aye F(x)}.
o On définit la multi-application inverse F~1:Y = X définie par

v€F Yy & ye F(x).
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e Pour tout V CY, on appelle image réciproque large de F', le sous-ensemble défini
par

FYV)={zeX; Fz)NV #0}.

Définition 1.63. Soit F': X =Y une multi-application. On appelle sélection de F' toute
application [ : dom(F) — Y wvérifiant

f(z) € F(x),V x € dom(F).

1.9 Mesurabilité des multi-applications

Les notions de cette section ont été prises de [3] et [19].

Définition 1.64. Soient (T,%) un espace mesurable, Y un espace topologique et F': T' =

Y une multi-application.

1. On dit que F est X-mesurable ou mesurable, si pour tout ouvert V de Y
F'V)y={teT:Ft)nV £} € 2.
2. On dit que F' est fortement mesurable, si pour tout fermé W de Y
FIXW)={teT:Ft)nW #£0} € .
Proposition 1.65. Si F': T 2 Y est fortement mesurable, alors F est mesurable.

Proposition 1.66. Soient (T,%) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable

et soit F': T =Y une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) F est S-mesurable.
(it) Pour chaque y € Y, la fonction d, : T — R définie par d,(t) = d(y, F(t)) est

Y -mesurable.

Théoréme 1.67. Soient (T,%) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable
et soient F' : T x E = E une multi-application mesurable et w : T — E une application

Y-mesurable. Alors, la multi-application t — F(t,u(t)) est mesurable.

Définition 1.68. Soient (T,X) un espace mesurable, Y et E deuz espaces métriques et

soit f: T xY — E une application.
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On dit que f est de Carathéodory si elle est mesurable par rapport a t et continue par

rapport a y, c’est a dire pour tout x € X fixé l'application

fy T —FE
te= fy(t) = f(t,y)

est Y-mesurable, et pour tout t € T fixzé 'application

ft Y - F
y = fily) = f(t,y)

est continue.

On dit aussi que f est séparément mesurable, séparément continue.

Proposition 1.69. Soient (T,X) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et B un espace métrique et soit f : T XY — E une application de Carathéodory. Alors f

est mesurable.

Lemme 1.70. Soit (Y, %, 1) un espace mesuré avec p > 0, o-finie et ¥ est u-compléte.
Soient E un espace métrique séparable et F' .Y = E une multi-application a valeurs

fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes
(a) F est X-mesurable.
(b) gphF € ¥ @ B(E).

(c) F est fortement mesurable.

Théoréme 1.71. (Théoréme d’existence de sélections mesurables). Soient (T,Y)
un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F': T =Y une multi-
application mesurable a valeurs fermées non vides. Alors, F admet au moins une sélection

mesurable.

Théoréme 1.72. [28] Soit (T, X, 1) un espace mesuré positif avec ¥ p-compléte et yp— o
finie. Soient E un espace de Banach séparable, I : T' = E une multi-application mesurable
a valeurs non vides fermées, f : T = E une application mesurable. Alors, la multi-

application

H:T=FE
t— H(t)={zel(t); d(f(t),z) <d(f(t),T'{))}

est a valeurs non vides, fermées et elle est mesurable.
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1.10 Multi-applications Lipschitziennes

Définition 1.73. ([19]) Soient Y, E deuz espaces normés et soit F':' Y = E une multi-
application. On dit que F est Lipschitzienne autour de y € Y s’il existe une constante

positive | et un voisinage U C dom(F') de y tels que

Yy, y2 € U, F(y1) C F(y2) +1|ly1 — 32|l p Be

Dans ce cas on dit aussi que F' est Lipschitzienne sur U.

Elle est Lipschitzienne s’il existe | positive tel que

Vy1,yo € dom(F), F(y1) C F(y2) +U|ly1 — yol z Be

Proposition 1.74. ([19]) Soient Y, E deuz espaces de dimension finie et soit F':' Y =
E une multi-application Lipschitzienne avec la constante de Lipschitz . Alors la multi-

application y — co(F (y)) est Lipschitzienne avec la méme constante l.

Théoréme 1.75. (Représentation de Castaing). Soient (T,%) un espace mesurable,
(X,d) un espace métrique séparable complet. Soit F' : T = X wune multi-application
mesurable a valeurs fermées.

Alors, F et X-mesurable si et seulement si dom(F) € X et il existe une suite (fn)n

d’applications X-mesurable (f, : dom(F) — X) telle que pour chaque t € dom(F') on ait

F(t) = (fa(t))n-

On dit que (f,)n est une représentation de Castaing de F.



Chapitre 2

Un théoreme général de densité

Soient [ un intervalle de R, (E, || - ||g) un espace de Banach séparable (de dimension
quelconque), et I' : I = E une multi-application mesurable. Il est connu que si ’ensemble
des sélections intégrables de T', S}, est non vide alors il est dense dans son enveloppe
convexe fermée coSE pour la topologie o(LL, L35) (voir les travaux [6], [14], [23], [25] et
[26]). Dans [11], Pauteur a prouvé que sous certaines conditions, St est dense dans coSt
pour une norme plus faible notée ici ||.||nqz- L'objectif de ce chapitre est de détailler tous
les arguments relatifs a ce résultat. La densité en question va servir lors de la relaxation
abordée au dernier chapitre.

Dans sa preuve du théoréme de densité, 'auteur s’est basé sur deux lemmes, nous com-
mencons d’abord par bien détailler la preuve de I'un des deux, ceci fait partie de notre

contribution, et c¢’est une partie importante de ce travail.

2.1 Deux lemmes

Lemme 2.1. ([I1], Lemma 1.1, p. 3) Soit J un sous-ensemble de R mesurable et borné,
soit (b;)i C Lip(J) et (pi)i C L, (J),i=1,2,--- ,n tels que f:goi(s) =1,Vse J
=1

Alors, pour tout € > 0, il existe une partition mesurable {M;}"_, de J telle que

sup / [Z ©0i(s)bi(s) — ZXMi(s)bi(s)}ds <e. (2.1)
[t/ t"]CR [t ¢ NJ i—1 i=1 E
Démonstration. Pour une preuve bien détaillée, voir [17]. |

Lemme 2.2. ([11], Lemma 1.2, p. 5) Soit (Q, %) un espace mesurable, (¢;)ien+ une suite

18
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d’applications mesurables de Q) dans E, et ¢ : Q) — E une application mesurable telles que
c(t) € co{c(t), i € N*}, Vt e Q.

Alors, pour tout € > 0 il existe une suite croissante (Q")pen+ C X avec OleQ" = Q et pour

chaque n € N*, il existe n fonctions positives mesurables @ : Q" — R (i =1,2,--- n)

telles que

Z@?(t) —1, VteQr

ZQOZ |E<€ vVt € Q".

Démonstration. Soit ¢ > 0. Pour chaque n € N*| soit (( S VN X“)), - la suite

des vecteurs rationnels positifs de dimensions n satisfaisant Z Ay =1, Vi. Clest & dire :
k=

e pour n = 1 : on consideére la suite (constante) des nombres reels {1,1,,1,...}, on peut

Iécrire {1, A2, A3 .. )AL, ... } ou bien (\});en+ avec A = 1, Vi,

e pour n = 2 : on considere la suite des couples
{0 22), (A8, 22), (A, ), s (AL ), o )
telle que X! + Ay = 1 Vi, c.a.d. 22: =1, Vi.
e pour n = 3 : on considere la :Silte des triplets
{122, A5), (A, A5, A8), (A, A5, A8), o (AL, A, Ay), o )

. ) . 3.
telle que A\] + X5 + A =1Vicad. YA, =1, Vi
k=1
.. et ainsi de suite, i.e.,

e pour n en général on considere la suite des n-uplets

OV VTP W N 0 Vil VAL Voo IO ViSO VSN Vo) VI 0 VLD VRN Vo IO
telle que \é + AL+ ..+ X =1Vi, ca.d. 1;—:1)\2 =1, Vi.
Pour chaque n € N*, pour chaque terme ¢ on construit ’ensemble

QUi ={teQ: et Z)\ ‘()]s < €}

L’ensemble Q™% est mesurable, en effet :

si on pose f(t) :=c(t) — i )\Z’ick(t) et g(t) = (||l o f)(t) = ||f(t)]| &, alors

QU ={teQ: g(t) <e}
={teQ: g(t) €] — oo, €[}

= g_l(] - 00, ED
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et comme la norme (||.||g) est une fonction mesurable et f aussi car les fonctions (c(.) et

les ¢;(.)) le sont, alors g est mesurable, d’ou Q™' € . Posons

n_ X nat __ On,l n,2 n,i
Q"=uUQ"" = uQ"UJ..uQ""u

i=1

(donc Q™ € 3). Alors, OL_le” = Q. En effet,
) U Q" C €, car

Wn, Vi, Q' C Q= Vo, 0QM CQ
s Vn, Q" CQ

o0
= U Q" cC.
n=1

e () C (QOIQ”, car par I’hypothese du Lemme,

t € Q= c(t) € cof{c(t),i € N}
< cft) € co{ei(t),i € N*}
& d(c(t), co{ei(t),i € N'}) =0
= d(c(t), cof{ei(t),i € N'}) <
N d(c(t), y) <

yEco{cl( ) 1EN*}

= Elyt,e € CO{Ci(t)vi € N*}> d(C(t),qu) <€

(
(

& Fyre € co{ci(t),i € N} |le(t) — yrell p < €

et comme y; . € co{c;(t),i € N*}, alors il peut s’écrire sous la forme d’une combinaison

convexe
Ni,e

Yte = Zﬁk-ck(t)
k=1

Nte

avec Z Bk =1et B, >0, Vk. En fait, le NV, --uplet
k=1

(Bla ﬁ27 ceey /BNt,e)

ce n’est qu'un terme d’indice j de la suite des N, .~uplets, de la forme

Nf,,evj Nt,e:J Nt €7J
()‘1 7)‘2 )‘ )
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Donc
Nte
tEQ@H Zﬁkck ||E<€
Nfe
= |left ZAN“” (B)lp <e
=t € QMed

=t e UQhed
i=1
& te Qe
=dneN" (n=N,); teQ"
=t e U,
n
d’ou I'égalité.
Maintenant montrons que la suite d’ensembles (2"),, est croissante, c.a.d.
Qr c Q" vn e N*.
Fixons le n. Nous avons,
teQ e te ,OGIQ”J
=

= 3i € N*,t € Q"'

:>E|IEN* Z)\k Ck HE<E

= 3 € N, | Z)\mck )+ 0 X cpi1(t))||p <e
n+1 )

= Jj € N, ||e(t) — Z)\Zﬂ’jck(t)HE <€
k=1

= 3 e N*,t € QL
=ty

=1
=tec Q"

car en fait, le n4+1-uplet

(AT NS, AR, 0)

ce n’est qu'un terme d’indice j de la suite des n+1-uplets, de la forme

n+1l,j yn+l,j n+1,j7 yn+l,j
(AT N e Al A7),

Maintenant, pour chaque n € N*, soit t € Q" = Q' U Q™2 U...U Q™ U ... Notons par i

I'indice 4 du "premier" ensemble Q™ auquel t appartient, c.a.d.

(t ¢ Q™ Vj<iy) et t€Qm
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autrement dit
t¢d U QWette U QM.

j<it J>it
jeN* jEN*

Q= (.u, Q”vﬂ') U (,u Q"ﬂ)
J<it 1t <J

Rappelons que l'indice i, correspond au n-uplet (AP, A5 ... A™). Pour ce t € Q"
posons

(@2 (1), QR(E), ooy (1)) = (ATH AT At

Vérifions les deux estimations du lemme :

e Nous avons

Y @i (t) =@ (t) +g5(t) + ...+ op(t)
=1

= N AP A

= 17

e d’autre part,

le(t) — ﬁjso?(t)ci(t)HE = [le(®) = (LY (t)er(t) + @5 (E)ea(t) + ... + pp(t)en(t)) |
= [le(t) = (A" er(t) + Ag ealt) + .. + AL en(t)) ||

= [le(t) = YA e(t)llp < € (car t € Q™).
k=1

2.2 Théoréme de densité

Soit I = [0,7T] un intervalle de R, " : I = E une multi-application et

oI xE—FE
(s,y) = ©(s,y)
une application.

Soit
Sr={f:1— E;f(t)eT(t),Vtel},

Sp={feSr:feLlyl)}
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Sp? ={f € Sp:trs p(t, f(t)) est intégrable}

={f € Sripr € Lp(I)},

Nous avons

col' 1 I = FE
s+ (cal')(s) = co(T'(s)).

Par conséquent,

Sar ={f € Seor : f € Lp(I)}
={f € Lp(1); f(t) e (' (1)), Vt € I}

= coSt.

Notons que
Sfl‘ - SCLOF - (LE(I)a ||||mam)

avec

F e = gzl [ F(s)dslle ¥ € (1)

el

Théoreme 2.3. ([I1], Theorem 1.1, p. 3) Supposons que :

(1) ¢ est mesurable en s, continue et affine en y, c.d.d.

oVyec FE,
oy I —FE
s py(s) = @(s,9)
est mesurable, et
eVsel,
s = F

y = ps(y) = ¢(s,9)

est continue et affine.

(2) T' est mesurable, a valeurs non vides fermée (admet une représentation de Castaing),
et que Sp¥ # 0.
Alors, pour chaque a € S#f’ et € > 0, il existe b, € S%’“D telle que

0.

t//

sup || | [pa(s)) = @u.(s))]ds|s < e.
[pcr Jt
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De plus, b. peut étre considéré comme étant de la forme
b=(s) = > _xMi(s)ai(s)
i=0

ou {M;}1, est une partition mesurable de I, ay est une application fizée dans St, et

{a;}"_, C S} est telle que l'ensemble ‘qai('in) est relativement compact dans E.
1= 1=

Démonstration. Soit @ € S2%

12 (on sait que Sp¥ C SL2. et comme, par hypothése, est

col™

non vide, alors le deuxiéme n’est pas vide non plus) et soit ¢ > 0. 37 b, € S%’“a tels que

190 = @u(e) lmaz < €7 .

Soit ag € S%"p. Nous avons réparti la démonstration en cing étapes.

Etape 1.

Pour € > 0, il existe un intervalle compact J C I et § > 0 tels que pour tout ensemble

mesurable M dans J avec p(M) < 0

Loy o e+ o)) < .

En effet, d’'une part comme la fonction ||p,(-)||E + ||©a, (*)|| £ est Lebesgue intégrable sur

I(car ¢, P4, sont Bochner intégrables), alors considérons la mesure o associée a I'intégrale,

c:L;—>R
A o(4) = [ [Ieals)lz + lpun(s) 5] ds.

Puisqu’elle est réguliere, alors pour ¢ > 0 il existe un intervalle compact J C I tel que

oI\ = [ [leuls)lle + Ioa()ls]ds < ¢

d’autre part, comme la fonction ||@.(*)|| 2 + [|©a, ()|l est Lebesgue intégrable sur J (J C

I C R), alors par le Théoreme m ( [20]), pour § > 0 il existe § > 0 tels que pour tout

ensemble mesurable M dans .J avec p(M) < 6

[ leusllls + lew(l)ds < &

On conclut que

/(I\J)UM a() 15+ llpas ()] ds = /]\J [pa(s)llz + a0 (5)l] 2] ds
[ [leale + 1gun(5)12] s

L c
6 6

Wl ™
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Etape 2.

Par les hypotheses, I' admet une représentation de Castaing {a;}:2;.
Vsel, T'(s)={a;}2,
et donc d’apres la propriété démontrée
Vs € I, co(I'(s)) = co({ai}) = co({ai}Z,),
et comme @, € Sk, alors Vs € I (en particulier sur J),

a(s) € (col')(s) =co(I'(s)) = co({a;i(s), i =1,2,...}),

d’ou
©a(s) € co({pq,(s), 1 =1,2,...}) = co({pa,(s), 1 =1,2,...}).
En effet,
a(s) € co{a;(s), i = 1,400} = co{a;(s), i = 1,400}
= a(s) = 1_1)15{1 an;s tel que Vn, a, s € co{a;(s),i =1,+00}
donc
a(s) = (s, als))
el Jip o)
= @l Lif ns)
= ngglww(s Ans) (car @g est continue)
= Jim o lon
d’ou

Vn, ans € co{a;(s) ;i =1,+00} = ans = Z/\ aj(s) (Vj Aj >0et Z)\»

Ny,
= Qpn(s) = 90(576%5 = Z)‘ aJ

comme @, est affine alors

Pa, (S Z)\]go s,a;(s

= Z:)‘jgpaj (S)
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i.e. ¢q,(s) est une combinaison convexe des éléments ¢q,(s)

Le. Qoan(8> < CO{%i(S) =1 +OO}

alors

lim ¢,,(s) € cof{pq,(s) i =1, +00} = co{w,,(s) ,i =1,+00}

n——+oo

On conclut que

Soa(s) = lim Pan ( ) € @{‘;Oai('s) >i = 17+OO}

n—-+o0o

On peut donc appliquer le Lemme 2.2 avec Q :=J, ¢ := ¢, : Q = E, ¢; := ¢, : Q —

E,i=1,+00, e = z57. Il vient qu’il existe un ensemble mesurable JYavec p(J\JL) < 4

3
(a vrai dire, on en déduit I'existence d'une suite croissante d’ensembles mesurables (Q”)n,
d’ou la suite (2\Q"),, = (J\ Q"), est décroissante et donc la suite des mesures p(J\Q"),

)

est décroissante, dés qu’on arrive & p(J \ %) < § on prend J! := Q") avec n fonctions

mesurables positives ¢, 03, ..., " avec > p?(s) =1 ,Vs € J! (donc chaque fonction est
i=1

bornée, 0 < ¢'(s) < 1, Vs € J ) tel que

‘ Z)\n SOaz

En outre, il existe un ensemble mesurable J2 C J! avec pu(J!\ J2) < £ tel que chaque

Vs e J.. (2.8)

&
3u(J)’

E

Etape 3.

©a;(J?) est inclut dans un compact de E. En effet, puisque E™ est un espace de Banach

séparable, et la fonction
f:J}—E"xE"

S f(S) = ((,0@1 (3)790@(3)7 s ¢an<s); a1(3)7a2<3)7 ...,CLn(S))

e}

est mesurable ([2]), alors d’apres la Proposition m, il existe une suite croissante (N;)52,

de sous-ensembles mesurables de J! tel que lim p(J!\ N;) = 0 et pour chaque j,
j—o00

f(N;) est inclus dans un compact de E™ x E™. Donc

Ve' >0, Jjo € N* 1 (5> jo) = (u(JI\ N;) <€)

N[>

pour & =
x . 0
W eN: (j2p) = (L \N;) < 3).
Alors, on prend I'ensemble J? := N,

f(‘]g) = (Qoal(J(g):QOaQ(Jg)? "'7§0an(J52)3 al(J3>?a2(*]52)v 7an(‘]62))

est inclus dans un compact de E" x E™ (chaque composante est incluse dans un compact

de E).
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Etape 4.

En résumé, nous avons

e JZ est borné (car inclus dans I = [0,7] ), il est mesurable (car J2 := N,,),

e Vs € J!, en particulier, Vs € JZ2, i)\?(s) =1

e Toutes les A? sont mesurables le:tl bornées donc Lebesgue intégrables sur J!, (et en
particulier sur J2). Toutes les ¢,, sont mesurables sur I, en particulier sur J2, mais pour
i = 1, n, elles sont bornées sur J? car pour chacune d’entre elles ¢,,(J?) est inclut dans
un compact (donc borné) de E. Donc pour i = 1,71, les ¢,, sont Bochner intégrables sur
2.

On peut appliquer le Lemme , avec J = J2 N =N TP R gy =, 0 JE = E,

£

i = 1,n, et on 'applique pour € = £, nous obtenons une partition mesurable {M;};_, de

J? tel que

sup
[t,,t”] CR

/[t’ A2 [Z Ai(s)pai(s i XMi(S)%i(S)] ds

i=1 =1

€
<= (2.9)
PR

Soit My = I'\ J2. Considérons I'application

b.: 1 - F

5 b.(s) = 3 xan(s)ai(s).

i=0
C’est une fonction somme finie de produit d’applications mesurables sur I : les a;,i = 1,n
et ag et les fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables x,,( remarquez que les
a; ne sont pas forcément Bochner intégrables sur I contrairement aux autres) donc elle
est mesurable sur /. Mais elle est aussi bornée sur I par conséquent, elle est Bochner
intégrable sur I. En plus, b, appartient a St car

ao(s)€ I'(s) (sélection de I si s € M,
vl s = [ POETON ) :

a;(s)€ I'(s) (représentation de Castaing) si s € M; aveci € 1,n.

donc b. € St.
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De plus, ¢y, € Li(I) car Vs € I,

. (s) = (5, Y _xar, (s)ai(s))

— Z(:)XMZ,(S)QO(S,C%’(S))

= ZXML' (S)Qpai (‘9)

i=0
et Vi, @4, € Li(I) car a; € LL(I) et ¢ est une fonction de Carathodory.
On conclut que b, € Sp¥.

Etape 5.

Soit [, t"] C I. Il nous reste qu’a montrer que

<e.
E

bt ") = ‘

/[t’,t”] [0, (5) — @al(s)]ds

Notons que comme [/, t"] C I, alors

[t =[N T =[]0 (N2 VD) = (TN NI U ([t 1] N J7)
= ([, "IN U] n D)

et ces deux derniers ensembles sont disjoints, d’ou

— pul(s)r]ds = / — pu(8)ld — pu(8))d
[, o) = ealoirlds = [ fons) = pullds + [ Toloh — pals)ds
donc
oty = | e =l [ (o) - ol
[t/,t]\J2 [t/,t"]NJ2 B

IN

[ Jon() = easllas| +| [ lon(s) = eals)lds
[t \J2 [t NJ2

E ’

E
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e Par les propriétés de I'intégrale et la norme

S ol (5) = 2uls)lds

IN
\

. [t,47]\J2

Il
\

[t \JZ

VAN
\

[ t”]\J2

[t' t"N\J2CI\J2
<

|
o
_—
<

INJ)U(I\J2)

Il
<

car [t',t"]\ J2 C My d’ou Vs € [t/, "] \ JZ,

ba(s) = 3 xars(5) 2 (s)

1=0

= XMO 90(10 + Z XM (paz

= 1.0ao(8) + Z:O'Spai(s)

= Qoao(s) +0p

= Pag(8)-

Pour M = (J\ J2)

p(M) = p(J\JZ) = p((INTD) U N 2)) = n(I\T2) + p(J2\JZ) <

v (s) =

1o (s) =

49

2

Pa(s)| g ds
a(s)| g ds

(Ias (3)l1 g + llpa(5)]l ) ds
1o ()| 5 + [[@als)l g)ds
E (Ioao ()15 + llpals) ]l ) ds

120l + lla(s) 1 )ds

= ¢ (disjoints).
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e Pour la deuxiéme quantité @ := Hf[t',t”]mJg (s, (s) — @a(s)]dsHE,
Q = [ Ien(9)= S A)eals) + 3o Ails)ea(s) = pals)lds
[t",t"]NJ2 i=1 i=1 E
— — 3 N(8)ga,(s)]d Ai(8)Pa, J(s)]d
Jooppl6) = oA easlds + ; s)en(s) = enlollds|

< - )\z a; d / a; - Ya d
- /[t’,t”]ﬂJg [(pbs(s) lzzl (8)90 1(8)] § p | [t,t]NJ2 ; 90 1 ¥ (S)] S .
< — )\z a d @ o d
< /t, t//]mﬂ[%S(s) ; (8)@a,(s)]ds R P ; 8)a; (8) — @al(s) ) s
= a; i o (8)]d
[ SICERCES BYCENE )
>\i a; — ¥a d
L Z (pas) = pals)| ds
(29) ¢
< +f ()80 (5) — uls))| ds
[t’ t” ﬂJ2 5
€
< - / $)p0,(s) = pals)| ds
E
(2<8) g /
3
5 €
= Z Jl
37 3u()" ( )
JElCJ 5 I
< = J
< 3t J)u( )
_ E_
3 3
car [t',t"]NJ? C J? don Vs € [t/,t"] N J? s € J2, s n’appartient pas & My
b<(s) = Xanp(8)ao(s) + D xi(s)ai(s) = 0.ao(s) + D xar(s)ai(s) = 05 + Y xar,(s)ai(s).
i=1 i=1 i=1
On conclut que
e € ¢
Py <« S Sy S
Yt ) <3+ 343
ceci complete la preuve. [ |

Corollaire 2.4. ([11), Corollary 1.1, p.7) Supposons que I' admet une représentation de
Castaing et que S%"p # (0. Alors, pour chaque a € Sk et e > 0 il existe b. € S} tel que

o I [ Ta(s)) = bo()dslls < e.

[t’ t” CI r

autrement dit, St est "dense" dans Skr pour ||.||maz-

Démonstration. Il suffit de prendre p(t,y) = y et appliquer le théoréme précédent. W



Chapitre 3

Relaxation

Il s’agit ici d’'une application du théoreme de densité du chapitre précédent dans le
domaine des inclusions différentielles. Considérons les deux inclusions différentielles du

premier ordre

W (t) € F(t,z(t)), tel
z(0) = a,

t(t) € coF (t,x(t)), t € I

z(0) = a,
oul =[0,T[,a € E et F:Ix FE = FE une multi-application, avec (E, ||.||) un espace de
Banach séparable de dimension quelconque. ¢o désigne I'enveloppe convexe fermée.
Le probléme (2) représente une forme relaxée du problémes (1). Il est clair que 1’ensemble

des solutions de (2), notée Sy est plus large que celui de (1), noté S;.

On aimerai comparer et chercher une relation topologique entre S et Ss.

Dans [I1], & travers le Théoreme 2.1 (p.10), auteur a montré que si I est compacte
(I = [0,T]),alors sous deux conditions ((a) et (b) p. 9), S, est dense dans S, pour d, la
distance de la convergence uniforme sur le compact [0, 7]. C’est un résultat de relaxation.
Ce Théoreme a fait I'objet d’étude et d’analyse du dernier chapitre dans [17].
Puis, dans [I1], & travers le Théoreme 2.2 (p. 12), 'auteur s’est placé dans un cadre
plus général, le cadre d’un intervalle pas forcément borné de la forme [0,7[ ou T' € R
ou T' = 400. Sous deux nouvelles conditions ((a)’,(b)" p.12), il arrive & prouver que non
seulement S est non vide, mais aussi qu’il est dense dans S, pour d, sur chaque sous-

intervalle compact de [0, T'[. Ce théoreme de relaxation fait 'objet principal de ce chapitre

31
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dans ce mémoire, notre contribution est de bien analyser et détailler sa preuve.



33

Pour la preuve du théoreme de la relaxation, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 3.1. ([11], p. 10) Soit F': I x E = E une multi-application d valeurs non vides
fermées, vérifiant la condition (b) et la premiére partie de la condition (a), c’est a dire

Yy € E, la multi-application
Floy)=F,: 1= FE

tHFy(t) = F(t,y)

est mesurable.

Soit ¢ : I — E une application mesurable. Alors, la multi-application

''iI=F
S T(s) = F(s,¢(s))
est mesurable.
Nous aurons aussi besoin du Lemme 2.1 du papier [I1] (c’est le théoréme[2.4] p 44 dans
[17]) pour le probleme (1) considéré sur un intervalle compact J = [0, B]. Nous préférons
reformuler son énoncé comme suit :

On suppose que F' est a valeurs non vides, fermées et que Vy € K, F, : J = E est

mesurable

Lemme 3.2. Soit ¥ : J — E une application continue.

e On suppose qu’il existe L(.) € L (J) et p > 0 tels que p.p. t € J,
H(F(t,x1), F(t,x2)) < L(t)||x1 — x2||, Ya1,29 € B(Z, p) avec z € (J).
e On suppose aussi qu’il existe une application fi(t) € LL(J) et un réel r > 0 tels que
fi(t) € F(t,z(t)), pp.-teJ
et

du(Z,uyp ) = maz||z(t) — (a + /Ot fi(s)ds)||g < ;mm(p, €) exp—/ L(s)ds.

teJ [a,b]

Alors, le probléme (1), considéré sur J, admet une solution z(.) sur J vérifiant

1
dy(Z,s) < §mm(p, r).
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3.1 Théoréme de relaxation

On considére le probleme (1) mais pour I = [0, 7] avec T' < 400,

Théoreme 3.3. On suppose que la multi-application ' est a valeurs non vides fermées
et que

(a) Yy € E, la multi-application

F(,y)=F,:1 = E
t— F,(t) = F(t,y).
est mesurable et admet une sélection intégrable,
(b) p.p. t € I la multi-application F(t,.) = F; est localement Lipschitzienne avec coefficient

L, tel que la fonction L(t) = L, est intégrable sur I.
Autrement dit, VK C E compact, Ipx) > 0, ILx)(.) € Li(I) tels que p.p. t € I,

H(F(t>yl)’F(t>y2)) < L(t)”yl - y2“E

Yy1,y2 € Be(y, p), Vy € K.
Alors, Sy est dense dans Sy pour la topologie (issue de la distance d,) de la convergence

uniforme sur I.

S, dense dans Sy pour la distence d,, < Sy C Sy
Ve S, ze S,
& Vi e Sy,d(z,5) =0
S VI e Sg,xiélgldu(:i,x) =0
& VE e S, Ve > O,wiggfldu(f,x) <€

& Vi € Sy, Ve > 0,3x(e) € S1,d,(T,7) <€

& VI € Sy, Ve > 0,3x(e) € Sl,ntlea[xﬂx(t) —Z(t)||p < e

Théoréme 3.4. On Suppose que la multi-application F' est a valeurs non vides fermés et
que
(a') Pour chaque y € E,F(.,y) est mesurable, et il existe une application mesurable
u: I — E localement bornée telle que la multi-application t — Fy(t) = F(t,u(t)) admet
une sélection localement intégrable f,
(0') il existe une fonction L : [0, T[— R localement intégrable, telle que pour presque tout
te[0,T],

HEF(t,y1), F(t,y2)) < L@y — well, Vyr,y2 € E.
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Alors Sy est non vide, et il est dense dans So pour la distance de la convergence uniforme

sur chaque sous-intervalle compact de I.

Démonstration. Partie 1 : Montrons que S; # (), c’est a dire que le probleme (1)
admet une solution sur I = [0, 7], c’est & dire qu'il existe une application x : [0,7[— F
qui est :

e définie et continue sur [0,7] (x € C([0,T], E)),

e vérifie z(0) = a,

e dérivable presque partout sur [0, 7], et sa dérivée @(.) vérifie @(t) € F(t,z(t)) au moins
pour presque tout ¢ € [0, T]. Tout d’abord, nous remarquons que la condition (a) = (a”)
telles que

(a”) : pour toute application mesurable u : [0,7[— E localement bornée, la multi-
application t — F(t,u(t)) admet une sélection localement intégrable.

En effet, on suppose que (a’) est vérifiée. Soit u : [0, T[— FE une application mesurable et

localement bornée. Notons par

F,: I = FE
t— F,(t) = F(t,u(t)).

Alors F,, admet une sélection (qu’on va noter f) localement intégrable. En effet,
o[, est a valeurs non vides fermées car F' l'est,
oI, est mesurable car F' l'est (par le Lemme 3.1),

définissons la multi-application

H:I=FE,
tes H(t) = {v e Fu(t); [ f() —vlle < d(f(t), Fu(t)}.

Par le Théoreme 1.73 ([24]), la multi-application H est mesurable et elle est a valeurs
fermées non vides. Donc grice au théoreme d’existence de sélection mesurable (1.72) H

admet une sélection mesurable f, ¢’est & dire il existe une application mesurable f : I — F

qui vérifie f (t) € H(t), Vt € I ce qui est équivalent a
feF(tu(t), Viel

(ce qui veut dire implicitement que f est une sélection pour F, en plus d’étre mesurable)

et

1£(8) = FOI < d(f(6), F(t,u(t), Vte L
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On peut montrer que f est localement intégrable sur I. Soit ¢t € I, nous avons

1F@)lle = |7 = F@&) + F@O)le

< |IF ) = FOlls + 1F@)e,
IF&) = FOlle < df@), Ftu(t))

car f(t)EFg(t)

< esggt)d(y, F,(t));

= e(Falt), Fu(1))

< H(F5(t), Fu(t))

= H(F(ta(t)), F(t,u(1)))
L L) — )]

On conclut que pour presque tout ¢t € I,

I F®ls < LOIu@) - a5+ 1 FE)]s

or, u est localement bornée sur I, d’ou pour le ¢ fixé, il existe un voisinage V,,, il existe
M; > 0 tel que ||u(t)||g < M, Vt €V, (c'est a dire u est bornée sur V).

D’autre part, u est localement bornée sur I, d’ou pour le ¢, il existe aussi un voisinage V,
il existe M; > 0 tel que ||[u(t)||g < M, Vt € Vi (c’est a dire u est bornée sur V).

Pour presque tout ¢t € I, 3V, IV € Vi(t), il suffit donc de prendre V =V, NV}, alors u

et u seront bornées sur V,
lut) —u(t)||p < My + My = M

d’ou

17Ol < LOM + 17015
Comme f et L sont localement intégrables sur I, alors f I’est aussi. Maintenant, montrons
que S; # 0, c’est a dire que (1) admet au moins une solution sur 'intervalle globale
I = [0,T]. Nous allons d’abord montrer que (1) admet une solution sur chaque sous-

intervalle compact de I, particulierement de la forme [0, T1]. Soit donc I’ = [0,73] C I un

intervalle (7} € R). Définissons I'application F, par :

F,.I=E
ts Fy(t) = F(t, a).
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F, admet une sélection intégrable f;, en effet, en considérant 'application

u:l =+ F
t— u(t) = a,
u est bornée étant constante ( 0 < ||u(t)||g = |la|lg < ||a|lg), et donc elle est locale-

ment bornée. u est mesurable étant continue en étant constante. Alors d’apres (a”), la
multi-application F, admet une sélection f; localement intégrable sur I, et qui est donc

intégrable sur le compact I’ C I. Nous pouvons appliquer le Lemme 3.2 pour :

o J=1=0,T),

Il
S

Y

o
o [

~—~
~—

= L(.), car nous avons pour presque tout ¢t € I’

H(E(t, ), F(t,y2) < L) |lyr — velle, Yyi, 92 € B(T, p)
avec T = a, puisque
z(J)=z(I")={a(t); teI'} ={a; t € I'} = {a}.

e fi=h
op =1 = 2(Jy |If1(8)|leds) el X%t e F(t,a) = fu(t) p.p t € I'. En plus on peut

Vérifier que

t 1
4, f1) = magl2(0) = (ac+ [ i) < 5 min(p, ) exp” e,
' 0

en effet,

tel’ tel’

= max| [ A()ds]le

tel’

max|[F(t) — a — /Ot Fu(s)ds| s = max|la—a— /Ot Fu(s)ds]|

< ;2/ ||f1(5)||Ed5 X €f1’ L(s)ds % €_f1’ L(s)ds
I/
S ARG
T
= [ 155 s

Alors d’apres le Lemme 3.2, le probléeme (1) admet une solution z sur I’ = [0, T}] et qui

vérifie de plus

1
du (7, 7) = max||z(t) — z(t)]| < 3 min(p, ) explr F)ds

tel’
B (/]/ 1f1(s) eds) expfp L(s)ds
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Nous allons généraliser 'existence de solution sur I = [0, T globalement. Nous avons,
I=[0,T=[0,T1|U [Ty, To)U..U[T,, Thi1] U ...

e Sur le compact [0, T}] : le probléme (1) admet une solution c.a.d, 3z : [0,T}] — E
vérifiant :

@ ¢ F(t,20(t)) p.p.te[0,T)]

70(0) = a.
e Sur le compact [0,73] : le probleme (1) admet aussi une solution c.a.d, Iz, :

[0,T,] — E vérifiant :

:i:gznp € F(t,2W,0p(1)) p.p. t € [0, T3] (disant qu'elle est vérifiée sur Ay)

W,y (0) = a.

On définit 2™ : [T}, Ty] — E par

(1) :
j]j(l) (t) _ xtemp(t>7 sut E]Th TQ]

$(0)(T1), S’it:Tl.
L’application 2" est dérivable p.p. sur [T}, T3] :
sit e [Ty, Ty , alors te A oute Céﬁ,TQ] (u(C) =0)
site Ay aD(t) =28 (t) € F(t, 2, V(1)) = F(t,z(t))
e Sur le compact [0,75] : le probleme (1) admet aussi une solution c.a.d, 32, :

[0,T5] — E vérifiant :
i € F(t, 2@ 10y (1)) pop. t € [0,T3]
a:(Q)temp(O) = q.

On définit 2 : [T}, T] — E par

(2) :
:L‘(Q) (t) _ xtemp(t)> sut E]T2a TS]

e W(Ty), sit="T.
Soit t € [T1, T3] , alors te A ,oute C’[{‘phm (u(C)=0)
o Site Ay:a®(t) =2 (t) € F(t, 2,2 (t)) = F(t, 2 (t))
puisque Ty € [T1, T3] alors, V(T7) = z(V (1)
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et ainsi de suite, c.a.d, en général pour tout n > 1 on obtient une application
™ [T, T,41] — E dérivable et vérifiant 2 € F(t, 2™ (t)) p.p. t € [Ty, 1] (Vt €
A,), avec 2™ (T,,) = 2~(T},). Nous avons obtenu une suite d’applications (z(™),cx.
Maintenant, définissons ’application
z:[0,T[ - E
ts (t) = 2™ (t),Vt € [T, Tpsa], n €N
i.e.

x(l)(t), sit € [Tl,TQ[

~—

. sit e[0Ty

2 D(t), sit € [Ty, T3]

On peut voir que z € Sy. En effet,
e comme 0 € [0,7T}[, alors z(0) = 2°(0) = a,
e 1 est dérivable p.p. sur I,
I=00,TU[T\,T5)U..U[T,, T, U
(-’41 [OT]) (-A2UO[T T]) (A3UC[T T3)

= (AUAUAU.)U w&uqquw].)

= AUCH,
et

sitec A=3neN:teA,
=3Jne Nz
= dln e N": i
= &(t) € F(t,(t)).
Partie 2 : Densité
On veut montrer que S; est dense dans Sy pour " la topologie de la convergence uniforme
sur chaque sous-intervalle compact de la forme [T7,T7"] de I '. Pour cela, il suffit de le

montrer sur chaque sous-intervalle compact de I de la forme [0, 73] en particulier. Soit

donc [0,71] C I (T; € R). 11 faut montrer que

Va(.) € Sy, Ve >0, dx.(.) € 55 : t?ﬁz%}”x(t) —z(t)||p <e



3.1. Théoreme de relaxation 40

Soit z(.) € Sy (une solution du probléme (2) sur I'intervalle global I) et soit € > 0.
Alors z(.) sera évidemment, une solution pour (2) sur [0, 73] en particulier (car [0, T3] C I,
on garde donc la dérivabilité p.p. sur lui, 'appartenance et bien sur x(0) = a ), on peut
écrire x(.) € Sy, e

(t) € F(t,z(t)), p.p. t € [0,T1]

z(0) = a.
Comme [0, T1] est un intervalle compact, on peut appliquer le Théoréme 3.3 (le Théoréme2.1
dans [11]), d’apres ce dernier pour z(.) € Sory, et pour € > 0, il existe y 1, (.) € Sipy tel
que

maz lle(6) = v (0] < ¢ ()

autrement dit, S; 1, est dense dans S, pour la topologie de la convergence uniforme sur

[0, T1]. Considérons le probléme
©(t) € F(t,z(t)), t € [, T]

2(Th) = yer (Th),
mieux noté
2(t) € F(t,2(t)), t € [T}, T]
2(Th) = yer, (T1).
D’apres la partie 1 de la démonstration, ce probleme admet au moins une solution, i.e.
il existe une application z, : [T7,T[— E vérifiant (P). En effet, if suffit de considérer le

probléme

At) € F(t,2(t), t € [0,T]

(%)
Z(O) = Ye1y (T1)7
qui en fait, d’apres la partiel, admet une solution z. : [0, 7[— E. Puis, on définit I'appli-
cation
2y, [T, T — E
z(t),t €]Th, T

Yery(T1),t = Th.

t— z,(t) =

Enfin, maintenant, définissons ’application
z [0, T[> E
y€,T1 (t), Vt € [O,Tl]

t— . (t) =
z,(t), Vt € [T}, T
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Ainsi z. définie une solution pour (1) (z. € S) car :
0€[0,T] ye,Tl_ESI

'176(0) = Ye, 11 (0) - a,
e p.p. t€[0,T],
xﬁ(t) = yE,Tl (t) € F(taye,Tl (t)) = F<t7x€(t))>

® D.D. te [Tl,T[,

de plus, si on calcule :

du(w(t).xe(t)) = maz [#(t) — (D)l = maz lo(t) ~ v, (1)

(4)

A
< €.
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Résumeé

Dans ce travail, nous nous intéressons principalement a la ©’ relaxation ©’
d’une inclusion différentielle du premier ordre, via 1’enveloppe convexe fermée.
Nous présentons un résultat qui assure que sous certaines conditions 1’ensemble
des solutions du probléme relaxé est ’ dense > dans celui du probléme
principal. Ceci dans un espace de Banach de dimension quelconque et surtout
sur un intervalle pas forcément borné.

Abstract

In this work, we are mainly interested in the “’relaxation’’ of a first order
differential inclusion, thanks to the closed convex hull. We present a result
which ensures that under certain condition, the set of solution of the relaxed
problem is dense in that of the main problem. This in a Banach space of any
dimension and especially on an interval not necessarily bounded.
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