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Introduction

Un grand intérét est accordé aux suites des nombres de Fibonacci et
Lucas ainsi que les polyndémes associés, et le grand nombre de travaux sur
ce sujet en témoigne. Ses suites célébres sont des cas particuliers des suites
récurrentes linéaires d’ordres deux, mais a coefficients et valeurs initiales
entiers. Notons que plusieurs généralisations de ces suites ont été proposées
et & chaque généralisation des suites de polynomes associées ont été aussi
proposé. Le présent mémoire est une contribution a cet axe de recherche. Ici,
on se propose de présenter d’autres suites et polyndmes reliées aux suites de
Fibonacci et Lucas sur I’ensemble des quaternions. Le mémoire est composé
de trois chapitres :

Le premier est consacré essentiellement aux nombres de Fibonacci et Lu-
cas ainsi que leurs généralisations. Des résultats sur la forme générale (for-
mules de Binet) fonctions génératrices ont été donnés. Dans le but d’intro-
duire de nouvelles généralisations, on introduit & la fin de ce chapitre I’en-
semble des quaternions introduit pour la premiére fois par le mathématicien
irlandais W. R. Hamilton en 1843.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse aux suites des quaternions de
Fibonacci est Lucas et leurs généralisations, comme le premier chapitre on
présente principalement leurs formules de Binet ainsi que les fonctions géné-
ratrices.Notons que Les quaternions de Fibonacci ont été introduits pour la
premiére fois par A. Horadam , 1963.

Le dernier chapitre, se compose de trois partie, la premiére est réservé aux

h(x)-polynomes de Fibonacci comme généralisation des polynémes de Fibo-



nacciintroduit par Byrd, par contre et comme généralisation des polyndmes
de Lucas introduit par Bicknell la deuxiéme partie de ce chapitre est consacré
aux h(x)-polynomes de Lucas. Enfin dans la derniére partie et encore comme
généralisation des h(x)-polynomes de Lucas, on étudie les h(x) polynomes
des quaternions de Lucas.

Notons que les notions et résultats présentés dans ce travail ne sont pas
originaux et le contenu de ce travail se trouve dans la liste des références

donnée a la fin de ce mémoire.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement aux nombres de Fibonacci et
Lucas ainsi que leurs généralisations. Des résultats sur la forme générale
(formules de Binet) fonctions génératrices ont été donnés. Dans le but de
définir dans les autres chapitres de nouvelles généralisations, on introduit a

la fin de ce chapitre I’ensemble des quaternions.

1.1 Les suites des nombers de Fibonacci et
généralisations

Définition 1.1.1 On définit la suite des nombres de Fibonacci,notée (F),)n>0

par la relation de récurrence suivante

Fn+2 - FnJr]_ + Fn’n = 0, 1, ceey
Fp=0F =1

Les premiers termes de cette suite sont {0,1,1,2,3,5,8,13,21,34...}

Proposition 1.1.2 (Formule de Binet pour les nbrs de Fibonacci) Le
terme général de la suite des nombes de Fibonacci est donné par la formule

suwvante :



1
F,=—

1+v5\  [1-v5)
L) )] s e

Preuve. Le polynome caractéristique de cette relation est

PO =X —-A-1

il admet deux racines :

donc la solution générale s’écrit sous forme
F,=cia" + 0", ¢1,c0 €R

Les constantes ¢, co sont déterminées par les valeurs initiales comme suit

Fo =C+C= 0
F1 = Cl(—1+2\/g) + Co (1_\/5> =1

2

En résolvant ce systéme ,on obtient

D’ou’

1 ((1+v3\ [1-v5\ | a"—p"
F,=— — = —.
V5 2 2 a—p
Dans la litérature, il existe plusieurs généralisations des suites de Fibo-

nacci, ici on s’intéresse a la généralisation suivante.

Définition 1.1.3 On définit la suite de Fibonacci généralisée, notée (Fpm):i%
par

Fp,n+2 :pr,n-‘rl +Fp,na n=01,2.., (14)
avec

p e N*, Fpp = O,FPJ =1



Lemme 1.1.4 (Formule de Binet pour les nbrs de Fibonacci géné-

M

7 est donné
n=0

ralisées) Le terme général de la suite de Fibonacci ( F,,,

par

1 JrErA\ —rEra\
Fp,n={ <p+ 2p - ) _(p—2p i ) } n=012..
(1.5

N

Preuve. Le polyndéme caractéristique de cette la relation est
PN\ =X —pr—1

il admet deux racines

)\:p+\/p2+4 =P p*+4
2 N 2

donc la solution générale s’écrit

Fpﬂ = Cl)\n + cz,u",

les constantes c1,cy sont déterminées par les valeurs initiales comme
suit,
Fp70261+02:0

For=cA+cop=1.
En résolvant le systéme, on obtient

1 -1
C1—\/ﬁ; Cz—\/ﬁ-

o 1 p+/p?t+4 n_ p—VrE+4\) AT =
b 0+ 4 2 2 DT

1.2 Les suites des nombres de Lucas et géné-
ralisations

Définition 1.2.1 On définit la suite de Lucas, notée (L, )n>0 par la relation

de récurrence sutvante



Ln+2 = Ln+1 + Ln,n = O, 1, ey
Lo=2.L, = 1.

Les premiers termes de cette suite sont {2,1,3,4,7,11,18,29...}

Proposition 1.2.2 (Formule de Binet) Le terme général de la suite de

Lucas est donnée par la formule suivante :

L, = {(1+2‘/5> + (1_2‘/5> },n:0,1,2... (2.2)

Preuve. L’équation de polynome caractéristique de cette relation est,

PA)=MN-X-1

il admet deux racines :

la solution générale s’écrit sous forme,
L, =1 A\] + A5, c1,00 €R
Les constantes ¢y, co sont déterminées par les valeurs initiales comme suite

LO = Cl+02:2,

Ll = Cl>\1 + CQ)\Q =1
En résolvant ce systéme, on obtient
Cl = Cy = 1.

Ainsi,

—+00

Définition 1.2.3 On définit la suite de Lucas généralisée, notée (L, ), 2,

10



Lp,n+2 = pr7n+1 + Lp,n y n = 0, 17 2 (2.4)
avec

pE N*, Lp70 = 2, Lp,l =1.

Lemme 1.2.4 (Formule de Binet) Le terme général de la suite de Lucas

généralisée ( L,,) est donné par

214\ A\
van:{<p+_ v2p+) +(w> } oo

2
Preuve. Le polynome caractéristique de cette la relation est
PA) =X —pr—1

il admet deux racines

RS ) = (p— P> +4)
2 I 2

donc la solution générale s’écrit
Lyn=cN"+cou” ,c1,c0 € R

les constantes ci,cy sont déterminées par les valeurs initiales comme
suit,
Lp’0201+02:2

Lp71 = Cl/\ + Coll = 1
En résolvant le systéme ,On obtient

01:2—62
1—p p—1
=14+ ——, co=14+ ——
' N/ p*+4
D’ou’
1—p p+/p?+4 p—1 p—/p?*+4
Lpn = 1+ + {1+
’ p2+4 2 \/]m 2

11



Remarque 1.2.5 Les suites de Fibonacci et de Lucas anisi que leurs géné-
ralisations sont des cas particulier de la suite plus générale définit par la

relation de recurrence lineaire d’ordre 2

Un+2 == pUn+1 -+ QUn , N = 07 1, coey

(2.5)
UOZO-/a Ulzﬂ , Q, BENap7q€N*

En effet :

Si p=¢=1,a=0, =1, onalasuite (F,),5,
Fn+2:Fn+1+Fn 5 nzo,l,...
F():O, F1:1

Si g=1,aa=0, =1, on a la suite (Fpm)nZO

Fpan+2:pF,n+l+F7na 7n:()7]-7"'
Fp70:07Fp71:1'

Si p=¢g=1,a=2, =1, onalasuite (L,),,

Lyio=Lyyn+L, ,n=0,1,..
L0:27 lela
Sig=1,a=2, =1, onalasuite (L,,)

n>0

Lp,n+2 = an+1 + Ln , N = O, ]_,
Lp70 - 2, Lp71 = 1

Définition 1.2.6 La fonction génératrice ordinaire associée a une suite (Uy), oy

est donnée par
fla)=> Un, (2.6)
n=0
et sa fonction génératrice exponetielle est

ga) =3 Un%. (2.7)

Théoréme 1.2.7 Soit (Up,)nen la suite définit par la relation de récurrence

(2.5). Alors sa fonction génératrice est donnée par

12



= 2.8
f@) = T 28)
Preuve. On a
+00
flz) = Z Upx"
n=0
+00
= U+ Uiz + Y (pUn—1 + qUn—2)2"
n=2
+oo
= a+Br+ Y (pUn1+qUs2)a"
n=2
+oo +00
= a+pr+pY Upaa"+q) Uy oa"
n=2 n=2
+0o0 “+oo
= a+fx +prUn$” —|—qxzzUnw”
n=1 n=0

+00 +o0

= a+fr+px (ZUn:ﬁ"—a> +xZZUnx”
n=0 n=0

= o+ Pz — pro+ pof(z) + g f(x),

donc
f(x) = prf(z) — q2°f(2) = a + Bz — pra
D’ow’
f(@) (1 = pr —g2*) = a+ (8 - pa)z,

ainsi
_a+ (B —pa)x
f@%_ﬂ—px—wﬂ'

Il résulte du théoréme précédent que : m

La fonction génératrice des nombres de Fibonacci généralisés (a« = 0, 8 =

est

1
fo =1
La fonction génératrice des nombres de Fibonacci (e = 0,5 =1,¢=1)
est
1

13



La fonction génératrice des nombres de Lucas généralisés (« =2, =1,p =g =1)

est

fla) = ——*

R —

La fonction génératrice des nombres de Lucas (¢ =2, =1,¢g=1) est

2—x

()

T 1—pr—a?

1.3 Les quaternions
Définition 1.3.1 L’ensemble des quaternions noté H et par définition
H :={q=ao+ a1t + asj + ask}

avec ag, a1, s, a3 sont des réels et 1, 1, j et k satisfaisant les relations qua-

ternioniques
= =k=—1ij=—ji=k,jk=—kj =i ki=—ik =j. (1.1)

Maintenat, on donne les opérations sur I’ensemble des quaternions.
Soit
q1 = ap + ari + azj + ask, gz =bo + b1t + baj + b3k

deux quaternions.

Egalité entre deux quaternions :
Q1 = ¢ < (ag, ay, az,a3) = (bo, by, ba, b3) .
L’addition de deux quaternions :
@1+ g2 =ao+bo+ (a1 +b1) i+ (az+b2) j+ (a3 +b3) k
La soustraction de deux quaternions :

q1— G2 = ag — by + (a1 —by) i+ (ag — ba) j + (a3 — b3) k

14



La multiplication de deux quaternions :

Q192 = aoby — arby — asxby — asbs + (agbr + a1by + asbs — azbs)i +

(aoby + agbo + asby — a1b3)j + (aobs + asbo + a1ba — asbr)k
La multiplication par un scalaire :
r.qy = Tr.a9 + r.a1i + r.asj + r.ask.
Le conjugué d’un quaternion :
g1 = ag — a1t — asj — asgk.

L’inverse d’un quaternion

-1 Q1
¢ = , 1 #0
! a2 ™

avec

lall = Vards = /a3 + a2 + a3 + a3

la norme du quaternion ¢;.

Remarque 1.3.2 L’ensemble H des quaternions est un R—espace vectoriel

de dimension 4 muni de la base

{1, i, j, k}.

Aussi l’ensemble H des quaternions, peut étre décrit comme l’algébre asso-

ciative unifére sur le corps des nombres réels engendrée par {1, i, j, k}.

15



Chapitre 2

Les quaternions de Fibonacci et

Lucas et leurs génralisations

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux suites des quaternions de Fibonacci
et Lucas et leurs généralisations, comme dans le premier chapitre on présente

principalement leurs formules de Binet ainsi que les fonctions génératrices.

2.1 Les quaternions de Fibonacci

Définition 2.1.1 La suite des quaternions de Fibonacci, notée (Qn),~, est
definit par,
Qn - Fn + Y:Fn_t,_l + an+2 + an+3 (11)

avec (Fy), >, est la suite de Fibonacci .
Dans le résultat suivant, on montre que la suite des quaternions de Fibo-

nacci satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre deux.

Proposition 2.1.2 La suite (Qy,),,., satisfait la relation de recurrence

Qn+2 - Qn+1 + Qn, n = O, 1 (1.2)

Preuve. On a

Qn:Fn+iFn+1 +an+2+an+37

16



ainsi
Qn+1 = FnJrl + iFn+2 + an+3 + an+4>

et
Qni2=Foo+iF 3+ jF 4+ kEF, 5.

En utilisant la relation de recurrence satisfaite par la suite (F},) on

n>0"

obtient

Qn+2 = (Fn-l—l + Fn) + (iFn+2 + iFn—H) + (an—i—Z + an+3) + (an+4 + an+3)
= (B ++iFh+jFhe+kFy )+ (B +iFo+ jFs+ EkF, )
= Qn + QnJrl

D’ou’ le résultat m

Remarque 2.1.3 Parfois, on écrit :
Qn=(F,, Foi1,Frio, Fris) .
Ainsi
Qo = (Fo, F1, Fy, F3) = (0,1,1,2),, Q1 = (Fy, Fy, F3, Fy) = (1,1,2,3) .

Théoréme 2.1.4 La fonction génératrice de la suite des quaternions de

Fibonacci (Qn),cy €t donnée par

Qo+ (Qi—Qo)t  t4i4jt+1)+k(t+2)
N 1—t—1¢2 N 1—t—1t2

F(t) (1.3)

Preuve. Soit N
F(t)=> Qut"
n=0

la fonction génératrice de la suite (Qn),,>-

On a

17



Ft)Y1 —t—t*) = F(t)—tF(t) — t*F(t)
+oo +oo +00
= D Qut" =Y Qut™ =Y Qut"
n=0 n—:i +:o=0 o
= Qo Qi+ Qut" =Y Quat" =) Quot"
n=2 n=1 n=2
+oo
= Qo+ Qit—Qot + Y (Qn— Quo1 — Quoa)t”
n=2

+o0

= Qo+ @it —Qot + Y (Qn— Qu)t"
n=2

= Qo+ (Q1—Qo)t

Donc

Qo+ (Q1— Qo)t
o 1—t—t2

F(t)
En remplacant )y et QQ1par leurs valeurs, on obtient

ot (14 t) k(24 1)
B 1—t—¢2

F(t)

Définition 2.1.5 On defint le conjugué du terme général Q),, de la suite des

quaternions de Fibonacci par,

Q* - Fn — iFn+1 - an+2 - an+3 (14)

n

Proposition 2.1.6 La suite des quaternions de Fibonacci satisfait les rela-

tions suivantes

1- QnQ; = Z?:o Fr%Jrz' )
2 - Q721 :2FnQn_QnQZ

Preuve. On a

18



1-Q,Qr = (Fn+iFu+jFe+kF, ) (F, — il — jFaie — kF,43)
= F?—iF,Fy — jF,Foyo — kF,Fis
+iFy Fo1 + Foy — ijFp1Fogo — ikEyp s
—jFniaFy — jiFnoFr + F = jkF 2 Foys
+hFpysFy, — ki, 3F1 — kjFoi3Fge + Fopg
= FI4F 4+ F o+ F s+ (—ijFa P +ijFu Foygs)
H=gkFpaFoys + jkFoyoFys) + (=kiF, 3 F i + kil 3F00)

= F24+F +F,+F
3
2
- ZFW--
=0

D’ou’ le résultat.

2-Q% = (Fy+iFy1+ jFnis+kE,3)(Fy +iFn1 + jFue + kF,3)
= F2+iF,Foy+jFyFuys+ kFyFoys +iF, 1 F, — F2
+ijFo1Fpo + ikFoii Foys + jFaaFy + jiFy o Fog — Fiyy
+jkEyoFnis + kFyaFy + kiFy3Fo + kjFaFe — F2 oy
= F2+42iF,Fo +2jF,Fyo+2kF,Fog — F2 — F2 y — F2
= 2F2 4 2iF,Fpyy +2jFFoyo + 2kFFpys — F2 — F2 — F2, — F2,

= 2F,(F, +iFpi1 + jFue + kFyis) — (F2 + Fr%—i—l + F3+2 + F3+3)

= 2F,Qn — (Fr+ Fiy+ Foy+ F2Ly)

D’aprés 1) ,on obtient

3Qn+Q:L = Fn—f—iFn-l—l+an+2+an+3+Fn_iFn+l_an+2_an+3
= 2F, .

19



D’ou’ le résultat. m

Les quaternions de Fibonacci satisfont les relations suivantes.

Proposition 2.1.7 Les relations suivant sont vraies

a .
D Qi=Qnia— Q1.
1=0
b -
ZQ% = Q?n—i—l - (LO? ]-7 1)
1=0
c .

n—1
E Q2i+1 = Q2n — Qo
i=0
Preuve. a. Montrons par récurrence que
n
E Qz = Qn+2 - Ql-
i=0
Pour n =0, on a

0
> Qi=Q=0Q:— Q.
=0

Donc la propriété est satisfaite pour n = 0. Supposons que la proprété

est satisfaite pour n, et montrons pour n + 1.

On a
n+1 n+1
Z Qi = Z Qi + Qni1
i=0 i=0

= Qniz2 — Q1+ Qnp1
= Qui2 +Qni1— Q1
= Qn+3 - Ql-

b. Montrons que

> Qo = Qon1 — (1,0,1,1).
i=0

20



Pour n =0, on a

0
ZQ% = QO = Ql - (1707 17 1)7
=0

Donc la propriété est satisfaite pour n = 0. Supposons que la proprité est

satisfaite pour n, et montrons pour n + 1.

On a
n+1 n
Z Q2 = Z Q2i + Qani2
i=0 i=0

= Qa1 — (1,0,1,1) + Qapgo
Qon+1 + Qangz — (1,0,1,1)

= Q2n+3 - (1’ 07 ]-7 1)
c.Montrons que
n—1
D Qait1 = Qo — Qu.
i=0
Pour n =0, on a

~1
D Qais1 =0=0Qo— Qo
1=0

Donc la propriété est satisfaite pour n = 0.Supposons que la proprété est

satisfaite pour n, et montrons pour n + 1.

On a
n n—1
Z Q2it1 = Z Q2it1 + Qont1
i=0 i=0
= Qa — Qo+ Qant1
- Q2n+2 - QO‘
n

Théoréme 2.1.8 (Formule de Binet) : Soit (Qn),>, la suite des quater-

nions de Fibonacci Alors,Ona

21



Qn:%[(1+ia+joz2+k:a3)a”—(1+iﬁ+j52+k53 )ﬁ”] , n=0,1,..
(1.5)

ou d’une maniére équivalente

avec

A=1+ia+jo*+ka®, B=1+if+ 32 +k3>, a=

Preuve. Le polynéme caractéristique de cette relation est

PO =X —-A—1

et il admet deux racines

Donc la solution générale s’écrit

Qn = Clan + CQBn

Les constantes ¢ et co sont déterminées par les conditions initiales comme

suit
Qozi"‘j‘f—?k:Cl—f—CQ

Qi=1+i+2j+3k = (155) e+ (155) 5

En résolvant ce systéme, on obtient

_ 1+ia+jo? + ka? 1+if+4°+k6° B

“ V5 T V5 Ta-p
D’ou’
0. — <1+m+ja2+k:a3>an_<1+i/3+j62+k63>5n
" V5 V5
_ Aa"—-Bp"
- ==

22



avec
A=1+ia+jo® +ka®, B=1+i8+ B>+ k.
| |

Théoréme 2.1.9 La suite des quaternions de Fibonacci (Qn)n20 satisfait la

relation suivante

i=0
Preuve. De la formule de Binet, théoréme précédent, on a
A.a' — B.j
Q="
a—p

S i = Ci (a—5>
i=0 j a—p

En utilsant le fait que

Y Cila) =(1+a)", Y CiB) =1+p)", 1+a=0a’ 1+ =7
i=0 )

=0
on obtient,
- P A n B n
;OnQi = Q_B[(lJra) ]—m[(lJrﬁ)]
_ A n B 2n
- ) - e
_ aiﬂpm%—Bﬁﬂ
= QQn

D’ou le résultat =

Théoréme 2.1.10 La fonction génératrice exponentielle des quaternions de

Fibonacci est donnée par
Ae® — BePt

Q="

(1.7)

23



Preuve. Soit
+oo Q
n
Q=2 "
n=0
la fonction génératrice expontielle des quaternions de Fibonacci. En utilisant

le fait que
Ao — Bp"
On=Tas

on trouve que

+oo +oo n__ n o n
Q.(t) = Z%tn:Z(u>t_

| _
n! — a—f

Définition 2.1.11 La suite des quaternions de Fibonacci généralisée, notée

(Qpn),> est definit par,
Qp,n = Fp,n + in,n+1 + jFp,nJrQ + ka,nJr?np € N*>

avec (Fp,), o est la suite de Fibonacci .

Dans le résultat suivant, on montre que la suite des quaternions de Fibo-

nacci satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre deux.

Proposition 2.1.12 La suite (Q,.,) satisfait la relation de r’ecurrence

n=0
Qpn+2 = PQpnt1 + Qpn,n=0,1,...
Preuve. On a
Qpn = Fpn + 1Fpni1 + JFpni2 + kFpnys,
ainsi

Qp,n+1 = Fp,n+1 + in,n—i—Q + jFp,n+3 + kF n+4
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et

Qp,n+2 = Fp,n+2 + in,n+3 + jFp,n+4 + ka,n+5-

En utilisant la relation de r’ecurrence satisfaite par la suite (F},,,) on

n>0"

obtient

Qp,n+2 = (pr,n+1 + Fn) + (pin,n+2 + in,nJrl) + (ij n+3 + jFp,n+2) + (kan+4 + anJrS)
= (Fp,n + in,n—&-l + ]F ,n+2 + kam—i—B) + p(Fp,n—i—l + in,n+2 + jFp,n+3 + kF, 7n—|-4)

= Qp,n + Qp,n—f—l

D’ou’ le résultat m

Remarque 2.1.13 Parfois, on écrit :

Qpn = (Fpns Fpnst, Fpnv2, Fpnts) .
Ainsi
Qpo = (Fpo, Fo1, Fp2, Fps) = (0,1,p,9° + 1), Qpa = (Fp1, Foa, Fps, Fpa) = (Lp,p” +1,0° + 2p) .

Théoréme 2.1.14 La fonction génératrice de la suite des quaternions

de Fibonacci (Qpn),cy €t donnée par

Qo+ (Qr — pQo)t
1= pt—t2

F(t)

Preuve. Soit .
F(t) =) Qput"
n=0

la fonction génératrice de la suite (Qp.,)

On a

n>0"
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Ft)(1—pt —1?) = F(t) — ptF(t) — *F(t)
+o0o +o0 +oo
- Z Qntn - P Z Qntn+1 - Z Qntn+2
n=0 n=0 n=0
+o0 +o0o +o0o
= Qo+ Quit+ Y Quat" =P Qpuat" = > Qpuoat”
n=2 n=1 n=2

“+oo
= Qp,O + Qp,lt - pr,Ot + Z(Qp,n - Qp,n—l - Qp,n—Q)tn
n=2

+o0o

= Qp70 + Qp,lt - Qp,Ot + Z(Qp,n - Qp,n)tn
n=2

= Qpo+ (Qp1 —pQypo)t

Donc

Qo + (Q1 — pQo)t
1—pt—1t2

F(t) =

Théoréme 2.1.15 (Formule de Binet) : Soit ((Qy),>, la suite des qua-

ternions de Fibonacci comme suit :

Qp7n:—4[(1—|—z’a+ja2—|—ka3)a”—(1—|—iﬁ—|—j62+k63 )B"], n=0,1,..,

avec

p+\/ ?+4 b= vr+d p+4

Preuve. Le polynéme caractéristique de cette relation est

PA) =X —pr—1

et il admet deux racines

_p+\/p2+46_p— p?+4
i e
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Donc la solution générale s’écrit
Qpn = Aa" + BS"

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit
Qpo=A+D

Qp1=A (p+\/2p?_+4> +B (p 2p2+4>

En résolvant ce systéme, on obtient

1 +ia+ ja? + ka? 1448+ B3 + kB°
A= B=-— .
/p2+4 /p2+4
D’ou’
0, - 1 +ia+ jo? + ka? o 1+iB+ jB* + kB° g
o Vp?+4 VP +4
1 Aa™ — Bp"
= —— [(1+ia+ja? +ka®)a" — (1+if +jB3% + kB3 "] = ———
p2+4[( j ) (L+iB+4B% + kpB%) 5] o
n

Théoréme 2.1.16 La suite des quaternions de Fibonacci (Qp,), -, Satisfait

la relation suivante

=0

Preuve. De la formule Binet, Théoréme précédent, on a

Ao’ — Bf'

Qz‘:W

En utilisant le fait que

ZCZ pa)’ = (1+pa)” ZC” (pB) = (1+B8)", 1+pa=a? 1+ps =4
=0
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on obtient,

n

i, _ A ny _ _B n
;Cnp@ = a_ﬁ[(lerOé)] a_ﬁ[(lﬂ?ﬁ)]
A n B n
- e - e
= Oéiﬁ[Aoﬂ"—BﬁQ"}
= QQn

D’ou’ le résultat m

2.2 Les suites des quaternions de Lucas et gé-
néralisations

Définition 2.2.1 La suite des quaternions de Lucas ,notée (K,), -, est

definit par,

K,=L,+iLlp1+ jLpio+ kL3 (2.1)
Remarque 2.2.2 avec le terme générale de la suite de Lucas. (Ly),> -
Parfois, on écrit :
K, = (Ln, Lys1, Lyyo, Lnys) -
Ainsi

Ko = (Lo, L1, Ly, L3) = (2,1,3,4),, Ky = (L1, Lo, L3, Ly) = (1,3,4,7).

Proposition 2.2.3 La suite (K,),, satisfait la relation de r’ecurrence li-

néaire d’odre 2 suivante :
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Kpio=Kpi1+ Ky, n=0,1,..., (2.2)
Preuve. On a
K,=L,+iL,1+ jLyio+ kL3
ainsi
Kny1=Lpy1+ilno+ jLlyiz+kLpga

et
Kn+2 - Ln+2 + ZLn+3 + ]Ln+4 + kLn+5

En utilisant la relation de récurrence satisfaite par la suite (Ly,),>0 on

obteient

Kyyo = Lpyi+ Ly +ilnyo+ilpyr + jLnys + jLlpyo + kLpya + kL3
= (Ln + Z‘Ln—i-l + jLn+2 + kLn-‘rB) + (Ln-i-l + Z‘Ln-ﬁ—2 + jLn-‘rS + kLn+4)
= Kn ‘I‘ Kn+1.

D’ou’ le résultat m

Théoréme 2.2.4 La fonction génératrice des quaternions de Lucas (K,)

nen  est donnée par

Ko+ (Ky— Ko)t —t+24i(2t +1) +j(3+1t) + k(4 + 3t)
S l—t—t2 1—t—t2

L(t) (2.3)

Preuve. Soit N
L(t) = Kut"
n=0

la fonction génératrice de la suite (K,,),~,.On a
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L)1 —t—1t*) = L(t) —tL(t) — *L(t)
+o0o “+o00 —+o00
= Z K, t" — Z K"t — Z K, "2
n=0 n=0 n=0
“+o0 “+o00 —+o0
= Ko+ Kit+ Y Kit" =Y K, qt" =Y K, "
n=2 n=1 n=2

) +o0 +00o
= Ko+ Kt + Z K, t" — Kot — Z K, " — Z K, of"

n=2 n=2 n=2
+0o0
= Ko+ (Ky— Ko)t + > (K — Kpoq — Ky ) t"
n=2
+0o0
= Ko+ (K — Ko)t + Y (K, — K)t"
n=2

- KO + (Kl - Ko)t

Ainsi
Ko+ (K1 — Ko)t
N 1—t—t2

L(t)

En remplacant K, et K; par leurs valeurs, on obtient

2402t 4+ 1) + (3 +t) + k(4 + 3t)
B 1—t—1t2

L(t)

Définition 2.2.5 On définit le conjugué du terme général K, de la suite

des quaternions de Lucas par,
K:; - Ln - iLn+1 - jLn—‘,—Q - kLn+3 (24)

Théoréme 2.2.6 (Formule de Binet) :Soit (K.,),-, la suite des quater-

nions de Lucas Alors,On a :

K, = (1+ia+jo’*+ka®)a"+ (1 +iB + jB° + kB°) 8", n=0,1,... (2.5)
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ou d’une maniére équivalente

K, =Aa"+ B.pg"

avec

A=1+ia+ja’+ka®, B=1+if+jB>+kB, a=

Preuve.
On a
K’n+2 = Kn+1 + K,

Le polynéme caractéristique de cette relation est

qui admet deux racines

Donc la solution générale s’écrit
n
K, =ca" + cf

Les constantes c; et ¢y sont déterminées par les conditions initiales comme

suit
Ky=ci+ ¢

K, — <1+2\/5) o1+ (172\/5> e

En résolvant ce systéme, on obtient
o =1+ia+ja’+ka®, co =148+ jB° + kB
D’ow’

K, = (1+ia+jo®+ka®)a"+ (1+iB+ i+ kB*) p"

— A"+ B.jA"
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Théoréme 2.2.7 La suite des quaternions de Lucas (Kp),~, satisfait la re-
lation suivante

Y CiKi =Ky, n=0,1,.., (2.6)

i=0
Preuve.

De la formule Binet, Théoréme précédent,

K; = Ad' + Bj!
On a
Z C'K;, = Z Ci (Aa’ + BB")
=0 =0

AN Gl +BYClp)
i=0 i=0
En utilsant le fait que

d Ci@) =(1+a)", Y CiB) =1+B)" 1+a=0a’ 1+=7
=0 =0

D CLKG = Al +a)")+ BI(L+ pB)]
= Ae?)" + B(F)"
= Ad®" + BB

= K2n

Théoréme 2.2.8 La fonction génératrice exponentielle des quaternions de

Lucas est donnée par

K, (t) = Ae® + BeP (2.7)

Preuve. Soit
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la fonction génératrice exponentielle des quaternions de Lucas. En utili-

sant le fait que

K, = Aa™ + BB"

on trouve que

+00 K +00 n
Kolt) = 3OS0 = D (a4 B
n=0 n=0
+o00 +o00
_ (at)" (Bt)"
N AZ n! +5 n!
n=0 n=0
= Ae* + BeP!

Définition 2.2.9 La suite des quaternions de Lucas ,notée (IK,y,), <, est

definit par,

K

pn Lp,n + in,n+1 + ij,n+2 + kmeJr?n D e N*

avec(Ly., Jn>0 le terme générale de la suite de Lucas.

Proposition 2.2.10 La suite (K,,),~, satisfait la relation de recurrence

lineaire d’odre 2 suivante :

Kp,n+2 = pr,n—i-l + Kp,Tu n = 0, 17 ceey
Preuve. On a
Kp,n = Lp,n + Z.Lp,n-i-l + ij,n-i-? + kLp,n+3
ainsi

Kp,nJrl = Lp,nJrl =+ in,n+2 + ij,n+3 + kLp,n+4
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et
Kp,n+2 = Lp,n+2 + in,n+3 + ij,n+4 + kLp,n+5

En utilisant la relation de recurrence satisfaite par la suite (L, ,)n>0 on

obteient

Kpnie = pLnyi+ Ly +i(pLyta + Lny1) + J(pLnss + Lny2) + k(pLnia + Linys)
= (Ln + iLn-‘rl + jLn+2 + kLn-i—S) + b (Ln-‘rl + iLn-i—? + jLn—i-?) + kLn+4)

= K, +pKn+1-
D’ou’ le résultat m

Théoréme 2.2.11 La fonction génératrice des quaternions de Lucas (K, ,,)

nen et donnée par
_ KO + (Kl —pKo)t

L(t
®) 1—pt—1t2

Preuve. Soit N
L(t) =Y K,ut"
n=0

la fonction génératrice de la suite (X,

On a

)1120 :

L(t)(1 —pt —t*) = L(t) — ptL(t) — t*L(t)
“+o00 “+o00 “+00
= > Kput"—pY Kt =) K, "
n=0 n=0 n=0
—+00 “+o0o +o00
= Kpo+ Kput+ Y FKpnt" =p> Kppat" = > Kynoat”
n=2 n=1 n=2
+o00 +oo +oo
= Kp,O + valt + Z Kpmtn - pKOt —D Z Kp,nfltn - Z Kp,nf2tn
n=2 n=2 n=2

+o00
= KP,O + (Kp,l - pr,U)t + Z (Kp,n - pr,nfl - Kp,an) t"
n=2

+oo

= Kpo+ (Kpi — pEypo)t + > (Kpn — Kyt

n=2

= Kpo+ (Kp1 = pKyo)t.
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Donc

Kpp + (Kp,l — prp)t
1 —pt—t2 '

L(t) =

Remarque 2.2.12 Par fois, on écrit :

Kp,n = (Lp,m Lp,n+17 Lp,n+27 Lp,n+3) .
Ainsi
KO - (Lp,07 Lp,17 Lp,27 Lp,S) = (27 Pa p2 + 17p3 + 3p) )
Ky = (Lpa, Ly, Lyps, Lpa) = (0, 0> + 2,0 + 3p, p* + 4p* + 2) .

Théoréme 2.2.13 (Formule de Binet) :Soit (K)y.),5, la suite des qua-

ternions de Lucas comme suit :

1

NoE=t

1+ia+ jo? +ka®) " + (1+iB+jB° + kB%) 8] ,n=0,1, ...

Kp,n+2 - pr,n+1 + Kp,n

Le polynéme caractéristique de cette relation est
P\ =X —pr—1

et il admet deux racines

a_p+\/p2+4 g_P= p? +4
a 2 T

donc la solution générale s’écrit

K,,=(Aa"+ BB") ,A,B €R

35



Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit

K,o=A+1B
p+y/p?+4 p—\/p?+4
o = () 4 ()
En résolvant ce systéme, on obtient

_ 1+ia+jo® + ka? _1+i5+j52+k53

A , B =
N/ VPP +4
D’ou’
Ko 1+ ia+ jo? + ka? o4 1+i8+ jB* + kp° gn
p,n /p2+4 /p2+4
1
= ——— [(1+ia+jo® +ka®)a" + (1 +iB + jB% + kB%) 5] .

N

|

Théoréme 2.2.14 La suite des quaternions de Lucas (Ky),, satisfait la

relation sutvante
n

Y Cip'Ki =Koy, n=0,1,...,

i=0
Preuve.

De la formule Binet, théoréme précédent,

K; = Ao’ + B

i Cip'K; = i Cip' (Ao/ + Bp" )
=0 i=0

= A) Cipa)' +BY_ Ci(pB)
i=0 i=0
En utilisant le fait que

Y Cipa) = (1+pa)", Y Ci(pB)' = (1+8)", 1+pa=a®, 1+pf =3,
1=0

1=0
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Y Cip'K; = Al(1+pa)"] + Bl(1+pB)"]

=0
— A+ B ()
= KZTL

D’ou’ le résultat. m
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Chapitre 3

Les h(x) polyndémes de
(quaternions) de Fibonacci et

Lucas

Dans ce chapitre on s’intérsse a des polynomes liés aux nombres (quater-
nions) de Fibonacci et Lucas. Notons que ces polynomes ont été introuit de
plusieurs manieres par des relations de récurences linéaires. Par example les

polynémes de Fibonacci ont été défini par Byrd par la relation
Frio(x) =22F,1(z) + Fo(x), n=0,1,..,

avec

Fo(x) =0, Fi(z) = 1.

Les polynomes de Lucas on été défini par Bicknell comme suit
Lyio(x) =xLyi(x) + Lo(x), n=0,1,...,

avec
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3.1 Les h(x) polynéomes de Fibonacci.

Définition 3.1.1 Soit h(z) € R[z|, on définit les h(x)—polynomes de Fi-
bonacci

Frnio(x) = h(z) Fpnir(z) + Frn(z), n=0,1,..., (1.1)

Avec

Fh’o(l‘) = 0, Fh71($) = 1,

Théoréme 3.1.2 La fonction génératrice associee au h(x) polynéme de Fi-

bonacci (Fyn()), <, est donneé par

t

B =T mi—e

(1.2)

Preuve. Soit

Fy(t) =) Fya()t"

la fonction génératrice associee au h(x)— polynome de Fibonacci (F, () n>0)-

On a

Eyt) (L= h(z)t — %) = Fy(t) — h(x)tF,(t) — CF,(0)F

+o0o +o0o +o0
= Z Fyn(2)t" — h(z) Z Fy ()"t — Z Fyy ()t 2
n=0 n=0 n=0
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Donc

Théoréme 3.1.3 (Formule de Binet) : On a
Fhm(l') T e [an(‘r) - /Bn(x)] ; = Oa ]-) (13)

avec

h(z) 4+ v/h(x)? + 4

alz) =

Preuve. On a
Funt2() = (@) Fynia (2) + Fhn(z)
Le polynéme caractéristique de cette relation est
P(\) =X — h(z)\ -1

et il admet deux racines

_ @)+ Vh(x)? +4 5= h(z) — /h(x)?+4
2 ’ 2

«

donc la solution générale s’écrit

F,, = Ada™ + Bp"

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit

Fro(x)=A+B
For(r) = A <h(z)+\/h(a:)2+4> B <h(m)—w/2h(:c)2+4>

2

En résolvant ce systéme, on obtient

A

1 1
NG b= Vh(z)2 14
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D’ou’

1 . B 1 -
e = (m) <x>+< —h<x>z+4>ﬁ @

Fuo(—2) = (=1)""F, . (x), n >0 (1.4)
Preuve. On a
+oo "
> Fuala)t =
— 1 — h(z)t — t?
Ainsi
*i’i —t
Fpn(—z)(=1)" =
— 1—h(x)t —t2
d’ou . N
~ n n t ~ n
D Fan(—a) ()" = e = 3 Fuala)(®)
n=0 =0
donc

3.2 Les h(x)-polyndémes de Lucas

Définition 3.2.1 Soit h(x) € R|x], on définit les h(x)—polynémes de Lucas

par la relation
Lh7n+2(1’) = h(CL')Lhm_,_l(IE) + Lh,n($>; n = 0, 1, ceny (21)

avec

Luo(r) =2, Lpa(v) = h(x).
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Théoréme 3.2.2 La fonction génératrice associee au h(x)—polynémes de

Lucas (Lp (7)), >, est donneé par

Preuve. Soit

Li(t) = § _2 ;(Z)(f)_t 5 (2.2)
+oo
Ly(t) =Y Lyn(x)t"

la fonction génératrice associee au h(x)—polyndomes de Lucas (Ly,(2)n>0)-

On a

Ly(t) (1 = h(z)t — t?)

Donc

Ly(t) — Ly(t)th(z) — t*Ly(t)

+oo +o0 +o0
> Lia(@)t" = h(@) > Ly (@)t = Lyn(2)t"
n=0 n=0 n=0

—+00
Lio(z) + Lia(x)t+ Y Lyn()t" -
n=2

Lyo(x)h(2)t — h(x) > Lyp-a(z)t" =Y Lyn_a(2)t"

Lno(@) + Lna (@)t — Lno(a)h(z)t +
+o0

Y Lnnl(x) = h(@) Lyn-1(2) = Lyna(x)) 1"
Lpo(x) + Lpi(x)t — Lyo(z)h(z)t

Lpo(z)(1 — h(z)t) + Ly (z)t

2(1 — h(z)t) + h(x)t

2 — h(x)t

Théoréme 3.2.3 (Formule de Binet) : On a

Lh,n

=a"(z)+ ["(x), n=0,1,.., (2.3)
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avec

Preuve. On a
Linsa(@) = h() Lunsa (&) + Lya(2)
Le polynoéme caractéristique de cette relation est
P(\) =M — h(z)A -1

et il admet deux racines

_ h(@) +/h(x)? + 4 _ h(z) — /h(x)? 44

ax

donc la solution générale s’écrit

Lh,n = Aa" + Bﬂn

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit

Lh’() (ZE) =A + B
Lo () = A (h(ac)+\/2h(;c)2+4) B (h(ac)— h(w)2+4>

2

En résolvant ce systéme, on obtient

D’ou’

Théoréme 3.2.4 On a

Livn(l‘) + Li2z,n+1 (.I) = Lh72n($) + Lh72n+2($), n = O, 1, (24)
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Preuve. En utilisant la formule de Binet, on obtient

Lyy(@) + Ly (@) = (a"(2) + 6" (2))* + (" (z) + 7 (2))?
= o”(2) +20"(2) 3" () + B (x)
+a® (@) + 20" (2) 37 (7) + B ()
= a®(z) + 7 (2) + o™ (x) + 7 (2) + 20" (2) 8" (2) + 20" (2) 8" (2)
= a®(z) + 7 (2) + o™ (2) + B (2) + 20" (2) 8" () () B(2)
En utilisant le fait que
a(r)b(z) = —1

on trouve que

Ly o(2) + Ly (2) = o®'(2) + 57 (2) + o™ (2) + 571(2)
+2a"(2) 5" (x) — 2a"(2) 5" (x)
= o™ (z) + B7"(2) + () + B (2)

= Lpon(z) + Lponte(2)

Théoréme 3.2.5 Les h(x)— polynomes de Lucas et Fibonacci sont liés par

la relation

Lh,n($> = Fhm—i—l(x) + Lh,n—l(x)7 n = 1, 2, (25)
Preuve. Pour n =1, on a
Lpi(z) = h(x), Fra(zx) = h(z), Lpo(z) =0

donc la relation est satisfaite. Supposons que la relation est satisfaite pour

n(> 2) et montrons pour n + 1, c’est & dire

Lippi1(x) = Fppio(x) + Fyn(x).
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Linir(2) = h(z)Lnn(2) + Lhn-(7)
= @) (Frnir(2) + Fun-1(2) + Fin(2) + Frn-a(2)
= h([E)Fhm_‘_l(I) + Fh’n<l’) + h(JI)Fhm_l(JJ) + Fhm_z(l’)

= Fpnsale) + Fun().

3.3 Les h(x)—polyndémes des quaternions de
Lucas

Définition 3.3.1 [?] Soit h(z) € Rx]. Les h(x)—polyndomes des quaternions

de Lucas {T}, ()} sont définis par la relation de récurrence suivant :
Thn(x) = Lpp(x) + Lippi1 ()i + Lppi2(2)j + Lppss(x)k,n=0,1,... (3.1)
avec Ly () est le niéme h(x)—polynoéme de Lucas

Définition 3.3.2 On defint le conjugué du h(z)—polynome des quaternions

de Lucas Ty n(x) est donné par formule suivant :

Thn(2) = Lin(r) = Lnpnt1(2)i — Liny2(2)j — Linys(2)k (3.2)

Théoréme 3.3.3 Les h(x)—polynomes des quaternions de Lucas satisfont

la relation de récurrence linéaire d’ordre deux suivante :
Thinto(z) = h(x)Thpi1(x) + Thn(z), n=0,1,... (3.3)
Preuve. On a

Th,n(x) - Lh,n(*r) + Lh,n-{—l(x)i + Lh,n+2 (CL’)] + Lh,n+3(l‘)k7
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ainsi

Thn+2(x) = Lap+2(2) + Lints()i + Lypya(r)j + Linis(@)k
= @) Lpn1(2) + Ly () + (M) Lyni2(®) + Ly (7)) 6
+ (h(@) Lijnss(x) + Lins2(x)) j + (0(@) Lynra(®) + Lipss(2)) k
= h(x) (Lpps1(x) + Lynio()i 4+ Lpnis(x)j + Lynra(2)k)
+Lpn(®) + Lint1 ()i + Lint2()j + Linss()k

= ) Thnt1(z) + Thp(z).

Théoréme 3.3.4 (Formule de Binet) On a

Thn() = o (x)a"(x) + 5" (2) 5" () (3-4)

avec

o () = 1+a(x)i+ad®(x)j+a’(2)k,
Fr(x) = 14 B@)i+ @)+ @)k,

Preuve. On a
Thpto(x) = WM@)Th i1 () + Thop(x)
Le polynéme caractéristique de cette relation est
P(\) =M — h(z)A -1

et il admet deux racines

~ h(w) +/h(x)? + 4 (@) = /h(x)? + 4
)= B  B(z) = &

az

donc la solution générale s’écrit
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— Aa"(x) + BB"(2)

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit

Tho(r) =A+ DB
Thi(z)=A (MI)JF—\/M) +B (’L(“‘—\/W)

2 2

En résolvant ce systéme, on obtient

A=1, B=1
D’ou’
Thm = a"(z) + 6" (2)
o)+ Bz) = hx) ale)f(x) = 1 (35)
alx) —f(x) = Vh*(z)+4
o) _ oy B0
Alors
1+ h(x)a(r) = o?(z) (3.6)
L+ h(z)B(z) = B*(x)
et

1+ a%(z) = a(z)V/h2(z) + 4, 1+ 2 (z) = —f(x)\/h2(z) + 4 (3.7)

Théoréme 3.3.5 Pourn > 0 Nous avons les formule suivantes :

1) (Thn(2))* + (Thnar (2))* = [(0®(z)a ! (2) — B (2) 8" )] (a(x) — B(2))
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2 ) (Tpn (2))%+(Th nt1(x))?

a(z)—p()

= (o*(z)a®H(z) — ¥ ()™ (2))

Preuve. 1). De la formule de Binet, on a

(Thin(2))* + (Thns1 (2))*

D’ou’ le résultat.

(0" (x)a"(z) + B*(2)B8"(x))*

+ (0" (@)™ (2) + B*(2) 3" (x))

") ()0 (z) + B ()87 () + 2(a* (z)a" (z) 3 (x) 5" ()

+a% (2)a?2(x) + 2 (2) 32 (x) + 20" (2)a" (2) 5" (2) 8" ()

o (w)a*(z) [1 + o*(w)] + 57 ()8 (2)[1 + 5 ()]

+2(a" ()a" (2)8" (2)8"(2)) + 2(a* ()" (2)8" () 8" (x)a(z) B(x))
)+

a®(2)a™ (2)(1+ o®(x)) + 67 (2) 87" (2)(1 + °(2))
+2a7 (v)a" (2) 5" (2) 3" (x) — 27 (x)a" (2) 5" () 5" ()
a* ()

o’ (x)[(a(x)v/h2(z) + 4)]
+3% ()87 (2)[(—B(x) v/ 12 (x) + 4)]

(@)a® (@) /B3 () + 4 = B2 () 5 (1) VRA () + 4)
a® (w)a® () [a(x) — B(x)] = 67 (2)6" " (2)]a(z) — B(x)]
(a®(@)a™ () = % ()" (@) [a(z) — B(2))

Q

2). On a
(D (2)) + (Thnn(2))* (@ (2)a®(2) — % ()5 (2)) [a(z) — B(x)]
a(r) — f(z) a(z) — B(z)
— (22 (1) — B2 ()82 (1 (a(z) — B(z))
— (@ (@) - @) @) SO

(0 (2)a® " (z) — 57 (2) " (2)).

Théoréme 3.3.6 La fonction génératrice exponentielle h(x)—polynomes des

quaternions de Lucas est donnée par

=T
Th(U) _ Z h,k(x) uk _ a*($) eXpa(a:)u +5*(l’) expﬁ(a:)u

k!

k=0
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Preuve. En utilisant la formule de Binet, on obtient

D’ou le résultat. m
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