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Introduction

Un grand intérêt est accordé aux suites des nombres de Fibonacci et

Lucas ainsi que les polynômes associés, et le grand nombre de travaux sur

ce sujet en témoigne. Ses suites célèbres sont des cas particuliers des suites

récurrentes linéaires d�ordres deux, mais à coe¢ cients et valeurs initiales

entiers. Notons que plusieurs généralisations de ces suites ont été proposées

et à chaque généralisation des suites de polynômes associées ont été aussi

proposé. Le présent mémoire est une contribution à cet axe de recherche. Ici,

on se propose de présenter d�autres suites et polynômes reliées aux suites de

Fibonacci et Lucas sur l�ensemble des quaternions. Le mémoire est composé

de trois chapitres :

Le premier est consacré essentiellement aux nombres de Fibonacci et Lu-

cas ainsi que leurs généralisations. Des résultats sur la forme générale (for-

mules de Binet) fonctions génératrices ont été donnés. Dans le but d�intro-

duire de nouvelles généralisations, on introduit à la �n de ce chapitre l�en-

semble des quaternions introduit pour la première fois par le mathématicien

irlandais W. R. Hamilton en 1843:

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse aux suites des quaternions de

Fibonacci est Lucas et leurs généralisations, comme le premier chapitre on

présente principalement leurs formules de Binet ainsi que les fonctions géné-

ratrices.Notons que Les quaternions de Fibonacci ont été introduits pour la

première fois par A. Horadam , 1963.

Le dernier chapitre, se compose de trois partie, la première est réservé aux

h(x)-polynômes de Fibonacci comme généralisation des polynômes de Fibo-
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nacciintroduit par Byrd, par contre et comme généralisation des polynômes

de Lucas introduit par Bicknell la deuxième partie de ce chapitre est consacré

aux h(x)-polynômes de Lucas. En�n dans la dernière partie et encore comme

généralisation des h(x)-polynômes de Lucas, on étudie les h(x) polynômes

des quaternions de Lucas.

Notons que les notions et résultats présentés dans ce travail ne sont pas

originaux et le contenu de ce travail se trouve dans la liste des références

donnée à la �n de ce mémoire.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement aux nombres de Fibonacci et

Lucas ainsi que leurs généralisations. Des résultats sur la forme générale

(formules de Binet) fonctions génératrices ont été donnés. Dans le but de

dé�nir dans les autres chapitres de nouvelles généralisations, on introduit à

la �n de ce chapitre l�ensemble des quaternions.

1.1 Les suites des nombers de Fibonacci et

généralisations

Dé�nition 1.1.1 On dé�nit la suite des nombres de Fibonacci,notée (Fn)n�0

par la relation de récurrence suivante

8<: Fn+2 = Fn+1 + Fn; n = 0; 1; :::;

F0 = 0; F1 = 1
(1.1)

Les premiers termes de cette suite sont f0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34:::g

Proposition 1.1.2 (Formule de Binet pour les nbrs de Fibonacci) Le

terme général de la suite des nombes de Fibonacci est donné par la formule

suivante :
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Fn =
1p
5

" 
1 +

p
5

2

!n
�
 
1�

p
5

2

!n#
; n = 0; 1; 2::: (1.2)

Preuve. Le polynome caractéristique de cette relation est

P (�) = �2 � �� 1

il admet deux racines :

� =
1 +

p
5

2
; � =

1�
p
5

2

donc la solution générale s�écrit sous forme

Fn = c1�
n + c2�

n; c1; c2 2 R

Les constantes c1; c2 sont déterminées par les valeurs initiales comme suit8<: F0 = c1 + c2 = 0

F1 = c1(
1+
p
5

2
) + c2

�
1�
p
5

2

�
= 1

En résolvant ce systéme ,on obtient

c1 =
1p
5
; c2 = �

1p
5

D�ou�

Fn =
1p
5

( 
1 +

p
5

2

!n
�
 
1�

p
5

2

!n)
=
�n � �n

�� � .

Dans la litérature, il existe plusieurs généralisations des suites de Fibo-

nacci, ici on s�intéresse à la généralisation suivante.

Dé�nition 1.1.3 On dé�nit la suite de Fibonacci généralisée, notée (Fp;n)
+1
n=0

par

Fp;n+2 = pFp;n+1 + Fp;n; n = 0; 1; 2:::; (1.4)

avec

p 2 N�; Fp;0 = 0; Fp;1 = 1
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Lemme 1.1.4 (Formule de Binet pour les nbrs de Fibonacci géné-

ralisées) Le terme général de la suite de Fibonacci ( Fp;n)
+1
n=0 est donné

par

Fp;n =

(
1p
p2 + 4

 
p+

p
p2 + 4

2

!n
�
 
p�

p
p2 + 4

2

!n)
; n = 0; 1; 2:::;

(1.5)

Preuve. Le polynôme caractéristique de cette la relation est

P (�) = �2 � p�� 1

il admet deux racines

� =
p+

p
p2 + 4

2
; � =

p�
p
p2 + 4

2

donc la solution générale s�écrit

Fp;n = c1�
n + c2�

n;

les constantes c1; c2 sont déterminées par les valeurs initiales comme

suit, 8<: Fp;0 = c1 + c2 = 0

Fp;1 = c1�+ c2� = 1:

En résolvant le système, on obtient

c1 =
1p
p2 + 4

; c2 =
�1p
p2 + 4

:

D�ou�,

Fp;n =

(
1p
p2 + 4

 
p+

p
p2 + 4

2

!n
�
 
p�

p
p2 + 4

2

!n)
=
�n � �n
�� � :

1.2 Les suites des nombres de Lucas et géné-

ralisations

Dé�nition 1.2.1 On dé�nit la suite de Lucas, notée (Ln)n�0 par la relation

de récurrence suivante
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8<: Ln+2 = Ln+1 + Ln; n = 0; 1; :::;

L0 = 2; L1 = 1:
(2.1)

Les premiers termes de cette suite sont f2; 1; 3; 4; 7; 11; 18; 29:::g

Proposition 1.2.2 (Formule de Binet) Le terme général de la suite de

Lucas est donnée par la formule suivante :

Ln =

( 
1 +

p
5

2

!n
+

 
1�

p
5

2

!n)
; n = 0; 1; 2::: (2.2)

Preuve. L�équation de polynome caractéristique de cette relation est,

P (�) = �2 � �� 1

il admet deux racines :

�1 =
1 +

p
5

2
; �2 =

1�
p
5

2
;

la solution générale s�écrit sous forme,

Ln = c1�
n
1 + c2�

n
2 ; c1; c2 2 R

Les constantes c1; c2 sont déterminées par les valeurs initiales comme suite

L0 = c1 + c2 = 2;

L1 = c1�1 + c2�2 = 1

En résolvant ce système, on obtient

c1 = c2 = 1:

Ainsi,

Ln =

( 
1 +

p
5

2

!n
+

 
1�

p
5

2

!n)
= �n + �n:

Dé�nition 1.2.3 On dé�nit la suite de Lucas généralisée, notée (Lp;n)
+1
n=0
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Lp;n+2 = pLp;n+1 + Lp;n ; n = 0; 1; 2::: (2.4)

avec

p 2 N�; Lp;0 = 2; Lp;1 = 1:

Lemme 1.2.4 (Formule de Binet) Le terme général de la suite de Lucas

généralisée ( Lp;n) est donné par

Lp;n =

( 
p+

p
p2 + 4

2

!n
+

 
p�

p
p2 + 4

2

!n)
; n = 0; 1; 2:::;

Preuve. Le polynome caractéristique de cette la relation est

P (�) = �2 � p�� 1

il admet deux racines

� =
(p+

p
p2 + 4)

2
; � =

(p�
p
p2 + 4)

2

donc la solution générale s�écrit

Lp;n = c1�
n + c2�

n ; c1; c2 2 R

les constantes c1; c2 sont déterminées par les valeurs initiales comme

suit, 8<: Lp;0 = c1 + c2 = 2

Lp;1 = c1�+ c2� = 1

En résolvant le systéme ,On obtient

c1 = 2� c2

c1 = 1 +
1� pp
p2 + 4

; c2 = 1 +
p� 1p
p2 + 4

D�ou�

Lp;n =

( 
1 +

1� pp
p2 + 4

! 
p+

p
p2 + 4

2

!n
+

 
1 +

p� 1p
p2 + 4

! 
p�

p
p2 + 4

2

!n)
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Remarque 1.2.5 Les suites de Fibonacci et de Lucas anisi que leurs géné-

ralisations sont des cas particulier de la suite plus générale dé�nit par la

relation de recurrence lineaire d�ordre 28<: Un+2 = pUn+1 + qUn ; n = 0; 1; :::;

U0 = � ; U1 = � ; �; � 2 N ; p; q 2 N�
(2.5)

En e¤et :

Si p = q = 1; � = 0 ; � = 1; on a la suite (Fn)n�08<: Fn+2 = Fn+1 + Fn ; n = 0; 1; :::

F0 = 0; F1 = 1:

Si q = 1; � = 0 ; � = 1; on a la suite (Fp;n )n�08<: Fp;n+2= pFp;n+1 + Fp;n; ; n = 0; 1; :::

Fp;0= 0; Fp;1= 1:

Si p = q = 1; � = 2 ; � = 1; on a la suite (Ln)n�08<: Ln+2 = Ln+1 + Ln ; n = 0; 1; :::

L0 = 2; L1 = 1;

Si q = 1; � = 2 ; � = 1; on a la suite (Lp;n)n�08<: Lp;n+2 = pLn+1 + Ln ; n = 0; 1; :::

Lp;0 = 2; Lp;1 = 1:

Dé�nition 1.2.6 La fonction génératrice ordinaire associée à une suite (Un)n2N

est donnée par

f(x) =

1X
n=0

Unx
n; (2.6)

et sa fonction génératrice exponetielle est

g(x) =
1X
n=0

Un
xn

n!
: (2.7)

Théorème 1.2.7 Soit (Un)n2N la suite dé�nit par la relation de récurrence

(2:5) : Alors sa fonction génératrice est donnée par
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f(x) =
�+ (� � �p)x
1� px� qx2 (2.8)

Preuve. On a

f(x) =

+1X
n=0

Unx
n

= U0 + U1x+
+1X
n=2

(pUn�1 + qUn�2)x
n

= �+ �x+
+1X
n=2

(pUn�1 + qUn�2)x
n

= �+ �x+ p

+1X
n=2

Un�1x
n + q

+1X
n=2

Un�2x
n

= �+ �x+ px
+1X
n=1

Unx
n + qx2

+1X
n=0

Unx
n

= �+ �x+ px

 
+1X
n=0

Unx
n � �

!
+ x2

+1X
n=0

Unx
n

= �+ �x� px�+ pxf(x) + qx2f(x);

donc

f(x)� pxf(x)� qx2f(x) = �+ �x� px�

D�ou�

f(x)
�
1� px� qx2

�
= �+ (� � p�)x;

ainsi

f(x) =
�+ (� � p�)x
(1� px� qx2) :

Il résulte du théorème précédent que :

La fonction génératrice des nombres de Fibonacci généralisés (� = 0; � = 1; p = q = 1)

est

f(x) =
1

1� x� x2 :

La fonction génératrice des nombres de Fibonacci (� = 0; � = 1; q = 1)

est

f(x) =
1

1� px� x2 :
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La fonction génératrice des nombres de Lucas généralisés (� = 2; � = 1; p = q = 1)

est

f(x) =
2� x

1� x� x2 :

La fonction génératrice des nombres de Lucas (� = 2; � = 1; q = 1) est

f(x) =
2� x

1� px� x2 :

1.3 Les quaternions

Dé�nition 1.3.1 L�ensemble des quaternions noté H et par dé�nition

H := fq = a0 + a1i+ a2j + a3kg

avec a0; a1; a2; a3 sont des réels et 1; i; j et k satisfaisant les relations qua-

ternioniques

i2 = j2 = k2 = �1; ij = �ji = k; jk = �kj = i; ki = �ik = j: (1.1)

Maintenat, on donne les opérations sur l�ensemble des quaternions.

Soit

q1 = a0 + a1i+ a2j + a3k; q2 = b0 + b1i+ b2j + b3k

deux quaternions.

Egalité entre deux quaternions :

q1 = q2 , (a0; a1; a2; a3) = (b0; b1; b2; b3) :

L�addition de deux quaternions :

q1 + q2 = a0 + b0 + (a1 + b1) i+ (a2 + b2) j + (a3 + b3) k

La soustraction de deux quaternions :

q1 � q2 = a0 � b0 + (a1 � b1) i+ (a2 � b2) j + (a3 � b3) k

14



La multiplication de deux quaternions :

q1q2 = a0b0 � a1b1 � a2b2 � a3b3 + (a0b1 + a1b0 + a2b3 � a3b2)i+

(a0b2 + a2b0 + a3b1 � a1b3)j + (a0b3 + a3b0 + a1b2 � a2b1)k

La multiplication par un scalaire :

r:q1 = r:a0 + r:a1i+ r:a2j + r:a3k:

Le conjugué d�un quaternion :

q1 = a0 � a1i� a2j � a3k:

L�inverse d�un quaternion

q�11 =
q1
kq1k2

; q1 6= 0

avec

kq1k =
p
q1q1 =

q
a20 + a

2
1 + a

2
3 + a

2
4

la norme du quaternion q1:

Remarque 1.3.2 L�ensemble H des quaternions est un R�espace vectoriel

de dimension 4 muni de la base

f1; i; j; kg :

Aussi l�ensemble H des quaternions, peut être décrit comme l�algèbre asso-

ciative unifère sur le corps des nombres réels engendrée par f1; i; j; kg :
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Chapitre 2

Les quaternions de Fibonacci et

Lucas et leurs génralisations

Dans ce chapitre, on s�intéresse aux suites des quaternions de Fibonacci

et Lucas et leurs généralisations, comme dans le premier chapitre on présente

principalement leurs formules de Binet ainsi que les fonctions génératrices.

2.1 Les quaternions de Fibonacci

Dé�nition 2.1.1 La suite des quaternions de Fibonacci, notée (Qn)n�0 est

de�nit par,

Qn = Fn + iFn+1 + jFn+2 + kFn+3 (1.1)

avec (Fn)n�0 est la suite de Fibonacci .

Dans le résultat suivant, on montre que la suite des quaternions de Fibo-

nacci satisfait une relation de récurrence linéaire d�ordre deux.

Proposition 2.1.2 La suite (Qn)n�0 satisfait la relation de recurrence

Qn+2 = Qn+1 +Qn; n = 0; 1:::: (1.2)

Preuve. On a

Qn = Fn + iFn+1 + jFn+2 + kFn+3;

16



ainsi

Qn+1 = Fn+1 + iFn+2 + jFn+3 + kFn+4;

et

Qn+2 = Fn+2 + iFn+3 + jFn+4 + kFn+5:

En utilisant la relation de recurrence satisfaite par la suite (Fn)n�0 ; on

obtient

Qn+2 = (Fn+1 + Fn) + (iFn+2 + iFn+1) + (jFn+2 + jFn+3) + (kFn+4 + kFn+3)

= (Fn ++iFn+1 + jFn+2 + kFn+3) + (Fn+1 + iFn+2 + jFn+3 + kFn+4)

= Qn +Qn+1

D�ou�le résultat

Remarque 2.1.3 Parfois, on écrit :

Qn = (Fn; Fn+1; Fn+2; Fn+3) :

Ainsi

Q0 = (F0; F1; F2; F3) = (0; 1; 1; 2) ; ; Q1 = (F1; F2; F3; F4) = (1; 1; 2; 3) :

Théorème 2.1.4 La fonction génératrice de la suite des quaternions de

Fibonacci (Qn)n2N et donnée par

F (t) =
Q0 + (Q1 �Q0)t

1� t� t2 =
t+ i+ j(t+ 1) + k(t+ 2)

1� t� t2 (1.3)

Preuve. Soit

F (t) =
+1X
n=0

Qnt
n

la fonction génératrice de la suite (Qn)n�0.

On a

17



F (t)(1� t� t2) = F (t)� tF (t)� t2F (t)

=
+1X
n=0

Qnt
n �

+1X
n=0

Qnt
n+1 �

+1X
n=0

Qnt
n+2

= Q0 +Q1t+
+1X
n=2

Qnt
n �

+1X
n=1

Qn�1t
n �

+1X
n=2

Qn�2t
n

= Q0 +Q1t�Q0t+
+1X
n=2

(Qn �Qn�1 �Qn�2)tn

= Q0 +Q1t�Q0t+
+1X
n=2

(Qn �Qn)tn

= Q0 + (Q1 �Q0)t

Donc

F (t) =
Q0 + (Q1 �Q0)t

1� t� t2

En remplacant Q0 et Q1par leurs valeurs, on obtient

F (t) =
t+ i+ j(1 + t) + k(2 + t)

1� t� t2

Dé�nition 2.1.5 On de�nt le conjugué du terme général Qn de la suite des

quaternions de Fibonacci par,

Q�n = Fn � iFn+1 � jFn+2 � kFn+3 (1.4)

Proposition 2.1.6 La suite des quaternions de Fibonacci satisfait les rela-

tions suivantes

1 � QnQ�n =
P3

i=0 F
2
n+i ;

2 � Q2n = 2FnQn �QnQ�n:

3 � 2Fn = Qn +Q�n; Qn 6= 0:

Preuve. On a

18



1 �QnQ�n = (Fn + iFn+1 + jFn+2 + kFn+3)(Fn � iFn+1 � jFn+2 � kFn+3)

= F 2n � iFnFn+1 � jFnFn+2 � kFnFn+3

+iFnFn+1 + F
2
n+1 � ijFn+1Fn+2 � ikFn+1Fn+3

�jFn+2Fn � jiFn+2Fn+1 + F 2n+2 � jkFn+2Fn+3

+kFn+3Fn � kiFn+3Fn+1 � kjFn+3Fn+2 + F 2n+3

= F 2n + F
2
n+1 + F

2
n+2 + F

2
n+3 + (�ijFn+1Fn+2 + ijFn+1Fn+2)

+(�jkFn+2Fn+3 + jkFn+2Fn+3) + (�kiFn+3Fn+1 + kiFn+3Fn+1)

= F 2n + F
2
n+1 + F

2
n+2 + F

2
n+3

=
3X
i=0

F 2n+i:

D�ou�le résultat.

2 �Q2n = (Fn + iFn+1 + jFn+2 + kFn+3)(Fn + iFn+1 + jFn+2 + kFn+3)

= F 2n + iFnFn+1 + jFnFn+2 + kFnFn+3 + iFn+1Fn � F 2n+1

+ijFn+1Fn+2 + ikFn+1Fn+3 + jFn+2Fn + jiFn+2Fn+1 � F 2n+1

+jkFn+2Fn+3 + kFn+3Fn + kiFn+3Fn+1 + kjFn+3Fn+2 � F 2n+3

= F 2n + 2iFnFn+1 + 2jFnFn+2 + 2kFnFn+3 � F 2n+1 � F 2n+2 � F 2n+3

= 2F 2n + 2iFnFn+1 + 2jFnFn+2 + 2kFnFn+3 � F 2n � F 2n+1 � F 2n+2 � F 2n+3

= 2Fn(Fn + iFn+1 + jFn+2 + kFn+3)� (F 2n + F 2n+1 + F 2n+2 + F 2n+3)

= 2FnQn � (F 2n + F 2n+1 + F 2n+2 + F 2n+3)

D�aprés 1) ;on obtient

Q2n = 2FnQn �QnQ�n .

On a

3 �Qn +Q�n = Fn + iFn+1 + jFn+2 + kFn+3 + Fn � iFn+1 � jFn+2 � kFn+3

= 2Fn .
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D�ou�le résultat.

Les quaternions de Fibonacci satisfont les relations suivantes.

Proposition 2.1.7 Les relations suivant sont vraies

a �
nX
i=0

Qi = Qn+2 �Q1:

b �
nX
i=0

Q2i = Q2n+1 � (1; 0; 1; 1):

c �
n�1X
i=0

Q2i+1 = Q2n �Q0:

Preuve. a. Montrons par récurrence que

nX
i=0

Qi = Qn+2 �Q1:

Pour n = 0; on a

0X
i=0

Qi = Q0 = Q2 �Q1:

Donc la propriété est satisfaite pour n = 0: Supposons que la proprété

est satisfaite pour n; et montrons pour n+ 1:

On a

n+1X
i=0

Qi =

n+1X
i=0

Qi +Qn+1

= Qn+2 �Q1 +Qn+1

= Qn+2 +Qn+1 �Q1

= Qn+3 �Q1:

b: Montrons que

nX
i=0

Q2i = Q2n+1 � (1; 0; 1; 1):

20



Pour n = 0; on a

0X
i=0

Q2i = Q0 = Q1 � (1; 0; 1; 1);

Donc la propriété est satisfaite pour n = 0: Supposons que la proprité est

satisfaite pour n; et montrons pour n+ 1:

On a

n+1X
i=0

Q2i =

nX
i=0

Q2i +Q2n+2

= Q2n+1 � (1; 0; 1; 1) +Q2n+2

= Q2n+1 +Q2n+2 � (1; 0; 1; 1)

= Q2n+3 � (1; 0; 1; 1):

c:Montrons que
n�1X
i=0

Q2i+1 = Q2n �Q0:

Pour n = 0; on a

�1X
i=0

Q2i+1 = 0 = Q0 �Q0

Donc la propriété est satisfaite pour n = 0:Supposons que la proprété est

satisfaite pour n; et montrons pour n+ 1:

On a

nX
i=0

Q2i+1 =

n�1X
i=0

Q2i+1 +Q2n+1

= Q2n �Q0 +Q2n+1

= Q2n+2 �Q0:

Théorème 2.1.8 (Formule de Binet) : Soit (Qn)n�0 la suite des quater-

nions de Fibonacci Alors,Ona
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Qn =
1p
5

��
1 + i�+ j�2 + k�3

�
�n �

�
1 + i� + j�2 + k�3

�
�n
�
; n = 0; 1; :::;

(1.5)

ou d�une manière équivalente

Qn =
A:�n �B:�n

�� �

avec

A = 1+ i�+ j�2+ k�3; B = 1+ i�+ j�2+ k�3; � =
1 +

p
5

2
; � =

1�
p
5

2
:

Preuve. Le polynôme caractéristique de cette relation est

P (�) = �2 � �� 1

et il admet deux racines

� =
1 +

p
5

2
; � =

1�
p
5

2
:

Donc la solution générale s�écrit

Qn = c1�
n + c2�

n

Les constantes c1 et c2 sont déterminées par les conditions initiales comme

suit 8<: Q0 = i+ j + 2k = c1 + c2

Q1 = 1 + i+ 2j + 3k =
�
1+
p
5

2

�
c1 +

�
1�
p
5

2

�
c2

En résolvant ce système, on obtient

c1 =
1 + i�+ j�2 + k�3p

5
, c2 = �

1 + i� + j�2 + k�3p
5

= � B

�� � :

D�ou�

Qn =

�
1 + i�+ j�2 + k�3p

5

�
�n �

�
1 + i� + j�2 + k�3p

5

�
�n

=
A:�n �B:�n

�� �
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avec

A = 1 + i�+ j�2 + k�3; B = 1 + i� + j�2 + k�3:

Théorème 2.1.9 La suite des quaternions de Fibonacci (Qn)n�0 satisfait la

relation suivante
nX
i=0

CinQi = Q2n: (1.6)

Preuve. De la formule de Binet, théorème précédent, on a

Qi =
A:�i �B:�i

�� �

On a

nX
i=0

CinQi =
nX
i=0

Cin

�
A�i �B�i

�� �

�
=

A

�� �

nX
i=0

Cin(�)
i � B

�� �

nX
i=0

Cin(�)
i:

En utilsant le fait que
nX
i=0

Cin(�)
i = (1 + �)n;

nX
i=0

Cin(�)
i = (1 + �)n; 1 + � = �2; 1 + � = �2;

on obtient,
nX
i=0

CinQi =
A

�� � [(1 + �)
n]� B

�� � [(1 + �)
n]

=
A

�� �
�
�2n
�
� B

�� � (�
2n)

=
1

�� �
�
A�2n �B�2n

�
= Q2n

D�ou le résultat

Théorème 2.1.10 La fonction génératrice exponentielle des quaternions de

Fibonacci est donnée par

Qe (t) =
Ae�t �Be�t
�� � (1.7)
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Preuve. Soit

Qe (t) =
+1X
n=0

Qn
n!
tn

la fonction génératrice expontielle des quaternions de Fibonacci. En utilisant

le fait que

Qn =
A�n �B�n

�� �
on trouve que

Qe (t) =
+1X
n=0

Qn
n!
tn =

+1X
n=0

(
A�n �B�n

�� � )
tn

n!

=
A

�� �

+1X
n=0

(�t)n

n!
� B

�� �

+1X
n=0

(�t)n

n!

=
Ae�t �Be�t
�� � :

Dé�nition 2.1.11 La suite des quaternions de Fibonacci généralisée, notée

(Qp;n)n�0 est de�nit par,

Qp;n = Fp;n + iFp;n+1 + jFp;n+2 + kFp;n+3; p 2 N�;

avec (Fp;n)n�0 est la suite de Fibonacci .

Dans le résultat suivant, on montre que la suite des quaternions de Fibo-

nacci satisfait une relation de récurrence linéaire d�ordre deux.

Proposition 2.1.12 La suite (Qp;n)n�0 satisfait la relation de r�ecurrence

Qp;n+2 = pQp;n+1 +Qp;n; n = 0; 1; :::

Preuve. On a

Qp;n = Fp;n + iFp;n+1 + jFp;n+2 + kFp;n+3;

ainsi

Qp;n+1 = Fp;n+1 + iFp;n+2 + jFp;n+3 + kFp;n+4;
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et

Qp;n+2 = Fp;n+2 + iFp;n+3 + jFp;n+4 + kFp;n+5:

En utilisant la relation de r�ecurrence satisfaite par la suite (Fp;n)n�0 ; on

obtient

Qp;n+2 = (pFp;n+1 + Fn) + (piFp;n+2 + iFp;n+1) + (pjFp;n+3 + jFp;n+2) + (pkFn+4 + kFn+3)

= (Fp;n + iFp;n+1 + jFp;n+2 + kFp;n+3) + p(Fp;n+1 + iFp;n+2 + jFp;n+3 + kFp;n+4)

= Qp;n +Qp;n+1

D�ou�le résultat

Remarque 2.1.13 Parfois, on écrit :

Qp;n = (Fp;n; Fp;n+1; Fp;n+2; Fp;n+3) :

Ainsi

Qp;0 = (Fp;0; Fp;1; Fp;2; Fp;3) =
�
0; 1; p; p2 + 1

�
; Qp;1 = (Fp;1; Fp;2; Fp;3; Fp;4) =

�
1; p; p2 + 1; p3 + 2p

�
:

Théorème 2.1.14 La fonction génératrice de la suite des quaternions

de Fibonacci (Qp;n)n2N et donnée par

F (t) =
Q0 + (Q1 � pQ0)t

1� pt� t2

Preuve. Soit

F (t) =
+1X
n=0

Qp;nt
n

la fonction génératrice de la suite (Qp;n)n�0.

On a
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F (t)(1� pt� t2) = F (t)� ptF (t)� t2F (t)

=
+1X
n=0

Qnt
n � p

+1X
n=0

Qnt
n+1 �

+1X
n=0

Qnt
n+2

= Q0 +Q1t+
+1X
n=2

Qp;nt
n � p

+1X
n=1

Qp;n�1t
n �

+1X
n=2

Qp;n�2t
n

= Qp;0 +Qp;1t� pQp;0t+
+1X
n=2

(Qp;n �Qp;n�1 �Qp;n�2)tn

= Qp;0 +Qp;1t�Qp;0t+
+1X
n=2

(Qp;n �Qp;n)tn

= Qp;0 + (Qp;1 � pQp;0)t

Donc

F (t) =
Q0 + (Q1 � pQ0)t

1� pt� t2 :

Théorème 2.1.15 (Formule de Binet) : Soit (Qp;n)n�0 la suite des qua-

ternions de Fibonacci comme suit :

Qp;n =
1p
p2 + 4

��
1 + i�+ j�2 + k�3

�
�n �

�
1 + i� + j�2 + k�3

�
�n
�
; n = 0; 1; :::;

avec

� =
p+

p
p2 + 4

2
; � =

p�
p
p2 + 4

2
:

Preuve. Le polynôme caractéristique de cette relation est

P (�) = �2 � p�� 1

et il admet deux racines

� =
p+

p
p2 + 4

2
; � =

p�
p
p2 + 4

2
:
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Donc la solution générale s�écrit

Qp;n = A�
n +B�n

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit 8><>:
Qp;0 = A+B

Qp;1 = A

�
p+
p
p2+4

2

�
+B

�
p�
p
p2+4

2

�
En résolvant ce système, on obtient

A =
1 + i�+ j�2 + k�3p

p2 + 4
, B = �1 + i� + j�

2 + k�3p
p2 + 4

:

D�ou�

Qp;n =

 
1 + i�+ j�2 + k�3p

p2 + 4

!
�n �

 
1 + i� + j�2 + k�3p

p2 + 4

!
�n

=
1p
p2 + 4

��
1 + i�+ j�2 + k�3

�
�n �

�
1 + i� + j�2 + k�3

�
�n
�
=
A�n �B�n

�� �

Théorème 2.1.16 La suite des quaternions de Fibonacci (Qp;n)n�0 satisfait

la relation suivante
nX
i=0

Cinp
iQi = Q2n:

Preuve. De la formule Binet, Théorème précédent, on a

Qi =
A�i �B�i

�� �

On a

nX
i=0

Cinp
iQi =

nX
i=0

Cinp
i

�
A�i �B�i

�� �

�
=

A

�� �

nX
i=0

Cin(p�)
i � B

�� �

nX
i=0

Cin(p�)
i:

En utilisant le fait que
nX
i=0

Cin(p�)
i = (1+p�)n;

nX
i=0

Cin(p�)
i = (1+�)n; 1+p� = �2; 1+p� = �2;
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on obtient,

nX
i=0

Cinp
iQi =

A

�� � [(1 + p�)
n]� B

�� � [(1 + p�)
n]

=
A

�� �
�
�2n
�
� B

�� � (�
2n)

=
1

�� �
�
A�2n �B�2n

�
= Q2n

D�ou�le résultat

2.2 Les suites des quaternions de Lucas et gé-

néralisations

Dé�nition 2.2.1 La suite des quaternions de Lucas ,notée (Kn)n�0 est

de�nit par,

Kn = Ln + iLn+1 + jLn+2 + kLn+3 (2.1)

Remarque 2.2.2 avec le terme générale de la suite de Lucas. (Ln)n�0 :

Parfois, on écrit :

Kn = (Ln; Ln+1; Ln+2; Ln+3) :

Ainsi

K0 = (L0; L1; L2; L3) = (2; 1; 3; 4) ; ; K1 = (L1; L2; L3; L4) = (1; 3; 4; 7) :

Proposition 2.2.3 La suite (Kn)n�0 satisfait la relation de r�ecurrence li-

néaire d�odre 2 suivante :

28



On a

Kn+2 = Kn+1 +Kn; n = 0; 1; :::; (2.2)

Preuve. On a

Kn = Ln + iLn+1 + jLn+2 + kLn+3

ainsi

Kn+1 = Ln+1 + iLn+2 + jLn+3 + kLn+4

et

Kn+2 = Ln+2 + iLn+3 + jLn+4 + kLn+5

En utilisant la relation de récurrence satisfaite par la suite (Ln)n�0 on

obteient

Kn+2 = Ln+1 + Ln + iLn+2 + iLn+1 + jLn+3 + jLn+2 + kLn+4 + kLn+3

= (Ln + iLn+1 + jLn+2 + kLn+3) + (Ln+1 + iLn+2 + jLn+3 + kLn+4)

= Kn +Kn+1:

D�ou�le résultat

Théorème 2.2.4 La fonction génératrice des quaternions de Lucas (Kn)

n2N est donnée par

L(t) =
K0 + (K1 �K0)t

1� t� t2 =
�t+ 2 + i(2t+ 1) + j(3 + t) + k(4 + 3t)

1� t� t2 (2.3)

Preuve. Soit

L(t) =

+1X
n=0

Knt
n

la fonction génératrice de la suite (Kn)n�0 :On a
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L(t)(1� t� t2) = L(t)� tL(t)� t2L(t)

=
+1X
n=0

Knt
n �

+1X
n=0

Knt
n+1 �

+1X
n=0

Knt
n+2

= K0 +K1t+
+1X
n=2

Knt
n �

+1X
n=1

Kn�1t
n �

+1X
n=2

Kn�2t
n

= K0 +K1t+
+1X
n=2

Knt
n �K0t�

+1X
n=2

Kn�1t
n �

+1X
n=2

Kn�2t
n

= K0 + (K1 �K0)t+
+1X
n=2

(Kn �Kn�1 �Kn�2) t
n

= K0 + (K1 �K0)t+
+1X
n=2

(Kn �Kn)t
n

= K0 + (K1 �K0)t:

Ainsi

L(t) =
K0 + (K1 �K0)t

1� t� t2 :

En remplacant K0 et K1 par leurs valeurs, on obtient

L(t) =
�t+ 2 + i(2t+ 1) + j(3 + t) + k(4 + 3t)

1� t� t2 :

Dé�nition 2.2.5 On dé�nit le conjugué du terme général Kn de la suite

des quaternions de Lucas par,

K�
n = Ln � iLn+1 � jLn+2 � kLn+3 (2.4)

Théorème 2.2.6 (Formule de Binet) :Soit (Kn)n�0 la suite des quater-

nions de Lucas Alors,On a :

Kn =
�
1 + i�+ j�2 + k�3

�
�n+

�
1 + i� + j�2 + k�3

�
�n; n = 0; 1; ::: (2.5)
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ou d�une manière équivalente

Kn = A:�
n +B:�n

avec

A = 1+ i�+ j�2+k�3; B = 1+ i�+ j�2+k�3; � =
1 +

p
5

2
; � =

1�
p
5

2
:

Preuve.

On a

Kn+2 = Kn+1 +Kn

Le polynôme caractéristique de cette relation est

P (�) = �2 � �� 1

qui admet deux racines

� =
1 +

p
5

2
; � =

1�
p
5

2
:

Donc la solution générale s�écrit

Kn = c1�
n + c2�

n

Les constantes c1 et c2 sont déterminées par les conditions initiales comme

suit 8<: K0 = c1 + c2

K1 =
�
1+
p
5

2

�
c1 +

�
1�
p
5

2

�
c2

En résolvant ce systéme, on obtient

c1 = 1 + i�+ j�
2 + k�3, c2 = 1 + i� + j�

2 + k�3:

D�ou�

Kn =
�
1 + i�+ j�2 + k�3

�
�n +

�
1 + i� + j�2 + k�3

�
�n

= A:�n +B:�n:
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Théorème 2.2.7 La suite des quaternions de Lucas (Kn)n�0 satisfait la re-

lation suivante
nX
i=0

CinKi = K2n; n = 0; 1; :::; (2.6)

Preuve.

De la formule Binet, Théorème précédent,

Ki = A�
i +B�i

On a

nX
i=0

CinKi =
nX
i=0

Cin
�
A�i +B�i

�
= A

nX
i=0

Cin(�)
i +B

nX
i=0

Cin(�)
i

En utilsant le fait que

nX
i=0

Cin(�)
i = (1 + �)n;

nX
i=0

Cin(�)
i = (1 + �)n; 1 + � = �2; 1 + � = �2;

nX
i=0

CinKi = A[(1 + �)n] +B[(1 + p�)n]

= A(�2)n +B(�2)n

= A�2n +B�2n

= K2n

Théorème 2.2.8 La fonction génératrice exponentielle des quaternions de

Lucas est donnée par

Ke (t) = Ae
�t +Be�t (2.7)

Preuve. Soit

Ke (t) =
+1X
n=0

Kn

n!
tn
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la fonction génératrice exponentielle des quaternions de Lucas. En utili-

sant le fait que

Kn = A�
n +B�n

on trouve que

Ke (t) =
+1X
n=0

Kn

n!
tn =

+1X
n=0

(A�n +B�n)
tn

n!

= A
+1X
n=0

(�t)n

n!
+B

+1X
n=0

(�t)n

n!

= Ae�t +Be�t:

Dé�nition 2.2.9 La suite des quaternions de Lucas ,notée (Kp;n)n�0 est

de�nit par,

Kp;n = Lp;n + iLp;n+1 + jLp;n+2 + kLp;n+3; p 2 N�

avec(Lp;n )n�0 le terme générale de la suite de Lucas.

Proposition 2.2.10 La suite (Kp;n)n�0 satisfait la relation de recurrence

lineaire d�odre 2 suivante :

Kp;n+2 = pKp;n+1 +Kp;n; n = 0; 1; :::;

Preuve. On a

Kp;n = Lp;n + iLp;n+1 + jLp;n+2 + kLp;n+3

ainsi

Kp;n+1 = Lp;n+1 + iLp;n+2 + jLp;n+3 + kLp;n+4
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et

Kp;n+2 = Lp;n+2 + iLp;n+3 + jLp;n+4 + kLp;n+5

En utilisant la relation de recurrence satisfaite par la suite (Lp;n)n�0 on

obteient

Kp;n+2 = pLn+1 + Ln + i(pLn+2 + Ln+1) + j(pLn+3 + Ln+2) + k(pLn+4 + Ln+3)

= (Ln + iLn+1 + jLn+2 + kLn+3) + p (Ln+1 + iLn+2 + jLn+3 + kLn+4)

= Kn + pKn+1:

D�ou�le résultat

Théorème 2.2.11 La fonction génératrice des quaternions de Lucas (Kp;n)

n2N et donnée par

L(t) =
K0 + (K1 � pK0) t

1� pt� t2

Preuve. Soit

L(t) =
+1X
n=0

Kp;nt
n

la fonction génératrice de la suite (Kp;n)n�0 :

On a

L(t)(1� pt� t2) = L(t)� ptL(t)� t2L(t)

=

+1X
n=0

Kp;nt
n � p

+1X
n=0

Kp;nt
n+1 �

+1X
n=0

Kp;nt
n+2

= Kp;0 +Kp;1t+
+1X
n=2

Kp;nt
n � p

+1X
n=1

Kp;n�1t
n �

+1X
n=2

Kp;n�2t
n

= Kp;0 +Kp;1t+

+1X
n=2

Kp;nt
n � pK0t� p

+1X
n=2

Kp;n�1t
n �

+1X
n=2

Kp;n�2t
n

= Kp;0 + (Kp;1 � pKp;0)t+

+1X
n=2

(Kp;n � pKp;n�1 �Kp;n�2) t
n

= Kp;0 + (Kp;1 � pKp;0)t+
+1X
n=2

(Kp;n �Kp;n)t
n

= Kp;0 + (Kp;1 � pKp;0)t:
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Donc

L(t) =
Kp;0 + (Kp;1 � pKp;0)t

1� pt� t2 :

Remarque 2.2.12 Par fois, on écrit :

Kp;n = (Lp;n; Lp;n+1; Lp;n+2; Lp;n+3) :

Ainsi

K0 = (Lp;0; Lp;1; Lp;2; Lp;3) =
�
2; P; p2 + 1; p3 + 3p

�
;

K1 = (Lp;1; Lp;2; Lp;3; Lp;4) =
�
p; p2 + 2; p3 + 3p; p4 + 4p2 + 2

�
:

Théorème 2.2.13 (Formule de Binet) :Soit (Kp;n)n�0 la suite des qua-

ternions de Lucas comme suit :

Kp;n =
1p
p2 + 4

��
1 + i�+ j�2 + k�3

�
�n +

�
1 + i� + j�2 + k�3

�
�n
�
; n = 0; 1; :::

Preuve.

On a

Kp;n+2 = pKp;n+1 +Kp;n

Le polynôme caractéristique de cette relation est

P (�) = �2 � p�� 1

et il admet deux racines

� =
p+

p
p2 + 4

2
; � =

p�
p
p2 + 4

2

donc la solution générale s�écrit

Kp;n = (A�
n +B�n) ; A;B 2 R
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Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit

8><>:
Kp;0 = A+B

Kp;1 = A

�
p+
p
p2+4

2

�
+B

�
p�
p
p2+4

2

�
En résolvant ce système, on obtient

A =
1 + i�+ j�2 + k�3p

p2 + 4
, B = �1 + i� + j�

2 + k�3p
p2 + 4

:

D�ou�

Kp;n =

 
1 + i�+ j�2 + k�3p

p2 + 4

!
�n +

 
1 + i� + j�2 + k�3p

p2 + 4

!
�n

=
1p
p2 + 4

��
1 + i�+ j�2 + k�3

�
�n +

�
1 + i� + j�2 + k�3

�
�n
�
:

Théorème 2.2.14 La suite des quaternions de Lucas (Kn)n�0 satisfait la

relation suivante
nX
i=0

Cinp
iKi = K2n; n = 0; 1; :::;

Preuve.

De la formule Binet, théorème précédent,

Ki = A�
i +B�i

On a

nX
i=0

Cinp
iKi =

nX
i=0

Cinp
i
�
A�i +B�i

�
= A

nX
i=0

Cin(p�)
i +B

nX
i=0

Cin(p�)
i

En utilisant le fait que

nX
i=0

Cin(p�)
i = (1+p�)n;

nX
i=0

Cin(p�)
i = (1+�)n; 1+p� = �2; 1+p� = �2;
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nX
i=0

Cinp
iKi = A[(1 + p�)n] +B[(1 + p�)n]

= A
�
�2n
�
+B

�
�2n
�

= K2n

D�ou�le résultat.
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Chapitre 3

Les h(x) polynômes de

(quaternions) de Fibonacci et

Lucas

Dans ce chapitre on s�intérsse à des polynômes liés aux nombres (quater-

nions) de Fibonacci et Lucas. Notons que ces polynômes ont été introuit de

plusieurs manières par des relations de récurences linéaires. Par example les

polynômes de Fibonacci ont été dé�ni par Byrd par la relation

Fn+2(x) = 2xFn+1(x) + Fn(x); n = 0; 1; :::;

avec

F0(x) = 0; F1(x) = 1:

Les polynômes de Lucas on été dé�ni par Bicknell comme suit

Ln+2(x) = xLn+1(x) + Ln(x); n = 0; 1; :::;

avec

L0(x) = 2; L1(x) = x:
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3.1 Les h(x) polynômes de Fibonacci.

Dé�nition 3.1.1 Soit h(x) 2 R[x]; on dé�nit les h(x)�polynômes de Fi-

bonacci

Fh;n+2(x) = h(x)Fh;n+1(x) + Fh;n(x); n = 0; 1; :::; (1.1)

Avec

Fh;0(x) = 0; Fh;1(x) = 1;

Théorème 3.1.2 La fonction génératrice associee au h(x) polynôme de Fi-

bonacci (Fh;n(x))n�0 est donneé par

Fh(t) =
t

1� h(x)t� t2 : (1.2)

Preuve. Soit

Fh(t) =
+1X
n=0

Fh;n(x)t
n

la fonction génératrice associee au h(x)� polynôme de Fibonacci (Fh;n(x)n�0).

On a

Fh(t)
�
1� h(x)t� t2

�
= Fh(t)� h(x)tFh(t)� t2Fh(t)t2

=
+1X
n=0

Fh;n(x)t
n � h(x)

+1X
n=0

Fh;n(x)t
n+1 �

+1X
n=0

Fh;n(x)t
n+2

= Fh;0(x) + Fh;1(x)t+

+1X
n=2

Fh;n(x)t
n �

Fh;0(x)h(x)t� h(x)
+1X
n=2

Fh;n�1(x)t
n �

+1X
n=2

Fh;n�2(x)t
n

= Fh;0(x) + Fh;1(x)t� Fh;0(x)h(x)t+
+1X
n=2

(Fh;n(x)� h(x)Fh;n�1(x)� Fh;n�2(x)) tn

= Fh;0(x) + Fh;1(x)t� Fh;0(x)h(x)t

= Fh;0(x)(1� h(x)t) + Fh;1(x)t

= Fh;1(x)t = t
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Donc

Fh(t) =
t

1� h(x)t� t2

Théorème 3.1.3 (Formule de Binet) : On a

Fh;n(x) =;
1p

h(x)2 + 4
[�n(x)� �n(x)] ; n = 0; 1; ::: (1.3)

avec

�(x) =
h(x) +

p
h(x)2 + 4

2
; �(x) =

h(x)�
p
h(x)2 + 4

2

Preuve. On a

Fh;n+2(x) = h(x)Fh;n+1(x) + Fh;n(x)

Le polynôme caractéristique de cette relation est

P (�) = �2 � h(x)�� 1

et il admet deux racines

� =
h(x) +

p
h(x)2 + 4

2
; � =

h(x)�
p
h(x)2 + 4

2

donc la solution générale s�écrit

Fp;n = A�
n +B�n

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit

8><>:
Fh;0(x) = A+B

Fh;1(x) = A

�
h(x)+

p
h(x)2+4

2

�
+B

�
h(x)�

p
h(x)2+4

2

�
En résolvant ce systéme, on obtient

A =
1p

h(x)2 + 4
, B = � 1p

h(x)2 + 4
:
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D�ou�

Fh;n =

 
1p

h(x)2 + 4

!
�n(x) +

 
� 1p

h(x)2 + 4

!
�n(x)

=
1p

h(x)2 + 4
[�n(x)� �n(x)] :

Théorème 3.1.4 supposons que h(x)�est une fonction impaire, alors

Fh;n(�x) = (�1)n+1Fh;n(x); n � 0 (1.4)

Preuve. On a
+1X
n=0

Fh;n(x)t
n =

t

1� h(x)t� t2

Ainsi
+1X
n=0

Fh;n(�x)(�t)n =
�t

1� h(x)t� t2

d�ou
+1X
n=0

Fh;n(�x)(�1)n+1tn =
t

1� h(x)t� t2 =
+1X
n=0

Fh;n(x)(t)
n

donc

(�1)n+1Fh;n(�x) = Fh;n(x)

ce qui équivalent à

Fh;n(�x) = (�1)n+1Fh;n(x):

3.2 Les h(x)-polynômes de Lucas

Dé�nition 3.2.1 Soit h(x) 2 R[x]; on dé�nit les h(x)�polynômes de Lucas

par la relation

Lh;n+2(x) = h(x)Lh;n+1(x) + Lh;n(x); n = 0; 1; :::; (2.1)

avec

Lh;0(x) = 2; Lh;1(x) = h(x):
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Théorème 3.2.2 La fonction génératrice associee au h(x)�polynômes de

Lucas (Lh;n(x))n�0 est donneé par

Lh(t) =
2� h(x)t

1� h(x)t� t2 : (2.2)

Preuve. Soit

Lh(t) =

+1X
n=0

Lh;n(x)t
n

la fonction génératrice associee au h(x)�polynômes de Lucas (Lh;n(x)n�0).

On a

Lh(t)
�
1� h(x)t� t2

�
= Lh(t)� Lh(t)th(x)� t2Lh(t)

=
+1X
n=0

Lh;n(x)t
n � h(x)

+1X
n=0

Lh;n(x)t
n+1 �

+1X
n=0

Lh;n(x)t
n+2

= Lh;0(x) + Lh;1(x)t+
+1X
n=2

Lh;n(x)t
n �

Lh;0(x)h(x)t� h(x)
+1X
n=2

Lh;n�1(x)t
n �

+1X
n=2

Lh;n�2(x)t
n

= Lh;0(x) + Lh;1(x)t� Lh;0(x)h(x)t+
+1X
n=2

(Lh;n(x)� h(x)Lh;n�1(x)� Lh;n�2(x)) tn

= Lh;0(x) + Lh;1(x)t� Lh;0(x)h(x)t

= Lh;0(x)(1� h(x)t) + Lh;1(x)t

= 2(1� h(x)t) + h(x)t

= 2� h(x)t

Donc

Lh(t) =
2� h(x)t

1� h(x)t� t2

Théorème 3.2.3 (Formule de Binet) : On a

Lh;n = �
n(x) + �n(x); n = 0; 1; :::; (2.3)
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avec

�(x) =
h(x) +

p
h(x)2 + 4

2
; �(x) =

h(x)�
p
h(x)2 + 4

2
:

Preuve. On a

Lh;n+2(x) = h(x)Lh;n+1(x) + Lh;n(x)

Le polynôme caractéristique de cette relation est

P (�) = �2 � h(x)�� 1

et il admet deux racines

�(x) =
h(x) +

p
h(x)2 + 4

2
; �(x) =

h(x)�
p
h(x)2 + 4

2

donc la solution générale s�écrit

Lh;n = A�
n +B�n:

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit

8><>:
Lh;0(x) = A+B

Lh;1(x) = A

�
h(x)+

p
h(x)2+4

2

�
+B

�
h(x)�

p
h(x)2+4

2

�
En résolvant ce systéme, on obtient

A = 1, B = 1:

D�ou�

Lh;n(x) = �
n(x) + �n(x):

Théorème 3.2.4 On a

L2h;n(x) + L
2
h;n+1(x) = Lh;2n(x) + Lh;2n+2(x); n = 0; 1; ::: (2.4)
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Preuve. En utilisant la formule de Binet, on obtient

L2h;n(x) + L
2
h;n+1(x) = (�n(x) + �n(x))2 + (�n+1(x) + �n+1(x))2

= �2n(x) + 2�n(x)�n(x) + �2n(x)

+�2n+2(x) + 2�n+1(x)�n+1(x) + �2n+2(x)

= �2n(x) + �2n(x) + �2n+2(x) + �2n+2(x) + 2�n(x)�n(x) + 2�n+1(x)�n+1(x)

= �2n(x) + �2n(x) + �2n+2(x) + �2n+2(x) + 2�n(x)�n(x)�(x)�(x)

En utilisant le fait que

�(x)�(x) = �1

on trouve que

L2h;n(x) + L
2
h;n+1(x) = �2n(x) + �2n(x) + �2n+2(x) + �2n+2(x)

+2�n(x)�n(x)� 2�n(x)�n(x)

= �2n(x) + �2n(x) + �2n+2(x) + �2n+2(x)

= Lh;2n(x) + Lh;2n+2(x)

Théorème 3.2.5 Les h(x)� polynômes de Lucas et Fibonacci sont liés par

la relation

Lh;n(x) = Fh;n+1(x) + Lh;n�1(x); n = 1; 2; ::: (2.5)

Preuve. Pour n = 1; on a

Lh;1(x) = h(x); Fh;2(x) = h(x); Lh;0(x) = 0

donc la relation est satisfaite. Supposons que la relation est satisfaite pour

n(� 2) et montrons pour n+ 1; c�est à dire

Lh;n+1(x) = Fh;n+2(x) + Fh;n(x):
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On a

Lh;n+1(x) = h(x)Lh;n(x) + Lh;n�1(x)

= h(x) (Fh;n+1(x) + Fh;n�1(x)) + Fh;n(x) + Fh;n�2(x)

= h(x)Fh;n+1(x) + Fh;n(x) + h(x)Fh;n�1(x) + Fh;n�2(x)

= Fh;n+2(x) + Fh;n(x):

3.3 Les h(x)�polynômes des quaternions de

Lucas

Dé�nition 3.3.1 [?] Soit h(x) 2 R[x]: Les h(x)�polynômes des quaternions

de Lucas fTh;n(x)g+1n=0 sont dé�nis par la relation de récurrence suivant :

Th;n(x) = Lh;n(x) + Lh;n+1(x)i+ Lh;n+2(x)j + Lh;n+3(x)k; n = 0; 1; ::: (3.1)

avec Lh;n(x) est le nième h(x)�polynôme de Lucas

Dé�nition 3.3.2 On de�nt le conjugué du h(x)�polynôme des quaternions

de Lucas Th;n(x) est donné par formule suivant :

Th;n(x) = Lh;n(x)� Lh;n+1(x)i� Lh;n+2(x)j � Lh;n+3(x)k (3.2)

Théorème 3.3.3 Les h(x)�polynômes des quaternions de Lucas satisfont

la relation de récurrence linéaire d�ordre deux suivante :

Th;n+2(x) = h(x)Th;n+1(x) + Th;n(x); n = 0; 1; ::: (3.3)

Preuve. On a

Th;n(x) = Lh;n(x) + Lh;n+1(x)i+ Lh;n+2(x)j + Lh;n+3(x)k;

45



ainsi

Th;n+2(x) = Lh;n+2(x) + Lh;n+3(x)i+ Lh;n+4(x)j + Lh;n+5(x)k

= h(x)Lh;n+1(x) + Lh;n(x) + (h(x)Lh;n+2(x) + Lh;n+1(x)) i

+(h(x)Lh;n+3(x) + Lh;n+2(x)) j + (h(x)Lh;n+4(x) + Lh;n+3(x)) k

= h(x) (Lh;n+1(x) + Lh;n+2(x)i+ Lh;n+3(x)j + Lh;n+4(x)k)

+Lh;n(x) + Lh;n+1(x)i+ Lh;n+2(x)j + Lh;n+3(x)k

= h(x)Th;n+1(x) + Th;n(x):

Théorème 3.3.4 (Formule de Binet) On a

Th;n(x) = �
�(x)�n(x) + ��(x)�n(x) (3.4)

avec

�(x) =
h(x) +

p
h2(x) + 4

2
, �(x) =

h(x)�
p
h2(x) + 4

2
;

��(x) = 1 + �(x)i+ �2(x)j + �3(x)k;

��(x) = 1 + �(x)i+ �2(x)j + �3(x)k:

Preuve. On a

Th;n+2(x) = h(x)Th;n+1(x) + Th;n(x)

Le polynôme caractéristique de cette relation est

P (�) = �2 � h(x)�� 1

et il admet deux racines

�(x) =
h(x) +

p
h(x)2 + 4

2
; �(x) =

h(x)�
p
h(x)2 + 4

2

donc la solution générale s�écrit
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= A�n(x) +B�n(x)

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiales comme

suit

8><>:
Th;0(x) = A+B

Th;1(x) = A

�
h(x)+

p
h(x)2+4

2

�
+B

�
h(x)�

p
h(x)2+4

2

�
En résolvant ce systéme, on obtient

A = 1; B = 1

D�ou�

Th;n = �
n(x) + �n(x)

�(x) + �(x) = h(x) ,�(x)�(x) = �1 (3.5)

�(x)� �(x) =
p
h2(x) + 4

�(x)

�(x)
= ��2(x) ,�(x)

�(x)
= ��2(x)

Alors

1 + h(x)�(x) = �2(x) (3.6)

1 + h(x)�(x) = �2(x)

et

1 + �2(x) = �(x)
p
h2(x) + 4; 1 + �2(x) = ��(x)

p
h2(x) + 4 (3.7)

Théorème 3.3.5 Pour n � 0 Nous avons les formule suivantes :

1 ) (Th;n(x))2+(Th;n+1(x))2 = [(�2�(x)�2n+1(x)��2�(x)�2n+1)](�(x)��(x))
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2 ) (Th;n(x))
2+(Th;n+1(x))

2

�(x)��(x) = (�2�(x)�2n+1(x)� �2�(x)�2n+1(x))

Preuve. 1). De la formule de Binet, on a

(Th;n(x))
2 + (Th;n+1(x))

2 = (��(x)�n(x) + ��(x)�n(x))2

+
�
��(x)�n+1(x) + ��(x)�n+1(x)

�2
= ��)2(x)�2n(x) + �2�(x)�2n(x) + 2(��(x)�n(x)��(x)�n(x))

+�2�(x)�2n+2(x) + �2�(x)�2n+2(x) + 2(��(x)�n+1(x)��(x)�n+1(x))

= �2�(x)�2n(x)
�
1 + �2(x)

�
+ �2�(x)�2n(x)[1 + �2(x)]

+2(��(x)�n(x)��(x)�n(x)) + 2(��(x)�n(x)��(x)�n(x)�(x)�(x))

= �2�(x)�2n(x)(1 + �2(x)) + �2�(x)�2n(x)(1 + �2(x))

+2��(x)�n(x)��(x)�n(x)� 2��(x)�n(x)��(x)�n(x)

= �2�(x)�2n(x)[(�(x)
p
h2(x) + 4)]

+�2�(x)�2n(x)[(��(x)
p
h2(x) + 4)]

= �2�(x)�2n+1(x)
p
h2(x) + 4� �2�(x)�2n+1(x)

p
h2(x) + 4)

= �2�(x)�2n+1(x)[�(x)� �(x)]� �2�(x)�2n+1(x)[�(x)� �(x)]

= (�2�(x)�2n+1(x)� �2�(x)�2n+1(x))[�(x)� �(x)]

D�ou�le résultat.

2). On a

�(Th;n(x))
2 + (Th;n+1(x))

2

�(x)� �(x) =
(�2�(x)�2n+1(x)� �2�(x)�2n+1(x))[�(x)� �(x)]

�(x)� �(x)

= (�2�(x)�2n+1(x)� �2�(x)�2n+1(x))(�(x)� �(x))
�(x)� �(x)

= (�2�(x)�2n+1(x)� �2�(x)�2n+1(x)):

Théorème 3.3.6 La fonction génératrice exponentielle h(x)�polynômes des

quaternions de Lucas est donnée par

Th(u) =
1X
k=0

Th;k(x)

k!
uk = ��(x) exp�(x)u+��(x) exp�(x)u (3.8)
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Preuve. En utilisant la formule de Binet, on obtient

Th(u) =
1X
k=0

Th;k(x)

k!
uk =

1X
k=0

(��(x)�k(x) + ��(x)�k(x))
uk

k!

= ��(x)

1X
k=0

�k(x)uk

k!
+ ��(x)

1X
k=0

�k(x)uk

k!

= ��(x)

1X
k=0

[�(x)u]k

k!
+ ��(x)

1X
k=0

[�(x)u]k

k!

= ��(x) exp[�(x)u]+��(x) exp[�(x)u]

D�ou le résultat.
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