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1.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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turbation multivoque non bornée contenant un retard 38

3.1 Introduction du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2 Résultat principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3



4 Résultat d’existence de solution pour le processus de la rafle par une multi-
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’objectif entrepris dans cette thèse est l’étude de l’existence de solutions pour certaines classes

d’inclusion différentielles du premier ordre.

Elle est consacrée, d’une part, à l’étude d’existence de solutions pour des problèmes régis par un

opérateurs sous différentiel dépendant du temps, et d’autre part, l’étude d’existence de solutions pour

certains processus de la rafle non convexes.

Soit le problème suivant

−ẋ(t) ∈ Ax(t) + g(t) p.p t ∈ [0, T ],

où A : D(A) ⊂ H −→ H est un opérateur maximal monotone défini sur un espace de Hilbert H et

g ∈ L1([0, T ], H) est une perturbation du problème.

Lorsque A ne dépend pas du temps, H.Brezis [14] utilise la méthode de régularisation Yosida pour

démontrer l’existence et l’unicité d’une solution Lipschitzienne, les auteurs dans [37] ont montré l’exis-

tence de solution ”intégrale” dans un espace de Banach. Ces travaux ont été généralisés dans [3], [4]

en prenant une perturbation multivoque G(t, x(t)).

Si A dépend du temps, différentes contributions ont été données, citons entre autre [22], [26], [45],

[55],...

Dans [44], les auteurs ont montré l’existence de solution à variation bornée ( et absolument continue),

pour le problème sans perturbation.

Dans le cas particulier où A est le sous différentiel d’une fonction convexe propre semi-continue

inférieurement, i.e. pour le problème suivant :
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−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ dom ϕ(0, ·)

les résultats d’existence et d’unicité ont été réalisés sous des hypothèses sur ϕ par beaucoup d’auteurs

(par exemple [40], [42], [50], [62]). D’autre résultats ont été obtenue sous des hypothèses de compacité

sur le sous différentiel de ϕ (voir [8], [48], [54], [55]), ou sur la perturbation (voir [53]), pour les

problèmes perturbé sous la forme−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ dom ϕ(0, ·).

Dans le cas où ϕ est la fonction indicatrice d’un ensemble convexe ( ou r-prox-régulier) fermé C(t),

ce problème est connu sous le nom de ”processus de rafle”. Le processus de la rafle est un problème

d’évolution régis par le cône normale de la forme

(I)

−ẋ(t) ∈ N(C(t), x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(T0) = x0 ∈ C(T0)
(1)

et a été introduit et étudie dans les années 70 par Moreau dans plusieurs travaux, par exemple

[46], [47] où C(t) est un sous ensemble convexe.

Dans [61], Valadier a démontré pour la première fois l’existence de solution de (I) sans l’hypothèse de

convexité sur les valeurs de C pour quelques cas particuliers en dimension finie.

Castaing [18] a étudié la version stochastique dans le même cadre. Aussi, Castaing [15] a introduit

quelques nouvelles technique, des quelles on peut déduire plusieurs résultats ; En particulier l’existence

d’une solution de (I) où C(t) sous la forme C(t) = S + v(t), S est un sous ensemble fixé ( avec H est

un espace de dimension finie ) et v a variation finie ( bornée).

De puis, plusieurs auteurs ont mené des études d’existence de solutions de (I) pour le cas des ensembles

C(t) non convexe fermée ( avec H de dimension infinie ).

Henry [39] avait introduit l’inclusion différentielle

ẋ(t) ∈ PTK(x(t))G(x(t)), x(0) = x0 ∈ K,

où K est un convexe fermé non vide et TK(x) est le cône tangent en x ∈ K. Quelques années plus

tard, pour l’étude de quelques problèmes d’économie, dans [31], [32], les auteurs montrent l’existence

d’une solution de l’inclusion différentielle
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−ẋ(t) ∈ N(K,x(t)) +G(x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ K.
(2)

Maintenant, concernant le processus de la rafle perturbé de la forme

(II)

−ẋ(t) ∈ N(C(t), x(t)) +G(t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ C(t),
(3)

qui a été introduit dans Castaing-Duc Ha-Valadier [19], Castaing- Monteiro Marques [20] et autre

auteurs où C(t) est un ensemble convexe ou le complémentaire des ensembles convexes. Ensuite, les

problèmes (I) et (II) ont été étudiés en remplaçant l’hypothèse de convexité par la ”ρ-prox-régularité”

(voir [12], [35], [36]), par exemple, dans [36] Edmond-Thibault ont montré l’existence et l’unicité de

solution du processus de la rafle perturbé−ẋ(t) ∈ N(C(t), x(t)) + g(t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ C(t),
(4)

pour une multi-application C prenant des valeurs ρ-prox-régulières et une variation absolument conti-

nue et g est une application univoque Lipschitzienne par rapport à la deuxième variable sur chaque

ensemble borné d’un espace de Hilbert H et satisfaisant la condition de croissance linéaire. Ont montré

dans [35] que le problème (II) est bien posé, avec la multi-application C(t) prenant des valeurs ρ-

prox-régulières et variant d’une manière absolument continue.

Dernièrement dans [1], [2], [48] et [60] les auteurs montrent l’existence d’une solution absolument

continue lorsque les valeurs de G(·, ·) ne sont pas nécessairement bornées.

Cette thèse est composée de cinq chapitres. Dans le premier chapitre, nous rappelons des résultats

de base qui nous seront utiles pour la démonstration de nos résultats d’existence de solutions, nous

présentons des définitions et concepts fondamentaux sur les multi-applications, l’analyse convexe,

l’analyse non lisse et quelques résultats de compacité, et nous terminons par les opérateurs maximaux

monotones. Le deuxième chapitre est consacré à l’étude dans un espace de Hilbert de dimension infinie

l’existence de solution du problème d’évolution gouvernés par un opérateur sous différentiel dépendant

du temps avec perturbation multivoque de la forme

(P)

−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ dom ϕ(0, ·)

où ϕ est une fonction propre convexe semi-continue inférieurement, l’opérateur ∂ ϕ(t, x(t)) est le sous

différentiel de ϕ, G : [0, T ] × H ⇒ H est une multi-application à valeurs non vide convexes fermées
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et non nécessairement bornées (non compactes). Ensuite, on va montrer l’existence de solutions de

problème (P) sur l’intervalle R+. Finalement, on va affaiblir le résultat, en supposant que la multi-

application G est séparément hémi-continue supérieurement sur H, et mesurable par rapport à la

première variable. Dans le troisième chapitre, on va étudier le problème d’évolution (P) gouverné par

l’opérateur sous différentiel dépendant du temps avec perturbation multivoque contenant un retard

sous la forme

(Pr)

−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, τ(t)x) p.p t ∈ [0, T ],

x(s) = ψ(s) pour tout s ∈ [−r, 0].

Le chapitre quatre est consacré à l’étude du processus de la rafle du premier ordre non-perturbé

de la forme

(SP)

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) p.p t ∈ I = [T0, T ],

x(T0) = x0 ∈ C(T0)

où C : I ⇒ H est une multi-application à valeurs non vides fermées vérifiant les hypothèses

suivantes :

(H1) Pour tout t ≥ T0 et ρ > 0, C(t) est ρ-prox-réguliers dans H.

(H2) Pour tout t ≥ T0 et pour tout r ≥ 0, C(t) est r-uniformément semi-continue inférieurement à

droite i.e. si il existe une famille A = {ar; r ≥ 0} ⊂ W1,p(I,R), 1 ≤ p < +∞, tel que pour

tout r ≥ 0 et pour tous s, t ∈ I, s ≤ t, ‖ x ‖≤ r, on a l’inégalité suivante est vraie

d(x,C(t)) ≤ d(x,C(s))+ | ar(t)− ar(s) | . (5)

et on va étudier le processus de la rafle perturbé

(SPPf )

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + f(t) p.p t ∈ I,

x(T0) = x0 ∈ C(T0)

où f : I −→ H est une fonction mesurable bornée. Ensuite, on va montrer l’existence de la solution du

processus de la rafle perturbé (SPPf ) avec perturbation multivoque F : [0, T ]×H ⇒ H à valeurs non

vides fermées convexes et non nécessairement bornées. Le chapitre cinq, concerne l’étude d’existence

de solutions pour le processus de la rafle (SPPF ) avec perturbation multivoque contenant un retard

sous la forme

(SPPFR
)


ẋ(t) ∈ −NP (C(t), x(t)) + F (t, τ(t)x) p.p t ∈ [0, T ]

x(s) = ϕ(s) ∀s ∈ [−R, 0]

x(t) ∈ C(t) ∀t ∈ [0, T ].
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Notons que les résultats du deuxième chapitre sont l’objet d’un papier accepte dans le journal ”

Nonlinear Dynamics and Systems Theory ”, et les résultats du quatrième chapitre ont fait l’objet

d’une publication dans le journal ” positivity ” voir [10].
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1.1. Notations

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions et résultats de base qui nous seront utiles pour la

démonstration de nos résultats d’existence de solutions, nous présentons des définitions et concepts

fondamentaux sur les multi-applications, l’analyse convexe, l’analyse non lisse et quelques résultats de

compacité, et nous terminons par les opérateurs maximaux monotones.

Nous commençons par donner quelques notations utilisées dans cette thèse.

1.1 Notations

Dans tout ce qui suit H est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire 〈·, ·〉, et la norme ‖ · ‖.
Pour [T0, T ] un intervalle compact de R et q ∈ [1,+∞[, on note par

• Lq([T0, T ], H) = {x(·) : [T0, T ] −→ H : x(·) est mesurable et
∫
[T0,T ]

‖ x(t) ‖q dt < +∞}, muni

de la norme

‖ x(·) ‖q= (

∫
[T0,T ]

‖ x(t) ‖q dt)
1
q .

• C([T0, T ], H) est l’espace des applications continues, muni de la norme

‖ x(·) ‖C= max
t∈[T0,T ]

‖ x(t) ‖ .

• C1([T0, T ], H) est l’espace des applications continues différentiables, muni de la norme

‖ x(·) ‖C1= max{‖ x(·) ‖C , ‖ ẋ(·) ‖C}.

• W1,q([T0, T ], H) désigne l’espace de sobolev usuel, i.e.

W1,q([T0, T ], H) = {x(·) : [T0, T ] −→ H : x(·) est absolument continue et ẋ(·) ∈ Lq([T0, T ], H)},
muni de la norme

‖ x(·) ‖1,q= (‖ x(·) ‖qq + ‖ ẋ(·) ‖qq)
1
q .

• cl(H) les sous ensembles non vides fermées de H.

• B(x0, r) (resp. B(x0, r)) est la boule ouverte (resp. fermée) de centre x0 et de rayon r, pour

x0 = 0 et r = 1, elle est notée par BH ( resp. BH ).

• Pck(H) les sous ensembles non vides fermées compactes de H.

Pour C un sous ensemble de H, on note par

• δ(·, C) la fonction indicatrice de C, définie par

δ(·, C) :X −→ R

x 7−→ δ(x,C) =

0 si x ∈ C

+∞ si x 6∈ C.

11



1.2. Résultats préliminaires

• La fonction polaire associée à δ(x,C), appelée aussi fonction support de C, est la fonction

δ∗(x,C), définie par

δ∗(x,C) = σ(x,C) := sup
c∈C
〈c, x〉, ∀ x ∈ H.

• La fonction caractéristique de C, définie par

χ(x,C) =

1 si x ∈ C,

0 si x 6∈ C.

• d(x,C) la fonction distance entre le point x ∈ H et l’ensemble C définie par

d(x,C) = inf
c∈C
‖ x− c ‖ .

Si C est fermé on note par

• Proj(x,C) la projection du point x ∈ H dans l’ensemble C, définie par

Proj(x,C) = {c ∈ C : d(x,C) =‖ c− x ‖ }.

Si de plus C est convexe la projection est unique et vérifie

c ∈ Proj(x,C)⇐⇒ c ∈ C et 〈x− c, c− y〉 ≥ 0, ∀ y ∈ C.

• la distance de Hausdorff entre deux ensemble fermés A et B de H, est définie par

H(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)},

où e(·, ·) est l’écart entre deux ensembles A et B, donné par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B).

1.2 Résultats préliminaires

1.2.1 Concepts d’analyse multivoque

Nous donnons dans cette sous section quelques définitions et résultats concernant les multi-

applications. Pour plus de détails sur cette sous section, se référer à [25].

Définition 1.2.1. Soient X,Y deux ensembles non vides. Une multi-application ( ou fonction multi-

voque ) F définie sur X à valeurs dans Y , est une fonction qui à chaque élément x ∈ X associe un

sous ensemble F (x) de Y . On note

F :X ⇒ Y

x 7→ F (x).
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1.2. Résultats préliminaires

• On appelle domaine de F qu’on note D(F ) l’ensemble

D(F ) = Dom(F ) = {x ∈ X/ F (x) 6= ∅}.

• On appelle image de F qu’on note R(F ) l’ensemble

R(F ) = {y ∈ Y, ∃ x ∈ X, y ∈ F (x)}.

• On appelle graphe de F qu’on note gph(F ), le sous ensemble de X × Y défini par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y/ x ∈ D(F ), y ∈ F (x)}.

Définition 1.2.2. (Sélection)

Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute application f : X −→ Y

vérifiant

f(x) ∈ F (x), ∀ x ∈ X.

Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.2.3. Soit (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et F : T ⇒ X. On dit que

F est Σ-mesurable ou tout simplement mesurable si pour tout ouvert V de X

F−1(V ) = {t ∈ T/ F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Théorème 1.2.1. ( Théorème d’existence de sélections mesurables )

Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F : T ⇒ X une

multi-application Σ-mesurable à valeurs fermées. Alors F admet au moins une sélection mesurable.

Théorème 1.2.2. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace de Banach séparable, soient F :

T × X ⇒ X une multi-application Σ-mesurable, u : T −→ X une application mesurable. Alors la

multi-application F (·, u(·)) est mesurable.

Lemme 1.2.3. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace de Banach séparable et F : T ⇒ X

une multi-application à valeurs convexes compactes. Alors, la mesurabilité de F est équivalente à la

mesurabilité de la fonction support δ∗(x′, F (·)), pour tout x′ ∈ X ′.

Continuité des multi-applications

Définition 1.2.4. Soient X,Y deux espaces topologiques et F : X ⇒ Y une multi-application, alors F

est dite semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X, si pour tout ouvert V de Y vérifie F (x0) ⊂ V ,

il existe un ouvert U de X tels que x0 ∈ U et F (x) ⊂ V , ∀x ∈ U .
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1.2. Résultats préliminaires

Définition 1.2.5. Soient X,Y deux espaces topologiques et F : X ⇒ Y une multi-application,

alors F est dite semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X, si pour tout ouvert V de Y vérifiant

F (x0) ∩ V 6= ∅, il existe un ouvert U de X tels que x0 ∈ U et F (x) ∩ V 6= ∅, ∀x ∈ U .

Théorème 1.2.4. Soient X,Y deux espaces topologiques. Soit F est une multi-application semi-

continue supérieurement à valeurs fermées, alors gph(F ) est fermé.

Le réciproque est donnée par

Corollaire 1.2.5. Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non vides, avec Y un espace

compact. Si gph(F ) est fermé alors F est semi-continue supérieurement.

Définition 1.2.6. Soit X un espace métrique et Y un espace vectoriel normé, on dit que F est

scalairement semi-continue supérieurement, si pour tout y′ ∈ Y ′, la fonction x 7→ δ∗(y′, F (x)) est

semi-continue supérieurement.

Définition 1.2.7. Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y . On dit que F est continue (

resp. Lipschitzienne de rapport λ > 0 ), si pour tout x ∈ X nous avons

lim
x′−→x

H(F (x), F (x′)) = 0

(resp. pour tous x, x′ ∈ X nous avons

H(F (x), F (x′)) ≤ λdX(x, x′)).

Définition 1.2.8. Soient Y un espace métrique, T > 0 et C : [0, T ] ⇒ Y . On dit que C est absolument

continue si pour tout y ∈ Y et tous t, t′ ∈ [0, T ], nous avons

| d(y, C(t))− d(y, C(t′)) |≤| a(t)− a(t′) |, (1.1)

où a : [0, T ] −→ R+ est une fonction absolument continue satisfaisant ȧ 6= 0, p.p sur [0, T ]. Observons

que la relation (1.1) nous donne pour t ≥ t′,

| d(y, C(t))− d(y, C(t′)) |≤
∫ t

t′
| ȧ(s) | ds.

On rappelle d’abord, des concepts sur les multi-application introduit par Tolstonogov [60].

Définition 1.2.9. Soient 0 ≤ T0 < T , C : [T0, T ] ⇒ cl(H) une multi-application.

(a) On dit que C est r-uniformément semi-continue inférieurement à droite, s’il existe une famille

A = {ar; r ≥ 0} ⊂ W1,p([T0, T ],R), 1 ≤ p < +∞, tel que pour tout r ≥ 0 et pour tous

s, t ∈ [T0, T ], s ≤ t, ‖ x ‖≤ r, on a l’inégalité suivante est vraie

d(x,C(t)) ≤ d(x,C(s))+ | ar(t)− ar(s) | .
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(b) On dit que C est r-faiblement uniformément semi-continue inférieurement à droite, s’il existe

une famille A = {ar; r ≥ 0} ⊂ W1,p([T0, T ],R), 1 ≤ p < +∞, tel que pour tout r ≥ 0 et pour

tous s, t ∈ [T0, T ], s ≤ t, avec x ∈ C(s), ‖ x ‖≤ r, il existe un point y ∈ C(t) satisfait l’inégalité

suivante

‖ x− y ‖≤| ar(t)− ar(s) | .

Proposition 1.2.6.

Soit C : [T0, T ] ⇒ cl(H) une multi-application.

• Si C(t) est convexe (où ρ-prox-régulier ) on a l’équivalence entre r-uniformément semi-continue

inférieurement à droite et r- faiblement uniformément semi-continue inférieurement à droite.

• Si C(t) est r-uniformément semi-continue inférieurement à droite ou r- faiblement uniformément

semi-continue inférieurement à droite alors C(t) est semi-continue inférieurement à droite.

1.2.2 Concepts d’analyse convexe

Pour plus de détails dans cette sous section, on peut se référer à [57].

Définition 1.2.10. Soient X un espace vectoriel, A un sous ensemble de X. On dit que A est convexe

si

∀x, y ∈ A, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ A.

Définition 1.2.11. ( Enveloppe convexe )

Soient X un espace vectoriel, A un sous ensemble de X. On appelle enveloppe convexe de A qu’on

note co(A), l’intersection de tous les sous ensembles convexes de X contenants A, c’est donc le plus

petit sous ensemble convexe de X contenant A.

Définition 1.2.12. ( Enveloppe convexe fermé )

Soient X un espace vectoriel, A un sous ensemble de X. On appelle enveloppe convexe fermé de A

qu’on note co(A), l’intersection de tous les sous ensembles convexes fermés de X contenants A, c’est

donc le plus petit sous ensemble convexe fermé de X contenant A.

Définition 1.2.13. (Cône normal)

Soient X un espace normé réel, C un sous ensemble convexe non vide de X. On appelle cône normal

à C au point x0, qu’on note N(C, x0), l’ensemble défini par

N(C, x0) = {x′ ∈ X ′ : 〈x′, x− x0〉 ≤ 0, pour tout x ∈ C}.

Définition 1.2.14. (Fonctions convexes dans R)

Soient X un espace vectoriel, f : X −→ R. On dit que f est convexe si
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∀x, y ∈ dom(f), ∀λ ∈ [0, 1], ∀α, β ∈ R tels que f(x) < α, f(y) < β, on a

f(λx+ (1− λ)y) < λα+ (1− λ)β.

• On appelle domaine de définition de f qu’on note par D(f), l’ensemble défini par

D(f) := dom(f) = {x ∈ X/ f(x) < +∞}.

• On dit que f est propre si f : X −→]−∞,+∞] et ∃x0 ∈ X, f(x0) 6= +∞.

Définition 1.2.15. (Dérivée directionnelle)

Soient X un espace vectoriel, f : X −→ R une fonction et soient x0 ∈ dom(f) et v ∈ X. On appelle

dérivée directionnelle de f au point x0 dans la direction v qu’on note par f ′(x0, v), la limite définie

par

f ′(x0, v) = lim
t−→0

f(x0 + tv)− f(x0)

t

dans R quand elle existe.

Définition 1.2.16. (Sous différentiabilité)

Soient X un espace vectoriel normé, X ′ son dual topologique, f : X −→ R et x0 ∈ dom(f). On appelle

sous différentiel de f au point x0 qu’on note ∂f(x0), l’ensemble défini par

∂f(x0) = {x′ ∈ X ′/ 〈x′, x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0), ∀x ∈ X}.

• Un point x′ ∈ ∂f(x0) est dit sous gradient de f au point x0.

• On dit que f est sous différentiable au point x0 si ∂f(x0) 6= ∅.
• Le domaine de définition de ∂f , est l’ensemble défini par

D(∂f) = dom∂f = {x ∈ X/ ∂f(x) 6= ∅}.

Remarque 1.2.1. Soient X un espace vectoriel normé, f : X −→ R et x0 ∈ X.

(a) Si f(x0) = +∞, alors ∂f(x0) = ∅.

(b) ∂f est une multifonction de X dans X ′.

(c) ∂(λf)(x0) = λ∂f(x0).

1.2.3 Concepts d’analyse non lisse

Les résultats de cette sous section sont pris des références [27], [28], [29] et [51].
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Définition 1.2.17. (Dérivée directionnelle de Clarke)

Soient X un espace vectoriel normé, f : X −→ R une fonction localement Lipschitzienne au voisinage

de x0 ∈ X. Alors, la dérivée directionnelle au sens de Clarke de f au point x0 dans la direction v ∈ X,

notée f◦(x0, v), est définie par

f◦(x0, v) = lim sup
x−→x0,t−→0

f(x+ tv)− f(x)

t

où x est un vecteur de X et t un scalaire positif.

Définition 1.2.18. (Sous différentiel de Clarke)

Soient X un espace vectoriel normé, f : X −→ R une fonction localement Lipschitzienne au voisinage

de x0 ∈ X. Alors, le sous différentiel de Clarke de f au point x0, notée ∂Cf(x0) est définie par

∂Cf(x0) = {ζ ∈ X ′/f◦(x0, v) ≥ 〈ζ, v〉, ∀v ∈ X}.

Proposition 1.2.7. Soient X un espace vectoriel normé, f : X −→ R une fonction localement

Lipschitzienne au voisinage de x0 ∈ X. Alors, ∂Cf(x0) est un ensemble non vide, convexe, faiblement*

compact et on a

f◦(x0, v) = σ(v, ∂Cf(x0)), ∀v ∈ X.

Proposition 1.2.8. Soient X un espace vectoriel normé, f : X −→ R une fonction localement

Lipschitzienne au voisinage de x0 ∈ X de rapport k > 0. Alors,

(a) ∂Cf(x0) est localement bornée i.e. il existe δ > 0 tel que ∂Cf(x0) ⊂ BX′(0, k), ∀ x ∈ B(x0, δ).

(b) Soient (xn)n∈N et (x′n)n∈N deux suites dans X et X ′ respectivement telles que x′n ∈ ∂Cf(xn),

∀n ∈ N . Supposons que (xn)n∈N converge vers x0 et (x′n)n∈N converge faiblement* vers x′, alors

x′ ∈ ∂Cf(x0).

Définition 1.2.19. (Cône tangent de Clarke)

Soit X un espace vectoriel normé. On appelle cône tangent de Clarke à A au point x0 qu’on note

TC(A, x0), l’ensemble défini par

TC(A, x0) = {v ∈ X, d◦A(x0, v) = 0}.

Définition 1.2.20. (Cône normal de Clarke)

Soit X un espace vectoriel normé. On appelle cône normal de Clarke à A au point x0 qu’on note

NC(A, x0), l’ensemble défini par

NC(A, x0) = (TC(A, x0))
◦ = {ζ ∈ X ′, t.q 〈ζ, y〉 ≤ 0,∀ y ∈ TC(A, x0)}.

Proposition 1.2.9. Soit X un espace vectoriel normé. Si A est convexe, alors
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(a) TC(A, x0) = {λ(x− x0), λ ≥ 0, ∀ x ∈ A}

(b) NC(A, x0) = {ζ ∈ X ′, t.q 〈ζ, x− x0〉 ≤ 0, ∀x ∈ A} = N(A, x0)

(c) TC(A, x0) est convexe et fermé.

Définition 1.2.21. (Sous différentiel proximal)

Soient X un espace vectoriel normé, f : X −→ R une fonction propre et semi-continue inférieurement

sur X et x0 ∈ D(f). On appelle sous différentiel proximal de f au point x0 qu’on note ∂P f(x0),

l’ensemble défini par

∂P f(x0) = {ζ ∈ X ′, ∃σ > 0 t.q 〈ζ, x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0) + σ ‖ x− x0 ‖2, ∀x ∈ B(x0, δ)}.

Proposition 1.2.10. Soit X un espace vectoriel normé,

(a) On a toujours ∂P f(x0) ⊂ ∂Cf(x0) et si f est convexe continue, alors

∂P f(x0) = ∂Cf(x0) = ∂f(x0).

(b) Si f admet un minimum local au point x0, alors 0 ∈ ∂P f(x0).

Définition 1.2.22. (Cône normal proximal)

Soit X un espace vectoriel normé. On appelle cône normal proximal à A au point x0 qu’on note

NP (A, x0) l’ensemble défini par

NP (A, x0) = {ζ ∈ X ′, ∃σ > 0, ∃δ > 0 t.q 〈ζ, x− x0〉 ≤ σ ‖ x− x0 ‖2, ∀x ∈ B(x0, δ) ∩A}.

Proposition 1.2.11. Soit X un espace vectoriel normé,

(a) NP (A, x0) = {ζ ∈ X ′, ∃σ > 0 t.q 〈ζ, x− x0〉 ≤ σ ‖ x− x0 ‖2, ∀x ∈ A}.

(b) NP (A, x0) est convexe.

(c) Si A est convexe, alors NP (A, x0) = NC(A, x0) = N(A, x0).

Définition 1.2.23. Soient ρ ∈]0,+∞], C un sous ensemble de H. On dit que C est ρ-prox-régulier si

et seulement si, pour tout y ∈ C et pour tout 0 6= ζ ∈ NP (C, x) nous avons

〈 ζ

‖ ζ ‖
, x− y〉 ≤ 1

2ρ
‖ x− y ‖2, ∀x ∈ C.

Nous faisons la convention 1
ρ = 0 pour ρ = +∞.

Remarquons que pour ρ = +∞, l’uniforme ρ-prox-régularité de C est équivalente à la convexité

de C.

On donne maintenant des résultats, qui sont conséquences importantes de la prox-régularité, dont

nous aurons besoin pour les démonstrations de nos théorèmes principaux.
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Proposition 1.2.12.

Soient C un sous ensemble non vide fermé de H et ρ ∈]0,+∞]. Si C est uniformément ρ-prox-régulier,

alors

(a) pour tout x ∈ H, vérifiant d(x,C) < ρ, nous avons Proj(x,C) 6= ∅,

(b) pour tout x ∈ C, on a

∂Pd(x,C) = NP (C, x) ∩B,

(c) ∂Pd(x,C) = ∂Cd(x,C), en tout point x ∈ H satisfaisant d(x,C) < ρ.

Dans ce cas, ∂d(x,C) = ∂Pd(x,C) = ∂Cd(x,C) est un sous ensemble convexe fermé de H.

Proposition 1.2.13. Soient C un sous ensemble non vide fermé de H et ρ ∈]0,+∞]. Si C est ρ-prox-

régulier, pour tout x, y ∈ H, avec d(x,C) < ρ et d(y, C) < ρ, alors

‖ x− Proj(y, C) ‖2 − ‖ x− y ‖2≤ 2d(x,C)d(y, C),

Proposition 1.2.14.

Soient C un sous ensemble non vide fermé de H et ρ ∈]0,+∞]. Supposons que C est ρ-prox-régulier.

Alors 
pour tout x ∈ C avec d(x,C) < ρ, et pour tout ζ ∈ ∂d(x,C), nous avons

〈ζ, x′ − x〉 ≤ 2
ρ ‖ x

′ − x ‖2 +d(x,C),

pour tout x′ ∈ H vérifiant d(x′, C) ≤ ρ.

1.2.4 Quelques résultats de compacité

Définition 1.2.24. La fonction f : H −→ R est dite inf-boule-compacte, si pour tout r > 0, l’ensemble

{x ∈ H, f(x) ≤ r} est boule-compact, i.e. son intersection avec toute boule fermée dans H est

relativement compacte.

Théorème 1.2.15. (Théorème de Mazur) ([41])

Soient X un espace de Banach et C un sous ensemble compact de X. Alors co(C) est compact.

Lemme 1.2.16. (Lemme de Mazur)([41])

Soit X un espace de Banach, et soit (xn) une suite des éléments de X convergeant faiblement vers x.

Alors il existe une suite (zn) (où zn est une combinaison convexe des éléments xn, xn+1, ···) convergeant

fortement vers x.

Définition 1.2.25. Soient (J,Σ) un espace mesurable,X,Y deux espaces topologiques et f : J×X −→
Y . On dit que f est une fonction de Carathéodory si f(·, x) est Σ-mesurable pour tout x ∈ X fixé, et

f(t, ·) est continue pour tout t ∈ J fixé.
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Théorème 1.2.17. (Théorème de Scorza-Dragoni)( [17]).

Soient J un espace métrique compact, (J,Σ, ν) un espace mesuré positif de Radon. Soient X un

espace métrique séparable complet, E un espace de dimension finie et h : J ×X −→ E une fonction

de Carathéodory. Alors, pour tout réel ε > 0, il existe un compact Jε ⊂ J tel que ν(J \ Jε) < ε et la

restriction de h à Jε ×X est continue.

Le résultat suivant est une version multivoque du Théorème de Scorza-Dragoni, due à Castaing-

Marques [20].

Corollaire 1.2.18. Soient I = [T0, T ], (0 < T0 < T ) et λ est la mesure de lebesgue sur I, avec

σ-algebra L(I), X un espace métrique séparable complet et Y un espace métrique convexe compact.

Soit F : I ×X −→ Pck(Y ) une multi-application de carathéodory, i. e.

(1) Pour tout t ∈ I, la multi-application F (t, ·) est de graphe fermé dans X × Y (F (t, ·) est semi-

continue supérieurement),

(2) Pour tout x ∈ X, la multi-application F (·, x) est mesurable ( admet une sélection mesurable).

Alors, il existe une multi-application mesurable F0 : I × X ⇒ Pck(Y ) ∪ {∅} qui possède les

propriétés suivantes :

(a) Il existe un ensemble négligeable N ⊂ I indépendant de (t, x) tel que F0(t, x) ⊂ F (t, x),

pour tout t 6∈ N et tout x ∈ X.

(b) Si u : I −→ X et v : I −→ Y sont deux applications L(I) mesurables telles que v(t) ∈
F (t, u(t)) p. p, alors v(t) ∈ F0(t, u(t)) p.p.

(c) Pour tout ε > 0, il existe un ensemble compact Iε ⊂ I, tel que λ(I/Iε) < ε et la restriction

de F0/(Iε ×X) soit de graphe fermé et vérifie

∅ 6= F0(t, x) ⊂ F (t, x)

pour tout (t, x) ∈ Iε ×X.

où

- L(I) est la tribu sur I des ensembles mesurables au sens de Lebesgue.

Théorème 1.2.19. (Théorème du prolongement de Dugundji) ([33])

Soient X un espace métrique, A un sous ensemble fermé de X, et Y un espace vectoriel localement

convexe. Soit f : A −→ Y une application continue. Alors, il existe une application continue f : X −→
Y qui prolonge f à X, c’est à dire f(x) = f(x), ∀x ∈ A. De plus

f(X) ⊂ co(f(A)).
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Théorème 1.2.20. ( Théorème d’Ascoli-Arzéla )

Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et C un sous ensemble de C(X,Y ),

l’espace des applications continues définies sur X à valeurs dans Y , muni de la topologie de la conver-

gence uniforme. Alors, C est relativement compact si et seulement si C est équicontinu et C(x) est

relativement compact, avec C(x) = {f(x), f ∈ C}.

Le théorème suivant est une conséquence du Théorème d’Ascoli-Arzéla.

Théorème 1.2.21. Soient X un sous ensemble compact de R, Y un espace de Banach et soit (fn)

une suite de fonctions absolument continues définies sur X à valeurs dans Y satisfaisant les conditions

suivantes

(1) ∀ t ∈ X, (fn(t)) est un sous ensemble relativement compact de Y ,

(2) il existe une fonction à valeurs réelles positives h ∈ L1(X,Y ) telle que

‖ ḟn(t) ‖≤ h(t), p.p sur X.

Alors, il existe une sous suite de (fn) (qu’on note aussi (fn)) qui converge vers une fonction

absolument continue f : X −→ Y au sens suivant

(a) (fn) converge uniformément vers f ,

(b) (ḟn) converge faiblement vers ḟ dans L1(X,Y ), c’est à dire, (ḟn) converge vers

ḟ ∈ σ(L1(X,Y ),L∞(X,Y )).

1.2.5 Opérateurs maximaux monotones

Pour plus de détails dans cette section, on peut se référer à [14].

Soit A : H ⇒ H une multi-application (opérateur), le domaine de A est donné par

D(A) = {x ∈ H : A(x) 6= ∅},

et l’image de A est donné par

R(A) =
⋃
x∈H

A(x) = {y ∈ H : ∃ x ∈ D(A) tel que y ∈ A(x)}.

Définition 1.2.26. Un opérateur A est dit monotone si, pour chaque u et v dans D(A) et chaque

x ∈ A(u) et y ∈ A(v), on a

< x− y, u− v >≥ 0.

Définition 1.2.27. Un opérateur A : H ⇒ H est dit maximal monotone s’il est monotone et si toute

extension monotone de A cöıncide avec A.
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Proposition 1.2.22. Soient A un opérateur maximal monotone, et u, x sont dans H. Si pour chaque

v dans D(A) et chaque y ∈ A(v) : < x− y, u− v >≥ 0 alors u ∈ D(A) et x ∈ A(u).

Proposition 1.2.23. Si A est un opérateur maximal monotone, alors A est convexe et fermé pour

chaque x ∈ H.

Définition 1.2.28. Un opérateur A est dit demi-fermé si la condition suivante est satisfaite : u ∈ D(A)

et x ∈ A(u), chaque fois que u = limn−→+∞ un dans H forte et x = limn−→+∞ xn dans H faible où

un ∈ D(A) et xn ∈ A(un).

Proposition 1.2.24. Tout opérateur maximal monotone est demi-fermé.

Théorème 1.2.25. Si f est une fonction propre convexe semi-continue inférieurement défini sur H à

valeurs dans R, alors ∂f est un opérateur maximal monotone.
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2.1. Introduction du chapitre

2.1 Introduction du chapitre

Les problèmes d’évolution non linéaires gouvernés par un opérateur sous différentiel ( maximal

monotone ) jouent un rôle très important dans la théorie d’inclusions différentielle qui ont été étudiés

par de nombreux auteurs (voir [5], [6], [8], [23], [49], [55], [59], [58]). Les problèmes gouvernés par les

opérateurs maximaux monotones trouvent leurs motivations dans différentes applications, en contrôle

optimale, mécanique, mathématique économétrie (voir [27], [32], [47]). Dans ce travail, on s’intéresse

à l’existence de résultats pour les problèmes d’évolutions gouvernés par un opérateur sous différentiel

dépendant du temps avec perturbation multivoque de la forme

(P)

−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ dom ϕ(0, ·)

dans un espace de Hilbert séparable H, et un intervalle I = [0, T ], (T > 0), où ϕ est une fonction propre

convexe semi-continue inférieurement, l’opérateur ∂ ϕ(·, ·) est le sous différentiel de ϕ, G : [0, T ]×H ⇒

H est une multi-application (la perturbation du problème (P)) à valeurs non vide convexe fermées

vérifiant pour un nombre réel α > 0 :

d(0, G(t, x)) ≤ α.

Pour le problème non perturbé (G ≡ 0), les résultats d’existence et d’unicité de solution on été réalisés

sous des hypothèses sur ϕ par beaucoup auteurs ( par exemple [40], [42], [50], [62]). Dans [50], Peralba

utilise une condition exprimée en terme de la fonction conjuguée ϕ∗(t, ·) de la fonction ϕ(t, ·), c’est-

à-dire ; il existe une fonction non-négative Lipschitzienne k : H −→ R+, et une fonction absolument

continue a : [0, T ] −→ R avec ȧ ∈ L2([0, T ],R) telle que pour tout x ∈ H et s, t ∈ [0, T ],

ϕ∗(t, x) ≤ ϕ∗(s, x) + k(x) | a(t)− a(s) | .

D’autres résultats ont été obtenus sous des hypothéses de compacité sur le sous différentiel de ϕ(t, ·)
(voir [8], [48], [54], [55]) ou sur la perturbation (voir [53]).

Dans [53], les auteurs montrent l’existence d’une solution absolument continue avec G est une pertur-

bation vérifiant une condition de croissance linéaire

G(t, x) ⊂ β(t)(1+ ‖ x ‖)K pour tout t ∈ [T0, T ] et x ∈ H,

pour un sous ensemble compact K de la boule unité fermée B de H et une fonction non-négative β(·)
dans L2([T0, T ],R), (T0 ≥ 0).

Dans le cas particulier du processus de rafle i.e. pour ϕ(t, x) étant la fonction indicatrice d’un en-

semble mobile fermé C(t, x). Edmond-Thibault dans [48] ont étudié l’existence de solution, pour une

multi-application C(t, x) prenant des valeurs prox-régulières et G(·, ·) est une multi-application (per-

turbation) à valeurs fermées convexe et non nécessairement borné. Le but principal dans ce travail est
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l’étude dans un espace de Hilbert de dimension infinie l’existence de solution de (P) tel que G est non

nécessairement bornée (non compact). Ensuite, on va montrer l’existence du solution du problème (P)

sur l’intervalle R+. Finalement, on va affaiblir le résultat, en supposant que la multi-application G est

séparément hémi-continue supérieurement sur H, et mesurable par rapport à la première variable.

2.2 Résultat d’existence de solution pour une perturba-

tion non bornée à valeurs convexes

Dans cette section, On étudie le problème perturbé (P) sous une propriété d’hémi-continuité

supérieure pour la perturbation multivoque non bornée G.

On rappelle d’abord, un résultat du problème perturbé, où la perturbation est univoque dépendant

du temps (voir [53], [54]).

Proposition 2.2.1.

Soient H un espace de Hilbert réel et ϕ : [T0, T ]×H −→ [0,+∞] une fonction telle que

(H1) pour tout t ∈ [T0, T ], la fonction x 7→ ϕ(t, x) est propre, convexe et semi-continue inférieurement.

(H2) il existe une fonction ρ-Lipschitzienne k : H −→ R+ et une fonction absolument continue

a : [T0, T ] −→ R, avec une dérivée non-négative ȧ ∈ L2([T0, T ],R), telle que

ϕ∗(t, x) ≤ ϕ∗(s, x) + k(x) | a(t)− a(s) |

pour tout (t, s, x) ∈ [T0, T ] × [T0, T ]× H.

Si h ∈ L2([T0, T ], H) et x0 ∈ dom ϕ(T0, ·), alors le problème

(Ph)

−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + h(t) p.p t ∈ [T0, T ],

x(T0) = x0 ∈ dom ϕ(T0, ·)

admet une solution unique absolument continue x(·) satisfait∫ T

T0

‖ ẋ(t) ‖2 dt ≤ 2c0

∫ T

T0

ȧ2(t)dt+ σ

∫ T

T0

‖h(t)‖2dt+ c1

où

c0 = 1
2(k2(0) + 3(ρ+ 1)2),

σ = k2(0) + 3(ρ+ 1)2 + 4,

c1 = 2[T − T0 + ϕ(T0, x(T0))− ϕ(T, x(T ))],
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et pour T0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T

|ϕ(t2, x(t2))− ϕ(t1, x(t1))|

≤
∫ t2

t1

[k(0) + (ρ+ 1) ‖ ẋ(t) + h(t) ‖][ȧ(t) + |h|(t)]dt+

∫ t2

t1

‖ ẋ(t) + h(t) ‖2 dt.

Présentons maintenant le théorème essentiel de la section. Dans le développement, on utilise

quelques idées des travaux [48], [53] et [54].

Théorème 2.2.2.

Soit H un espace de Hilbert réel séparable. On suppose que ϕ : [0, T ]×H −→ [0,+∞] est une fonction

satisfaisant (H1) et (H2) de la Proposition 2.2.1 et la condition suivante :

(H3) ϕ est inf-boule compact pour tout t ∈ [0, T ].

Soit G : [0, T ]×H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides convexes, fermés telle que

(H4) G(·, ·) est globalement hémi-continue supérieurement par rapport à les deux variables.

(H5) il existe un certain α > 0 tel que :

d(0, G(t, x)) ≤ α pour tout t ∈ [0, T ] et x ∈ H.

Alors, pour tout x0 ∈ domϕ(0, ·), le problème (P) admet au moins une solution absolument continue,

avec

∫ T

0
‖ẋ(t)‖2dt ≤ c,

où

c = 2c0

∫ T

0
ȧ2(t)dt+ σα2T + 2[T + ϕ(0, x0)],

c0 =
1

2
(k2(0) + 3(ρ+ 1)2).

Démonstration.

Pour tout (t, x) ∈ [0, T ] × H, on note par g(t, x) l’élément de norme minimal de l’ensemble fermé

convexe G(t, x) de H, tel que

g(t, x) = Proj(0, G(t, x)).

Étape (1) : Construction de la suite (xn(·))n.

On définit, pour tout n ≥ 1, une partition de l’intervalle I = [0, T ] par : tnk = k Tn , 0 ≤ k ≤ n.

On pose x(tn0 ) = x0 et on choisit yn0 l’élément de norme minimal de l’ensemble convexe fermé G(tn0 , x0),

alors par l’hypothèse (H5) on a :

‖ yn0 ‖≤ α, (2.0)
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et on considère d’abord, l’inclusion différentielle suivante sur l’intervalle [tn0 , t
n
1 ] :−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + yn0 p.p t ∈ [tn0 , t

n
1 ],

x(tn0 ) = x0 ∈ dom ϕ(tn0 , ·),

par la relation (2.0) on observe que l’application t 7−→ yn0 est dans L2([tn0 , tn1 ], H), alors, par la Propo-

sition 2.2.1, cette dernière inclusion différentielle admet une solution unique absolument continue que

l’on note par xn0 : [tn0 , t
n
1 ] −→ H.

De même façon, pour tout k ∈ {0, ..., n− 1}, l’inclusion différentielle−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + ynk p.p t ∈ [tnk , t
n
k+1],

x(tnk) = xnk−1(t
n
k),

admet une solution unique absolument continue que l’on note par xnk : [tnk , t
n
k+1] −→ H,

où ynk = Proj(0, G(tnk , x
n
k−1(t

n
k))). Alors, pour tout n ≥ 1, il existe une suite finie d’applications

absolument continues xnk(·) : [tnk , t
n
k+1] −→ H (0 ≤ k ≤ n− 1) telle que, pour tout k ∈ {0, ..., n− 1}−ẋ

n
k(t) ∈ ∂ ϕ(t, xnk(t)) + ynk p.p t ∈ [tnk , t

n
k+1],

xnk(tnk) = xnk−1(t
n
k) ∈ domϕ(tnk , ·).

De la Proposition 2.2.1, cette solution satisfait sur tout sous intervalle [tnk , t
n
k+1], k ∈ {0, ..., n− 1}∫ tnk+1

tkn
‖ ẋnk(t) ‖2 dt ≤ 2c0

∫ tnk+1

tkn
ȧ2(t)dt+ σ

∫ tnk+1

tkn
‖ ynk ‖2 dt+ ck

≤ 2c0

∫ tnk+1

tkn
ȧ2(t)dt+ σ

∫ tnk+1

tkn
α2dt+ ck, (2.1)

où

c0 =
1

2
(k2(0) + 3(ρ+ 1)2),

σ = k2(0) + 3(ρ+ 1)2 + 4,

ck = 2[(tnk+1 − tnk) + ϕ(tnk , x
n
k(tnk))− ϕ(tnk+1, x

n
k+1(t

n
k+1))].

Maintenant, on définit xn(·) : [0, T ] −→ H parxn(t) = xnk(t) si t ∈ [tnk , t
n
k+1[ pour tout k ∈ {0, ..., n− 1},

xn(T ) = xnn−1(T ).

Évidemment, xn(·) est absolument continue sur [0, T ], et on définit gn(·) : [0, T ] −→ H pargn(t) = ynk si t ∈ [tnk , t
n
k+1[ pour tout k ∈ {0, ..., n− 1},

gn(T ) = ynn−1.
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2.2. Résultat d’existence de solution pour une perturbation non bornée à valeurs convexes

On considère les fonctions δn, θn : [0, T ] −→ [0, T ] telles que, pour tout k ∈ {0, ..., n− 1}

δn(t) =

t
n
k si t ∈ [tnk , t

n
k+1[,

T si t = T

et

θn(t) =

t
n
0 si t = 0,

tnk si t ∈ ]tnk , t
n
k+1].

Pour tout t ∈ [0, T ], en observant que

|δn(t)− t| ≤ |tnk+1 − tnk | =
T

n
, alors on a δn(t) −→ t quand n −→ +∞.

Alors, pour tout n ≥ 1, on obtient

(1) gn(t) ∈ G(δn(t), xn(θn(t))), ∀ t ∈ [0, T ], ∀x ∈ H,

(2) ∀ t ∈ [0, T ] : ‖gn(t)‖ ≤ α,

(3) −ẋn(t) ∈ ∂ ϕ(t, xn(t)) + gn(δn(t)) p.p t ∈ [0, T ], xn(0) = x0.

Aussi, d’après (2.1), on obtient

n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tkn
‖ẋn(t)‖2dt ≤ 2c0

n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tkn
ȧ2(t)dt+ σα2

n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tkn
dt+

n−1∑
k=0

ck

qui est équivalent à ∫ T

0
‖ẋn(t)‖2dt ≤ 2c0

∫ T

0
ȧ2(t)dt+ σα2

∫ T

0
dt+ cn

≤ 2c0

∫ T

0
ȧ2(t)dt+ σα2T + cn,

avec

cn = 2[T + ϕ(0, x0)− ϕ(T, xn(T ))],

comme ϕ est non-négative, en posant c′ = 2[T + ϕ(0, x0)], donc on peut écrire∫ T

0
‖ẋn(t)‖2dt ≤ 2c0

∫ T

0
ȧ2(t)dt+ σα2T + c′,

alors ∫ T

0
‖ẋn(t)‖2dt ≤ c,

où c = 2c0
∫ T
0 ȧ2(t)dt+ σα2T + c′, et on trouve que

sup
n∈N

∫ T

0
‖ẋn(t)‖2dt ≤ c (2.2)
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et alors

L = sup
n∈N
‖ẋn(t)‖L2([0,T ],H) < +∞.

Étape (2) : Convergence uniforme d’une sous suite de (xn(·))n vers une application absolument conti-

nue x(·).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-schwartz et la relation (2.2), on aura pour tout s ∈ [0, T ]

‖ xn(s)− xn(0) ‖2=‖ xn(s)− x0 ‖2 ≤ s
∫ s

0
‖ ẋn(t) ‖2 dt

≤ Tc

et on trouve que

‖ xn(s) ‖2 ≤ 2 ‖ x0 ‖2 +2 ‖ xn(s)− x0 ‖2

≤ 2 ‖ x0 ‖2 +2Tc.

Par conséquent, pour tout n, on obtient

‖ xn(·) ‖2∞≤ 2 ‖ x0 ‖2 +2Tc,

alors

‖ xn(·) ‖∞≤M, (2.3)

où

M = [2 ‖ x0 ‖2 +2Tc]
1
2 .

De plus,

‖ xn(t)− xn(s) ‖ =‖
∫ t

s
ẋn(τ)dτ ‖

≤ (t− s)
1
2 (

∫ t

s
‖ ẋn(τ) ‖2 dτ)

1
2

≤ (t− s)
1
2 (

∫ T

0
‖ ẋn(τ) ‖2 dτ)

1
2 ≤ (t− s)

1
2L,

en suite par la relation (2.3), l’ensemble {(xn(·))n} est borné et équicontinue dans C([0, T ], H), d’autre

part, par la Proposition 2.2.1, pour tout t ∈ [0, T ] fixé et tout n, on a

|ϕ(t, xn(t))− ϕ(0, x(0))| ≤ sup
n∈N

∫ t

0
[k(0) + (ρ+ 1) ‖ ẋn(t) + α ‖][ȧ(t) + α]dt

+ sup
n∈N

∫ t

0
‖ ẋn(t) + α ‖2 dt < +∞,
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2.2. Résultat d’existence de solution pour une perturbation non bornée à valeurs convexes

comme ϕ est inf-boule compact par l’hypothèse (H3), l’ensemble {xn(t); n ∈ N} est relativement

compact dans H, donc par le Théorème d’Ascoli, on peut extraire une sous suite de (xn(·))n qui

converge uniformément sur [0, T ] vers une application x(·) ∈ C([0, T ], H). D’après (2.2), la suite (ẋn(·))n
est bornée dans L2([0, T ], H), alors on peut extraire une sous suite de (ẋn(·))n qui converge faiblement

dans L2([0, T ], H) vers une application v(·) ∈ L2([0, T ], H). Alors, l’égalité

xn(t) = xn(0) +

∫ t

0
ẋn(s)ds pour tout t ∈ [0, T ],

implique

x(t) = x(0) +

∫ t

0
v(s)ds pour tout t ∈ [0, T ]

d’où l’application x(·) est absolument continue sur [0, T ] avec ẋ(·) = v(·) sur [0, T ].

Étape (3) : On va montrer que x(·) est une solution de (P) sur [0, T ].

On définit la fonction étagée par :

zn(t) = gn(δn(t)) pour tout t ∈ [0, T ].

Comme ‖ gn(δn(t)) ‖≤ α pour tout n ∈ N et t ∈ [0, T ], on peut supposer que la suite (zn(·))n converge

faiblement dans L1([0, T ], H) vers l’application z(·) ∈ L1([0, T ], H) avec ‖ z(t) ‖≤ α. p.p t ∈ [0, T ].

De plus, pour presque tout t ∈ [0, T ]

− ẋn(t) ∈ ∂ ϕ(t, xn(t)) + gn(δn(t))

qui est équivalent à

− ẋn(t) ∈ ∂ ϕ(t, xn(t)) + zn(t),

alors

−ẋn(t)− zn(t) ∈ ∂ ϕ(t, xn(t)), (2.4)

zn(t) ∈ G(δn(t), xn(θn(t))). (2.5)

Comme la suite (zn(·))n converge faiblement dans L1([0, T ], H) vers z(·), alors par le Théorème de

Mazur, il existe une suite

ξn ∈ co{zq, q ≥ n} (2.6)

telles que (ξn(·))n converges fortement dans L1([0, T ], H) vers z(·). Alors on peut extraire une sous

suite de (ξn(·))n (on peut suppose que cette sous suite est (ξn(·))n) converge presque partout vers z(·),
alors il existe un sous ensemble Lebesgue négligeable S ⊂ [0, T ] tel que pour tout t ∈ [0, T ]\S, on a

ξn(t) −→ z(t) fortement dans H, et d’autre part on a l’inclusion (2.6) est vraie pour tout n ≥ 1 et

donc

z(t) ∈
⋂
n

co{zq(t), q ≥ n}.
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2.2. Résultat d’existence de solution pour une perturbation non bornée à valeurs convexes

D’après l’inclusion (2.5), pour tous n ∈ N, t ∈ [0, T ]\S et tout y ∈ H on a

〈y, zn(t)〉 ≤ σ(y,G(δn(t), xn(θn(t)))), (2.7)

de plus, pour tout n ∈ N et t ∈ [0, T ]\S, d’après (2.6) on trouve

〈y, ξk(t)〉 ≤ sup
q≥n
〈y, zq(t)〉 ∀ k ≥ n, (2.8)

par passage à la limite dans (2.8) quand k −→ +∞ et d’après la relation (2.7), on obtient

〈y, z(t)〉 ≤ sup
q≥n
〈y, zq(t)〉

≤ sup
q≥n

σ(y,G(δq(t), xq(θq(t)))),

d’où

〈y, z(t)〉 ≤ lim sup
n−→+∞

σ(y,G(δn(t), xn(θn(t))).

Ensuite, comme σ(y,G(·, ·)) est semi-continue supérieurement sur [0, T ] × H, alors pour tout t ∈
[0, T ]\S et tout y ∈ H

〈y, z(t)〉 ≤ σ(y,G(t, x(t))),

alors

z(t) ∈ G(t, x(t)) p.p.

De plus, comme la suite (ẋn(·) + zn(·))n converge faiblement dans L1([0, T ], H) vers (ẋ(·) + z(·)) et la

suite (xn(·))n converge fortement dans L1([0, T ], H) vers x(·), et puisque ∂ϕ(t, ·) satisfait la propriété

de fermeture du sous différentielle d’une fonction propre convexe semi-continue inférieurement, on

obtient :

ẋ(t) + z(t) ∈ −∂ϕ(t, x(t)).

Par conséquent,

−ẋ(t) ∈ ∂ϕ(t, x(t)) + z(t) p.p,

et

z(t) ∈ G(t, x(t)) p.p.

Par passage à la limite dans (2.2) quand n −→ +∞, le résultat de convergence précédent entâıne∫ T

0
‖ẋ(t)‖2dt ≤ c. (2.9)

D’où, la démonstration est terminée.
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Remarque 2.2.1. Le Théorème 2.2.2 est vrai pour tout intervalle fini sous la forme [Tk, Tk+1], ∀ k ∈
N. Alors, dans le corollaire suivant on va monter l’existence du solution du problème (P) sur l’intervalle

R+.

Corollaire 2.2.3.

Soient ϕ : R+ × H −→ R+ ∪ {+∞} et G : R+ × H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides

fermées convexes. On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H ′1) la fonction x 7−→ ϕ(t, x) est propre convexe semi continue inférieurement,

(H ′2) il existe une fonction ρ-Lipschitzienne k : H −→ R+, et une fonction absolument continue

a : R+ −→ R, de dérivée non-négative ȧ ∈ L2(R+,R), telle que

ϕ∗(t, x) ≤ ϕ∗(s, x) + k(x) | a(t)− a(s) |

pour tout (t, s, x) ∈ R+ × R+ × H,

(H ′3) ϕ est inf-boule-compacte pour tout t ∈ R+,

(H ′4) G(·, ·) est globalement hémi-continue supérieurement sur R+ ×H,

(H ′5) il existe une fonction α(·) ∈ L∞loc(R+) tel que

d(0, G(t, x)) ≤ α(t)

pour tout t ∈ R+ et tout x ∈ H.

Alors, pour tout x0 ∈ domϕ(0, ·), il existe une application absolument continue x(·) : R+ −→ H

satisfait

(P1)

−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, x(t)) p.p t ∈ R+,

x(0) = x0 ∈ dom ϕ(0, ·).

Démonstration.

Dans le développement, on utilise quelques idées de travail [48] (Théorème (4)). On définit pour tout

n ∈ N, une partition de R+ par les points tn = n, ∀ n ∈ N. On utilise la preuve du Théorème 2.2.2 sur

tout sous intervalle [tn, tn+1], alors il existe une application absolument continue x0 : [t0, t1] −→ H de

l’inclusion différentielle suivante−ẋ0(t) ∈ ∂ ϕ(t, x0(t)) + G(t, x0(t)) p.p t ∈ [t0, t1],

x(0) = x0 ∈ dom ϕ(0, ·).

De cette façon, on définit xi(·) : [ti, ti+1] −→ H telle que, pour tout i ∈ {0, · · ·, n − 1}, xi(·) est

absolument continue sur [ti, ti+1] et on a−ẋi(t) ∈ ∂ ϕ(t, xi(t)) + G(t, xi(t)) p.p t ∈ [ti, ti+1],

xi(ti) = xi−1(ti) ∈ dom ϕ(ti, ·).
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On obtient par induction, l’existe d’une application absolument continue xn(·) : [tn, tn+1] −→ H telle

que

−ẋn(t) ∈ ∂ ϕ(t, xn(t)) + G(t, xn(t)) p.p t ∈ [tn, tn+1],

xn(tn) = xn−1(tn) ∈ domϕ(tn, ·).
(2.10)

Soit x(·) : R+ −→ H une fonction définie par

x(t) := xn(t) pour tout t ∈ [tn, tn+1[ avec n ∈ N,

x(·) est une fonction absolument continue sur R+, et d’après (2.10) on a−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, x(t)) p.p t ∈ R+,

x(0) = x0 ∈ domϕ(0, ·).

2.3 Perturbation séparément hémi-continue supérieurement

Dans cette section, on va affaiblir l’hypothèse (H1) du Théorème 2.2.2. On va supposer que la

multi-application G est séparément hémi-continue supérieurement sur H, et mesurable par rapport à

la première variable.

Théorème 2.3.1.

Sous les hypothèses du Théorème 2.2.2 sur ϕ, soit G : [0, T ]×H ⇒ H une multi-application à valeurs

non vides convexes fermées telle que

(a) pour tout t ∈ [0, T ], G(t, ·) est hémi-continue supérieurement sur H,

(b) pour tout x ∈ H, G(·, x) possède une sélection mesurable,

(c) pour un sous ensemble convexe compact K ⊂ B et un nombre réel γ > 0, pour tout

(t, x) ∈ [0, T ]×H on a

G(t, x) ⊂ γ(1+ ‖ x ‖)K.

Alors, pour tout x0 ∈ domϕ(0, ·) le problème suivant

(P2)

−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,

admet au moins une solution absolument continue x(·). Plus précisément,

33



2.3. Perturbation séparément hémi-continue supérieurement

(1) il existe une application absolument continue x(·) : [0, T ] −→ H, et une application intégrable

g(·) : [0, T ] −→ H telle que x(0) = x0 et x(t) ∈ domϕ(t, x(t)) pour tout t ∈ [0, T ],

(2) pour presque tout t ∈ [0, T ], g(t) ∈ G(t, x(t)) et −ẋ(t) + g(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)).

Démonstration.

On peut supposer les nombres réels

β = γ(1 +R)K (2.11)

et

R = (2[‖x0‖2 + Tc)
1
2 ,

où c est définit dans le Théorème 2.2.2, on fixe une fonction continue ψ : R+ −→ [0, 1] telle que

ψ(τ) =

1 si τ ≤ R,

0 si τ ≥ R+ 1.
(2.12)

On considère l’espace métrique convexe compact Y := γ(1 +R)K, qui est un ensemble borélien de H,

et on définit la multi-application Ĝ : [0, T ]×H −→ Pck(Y ) par

Ĝ(t, x) := ψ(‖x‖)G(t, x),

observons que, Ĝ(·, x) admet une sélection mesurable pour tout x ∈ H et pour tout t ∈ [0, T ], le graphe

de Ĝ(t, ·) est fermé dans H × Y . Donc, d’après le Corollaire 1.2.18 , il existe une multi-application

G0 : [0, T ]×H −→ Pck(Y ) ∪ {∅} telle que :

(i) pour un sous ensemble négligeable N ⊂ [0, T ] on a

G0(t, x) ⊂ Ĝ(t, x) pour tout t 6∈ N et pour tout x ∈ H, (2.13)

(ii) pour tout n ≥ 1, il existe un sous ensemble compact Jn ⊂ [0, T ] telle que, λ([0, T ]/Jn) < 1
n et la

restriction sur Jn ×H est de graphe fermé, et ∅ 6= G0(t, x) ⊂ Ĝ(t, x) ∀(t, x) ∈ Jn ×H.

De plus (ii) implique, qu’il existe une suite croissante (Jn)n≥1, de sous ensembles compacts de [0, T ]

telle que, pour tout n ≥ 1, G0/Jn×H est semi-continue supérieurement à valeurs convexes compactes.

Alors, le Théorème de prolongement de Dugundji, pour tout n ≥ 1, il existe une extension semi continue

supérieurement Gn de G0/Jn ×H à [0, T ]×H satisfait

Gn(t, x) ⊂ γ(1+ ‖ x ‖)K pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×H

et Gn(t, x) = G0(t, x) sur Jn ×H. De plus on a

d(0, Gn(t, x)) ≤ α pour tout (t, x) ∈ Jn ×H.
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Comme dans la preuve du Théorème précédent 2.2.2 , pour tout n ≥ 1, il existe une application

absolument continue xn(·) : [0, T ] −→ H et une application intégrable gn(·) : [0, T ] −→ H telle que

xn(0) = x0, et pour presque tout t ∈ [0, T ] on a −ẋn(t) ∈ ∂ϕ(t, xn(t)) + gn(t) et

gn(t) ∈ Gn(t, xn(t)), (2.14)

avec

‖ gn(t) ‖ ≤ α, (2.15)

et

sup
n∈N

∫ T

0
‖ ẋn(t) ‖2 dt ≤ c, (2.16)

et

L = sup
n∈N
‖ ẋn(t) ‖L2([0,T ],H)< +∞, (2.17)

comme dans la preuve du Théorème 2.2.2, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.16) on

obtient pour tout n,

‖ xn(·) ‖∞≤ [2 ‖ x0 ‖2 +2Tc]
1
2 . (2.18)

et pour tout s, t ∈ [0, T ] on a

‖ xn(t)− xn(s) ‖ ≤ (t− s)
1
2 (

∫ T

0
‖ ẋn(τ)dτ)

1
2 ≤ (t− s)

1
2L, (2.19)

avec (2.18), l’ensemble {xn(·), n ∈ N} est borné et équi-continue dans C([0, T ], H). D’après la Propo-

sition 2.2.1, pour tout t ∈ [0, T ] fixé et tout n, on a

|ϕ(t, xn(t))− ϕ(0, x(0))| < +∞.

Donc, comme ϕ est inf-boule-compacte par hypothèse, l’ensemble {xn(t), n ∈ N} est relativement

compact dans H. Par le Théorème d’ Ascoli’s, on peut extraire une sous suite de (xn(·))n qui converges

uniformément sur [0, T ] vers l’application x(·) ∈ C([0, T ], H), i. e.

xn(·) −→ x(·) fortoment dans L2([0, T ], H). (2.20)

D’après (2.16), la suite (ẋn(·))n est borné dans L2([0, T ], H), alors on peut extraire une sous suite qui

converge faiblement dans L2([0, T ], H) vers l’application v(·). Alors, d’après

xn(t) = xn(0) +

∫ t

0
ẋn(s)ds pour tout t ∈ [0, T ],

on a

x(t) = x(0) +

∫ t

0
v(s)ds pour tout t ∈ [0, T ]
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2.3. Perturbation séparément hémi-continue supérieurement

et donc l’application x(·) est absolument continue sur [0, T ] avec ẋ(·) = v(·) pour presque tout t ∈ [0, T ]

et

ẋn(·) −→ ẋ(·) faiblement dans L2([0, T ], H), (2.21)

et d’après (2.15), on a

gn(·) −→ g(·) faiblement dans L2([0, T ], H). (2.22)

Comme dans la preuve du Théorème précédent 2.2.2, d’après (4.17), (4.20) et (4.21) et les propriétés

de fermeture du sous différentiel, pour presque tout t ∈ [0, T ] on a

ẋ(t) + g(t) ∈ −∂ϕ(t, x(t)) pour p.p t ∈ [0, T ]. (2.23)

On va montrer que g(t) ∈ G(t, x(t)) pour presque tout t ∈ [0, T ].

par (4.21) et par le Lemme de Mazur’s, il existe une suite (ξn(·))n dans L1([0, T ], H) tel que

ξn(·) ∈ co{gq(·), q ≥ n} pour tout n ≥ 1, (2.24)

qui converge fortement dans L1([0, T ], H) vers g(·). Donc par l’extraction d’une sous suite, on peut

supposer que ξn(t) −→ g(t) pour presque tout t ∈ [0, T ], cela avec (2.24), implique que, pour un

certain ensemble négligeable N1 ⊂ [0, T ],

g(t) ∈
⋂
n

co{gq(t), q ≥ n} pour tout t ∈ [0, T ] \N1. (2.25)

En prenant (2.14) en considération, on peut supposer que, pour tout n ≥ 1 et pour tout t ∈ [0, T ]\N1,

gn(t) ∈ Gn(t, xn(t)). (2.26)

Considérons le sous ensemble négligeable N2 = ([0, T ] \ ∪
n
Jn) ∪N ∪N1, et on va montrer que

g(t) ∈ G(t, x(t)) pour tout t ∈ [0, T ] \ N2. Fixons τ ∈ [0, T ] \ N2, de (2.25) et (2.26), on a pour tout

y ∈ H,

〈y, g(τ)〉 ≤ lim sup
n

σ(y,Gn(τ, xn(τ))). (2.27)

D’autre part, par la définition de N2, il existe un entier p(τ) tel que τ ∈ Jp(τ) \ N et (Jn)n étant

décroissant on a τ ∈ Jn pour tout n ≥ p(τ). Par conséquent, pour tout n ≥ p(τ),

Gn(τ, xn(τ)) = G0(τ, xn(τ)) ⊂ Ĝ(τ, xn(τ)), (2.28)

l’inclusion suit de (2.13). Par (2.18) on a pour tout n ≥ 1 et pour presque tout t ∈ [0, T ],

‖ xn(t) ‖≤ R, (2.29)

et donc par (2.12), pour tout n ≥ 1,

Ĝ(τ, xn(τ)) = G(τ, xn(τ)). (2.30)
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2.3. Perturbation séparément hémi-continue supérieurement

D’où par (2.27), (2.28) et (2.30) et le fait que G(τ, ·) est scalairement semicontinue supérieurement,

on a

〈y, g(τ)〉 ≤ σ(y,G(τ, x(τ))),

ceci étant vrai pour tout y ∈ H, et G(τ, x(τ)) étant fermé et convexe, on conclut que g(t) ∈ G(t, x(t)).

Puisque la dernière inclusion est vrai pour tout τ ∈ [0, T ] \N2, on a g(t) ∈ G(t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ].

Cela avec (2.23), et le fait que x(0) = x0, montre que x(·) est une solution de (P2).
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3.1. Introduction du chapitre

3.1 Introduction du chapitre

Dans ce chapitre, on va étudier le problème d’évolution gouverné par l’opérateur sous différentiel

dépendant du temps avec perturbation multivoque contenant un retard, en utilisant les résultats du

Théorème 2.2.2.

On suppose que I est l’intervalle [0, T ].

Soit r > 0 un retard fini. On considère l’espace C0 = C([−r, 0], H) muni de la norme de la convergence

uniforme notée ‖ · ‖C0 . A chaque t ∈ I, on associe une application τ(t) : C([−r, T ], H) −→ C0 définie,

pour tout x(·) ∈ C([−r, T ];H) par (τ(t)x(·))(s) := x(t+ s), pour tout s ∈ [−r, 0]. Soit G : I ×C0 ⇒ H

une multi-application et ∂ϕ(t, ·) est le sous différentiel d’une fonction ϕ(t, ·) convexe, propre semi

continue inférieurement d’un espace de Hilbert de dimension infinie H dans [0,+∞].

Soit ψ un membre fixé de C0 tel que ψ(0) ∈ domϕ(0, ·), où pour tout t ∈ [0, T ], domϕ(t, ·) désigne le

domaine effectif de la fonction ϕ(t, ·).
On va étudier l’existence de solution pour le problème suivant

(Pr)

−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, τ(t)x) p.p t ∈ [0, T ],

x(s) = ψ(s) pour tout s ∈ [−r, 0].

On appelle solution de (Pr) toute application x(·) : [−r, T ] −→ H telle que la restriction x/I(·) de x(·)
est absolument continue et x(·) vérifie (Pr).

3.2 Résultat principal

On démontre, le théorème d’existence pour le problème considéré (Pr).

Théorème 3.2.1.

Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3) du Théorème 2.2.2 sur H et ϕ. Soit G : [0, T ]× C0 ⇒ H une

multi-application à valeurs non-vides convexes et fermées satisfaisant :

(H4) G(·, ·) est scalairement semi-continue supérieurement ( hémi-continue supérieurement ) sur

[0, T ]× C0 .

(H5) Pour un réel α > 0 :

d(0, G(t, τ(t)x)) ≤ α pour tous t ∈ [0, T ] et x ∈ C0.

Alors, pour tout ψ ∈ C0 avec ψ(0) ∈ domϕ(0, ·), le problème (Pr) admet au moins une solution

absolument continue satisfait l’estimation∫ T

0
‖ẋ(t)‖2dt ≤ c,
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3.2. Résultat principal

où

c = 2c0

∫ T

0
ȧ2(t)dt+ σα2T + 2[T + ϕ(0, x0)],

c0 =
1

2
(k2(0) + 3(ρ+ 1)2),

σ = k2(0) + 3(ρ+ 1)2 + 4. (3.1)

Démonstration.

On construit une suite d’applications (xn(·))n dans C([−r, T ], H), qui a une sous suite convergeant

uniformément sur [0, T ] vers une solution de

(Pr)

−ẋ(t) ∈ ∂ ϕ(t, x(t)) + G(t, τ(t)x) p.p t ∈ [0, T ],

x(s) = ψ(s) pour tout s ∈ [−r, 0].

Étape(1) : Construction de la suite (xn(·)) sur [0, T ].

On définit pour tout n ≥ 1, une partition de [0, T ] par :

tnk = k
T

n
pour tout 0 ≤ k ≤ n, et Ink =]tnk , t

n
k+1], si 0 ≤ k ≤ n − 1. On considère l’ application

gn0 : [−r, tn1 ]×H −→ H définie par

gn0 (t, x) =

ψ(t) si t ∈ [−r, 0],

ψ(0) + n
T t(x− ψ(0)) si t ∈ [0, tn1 ].

De plus, on considère la multi-application Gn0 : [0, tn1 ]×H ⇒ H définie par :

Gn0 (t, x) = G(t, τ(tn1 )gn0 (·, x)). Maintenant, on va montrer que l’application x 7−→ τ(tn1 )gn0 (·, x) est

continue de H dans C0.
Pour tous x, y ∈ H, on a

‖ τ(tn1 )gn0 (·, x)− τ(tn1 )gn0 (·, y) ‖C0 = sup
s∈[−r,0]

‖ gn0 (tn1 + s, x)− gn0 (tn1 + s, y) ‖

= sup
s∈[−r+tn1 ,tn1 ]

‖ gn0 (s, x)− gn0 (s, y) ‖

≤ sup
s∈[0,tn1 ]

‖ gn0 (s, x)− gn0 (s, y) ‖

≤ sup
s∈[0,tn1 ]

n

T
s ‖ x− y ‖

≤‖ x− y ‖ .

Alors, l’application x 7−→ τ(tn1 )gn0 (·, x) est continue. Il résulte de (H4), que Gn0 (·, ·) est hémi-continue

supérieurement sur [0, tn1 ]×H et de (H5), on a

d(0, Gn0 (t, x)) = d(0, G(t, τ(tn1 )gn0 (·, x))) < α, ∀ (t, x) ∈ [0, tn1 ]×H.
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D’après le Théorème 2.2.2, il existe une solution absolument continue xn0 : [0, tn1 ] −→ H et une

application zn0 : [0, tn1 ] −→ H telles que−ẋ
n
0 (t) ∈ ∂ ϕ(t, xn0 (t)) + zn0 (t) p.p t ∈ [0, tn1 ],

zn0 (t) ∈ G(t, τ(tn1 )gn0 (·, x)),

avec

‖ zn0 (t) ‖≤ α,

et ∫ tn1

0
‖ ẋn0 (t) ‖2 dt ≤ 2c0

∫ tn1

0
ȧ2(t)dt+ σ

∫ tn1

0
α2dt+ d0,

où

c0 =
1

2
(k2(0) + 3(ρ+ 1)2),

σ = k2(0) + 3(ρ+ 1)2 + 4,

d0 = 2[(tn1 − 0) + ϕ(0, xn0 (0))− ϕ(tn1 , x
n
0 (tn1 ))].

On définit maintenant gn1 : [−r, tn2 ]×H −→ H par

gn1 (t, x) =


ψ(t) si t ∈ [−r, 0],

xn0 (t) si t ∈ [0, tn1 ],

xn0 (tn1 ) + n
T (t− tn1 )(x− xn0 (tn1 )) si t ∈ [tn1 , t

n
2 ].

Alors, pour tous x, y ∈ H, on a

‖ τ(tn2 )gn1 (·, x)− τ(tn2 )gn1 (·, y) ‖C0 = sup
s∈[−r,0]

‖ gn1 (tn2 + s, x)− gn1 (tn2 + s, y) ‖

= sup
s∈[−r+tn2 ,tn2 ]

‖ gn1 (s, x)− gn1 (s, y) ‖

≤ sup
s∈[tn1 ,tn2 ]

‖ gn1 (s, x)− gn1 (s, y) ‖

≤ sup
s∈[tn1 ,tn2 ]

n

T
(s− tn1 ) ‖ x− y ‖

≤‖ x− y ‖ .

Ceci signifie que l’application x 7−→ τ(tn2 )gn1 (·, x) est continue de H dans C0. Alors, la multi-application

Gn1 (t, x) = G(t, τ(tn2 )gn1 (·, x)) satisfait les hypothèses du Théorème 2.2.2.

D’où, il existe deux applications xn1 (·), zn1 (·) : [tn1 , t
n
2 ] −→ H telles que xn1 (·) est absolument continue,

xn1 (tn1 ) = xn0 (tn1 ) et pour presque tout t ∈ [tn1 , t
n
2 ],−ẋ

n
1 (t) ∈ ∂ ϕ(t, xn1 (t)) + zn1 (t) p.p t ∈ [tn1 , t

n
2 ],

zn1 (t) ∈ G(t, τ(tn2 )gn1 (·, x)),
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3.2. Résultat principal

avec

‖ zn1 (t) ‖≤ α,

et ∫ tn2

tn1

‖ ẋn1 (t) ‖2 dt ≤ 2c0

∫ tn2

tn1

ȧ2(t)dt+ σ

∫ tn2

tn1

α2dt+ d1,

où

c0 =
1

2
(k2(0) + 3(ρ+ 1)2),

σ = k2(0) + 3(ρ+ 1)2 + 4,

d1 = 2[(tn2 − tn1 ) + ϕ(tn1 , x
n
1 (tn1 )− ϕ(tn2 , x

n
1 (tn2 ))].

On suppose maintenant que (xnk−1(·), znk−1(·))n, (1 ≤ k ≤ n) sont définies de façon similaire avec−ẋ
n
k−1(t) ∈ ∂ ϕ(t, xnk−1(t)) + znk−1(t) p.p t ∈ [tnk−1, t

n
k ],

znk−1(t) ∈ G(t, τ(tnk)gnk−1(·, x)),

et

‖ znk−1(t) ‖≤ α,

∫ tnk

tnk−1

‖ ẋnk−1(t) ‖2 dt ≤ 2c0

∫ tnk

tnk−1

ȧ2(t)dt+ σ

∫ tnk

tnk−1

α2dt+ dk−1,

où

c0 =
1

2
(k2(0) + 3(ρ+ 1)2),

σ = k2(0) + 3(ρ+ 1)2 + 4,

dk−1 = 2[(tnk − tnk−1) + ϕ(tnk−1, x
n
k−1(t

n
k−1)− ϕ(tnk , x

n
k−1(t

n
k))],

et l’application gnk−1 définie sur [−r, tnk ]×H −→ H par

gnk−1(t, x) =


ψ(t) si t ∈ [−r, 0],

xni−1(t) si t ∈ [tni−1, t
n
i ] (0 ≤ i ≤ k − 1),

xnk−2(t
n
k−1) + n

T (t− tnk−1)(x− xnk−2(tnk−1)) si t ∈ [tnk−1, t
n
k ].

Donc, on définit similairement l’application gnk : [−r, tnk+1]×H −→ H par

gnk (t, x) =


ψ(t) si t ∈ [−r, 0],

xni (t) si t ∈ [tni , t
n
i+1] (0 ≤ i ≤ k − 1),

xnk−1(t
n
k) + n

T (t− tnk)(x− xnk−1(tnk)) si t ∈ [tnk , t
n
k+1].
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Donc, pour tous x, y ∈ H, on a

‖ τ(tnk+1)g
n
k (·, x)− τ(tnk+1)g

n
k (·, y) ‖C0 = sup

s∈[−r,0]
‖ gnk (tnk+1 + s, x)− gnk (tnk+1 + s, y) ‖

= sup
s∈[−r+tnk+1,t

n
k+1]
‖ gnk (s, x)− gnk (s, y) ‖

≤ sup
s∈[tnk ,t

n
k+1]
‖ gnk (s, x)− gnk (s, y) ‖

≤ sup
s∈[tnk ,t

n
k+1]

n

T
(s− tnk) ‖ x− y ‖

≤‖ x− y ‖ .

Alors, l’application x 7−→ τ(tnk+1)g
n
k (·, x) est continue de H dans C0, alors la multi-application

Gnk(t, x) = G(t, τ(tnk+1)g
n
k (·, x)) satisfait les hypothèses du Théorème 2.2.2, et donc, il existe deux

applications xnk(·), znk (·) : [tnk , t
n
k+1] −→ H telles que xnk(·) est absolument continue, xnk(tnk) = xnk−1(t

n
k)

et pour presque tout t ∈ [tnk , t
n
k+1] on a−ẋ
n
k(t) ∈ ∂ ϕ(t, xnk(t)) + znk (t) p.p t ∈ [tnk , t

n
k+1],

znk (t) ∈ G(t, τ(tnk+1)g
n
k (·, x)),

avec

‖ znk (t) ‖≤ α, (3.2)

et ∫ tnk+1

tnk

‖ ẋnk(t) ‖2 dt ≤ 2c0

∫ tnk+1

tnk

ȧ2(t)dt+ σ

∫ tnk+1

tnk

α2dt+ dk, (3.3)

où

c0 =
1

2
(k2(0) + 3(ρ+ 1)2),

σ = k2(0) + 3(ρ+ 1)2 + 4,

dk = 2[(tnk+1 − tnk) + ϕ(tnk , x
n
k(tnk)− ϕ(tnk+1, x

n
k(tnk+1))].

Maintenant, on définit xn(·) : [−r, T ] −→ H par

xn(t) =

ψ(t) si t ∈ [−r, 0],

xnk(t) si t ∈ [tnk , t
n
k+1] (0 ≤ k ≤ n− 1),

et l’application zn(·) : [0, T ] −→ H par zn(t) = znk (t) pour tout t ∈]tnk , t
n
k+1].

Alors, pour tout k ∈ {0, · · ·, n− 1} on a

gnk (t, x) =

xn(t) si t ∈ [−r, tnk ],

xn(tnk) + n
T (t− tnk)(x− xn(tnk)) si t ∈ [tnk , t

n
k+1].
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3.2. Résultat principal

Maintenant, on considère les applications δn, θn : [0, T ] −→ [0, T ] telles que δn(t) = tnk , θn(t) = tnk+1,

pour tout k ∈ {0, · · ·, n− 1}. Alors, pour presque tout t ∈ I on a

−ẋn(t) ∈ ∂ ϕ(t, xn(t)) + zn(t),

zn(t) ∈ G(t, τ(θn(t))gnδn(t) n
T

(·, xn(t))), (3.4)

et

xn(s) = ψ(s), pour tout s ∈ [−r, 0],

avec

‖ zn(t) ‖≤ α.

D’autre part, d’après (3.3), pour tout k ∈ {0, · · ·, n− 1} on obtient

n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tkn
‖ẋn(t)‖2dt ≤ 2c0

n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tkn
ȧ2(t)dt+ σα2

n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tkn
dt+

n−1∑
k=0

dk,

alors ∫ T

0
‖ẋn(t)‖2dt ≤ 2c0

∫ T

0
ȧ2(t)dt+ σα2

∫ T

0
dt+ dn

≤ 2c0

∫ T

0
ȧ2(t)dt+ σα2T + dn, (3.5)

avec

dn = 2[T + ϕ(0, x0)− ϕ(T, xn(T ))],

comme −ϕ(T, xn(T )) ≤ 0, en posant d = 2[T + ϕ(0, x0)], alors on peut écrire (3.5) par∫ T

0
‖ẋn(t)‖2dt ≤ 2c0

∫ T

0
ȧ2(t)dt+ σα2T + d,

et d’où ∫ T

0
‖ẋn(t)‖2dt ≤ D,

où D = 2c0
∫ T
0 ȧ2(t)dt+ σα2T + d, donc

sup
n∈N

∫ T

0
‖ẋn(t)‖2dt ≤ D, (3.6)

et on a

L = sup
n∈N
‖ẋn(t)‖L2

H([0,T ]) < +∞.
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3.2. Résultat principal

Étape (2) : On va montrer que (xn(·))n converges uniformément vers x(·) dans C([−r, T ], H).

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz et d’après (3.6), pour tout s ∈ [0, T ], on obtient

‖ xn(s)− xn(0) ‖2=‖ xn(s)− x0 ‖2 ≤ s
∫ s

0
‖ ẋn(t) ‖2 dt,

≤ TD,

d’où

‖ xn(s) ‖2 ≤ 2 ‖ x0 ‖2 +2 ‖ xn(s)− x0 ‖2

≤ 2 ‖ x0 ‖2 +2TD.

Par conséquent, pour tout n, on trouve

‖ xn(·) ‖2∞≤ 2 ‖ x0 ‖2 +2TD.

Alors

‖ xn(·) ‖∞≤M, (3.7)

où

M = [2 ‖ x0 ‖2 +2TD]
1
2 .

De plus, on a

‖ xn(t)− xn(s) ‖ =‖
∫ t

s
ẋn(τ)dτ ‖

≤ (t− s)
1
2 (

∫ t

s
‖ ẋn(τ) ‖2 dτ)

1
2

≤ (t− s)
1
2 (

∫ T

0
‖ ẋn(τ) ‖2 dτ)

1
2 ≤ (t− s)

1
2L,

et d’après (3.7), l’ensemble {(xn(·))n} est bornée et équicontinue dans C([0, T ], H), comme ϕ est

inf-boule-compact, on a {xn(t); n ∈ N} est relativement compact dans H, alors par le Théorème

d’Ascoli’s, on peut extraire une sous suite de (xn(·))n qui converge fortement sur [0, T ] vers w(·) ∈
C([0, T ], H). On déduit de (3.6) que la suite (ẋn(·))n est bornée dans L2([0, T ], H), alors on peut

extraire une sous suite converge faiblement dans L2([0, T ], H) vers v(·). De l’égalité

xn(t) = xn(0) +

∫ t

0
ẋn(s)ds pour tout t ∈ [0, T ],

on a

w(t) = ψ(0) +

∫ t

0
v(s)ds pour tout t ∈ [0, T ],
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3.2. Résultat principal

alors, on définit l’application x(·) par

x(t) =

ψ(t) si t ∈ [−r, 0],

w(t) si t ∈ [0, T ].

D’où, la suite (xn(·))n converge uniformément vers x(·) ∈ C([−r, T ];H).

Étape (3) : On montre que x(·) est une solution de Pr sur I.

Comme ‖ zn(t) ‖≤ α pour tous n ∈ N et t ∈ [0, T ], on peut supposer que (zn(·))n converge faiblement

dans L1([0, T ], H) vers une application z(·) ∈ L1([0, T ], H) avec ‖ z(t) ‖≤ α. p.p t ∈ [0, T ], i. e. on

peut écrire

zn(·) −→ z(·) faiblement dans L1([0, T ], H). (3.8)

D’autre part, comme (ẋn(·)+zn(·))n converge faiblement dans L1([0, T ], H) vers (ẋ(·)+z(·)) et (xn(·))n
converges fortement dans L1([0, T ], H) vers x(·), et comme ∂ϕ(t, ·) satisfait la propriété de fermeture

du sous différentiel d’une fonction propre semicontinue inférieurement, on obtient

ẋ(t) + z(t) ∈ −∂ϕ(t, x(t)).

Par conséquent

−ẋ(t) ∈ ∂ϕ(t, x(t)) + z(t), p.p t ∈ [0, T ].

Reste à montrer que z(t) ∈ G(t, τ(t)x) pour presque tout t ∈ [0, T ]. Il est claire que τ(θn(t))gδn(t) n
T

(·, xn(t))

converge sur [0, T ] vers τ(t)x dans C([−r, 0], H) muni de la topologie de la convergence uniforme. En

effet, on fixe t ∈ [0, T ], pour tout n ≥ 1, il existe 0 ≤ k ≤ n− 1 tel que t ∈ [tnk , t
n
k+1], on a

‖ τ(θn(t))gnδn(t) n
T

(·, xn(t))− τ(t)x(·) ‖C0 = sup
s∈[−r,0]

‖ gnk (tnk+1 + s, xn(t))− x(t+ s) ‖

= sup
s∈[−r+tnk+1,t

n
k+1]
‖ gnk (s, xn(t))− x(t+ s− tnk+1) ‖

≤ sup
s∈[−r+tnk ,t

n
k+1]
‖ gnk (s, xn(t))− x(s) ‖

+ sup
s∈[−r+tnk ,t

n
k+1]
‖ x(s)− x(t+ s− tnk+1) ‖

≤ sup
s∈[−r,tnk ]

‖ xn(s)− x(s) ‖

+ sup
s∈[tnk ,t

n
k+1]
‖ gnk (s, xn(t))− x(s) ‖

+ sup
s∈[−r+tnk ,t

n
k+1]
‖ x(s)− x(t+ s− tnk+1) ‖ .
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3.2. Résultat principal

on a supn ‖ xn(s)− x(s) ‖≤‖ xn(·)− x(·) ‖CT , et comme (xn(·))n converge uniformément vers x(·), on

a

lim
n

sup
s∈[−r,tnk ]

‖ xn(s)− x(s) ‖= 0.

Comme x(·) est continue uniformément, on trouve que

lim
n

sup
s∈[−r+tnk+1,t

n
k+1]
‖ x(s)− x(t+ s− tnk+1) ‖= 0.

En effet, soit ε > 0, il existe η > 0 tel que | s − (t + s − tnk+1) |≤ η pour tout s ∈ [−r, 0] implique

‖ x(s)− x(t+ s− tnk+1) ‖≤ ε, donc sup ‖ x(s)− x(t+ s− tnk+1) ‖≤ ε. On a aussi

sup
s∈[tnk ,t

n
k+1]
‖ gnk (s, xn(t))− x(s) ‖ ≤ sup

s∈[tnk ,t
n
k+1]
‖ xn(tnk)− x(s) ‖ + ‖ xn(t)− xn(tnk) ‖

≤ sup
s∈[tnk ,t

n
k+1]
‖ xn(tnk)− x(s) ‖ + ‖ xn(t)− x(t) ‖

+ ‖ x(t)− x(δn(t)) ‖ + ‖ x(δn(t))− xn(δn(t)) ‖,

comme δn(t) −→ t et x(·) est continue, on trouve ‖ x(t)−x(δn(t)) ‖−→ 0, et comme (xn(·))n converge

uniformément vers x(·), on obtient

‖ xn(t)− x(t) ‖−→ 0,

lim
n

sup
s∈[tnk ,t

n
k+1]
‖ xn(tnk)− x(s) ‖−→ 0,

et

‖ x(δn(t))− xn(δn(t)) ‖−→ 0.

Alors,

lim
n
‖ τ(θn(t))gnδn(t) n

T
(·, xn(t))− τ(t)x(·) ‖C0= 0.

Via le lemme de Mazur, comme zn converge faiblement vers z dans L1([0, T ], H), on peut écrire pour

presque tout t ∈ I :

z(t) ∈
⋂
n

co{zq(t), q ≥ n}.

Donc, de (3.4), pour presque tout t ∈ I, pour tout ξ ∈ H on a

〈ξ, z(t)〉 ≤ lim sup
n−→+∞

σ(ξ,G(t, τ(θn(t))gnδn(t) n
T

(·, xn(t)))).

Comme limn ‖ τ(θn(t))gnδn(t) n
T

(·, xn(t))− τ(t)x(·) ‖C0= 0 pour tout t ∈ [0, T ] et comme σ(ξ,G(·, ·)) est

semi-continue supérieurement sur [0, T ]× C0, on a pour presque tout t ∈ I, pour tout ζ ∈ H

〈ζ, z(t)〉 ≤ σ(ζ,G(t, τ(t)x)),
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3.2. Résultat principal

et comme G(t, τ(t)x) est fermé et convexe, on obtient

z(t) ∈ G(t, τ(t)x) p.p t ∈ [0, T ].

D’où, x(·) est une solution de (Pr) sur I.
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4.1. Introduction du chapitre

4.1 Introduction du chapitre

Soient l’intervalle I = [T0, T ], 0 ≤ T0 ≤ T et l’espace de Hilbert H. Le processus de la rafle est un

problème d’évolution régis par des cônes normaux de la forme−ẋ(t) ∈ N(C(t), x(t)) p.p t ∈ I,

x(T0) = x0 ∈ C(T0)
(4.1)

Ce problème a été introduit et étudier par Moreau dans plusieurs travaux en mécanique ( elastoplasti-

cité, optimisation convexe, ...) (voir [47] ). De puis, plusieurs auteurs ont mené des études d’existence

de solutions pour les processus de la rafle non convexe ( par exemple [9], [12], [13], [21], [23], [24], [30],

[36], [43], [48], [55], [56]). L’existence de solution pour le processus de la rafle convexe où non convexe

est garanti par l’hypothèse classique : C(t) variant d’une manière absolument continue (où Lipschit-

zienne). Dernièrement, Tolstonogov [60] introduit une classe plus général sur les multi-application,

appelé ” r-uniformément semi-continue inférieurement à droite”, il a montré que cette classe contient

des multi-application C(t) à valeurs hyperplans et demi-espace, qui ne satisfait pas l’hypothèse suivant

| d(x,C(t))− d(x,C(s)) |≤| v(t)− v(s) | (4.2)

pour tous x ∈ H, s, t ∈ I, où v est une fonction absolument continue.

Pour étudier des procédures de planning en mathématique économétrie, divers autres travaux ont

été développés sur le processus de la rafle afin d’obtenir des résultats d’existence plus généraux. Les

auteurs ont introduit une force extérieure au système appelée perturbation multivoque où univoque.

Le problème du processus de la rafle perturbé s’écrit sous la forme

(SPPF )

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + F (t, x(t)) p.p t ∈ I,

x(0) = x0 ∈ C(T0)

où F : I × H ⇒ H est une multi-application à valeurs non vides fermées convexes où non convexe.

D’autre résultats on été obtenus sous des hypothèses de compacité sur C où sur la perturbation F

i.e. F est bornée où vérifiant la condition de croissance linéaire. Dernièrement dans [2], [48] et [60] les

auteurs montrent l’existence d’une solution absolument continue avec les valeurs de F (·, ·) ne sont pas

nécessairement bornées. Le chapitre est consacré à l’étude du processus de la rafle du premier ordre

non-perturbé, et perturbé avec des ensembles r-uniformément semi-continue inférieurement à droit et

ρ-prox-régulier. On s’intéresse à l’existence et l’unicité de solution du processus de la rafle

(SP)

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) p.p t ∈ I = [T0, T ],

x(T0) = x0 ∈ C(T0)

où C : I ⇒ H est une multi-application à valeurs non vide fermées vérifiant les hypothèses suivantes :
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4.2. Résultat d’existence de solution pour le processus de la rafle non-perturbé

(H1) pour tout t ≥ T0 et ρ > 0, C(t) est ρ-prox-réguliers dans H.

(H2) pour tout t ≥ T0 et pour tout r ≥ 0, C(t) est r-uniformément semi-continue inférieurement à

droite i.e. si il existe une famille A = {ar; r ≥ 0} ⊂ W1,p(I,R), 1 ≤ p < +∞, tel que pour

tout r ≥ 0 et pour tous s, t ∈ I, s ≤ t, ‖ x ‖≤ r, l’inégalité suivante est vraie

d(x,C(t)) ≤ d(x,C(s))+ | ar(t)− ar(s) | . (4.3)

où NP (C(t), x(t)) désigne le cône normal proximal de C(t) au point x(t).

Notre but, est l’étude du processus de la rafle perturbé

(SPPf )

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + f(t) p.p t ∈ I,

x(T0) = x0 ∈ C(T0)

où f : I −→ H est une fonction mesurable bornée. Finalement, on va montre l’existence de solution

du processus de la rafle perturbé (SPPf ) avec perturbation multivoque F : [0, T ]×H ⇒ H à valeurs

non vides fermées convexes, non nécessairement bornées.

4.2 Résultat d’existence de solution pour le processus

de la rafle non-perturbé

Cette section concerne l’étude du problème non-perturbé−ẋ(t) ∈ N(C(t), x(t)) p.p t ∈ I,

x(T0) = x0 ∈ C(T0)
(4.4)

où C est une multi-application à valeurs fermées ρ-prox-régulières et r-uniformément semi continue

inférieurement à droite pour tout t ∈ I. On donne maintenant une propriété importante de fermeture

du sous différentiel de la fonction distance associée à une multi-application r-uniformément semi

continue inférieurement à droite. Nous utilisons dans la démonstration la caractérisation des ensembles

prox-réguliers.

Proposition 4.2.1.

Soient ρ ∈]0,+∞] et C : I ⇒ H une multi-application à valeurs non vides fermées ρ-prox-régulières.

On suppose C est r-uniformément semi continue inférieurement à droite pour tout t ∈ I. Alors, pour

tout 0 < δ < ρ, on a :

Si xn −→ x0, tn −→ t0 et ξn converge faiblement vers ξ0, avec x0 ∈ C(t0) + (ρ− δ)B
et ξn ∈ ∂PdC(tn)(xn), alors on a ξ0 ∈ ∂PdC(t0)(x0).
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4.2. Résultat d’existence de solution pour le processus de la rafle non-perturbé

Démonstration.

Soit x0 ∈ C(t0) + (ρ− δ)B. Comme xn converge vers x0 et tn converge vers t0, on peut choisir n assez

grand tel que xn ∈ x0 + δ
4B et | ar(tn)− ar(t0) |≤ δ

4 , donc on a

‖ xn ‖≤‖ x0 ‖ +
δ

4
= r. (4.5)

Ainsi, comme C(t0) est ρ-prox-régulièr alors, par la Proposition 1.2.12, on choisit y0 = Proj(xn, C(t0)).

Maintenant, par (4.5) et la définition de semi continue inférieurement à droite, on peut écrire

d(xn, C(tn)) ≤ d(xn, C(t0))+ | ar(tn)− ar(t0) |

=‖ xn − y0 ‖ + | ar(tn)− ar(t0) |

≤‖ xn − x0 ‖ + ‖ x0 − y0 ‖ + | ar(tn)− ar(t0) |

≤ δ

4
+ (ρ− δ) +

δ

4
< ρ

donc, pour ξn ∈ ∂PdC(tn)(xn), par la Proposition 1.2.14 on a

〈ξn, z − xn〉 ≤
8

ρ− d(xn, C(tn))
‖ z − xn ‖2 +d(z, C(tn))− d(xn, C(tn)) (4.6)

pour tout z ∈ H avec d(z, C(tn)) ≤ ρ. En particulier, pour tout z ∈ x0 + δ
4B. En effet,

d(z, C(tn)) ≤‖ z − x0 ‖ + ‖ x0 − xn ‖ +d(xn, C(tn))

≤ δ

4
+
δ

4
+ δ − δ

2
≤ δ,

par la continuité de la fonction distance par rapport à (t, x), prenons la limite pour n −→ +∞ dans

(4.6) on obtient, pour tout z ∈ x0 + λB : ξ0 ∈ ∂PdC(t0)(x0).

Théorème 4.2.2.

Soit C : [T0,+∞[⇒ H est une multi-application à valeurs non vides fermées vérifiant (H1) et (H2),

alors pour tout x0 ∈ C(T0), il existe T > T0 et r0 > 0 tel que le problème (SP) admet une solution

unique x(·) sur l’intervalle [T0, T ] = I. Aussi, la solution x(·) satisfait l’inégalité suivante :

‖ ẋ(t) ‖≤| ȧr(t) | p.p t ∈ I et r ≥ r0.

Démonstration.

On choisit T > T0 et r0 > 0 tel que pour tout r ≥ r0∫ T

T0

| ȧr(s) | ds+ ‖ x0 ‖< r0. (4.7)

Premièrement, si | ȧr(t) |= 0 p.p t ∈]T0, T ], donc pour tout x0 ∈ C(T0) ∩ rB,

on obtient par l’inégalité (4.3)

d(x0, C(t)) ≤ d(x0, C(T0))+ | ar(t)− ar(T0) |= 0
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4.2. Résultat d’existence de solution pour le processus de la rafle non-perturbé

donc x0 ∈ C(t), alors C(T0) ∩ rB ⊂ C(t) pour tout t ∈ I. Alors x(t) = x0 pour tout t ∈ I est une

solution de (SP).

Maintenant, on suppose | ȧr(t) |> 0 p.p t ∈ I et r ≥ r0. Pour chaque n ≥ 1, on considère la partition

de I donnée par :

tnk = T0 + k
T − T0

2n
(0 ≤ k ≤ 2n) et In,k = [tnk , t

n
k+1[ (0 ≤ k ≤ 2n).

Posons

εn = max{εnk}, 0 ≤ k ≤ 2n, avec εnk =

∫ tnk+1

tnk

| ȧr(s) | ds, 0 ≤ k < 2n. (4.8)

Comme εn converge vers 0, on fixe n0 ≥ 1 tel que pour tout n ≥ n0 :

εn <
ρ

4
. (4.9)

Soit xn0 = x0, on utilise les propriétés des ensembles ρ-prox réguliers, nous allons construire une suite

des applications (xn(·)) dans C(I,H) tels que

xnk+1 = Proj(xnk , C(tnk+1)), (4.10)

qui est bien définie. En effet, par l’hypothèse (4.7) on a ‖ x0 ‖≤ r, alors par (4.3), pour tout t ∈ I, on

obtient

d(x0, C(t)) ≤ d(x0, C(tn0 ))+ | ar(t)− ar(tn0 ) |, (4.11)

donc pour t = tn1 et par l’hypothèse (4.8) on a

d(x0, C(tn1 )) ≤
∫ tn1

tn0

| ȧr(s) | ds

= εn0 ≤ εn (4.12)

et d’après la condition (4.9), on obtient

d(x0, C(tn1 )) < ρ,

par la Proposition 1.2.12, on choisit le point xn1 = Proj(xn0 , C(tn1 )) tel que

‖ xn1 − xn0 ‖≤ εn0 ,

aussi par (4.12) on a

‖ xn1 ‖≤ εn0+ ‖ xn0 ‖≤
∫ T

T0

| ȧr(s) | ds+ ‖ xn0 ‖< r.

Alors, pour t = tn2 , d’après (4.8) et (4.9) on obtient

d(xn1 , C(tn2 )) ≤ d(xn1 , C(tn1 )) +

∫ tn2

tn1

| ȧr(s) | ds

= εn1 ≤ εn < ρ. (4.13)
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Comme C est ρ-prox-régulier, par la Proposition 1.2.12, on choisit le point xn2 = Proj(xn1 , C(tn2 )) tel

que par (4.13) on trouve

‖ xn2 − xn1 ‖≤ εn1

et

‖ xn2 ‖≤‖ xn2 − xn1 ‖ + ‖ xn1 ‖≤ εn1 + εn0+ ‖ xn0 ‖≤
∫ T

T0

| ȧr(s) | ds+ ‖ xn0 ‖< r.

Similairement, on peut définir par induction les points (xnk)0≤k≤2n , alors pour tout 0 ≤ k ≤ 2n on

obtient

‖ xnk ‖≤ r (4.14)

et

‖ xnk+1 − xnk ‖≤ εnk , (4.15)

tel que

xnk+1 = Proj(xnk , C(tnk+1)), 0 ≤ k ≤ 2n − 1.

Nous allons construire une solution approximative qui satisfait la propriété de Cauchy. Donc, pour

tout n ≥ n0 on définit la fonction étagée Xn : I −→ H parXn(T ) = xn2n

Xn(t) = xnk si t ∈ [tnk , t
n
k+1[ avec (0 ≤ k ≤ 2n − 1).

Maintenant, on utilise une discrétisation définie par L.Thibault dans [56], comme suit ; on choisit un

entier N ≥ n0, et pour tout n ≥ N , on fixé k ∈ {0, · · ·, 2n − 1}, tel que

tnk′ < · · · < tnk′+k′n < tnk′+k′n+1 ≤ tnk+2,

avec tnk′ = tNk et tnk′+k′n = tNk+1.

Notons par uNk = XN (tNk ) la valeur constant du XN (·) sur [tNk , t
N
k+1[ et notons par yni = Xn(tni ), pour

tout i = k′, ···, k′+k′n la valeur constant du Xn(·) sur [tni , t
n
i+1[. Alors, pour tout i = k′+1, ···, k′+k′n−1

on obtient yni = Proj(yni−1, C(tni )) et satisfait

‖ yni ‖≤ r, (4.16)

puisque C à valeurs ρ-prox régulier, alors par la Proposition 1.2.13 on a

‖ uNk − yni ‖2 − ‖ uNk − yni−1 ‖2 ≤ 2d(uNk , C(tni ))d(yni−1, C(tni )),

donc, pour tout p = 1, · · ·, k′n − 1, on a

‖ uNk − ynk′+p ‖2 − ‖ uNk − ynk′ ‖2 ≤ 2

k′+p∑
i=k′+1

d(uNk , C(tni ))d(yni−1, C(tni )). (4.17)
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Pour tNk = tnk′ , on a uNk ∈ C(tNk ) = C(tnk′), alors par (4.14) et (4.3), pour tout i ∈ {k′, · · ·, k′ + k′n − 1}

d(uNk , C(tni )) ≤ d(uNk , C(tnk′))+ | ar(tni )− ar(tnk′) |

=

∫ tni

tn
k′

| ȧr(τ) | dτ

≤
∫ tNk+1

tNk

| ȧr(τ) | dτ = εNk . (4.18)

D’après (4.18) et l’inégalité (4.16), pour tout p = 1, · · ·, k′n − 1, on déduit

k′+p∑
i=k′+1

d(uNk , C(tni ))d(yni−1, C(tni )) ≤ εNk
k′+p∑
i=k′+1

(d(yni−1, C(tni−1)) +

∫ tni

tni−1

| ȧr(τ) | dτ)

= εNk

k′+p∑
i=k′+1

(

∫ tni

tni−1

| ȧr(τ) | dτ)

≤ εNk (

∫ tNk+1

tNk

| ȧr(τ) | dτ)

= (εNk )2.

Par (4.17) on trouve que, pour p = 1, · · ·, k′n − 1

‖ uNk − ynk′+p ‖2 − ‖ uNk − ynk′ ‖2≤ 2(εNk )2, (4.19)

l’inégalité (4.19) est vraie pour p = 0, donc pour tout p = 0, · · ·, k′n − 1 on a

‖ uNk − ynk′+p ‖2 − ‖ uNk − ynk′ ‖2≤ 2(εNk )2.

On prend t ∈ [tNk′ , t
N
k′+1[, donc on trouve

‖ XN (t)−Xn(t) ‖2 − ‖ XN (tNk )−Xn(tNk ) ‖2≤ 2(εNk )2. (4.20)

alors, pour tNk+1 = tnk′+k′n , on a C(tNk+1) = C(tnk′+k′n) et

‖ XN (tNk+1)−Xn(tNk+1) ‖ =‖ Proj(XN (tNk ), C(tNk+1))− Proj(Xn(tnk′+k′n−1), C(tnk′+k′n)) ‖

=‖ Proj(XN (tNk ), C(tNk+1))− Proj(Xn(tnk′+k′n−1), C(tNk+1)) ‖

≤‖ XN (tNk )−Xn(tnk′+k′n−1) ‖

=‖ XN (tnk′+k′n−1)−Xn(tnk′+k′n−1) ‖ .

Comme XN (·) est un constant sur [tNk , t
N
k+1[, et tnk′+k′n−1 ∈ [tNk , t

N
k+1[, par (4.20) on obtient

‖ XN (tNk+1)−Xn(tNk+1) ‖2 − ‖ XN (tNk )−Xn(tNk ) ‖2

≤‖ XN (tnk′+k′n−1)−Xn(tnk′+k′n−1) ‖
2 − ‖ XN (tNk )−Xn(tNk ) ‖2

≤ 2(εNk )2.
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Alors pour l = 1, · · ·, k + 1

‖ XN (tNl )−Xn(tNl ) ‖2 − ‖ XN (tNl−1)−Xn(tNl−1) ‖2≤ 2(εNl−1)
2. (4.21)

Par (4.21) et (4.20), pour tout t ∈ [tNk , t
N
k+1] on obtient

‖ XN (t)−Xn(t) ‖2 =‖ XN (t)−Xn(t) ‖2 − ‖ XN (tN0 )−Xn(tN0 ) ‖2

≤ 2
k+1∑
l=0

(εNl )2

≤ 2(k + 2)εN .

Alors, pour n ≥ N et pour m ≥ N on a

‖ Xn(t)−Xm(t) ‖−→ 0, pour n −→ +∞, ∀t ∈ I.

Par conséquent, la suite (Xn(·))n converge uniformément vers x(·) sur I par à apport la norme de la

convergence uniforme , donc par (4.14) on a

‖ x(t) ‖≤ r, pour tout t ∈ I. (4.22)

Maintenant, on va montrer la convergence uniforme de la suite (xn(·))n. On définit la fonction xn(·) :

I −→ H par

xn(t) = xnk +

∫ t
tnk
| ȧr(s) | ds
εnk

(xnk+1 − xnk) pour tout t ∈ [tnk , t
n
k+1[. (4.23)

Donc, d’après les définitions de xn(·) et Xn(·) et par l’inégalité (4.15), pour tout t ∈ [tnk , t
n
k+1] on a

‖ xn(t)−Xn(t) ‖ ≤
∫ t

tnk

| ȧr(τ) | dτ

≤
∫ tnk+1

tnk

| ȧr(τ) | dτ,

alors

‖ xn(t)−Xn(t) ‖−→ 0, quand n −→ +∞ ∀ t ∈ I.

Donc, la suite (xn(·))n converges uniformément sur I vers x(·). On retour à la définition de xn(·) dans

(4.23), pour tout 0 ≤ k < 2n on a :

ẋn(t) =
| ȧr(t) |
εnk

(xnk+1 − xnk) pour p.p t ∈ In,k (4.24)

et par (4.15), on déduit que

‖ ẋn(t) ‖≤| ȧr(t) |, pour p.p t ∈ I. (4.25)
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De (4.25), la suite (ẋn(·))n est bornée dans L2(I,H), alors on peut extraire une sous suite qui converge

faiblement dans L2(I,H) vers v(·), i.e.

ẋn(·) −→ ẋ(·) faiblement dans L2(I,H). (4.26)

Alors, pour tout t ∈ I on a

x(t) = lim
n−→+∞

xn(t) = x0 + lim
n−→+∞

∫ t

T0

ẋn(s)ds

= x0 +

∫ t

T0

v(s)ds, (4.27)

d’où l’application x(·) est absolument continue et ẋ(t) = v(t) pour p.p t ∈ I.

D’autre part, pour tous t et s dans In,k (0 ≤ k ≤ 2n) avec t ≤ s on a

xn(s)− xn(t) =

∫ s
t | ȧr(τ) | dτ

εnk
(xnk+1 − xnk),

ainsi, par (4.15), on obtient

‖ xn(s)− xn(t) ‖≤
∫ s

t
| ȧr(τ) | dτ (4.28)

Ceci étant vrai pour tous t, s ∈ I avec t ≤ s. En effet, Soient t ∈ In,i = [tni , t
n
i+1[ et s ∈ In,j = [tnj , t

n
j+1[

alors on a

xn(tni+1)− xn(t) =

∫ tni+1

t | ȧr(τ) | dτ
εni

(xni+1 − xni )

xn(tni+2)− xn(tni+1) =

∫ tni+2

tni+1
| ȧr(τ) | dτ
εni+1

(xni+2 − xni+1)

.

.

.

xn(tnj )− xn(tnj−1) =

∫ tnj
tnj−1
| ȧr(τ) | dτ

εnj−1
(xnj − xnj−1)

xn(s)− xn(tnj ) =

∫ s
tnj
| ȧr(τ) | dτ

εnj
(xnj+1 − xnj ),

par addition on obtient

xn(s)− xn(t) =

∫ tni+1
s | ȧr(τ) | dτ

εni
(xni+1 − xni ) + · · ·

+

∫ s
tnj
| ȧr(τ) | dτ

εnj
(xnj+1 − xnj ).
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Alors,

‖ xn(s)− xn(t) ‖≤
∫ s

t
| ȧr(τ) | dτ pour tout n ∈ N,

on déduit que

‖ x(s)− x(t) ‖≤
∫ s

t
| ȧr(τ) | dτ pour tout s, t ∈ I with t ≤ s.

On va montrer que x(·) est une solution de (SP). Pour tout n ∈ N, on considère l’application

δn : I −→ I définie par δn(t) = tnk+1 si t ∈ [tnk , t
n
k+1[, (0 ≤ k ≤ 2n − 1)

δn(T ) = T.

Alors, par (4.25) et les propriétés du cône normal proximal des sous ensembles -ρ-prox-régulier, on

peut écrire pour presque tout t ∈ I

ẋn(t) ∈ −NP (C(δn(t)), xn(δn(t))) ∩ ȧr(t)B.

Ceci avec (4.25), on obtient pour presque tout t ∈ I

ẋn(t) ∈ −ȧr(t)∂PdC(δn(t))(xn(δn(t))). (4.29)

D’autre part, par la définition du δn(t) on a | δn(t)− t |≤ T−T0
2n et par (4.8) et (4.25) on trouve pour

tout t ∈ I

‖ xn(δn(t))− x(t) ‖ ≤‖ xn(t)− x(t) ‖ + ‖ xn(δn(t))− xn(t) ‖

≤‖ xn(t)− x(t) ‖ + | ar(δn(t))− ar(t) |

≤‖ xn(t)− x(t) ‖ +εn.

Alors

lim
n−→+∞

δn(t) = t et lim
n−→+∞

xn(δn(t)) = x(t). (4.30)

Comme xn(δn(t)) ∈ C(δn(t)), alors d’après (4.3) on a

d(xn(δn(t)), C(t)) ≤| ar(t)− ar(δn(t)) | .

Alors, on obtient x(t) ∈ C(t) pour tout t ∈ I, puisque l’ensemble C(t) est fermé.

Maintenant, on va montrer que

ẋ(t) ∈ −NP (C(t), x(t)) p.p t ∈ I. (4.31)

D’après (4.26), par le lemma de Mazur, il existe une suite (ξn(·))n dans L2(I,H) qui converge fortement

dans L2(I,H) vers ẋ(·) telle que

ξn(·) ∈ co{ẋq(·), q ≥ n} pour tout n ≥ 1. (4.32)
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Par extraction d’une sous suite, on suppose que (ξn(·))n converge presque partout vers ẋ(·), alors il

existe un ensemble négligeable N ⊂ I tel que pour tout t ∈ I \N

ẋ(t) ∈
⋂
n

co{ẋq(t), q ≥ n}. (4.33)

Pour presque tout t ∈ I et pour tout ζ ∈ H, d’aprés (4.33) on a

〈ζ, ẋ(t)〉 ≤ inf
n

sup
q≥n
〈ζ, ẋq(t)〉

Ainsi, par (4.29) et la Proposition 4.2.1 on trouve

〈ζ, ẋ(t)〉 ≤ lim
n

supσ(ζ,−ȧr(t)∂PdC(δn(t))(xn(δn(t))))

≤ σ(ζ,−ȧr(t)∂PdC(t)(x(t)))),

puisque ∂PdC(t)(x(t)) est un ensemble fermé convexe et comme x(t) ∈ C(t), on obtient pour presque

tout t ∈ I
ẋ(t) ∈ −ȧr(t)∂PdC(t)(x(t)) ⊂ −NP (C(t), x(t)).

Par conséquent, d’après (4.25) on a

‖ ẋ(t) ‖≤ ȧr(t) p.p t ∈ I.

Finalement, d’après les propriétés d’hypomonotonie du cône normal proximal on trouve l’unicité de

la solution.

4.3 Résultat d’existence solution pour une Perturbation

non bornée

Cette section est consacrée à l’étude du problème perturbé (SPPf ) où la perturbation f est une

fonction univoque dépendant du temps et mesurable bornée. En suit, on étudie le problème perturbé

(SPPF ) sous une propriété d’hémi-continuité supérieur pour la perturbation multivoque non bornée

F .

Corollaire 4.3.1.

Soient I = [0, T ], T > 0 et f : I −→ H est une fonction mesurable bornée. Sous les hypothèses du

Théorème 4.2.2 sur C(·), pour tout x0 ∈ C(0), le problème suivant

(SPPf )

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + f(t), p.p t ∈ I,

x(0) = x0 ∈ C(0)
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admet au moins une solution absolument continue avec

‖ ẋ(t) ‖≤| ȧr(t) | +2 ‖ f(t) ‖ p.p t ∈ I.

Démonstration.

(SPPf ) équivalent à

(SP1)

−ẏ(t) ∈ NP (D(t), y(t)), p.p t ∈ I,

y(0) = x0 ∈ C(0)

tells que y(t) = x(t) + ϕ(t), ϕ(t) =
∫ t
0 f(s)ds et D(t) = C(t) + ϕ(t) ∀t ∈ I. Alors, il suffit de montrer

que D(t) satisfait la condition (H2), i.e. on va montrer qu’ il existe une famille

B = {br; r ≥ 0} ⊂ W1,1(I,R) tel que pour tout r ≥ 0 et pour tous s, t ∈ I, s ≤ t, ‖ y ‖≤ r, l’inégalité

(4.3) est vrai. Donc, pour tout r ≥ 0 et s, t ∈ Iavec s ≤ t et ‖ y ‖≤ r on a

d(y,D(t))− d(y,D(s)) = d(y, ϕ(t) + C(t))− d(y, ϕ(s) + C(s))

≤‖ ϕ(t)− ϕ(s) ‖ +d(y − ϕ(s), C(t))

− d(y − ϕ(s), C(s)), (4.34)

On considère pour un certain β > 0, ‖ ϕ(t) ‖≤ β pour tout t ∈ I, alors ‖ y − ϕ(s) ‖≤ r + β, donc

par (4.34) et (4.3), on obtient

d(y,D(t))− d(y,D(s)) ≤‖ ϕ(t)− ϕ(s) ‖ + | ar+β(t)− ar+β(s) |

≤
∫ t

s
‖ f(τ) ‖ dτ+ | ar+β(t)− ar+β(s) |

≤| (ar+β(t) +

∫ t

0
‖ f(τ) ‖ dτ)− (ar+β(s)

+

∫ s

0
‖ f(τ) ‖ dτ) |

=| br(t)− br(s) |

tels que br(t) = ar+β(t) +
∫ t
0 ‖ f(τ) ‖ dτ . Alors D(·) vérifiant (H2) et br est absolument continue.

Comme C(0) = D(0), par le Théorème 4.2.2 on trouve que (SP1) admet une solution absolument

continue y(·). Aussi

‖ ẏ(t) ‖≤| ḃr(t) | =| ȧr(t) + f(t) |

≤| ȧr(t) | + ‖ f(t) ‖ p.p t ∈ I. (4.35)

D’autre part, l’application x(t) = y(t)− ϕ(t) est une solution absolument continue du (SPPf ) et par

(4.35), on obtient l’estimation suivante
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‖ ẋ(t) ‖≤| ȧr(t) | +2 ‖ f(t) ‖ p.p t ∈ I.

Théorème 4.3.2.

Soit C vérifiant (H1), (H2) pour I = [0, T ] et l’hypothèse suivante :

(H3) C transformé toute suite bornée (tn)n de I en un sous ensemble boule-compact de H, i.e.

l’intersection de ∪
n
C(tn) avec une boule fermée de H est relativement compacte.

Soit F : [0, T ]×H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides convexes fermées telle que

(a) F est scalairement semi-continue supérieurement.

(b) pour un certain réel α > 0

d(0, F (t, x)) ≤ α,

pour tous t ∈ [0, T ] et x ∈ H.

Alors, pour tout x0 ∈ C(0), le processus de la rafle perturbé suivant

(SPPF )

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + F (t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ C(0)

admet au moins une solution absolument continue x(·).

Démonstration.

Nous allons construire une suite des applications (xn(·))n.

Pour tout n ≥ 1, on considère la partition de [0, T ] donnée par tnk = k T
2n , 0 ≤ k ≤ 2n. On note par

f(t, x) l’élément de norme minimal de l’ensemble convexe fermée F (t, x(t)). On choisit yn0 = f(tn0 , x0) ∈
F (tn0 , x0) et soit r > 0, tels que pour tout n ≥ 1 :

‖ x0 +
T

2n
yn0 ‖ +

∫ T

0
| ȧr(t) | dt+ 2αT < r. (4.36)

Posons 

xn0 = x0,

µn = T
2n ,

εnk =
∫ tnk+1

tnk
| ȧr(s) | ds,

εn = max
0≤k<2n

{µn + εnk}.

Notons que la suite εn converge vers 0. Fixons n0 ≥ 1 tel que, pour tout n ≥ n0 :

εn <
ρ

2(α+ 1)
. (4.37)
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Pour les propriétés des ensembles ρ-prox-réguliers, on construit la suite d’application

xnk+1 = Proj(xnk + µny
n
k , C(tnk+1)), (4.38)

d’après l’hypothèse (b) on a ‖ yn0 ‖≤ α. Alors, par (4.3) et (4.36) on trouve

d(x0 + µny
n
0 , C(tn1 )) ≤ d(x0 + µny

n
0 , C(tn0 ))+ | ar(tn1 )− ar(tn0 ) | (4.39)

≤ µn ‖ yn0 ‖ +εn0 ≤ αµn + εn0 (4.40)

≤ (α+ 1)εn <
ρ

2
,

comme C est ρ-prox-régulière, par la Proposition 1.2.12 on choisit le point

xn1 = Proj(x0 + µny
n
0 , C(tn1 )), (4.41)

alors, par (4.39) on obtient

‖ xn1 − x0 ‖ ≤‖ xn1 − (x0 + µny
n
0 ) ‖ +µn ‖ yn0 ‖

= d(x0 + µny
n
0 , C(tn1 )) + µn ‖ yn0 ‖

≤ d(x0 + µny
n
0 , C(tn0 ))+ | ar(tn1 )− ar(tn0 ) | +µn ‖ yn0 ‖

≤ µn ‖ yn0 ‖ + | ar(tn1 )− ar(tn0 ) | +µn ‖ yn0 ‖

≤ 2αµn + εn0 . (4.42)

Aussi, par (4.40) on trouve que

‖ xn1 − (x0 + µny
n
0 ) ‖≤ αµn + εn0 , (4.43)

et

‖ xn1 ‖ ≤‖ xn1 − (x0 + µny
n
0 ) ‖ + ‖ x0 + µny

n
0 ‖

≤ αµn + εn0+ ‖ x0 + µny
n
0 ‖ . (4.44)

De la même manière, par l’hypothèse (b) on a ‖ yn1 ‖≤ α et par (4.44) on obtient

‖ xn1 + µny
n
1 ‖ ≤‖ xn1 ‖ +µn ‖ yn1 ‖

≤ αµn + εn0+ ‖ x0 + µny
n
0 ‖ +αµn

= 2αµn + εn0+ ‖ x0 + µny
n
0 ‖< r.

Ensuite, on trouve

d(xn1 + µny
n
1 , C(tn2 )) ≤ d(xn1 + µny

n
1 , C(tn1 ))+ | ar(tn2 )− ar(tn1 ) | (4.45)

≤ µn ‖ yn1 ‖ +εn1

≤ αµn + εn1 (4.46)

≤ (α+ 1)εn <
ρ

2
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et comme C est ρ-prox-régulière, alors par la Proposition 1.2.12 on peut choisir le point

xn2 = Proj(xn1 + µny
n
1 , C(tn2 )) (4.47)

alors, par (4.45) on a

‖ xn2 − xn1 ‖ ≤‖ xn2 − (xn1 + µny
n
1 ) ‖ +µn ‖ yn1 ‖

= d(xn1 + µny
n
1 , C(tn2 )) + µn ‖ yn1 ‖

≤ d(xn1 + µny
n
1 , C(tn1 ))+ | ar(tn2 )− ar(tn1 ) | +µn ‖ yn1 ‖

≤ µn ‖ yn1 ‖ + | ar(tn2 )− ar(tn1 ) | +µn ‖ yn1 ‖

≤ 2αµn + εn1 . (4.48)

Ainsi, par (4.46) on trouve

‖ xn2 − (xn1 + µny
n
1 ) ‖≤ αµn + εn1 , (4.49)

et

‖ xn2 ‖ ≤‖ xn2 − (xn1 + µny
n
1 ) ‖ + ‖ xn1 + µny

n
1 ‖

≤ αµn + εn1+ ‖ xn1 + µny
n
1 ‖

≤ 3αµn + εn0 + εn1+ ‖ x0 + µny
n
0 ‖ . (4.50)

Alors, par récurrence, on suppose l’estimation suivant

‖ xnk − xnk−1 ‖≤ 2αµn + εnk−1, (4.51)

et on choisit ynk l’élément de norme minimal du F (tnk , x
n
k) satisfait ‖ ynk ‖≤ α, donc on a

‖ xnk + µny
n
k ‖ ≤‖ xnk ‖ +µn ‖ ynk ‖

≤ 2αT + εn0 + · · ·+ εnk−1+ ‖ x0 + µny
n
0 ‖< r,

alors

d(xnk + µny
n
k , C(tnk+1)) ≤ d(xnk + µny

n
k , C(tnk))+ | ar(tnk+1)− ar(tnk) |

≤ µn ‖ ynk ‖ +εnk

≤ αµn + εnk (4.52)

≤ (α+ 1)εn <
ρ

2

comme C est ρ-prox-régulier, alors par la Proposition 1.2.12, on choisit le point

xnk+1 = Proj(xnk + µny
n
k , C(tnk+1)), (4.53)
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alors, on obtient

‖ xnk+1 − xnk ‖ ≤‖ xnk+1 − (xnk + µny
n
k ) ‖ +µn ‖ ynk ‖

= d(xnk + µny
n
k , C(tnk+1)) + µn ‖ ynk ‖

≤ d(xnk + µny
n
k , C(tnk))+ | ar(tnk+1)− ar(tnk) | +µn ‖ ynk ‖

≤ µn ‖ ynk ‖ + | ar(tnk+1)− ar(tnk) | +µn ‖ ynk ‖

≤ 2αµn + εnk . (4.54)

D’autre part, par (4.52) on a

‖ xnk+1 − (xnk + µny
n
k ) ‖≤ αµn + εnk , (4.55)

alors

‖ xnk+1 ‖ ≤‖ xnk+1 − (xnk + µny
n
k ) ‖ + ‖ xnk + µny

n
k ‖

≤ αµn + εnk+ ‖ xnk + µny
n
k ‖

≤ αµn + 2αT + εn0 + · · ·+ εnk−1 + εnk+ ‖ x0 + µny
n
0 ‖ . (4.56)

Alors, pour tout k ≥ 0, on trouve

‖ xnk+1 − xnk ‖≤ 2αµn + εnk ≤ 2αµn + εn, (4.57)

‖ xnk + µny
n
k ‖≤ r, (4.58)

et

‖ xnk+1 − (xnk + µny
n
k ) ‖≤ αµn + εnk ≤ (α+ 1)(µn + εnk). (4.59)

Maintenant, on définit xn(·) : [0, T ] −→ H par

xn(t) =

∫ t
tnk
| ȧr(τ) | dτ + (t− tnk)

εnk + µn
(xnk+1 − µnynk )

+

∫ tnk+1

t | ȧr(τ) | dτ + (tnk+1 − t)
εnk + µn

xnk + (t− tnk)ynk (4.60)

pour t ∈ [tnk , t
n
k+1[. Alors xn(tnk+1) = xnk+1 et

ẋn(t) =
(| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
(xnk+1 − µnynk )− (| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
xnk + ynk

=
(| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
(xnk+1 − µnynk − xnk) + ynk

=
(| ȧr(t) | +1)(xnk+1 − (xnk + µny

n
k ))

εnk + µn
+ ynk . (4.61)
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par l’hypothèse (b) et (4.59), on obtient

‖ ẋn(t) ‖ ≤ (| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
‖ xnk+1 − (xnk + µny

n
k ) ‖ + ‖ ynk ‖

≤ (| ȧr(t) | +1)(α+ 1) + α = η(t). (4.62)

Donc, pour tout n ≥ n0, on définit la fonction δn : [0, T ] −→ [0, T ] parδn(T ) = T

δn(t) = tnk+1 si t ∈ [tnk , t
n
k+1[ (0 ≤ k ≤ 2n − 1).

D’autre part, pour tout t ∈ [0, T ], par les définitions du δn(·) et les propriétés de cône normal proximal

des ensembles -ρ-prox-régulier, on trouve−ẋn(t) ∈ NP (C(δn(t)), xn(δn(t))) + F (δn(t), x(δn(t))) p.p t ∈ [0, T ]

xn(δn(t)) ∈ C(δn(t)).
(4.63)

On va montrer la convergence uniform d’une sous suite de (xn(·))n vers l’application absolument

continue x(·). Par (4.36) et (4.45) on obtient

‖ xn1 ‖ ≤ αµn + εn0+ ‖ x0 + µny
n
0 ‖< r (4.64)

Alors, par récurrence, si

‖ xnk ‖ ≤ r, (4.65)

par (4.36) et (4.56) on aura

‖ xnk+1 ‖ ≤ αµn + 2αT + εn0 + · · ·+ εnk−1 + εnk+ ‖ x0 + µny
n
0 ‖< r, (4.66)

Donc pour tout k, 0 ≤ k ≤ n on a

‖ xnk ‖< r. (4.67)

D’autre part, par (4.62) on a

‖ xn(δn(t))− xn(t) ‖≤ η(t) | δn(t)− t |,

alors

lim
n−→+∞

‖ xn(δn(t))− xn(t) ‖= 0. (4.68)

par conséquent

(xn(δn(t)) ∈ C(δn(t)) ∩ rB.
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Alors (xn(δn(t))) est relativement compact pour tout t ∈ [0, T ] dans H (puisque ∪
n
C(δn(t))n est boule-

compact), donc par (4.68) on a (xn(t))n est relativement compact dans H et par (4.62), la suite

(xn(t))n est équicontinue dans C([0, T ], H), alors (xn(·))n est relativement compact dans C([0, T ], H).

D’après le Théorème d’Ascoli, on peut extraire une sous suite de (xn(·))n qui converge uniformément

sur [0, T ] vers l’application x(·) ∈ C([0, T ], H). Par (4.62), (ẋn(·))n est bornée dans L1([0, T ], H), alors

on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans L1([0, T ], H) vers v(·).
Alors, d’après l’égalité

xn(t) = xn(0) +

∫ t

0
ẋn(s)ds pour tout t ∈ [0, T ],

on a

x(t) = x(0) +

∫ t

0
v(s)ds pour tout t ∈ [0, T ]

donc, l’application x(·) est absolument continue sur [0, T ] avec ẋ(·) = v(·) sur [0, T ].

Reste à montrer que x(·) est une solution de (SPPF ). On va montrer que x(t) ∈ C(t) ∀t ∈ [0, T ].

Par l’hypothèse (H2) on a

d(xn(δn(t)), C(t)) ≤ d(xn(δn(t)), C(δn(t)))+ | ar(t)− ar(δn(t)) |,

pour presque tout t ∈ [0, T ]. Par la définition de δn(t) on a | δn(t)− t |≤ T
2n , alors lim

n−→+∞
δn(t) = t et

par (4.62) on trouve

‖ xn(δn(t))− x(t) ‖ ≤‖ xn(δn(t))− xn(t) ‖ + ‖ xn(t)− x(t) ‖

≤ η(t) | δn(t)− t | + ‖ xn(t)− x(t) ‖,

donc

lim
n−→+∞

‖ xn(δn(t))− x(t) ‖= 0,

i.e. lim
n−→+∞

xn(δn(t)) = x(t), alors d(xn(δn(t)), C(t)) −→
n−→+∞

0, comme C(t) est fermé, on trouve

x(t) ∈ C(t).

D’autre part, par la construction de l’élément de norme minimal, pour tout t ∈ I

zn(t) = f(δn(t), xn(δn(t))) ∈ F (δn(t), xn(δn(t))). (4.69)

Comme ‖ zn(t) ‖≤ α. pour tous n ≥ n0 et t ∈ [0, T ], alors (zn(·))n converge faiblement dans

L1([0, T ], H) vers l’application z(·) ∈ L1([0, T ], H) avec ‖ z(t) ‖≤ α, p.p t ∈ [0, T ]. On a

ẋn(t) + zn(t) ∈ −NP (C(δn(t)), xn(δn(t)))

avec

zn(t) ∈ F (δn(t), xn(δn(t)))
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et

‖ ẋn(t) + zn(t) ‖≤ (α+ 1) | ȧr(t) | +2α = φ(t).

Alors, par la Proposition 1.2.12 on a pour p.p t ∈ [0, T ]

ẋn(t) + zn(t) ∈ −NP (C(δn(t)), xn(δn(t))) ∩ φ(t)B

= −φ(t)∂PdC(δn(t))(xn(δn(t))). (4.70)

Comme (ẋn + zn)n converge faiblement dans L1([0, T ], H) vers (ẋ + z), par le Lemme de Mazur, on

obtient

ẋ(t) + z(t) ∈
⋂
n

co{ẋk(t) + zk(t), k ≥ n} p.p t ∈ [0, T ]. (4.71)

On fixe t ∈ [0, T ], pour tout ξ ∈ H d’après (4.71) on a

〈ẋ(t) + z(t), ξ〉 ≤ inf
n

sup
k≥n
〈ẋk(t) + zk(t), ξ〉

donc, par (4.70) et la proposition (4.2.1), on obtient

〈ẋ(t) + z(t), ξ〉 ≤ φ(t) lim sup
n

σ(−∂PdC(δn(t))(xn(δn(t))), ξ)

≤ φ(t)σ(−∂PdC(t)(x(t)), ξ).

Comme l’ensemble ∂PdC(t)(x(t)) est fermée convexe, on trouve que

ẋ(t) + z(t) ∈ −φ(t)∂PdC(t)(x(t)) p.p t ∈ [0, T ].

Par conséquent

ẋ(t) + z(t) ∈ −NP (C(t), x(t)) p.p.

D’autre part, Comme (zn(·))n converge faiblement dans L1([0, T ], H) vers z(·), par le Lemme de Mazur,

il existe

ξn(·) ∈ co{zq, q ≥ n} (4.72)

tels que (ξn(·))n converge fortement dans L1([0, T ], H) vers z(·).
Donc, on pose (ξn(·))n converge p.p. vers z(·), alors il existe un ensemble négligeable S ⊂ [0, T ] tel

que pour tout t ∈ [0, T ]\S on a ξn(t) −→ z(t) fortement dans H et

z(t) ∈
⋂
n

co{zq, q ≥ n}.

et d’après l’inclusion (4.69), pour tout t ∈ [0, T ]\S et tout y ∈ H on trouve que

〈y, zn(t)〉 ≤ σ(y, F (δn(t), xn(δn(t)))). (4.73)
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En suite, pour tout n ∈ N et tout t ∈ [0, T ]\S on obtient

〈y, z(t)〉 ≤ sup
q≥n
〈y, zq(t)〉,

donc

〈y, z(t)〉 ≤ inf
n

sup
q≥n
〈y, zq(t)〉

≤ inf
n

sup
q≥n

σ(y, F (δq(t), xq(δq(t)))),

alors on a

〈y, z(t)〉 ≤ lim sup
n−→+∞

σ(y, F (δn(t), xn(δn(t))).

Comme σ(y, F (·, ·)) est globalement semi-continue supérieurement sur [0, T ] × H, alors pour tout

t ∈ [0, T ]\S et tout y ∈ H
〈y, z(t)〉 ≤ σ(y, F (t, x(t))),

alors

z(t) ∈ F (t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

par conséquent

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + z(t) p.p t ∈ [0, T ].

z(t) ∈ F (t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ].

Le Théorème 4.3.2 est vrai pour tout intervalle fini sous la forme [Tn, Tn+1], ∀ k ∈ N. Alors dans

le corollaire suivant on va montre l’existence de solution du problème (SPPF ) sur l’intervalle R+.

Corollaire 4.3.3.

Soit F : R+ ×H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides fermées convexes. On suppose que

(H ′1) F est scalairement semi-continue supérieurement (hémi-continue supérieurement) sur R+ ×H.

(H ′2) il existe une fonction α(·) ∈ L∞loc(R+) tel que

d(0, F (t, x)) ≤ α(t),

pour tous t ∈ R+ et x ∈ H.

(H ′3) pour tout t ∈ R+ et ρ > 0, les ensembles C(t) sont non vides fermés dans H et ρ-prox-réguliers.

(H ′4) pour tout t ∈ R+ et pour tout r ≥ 0, C(t) est r-uniformément semi continue inférieurement à

droite.

68



4.3. Résultat d’existence solution pour une Perturbation non bornée

(H ′5) pour tout T > 0, C transforme tout suite bornée (tn)n de [0, T ] dans un sous ensemble boule-

compact de H, i.e. l’intersection de ∪
n
C(tn) avec une boule fermée de H est relativement com-

pacte.

Alors, pour tout x0 ∈ C(0), il existe une application x(·) : R+ −→ H localement absolument continue

sur R+ satisfait

(SPPF )


−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + F (t, x(t)) p.p t ∈ R+,

x(t) ∈ C(t) pour tout t ∈ R+,

x(0) = x0 ∈ C(0).

Démonstration.

Dans le développement, on utilise quelques idées de Théorème 4 dans [48]. On définit une partition

de R+, par les points Tn = n pour tout n ∈ N. on utilise la preuve de Théorème 4.3.2 sur tout sous

intervalle [Tn, Tn+1]. Alors, d’après les hypothèses (H ′1), (H ′2), (H ′3), (H ′4), (H ′5) on a (H1), (H2), (H3),

(a), (b) sont vérifiées sur l’intervalle [T0, T1], alors d’après le Théorème 4.3.2 il existe une solution

absolument continue x0 : [T0, T1] −→ H pour l’inclusion différentielle
−ẋ0(t) ∈ NP (C(t), x0(t)) + F (t, x0(t)) p.p. t ∈ [T0, T1],

x0(t) ∈ C(t) pour tout t ∈ [T0, T1],

x0(T0) = x0.

De cette façons, pour tout i ∈ {0, · · ·, n − 1} on peut construire xi : [Ti, Ti+1] −→ H absolument

continue tel que 
−ẋi(t) ∈ NP (C(t), xi(t)) + F (t, xi(t)) p.p. t ∈ [Ti, Ti+1],

xi(t) ∈ C(t) pour tout t ∈ [Ti, Ti+1],

xi(Ti) = xi−1(Ti).

Par induction, il existe une application absolument continue xn : [Tn, Tn+1] −→ H tel que−ẋn(t) ∈ NP (C(t), xn(t)) + F (t, xn(t)),

xn(Tn) = xn−1(Tn).
(4.74)

Soit x : R+ −→ H une fonction définit par x(t) := xn(t) pour tout t ∈ [Tn, Tn+1[ avec n ∈ N, x est

une fonction absolument continue sur R+. De plus, d’après (4.74) on a
−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + F (t, x(t)) p.p. t ∈ R+,

x(t) ∈ C(t),

x(0) = x0(T0) = x0.
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valeurs r-uniformément semi continue inférieurement à droite avec Perturbation multivoque
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5.1. Introduction du chapitre

5.1 Introduction du chapitre

Le problème de ce chapitre , concerne l’étude d’existence de solutions pour le processus de la rafle

perturbé avec retard, en utilisant les résultats du Théorème 4.3.2. Soit l’intervalle I = [0, T ], (T > 0 ).

Soit R > 0 un retard fini, on considère l’espace C0 = C([−R, 0], H) muni de la norme de la convergence

uniforme notée ‖ · ‖C0 , a chaque t ∈ I, on associe une application τ(t) : C([−R, T ], H) −→ C([−R, 0], H)

définie, pour tout x(·) ∈ C([−R, T ], H) par (τ(t)x(·))(s) := x(t + s) pour tout s ∈ [−R, 0]. Soient

C : [0, T ] ⇒ H et F : I × C([−R, 0], H) ⇒ H deux multi-applications, et soit ϕ un élément fixé de

C([−R, 0], H) vérifiant ϕ(0) ∈ C(0).

On va étudier l’existence de solutions pour le problème suivant

(SPPFR
)


−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + F (t, τ(t)x), p.p t ∈ [0, T ]

x(s) = ϕ(s) ∀s ∈ [−R, 0],

x(t) ∈ C(t) ∀t ∈ [0, T ].

On appelle solution de (SPPFR
) toute application x(·) : [−R, T ] −→ H telle que la restriction

x/I(·) est absolument continue et x(·) vérifie (SPPFR
).

5.2 Résultat principal

Théorème 5.2.1.

Soit C une multi-application à valeurs non vides fermées vérifiant les hypothèses (H1), (H2) et (H3) du

Théorème 4.3.2. Soit F : [0, T ]× C0 ⇒ H une multi-application à valeurs non vides convexes fermées

satisfaisant :

(a) F est scalairement semi-continue supérieurement sur [0, T ]× C0.

(b) pour un réel α > 0,

d(0, F (t, τ(t)x)) ≤ α

pour tous t ∈ [0, T ] et x ∈ C0.
Alors, pour tout ϕ ∈ C0 avec ϕ(0) ∈ C(0), le problème

(SPPFR
)


−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + F (t, τ(t)x) p.p t ∈ [0, T ]

x(s) = ϕ(s) ∀s ∈ [−R, 0]

x(t) ∈ C(t) ∀t ∈ [0, T ],

admet au moins une solution absolument continue x(·) dans C([−R, T ], H).
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Démonstration.

On construit une suite des applications (xn(·))n dans C([−R, T ], H) qui a une sous suite qui converge

uniformément sur [0, T ] vers une solution de (SPPFR
).

Étape (1) : Construction de la suite (xn(·))n sur [0, T ].

On définit pour tout n ≥ 1, une partition de [0, T ] (T > 0) avec tnk = k T
2n , 0 ≤ k ≤ 2n.

On note par f(t, x) l’élément de norme minimal de l’ensemble convexe fermé F (t, x(t)), et on choisit

f(tn0 , τ(tn0 )xn) l’élément de norme minimal de F (tn0 , τ(tn0 )xn), donc pour tous n ≥ 1 et r > 0 on a

‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖ +

∫ T

0
| ȧr(t) | dt+ 2αT < r. (5.1)

On pose 
µn = T

2n ,

εnk =
∫ tnk+1

tnk
| ȧr(s) | ds,

εn = max
0≤k<2n

{µn + εnk}.

Comme εn converge vers 0, on fixe n0 ≥ 1 satisfait, pour tout n ≥ n0 :

εn <
ρ

2(α+ 1)
. (5.2)

Comme C est un ensemble ρ-prox-régulier, alors pour tout k ≥ 0 on construit une suite d’applica-

tions

xnk+1 = Proj(xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn), C(tnk+1)), (5.3)

où f(tnk , τ(tnk)xn) l’élément de norme minimal de F (tnk , τ(tnk)xn) et

τ(tnk)xn = (xn)tnk .

Par (b) on a ‖ f(tn0 , τ(tn0 )) ‖≤ α. Alors, par (4.3) et (5.1) on trouve

d(x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn), C(tn1 )) ≤ d(x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn), C(tn0 ))+ | ar(tn1 )− ar(tn0 ) | (5.4)

≤ µn ‖ f(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖ +εn0 ≤ αµn + εn0 (5.5)

≤ (α+ 1)εn <
ρ

2
,

et comme C est à valeurs ρ-prox-régulier, d’après la Proposition 1.2.12 on peut choisir le point

xn1 = Proj(x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn), C(tn1 )), (5.6)
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alors, par la relation (5.4) on trouve

‖ xn1 − x0 ‖ ≤‖ xn1 − (x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn)) ‖ +µn ‖ f(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖

= d(x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn), C(tn1 )) + µn ‖ f(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖

≤ d(x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn), C(tn0 ))+ | ar(tn1 )− ar(tn0 ) | +µn ‖ f(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖

≤ µn ‖ f(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖ + | ar(tn1 )− ar(tn0 ) | +µn ‖ f(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖

≤ 2αµn + εn0 . (5.7)

De plus, par (5.5) on a

‖ xn1 − (x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn)) ‖≤ αµn + εn0 , (5.8)

et

‖ xn1 ‖ ≤‖ xn1 − (x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn)) ‖ + ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖

≤ αµn + εn0+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖ . (5.9)

De cette façon, d’après l’hypothèse (b) on a ‖ f(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖≤ α et par la relation (5.9) on trouve

‖ xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖ ≤‖ xn1 ‖ +µn ‖ f(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖

≤ αµn + εn0+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖ +αµn

= 2αµn + εn0+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖< r,

et

d(xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn), C(tn2 )) ≤ d(xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn), C(tn1 ))+ | ar(tn2 )− ar(tn1 ) | (5.10)

≤ µn ‖ f(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖ +εn1

≤ αµn + εn1 (5.11)

≤ (α+ 1)εn <
ρ

2
,

et comme C est à valeurs ρ-prox-régulière, par la Proposition 1.2.12, on choisit le point

xn2 = Proj(xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn), C(tn2 )) (5.12)

alors, par (5.10) on a

‖ xn2 − xn1 ‖ ≤‖ xn2 − (xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn)) ‖ +µn ‖ f(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖

= d(xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn), C(tn2 )) + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖

≤ d(xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn), C(tn1 ))+ | ar(tn2 )− ar(tn1 ) | +µn ‖ f(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖

≤ µn ‖ f(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖ + | ar(tn2 )− ar(tn1 ) | +µn ‖ f(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖

≤ 2αµn + εn1 . (5.13)
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Ensuite, par (5.11) on obtient

‖ xn2 − (xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn)) ‖≤ αµn + εn1 (5.14)

et

‖ xn2 ‖ ≤‖ xn2 − (xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn)) ‖ + ‖ xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖

≤ αµn + εn1+ ‖ xn1 + µnf(tn1 , τ(tn1 )xn) ‖

≤ 3αµn + εn0 + εn1+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖, (5.15)

par induction, on pose l’estimation suivante

‖ xnk − xnk−1 ‖≤ 2αµn + εnk−1. (5.16)

On choisit f(tnk , τ(tnk)xn) l’élément de norme minimal de F (tnk , τ(tnk)xn) satisfait ‖ f(tnk , τ(tnk)xn) ‖≤ α,

alors on trouve

‖ xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn) ‖ ≤‖ xnk ‖ +µn ‖ f(tnk , τ(tnk)xn) ‖

≤ 2αT + εn0 + · · ·+ εnk−1+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖< r,

alors

d(xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn), C(tnk+1)) ≤ d(xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn), C(tnk))+ | ar(tnk+1)− ar(tnk) |

≤ µn ‖ f(tnk , τ(tnk)xn) ‖ +εnk

≤ αµn + εnk (5.17)

≤ (α+ 1)εn <
ρ

2

et comme C est à valeurs ρ-prox-régulier, d’après la Proposition 1.2.12 on choisir le point

xnk+1 = Proj(xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn), C(tnk+1)) (5.18)

alors, on trouve l’estimation

‖ xnk+1 − xnk ‖ ≤‖ xnk+1 − (xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn)) ‖ +µn ‖ f(tnk , τ(tnk)xn) ‖

= d(xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn), C(tnk+1)) + µn ‖ f(tnk , τ(tnk)xn) ‖

≤ d(xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn), C(tnk))+ | ar(tnk+1)− ar(tnk) | +µn ‖ f(tnk , τ(tnk)xn) ‖

≤ µn ‖ f(tnk , τ(tnk)xn) ‖ + | ar(tnk+1)− ar(tnk) | +µn ‖ f(tnk , τ(tnk)xn) ‖

≤ 2αµn + εnk . (5.19)

De plus, par (5.17) on trouve

‖ xnk+1 − (xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn)) ‖≤ αµn + εnk , (5.20)

75



5.2. Résultat principal

alors

‖ xnk+1 ‖ ≤‖ xnk+1 − (xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn)) ‖ + ‖ xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn) ‖

≤ αµn + εnk+ ‖ xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn) ‖

≤ αµn + 2αT + εn0 + · · ·+ εnk−1 + εnk+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖ . (5.21)

donc, pour tout k ≥ 0, on obtient

‖ xnk+1 − xnk ‖≤ 2αµn + εnk ≤ 2αµn + εn, (5.22)

‖ xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn) ‖≤ r, (5.23)

et

‖ xnk+1 − (xnk + µnf(tnk , τ(tnk)xn)) ‖≤ αµn + εnk ≤ (α+ 1)(µn + εnk). (5.24)

Maintenant, on définit l’application fn(·) : [0, T ] −→ H par t = 0, fn(t) = fn0 et pour tout t ∈
]tnk , t

n
k+1], , on a fn(t) = fnk où fnk = f(tnk , τ(tnk)xn) et on définit xn(·) : [0, T ] −→ H par

xn(t) =

∫ t
tnk
| ȧr(τ) | dτ + (t− tnk)

εnk + µn
(xnk+1 − µnfnk )

+

∫ tnk+1

t | ȧr(τ) | dτ + (tnk+1 − t)
εnk + µn

xnk + (t− tnk)fnk , (5.25)

d’où, pour tout t ∈ [tnk , t
n
k+1[ , on a

ẋn(t) =
(| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
(xnk+1 − µnfnk )− (| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
xnk + fnk

=
(| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
(xnk+1 − µnfnk − xnk) + fnk

=
(| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
(xnk+1 − (xnk + µnf

n
k )) + fnk . (5.26)

Par l’hypothèse (b) et (5.24) on obtient

‖ ẋn(t) ‖ ≤ (| ȧr(t) | +1)

εnk + µn
‖ xnk+1 − (xnk + µnf

n
k ) ‖ + ‖ fnk ‖

≤| ȧr(t) + 1 | (α+ 1) + α = ψ(t). (5.27)

Maintenant, pour tout n ≥ n0, on définit δn : [0, T ] −→ [0, T ] parδn(T ) = T

δn(t) = tnk+1 si t ∈ [tnk , t
n
k+1[ (0 ≤ k ≤ 2n − 1).
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De plus, pour tout t ∈ [0, T ], par la définition de δn(·) et par les propriétés du cone normale proximal,

on trouve que−ẋn(t) ∈ NP (C(δn(t)), xn(δn(t))) + F (δn(t)), xn(δn(t))) p.p. t ∈ [0, T ]

fn(t) = f(δn(t), τ(δn(t))xn) ∈ F (δn(t), τ(δn(t))xn).
(5.28)

Étape (2) : On va montrer que (xn(·))n converge uniformément vers la solution x(·) ∈ C([−R, T ], H).

D’après (5.1), (5.2) et (5.9), on obtient

‖ xn1 ‖ ≤ αµn + εn0+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖< r,

donc, par (5.1), (5.2) et (5.15) on trouve

‖ xn2 ‖ ≤ 3αµn + εn0 + εn1+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖

≤ αµn + 2αµn + εn0 + εn1+ ‖ x0 + µnf(tn0 , τ(tn0 )xn) ‖< r.

Alors, par induction, si

‖ xnk ‖ ≤ r, (5.29)

par (5.1), (5.2) et (5.21) on aura

‖ xnk+1 ‖ ≤ αµn + 2αT + εn0 + · · ·+ εnk−1 + εnk+ ‖ x0 + µnf0(t
n
0 , τ(tn0 )xn) ‖< r.

Donc pour tout k, 0 ≤ k ≤ n

‖ xnk ‖ ≤ r. (5.30)

De plus, par (5.27) on obtient

‖ xn(δn(t))− xn(t) ‖≤ ψ(t) | δn(t)− t |,

alors

lim
n−→+∞

‖ xn(δn(t))− xn(t) ‖= 0. (5.31)

Donc, on trouve que

(xn(δn(t)) ∈ C(δn(t)) ∩ rB.

D’où, (xn(δn(t))) est relativement compact pour tout t ∈ [0, T ] dans H (puisque ∪
n
C(δn(t))n est boule-

compact), donc par (5.31) (xn(t))n est relativement compact dans H et par (5.27) la suite (xn(·))n est

équicontinue dans C(I,H), alors (xn(·))n est relativement compact dans C(I,H). D’après le Théorème

d’Ascoli, on peut extraire une sous suite de (xn(·))n qui converge uniformément sur [−R, T ] vers une
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application continue x(·) avec x0 = ϕ.

De plus, grâce à (5.27), la suite (ẋn(·))n est bornée dans L1([0, T ], H), alors on peut extraire une sous

suite qui converge faiblement dans L1([0, T ], H) vers l’application v(·). Alors, pour tout t ∈ [0, T ] on a

x(t) = lim
n−→+∞

xn(t) = ϕ(0) + lim
n−→+∞

∫ t

0
ẋn(s)ds = x0 +

∫ t

0
v(s)ds,

donc x(·) est une fonction absolument continue avec ẋ(t) = v(t) pour p.p t ∈ [0, T ].

Étape (3) : On montre que x(·) est une solution de (SPPFR
).

Maintenant, on montre que x(t) ∈ C(t) ∀t ∈ [0, T ]. D’après l’hypothèse (H2) on a

d(xn(δn(t)), C(t)) ≤ d(xn(δn(t)), C(δn(t)))+ | ar(t)− ar(δn(t)) |,

par la définition de δn(t) on a | δn(t)− t |≤ µn donc lim
n−→+∞

δn(t) = t et par (5.27) on trouve

‖ xn(δn(t))− x(t) ‖ ≤‖ xn(δn(t))− xn(t) ‖ + ‖ xn(t)− x(t) ‖

≤ ψ(t) | δn(t)− t | + ‖ xn(t)− x(t) ‖,

alors

lim
n−→+∞

‖ xn(δn(t))− x(t) ‖= 0,

i.e. lim
n−→+∞

xn(δn(t)) = x(t), alors d(xn(δn(t)), C(t)) −→
n−→+∞

0, comme C(t) est à valeurs fermées, on

trouve x(t) ∈ C(t).

on va montrer que f(t) ∈ F (t, τ(t)x) pour presque tout t ∈ [0, T ]. En utilisant la technique dans [21],

on obtient

lim
n−→+∞

‖ τ(tnk)xn − τ(t)xn ‖= 0 dans C0. (5.32)

D’autre part, d’après la convergence uniforme de xn vers x dans [−R, T ] on a τ(t)xn converges uni-

formément vers τ(t)x sur [−R, 0], on conclut que

τ(δn(t))xn −→ τ(t)x dans C0. (5.33)

Comme ‖ fn(t) ‖≤ α pour tous n ≥ n0 et t ∈ [0, T ], alors (fn(·))n converge faiblement dans

L1([0, T ], H) vers f(·), par le lemme de Mazur, il existe

ξn(·) ∈ co{fq, q ≥ n} (5.34)

tel que (ξn(·))n converge fortement dans L1([0, T ], H) vers f(·). on suppose que (ξn(·))n converge p.p

vers f(·), alors il existe un ensemble de Lebesgue negligeable S ⊂ [0, T ] tel que pour tout t ∈ [0, T ]\S
on a ξn(t) −→ f(t) fortement dans H et

f(t) ∈
⋂
n

co{fq, q ≥ n}.
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par l’inclusion (5.28), pour tous t ∈ [0, T ]\S et y ∈ H on a

〈y, fn(t)〉 ≤ σ(y, F (δn(t), τ(δn(t))xn)). (5.35)

D’autre part, pour tous n ∈ N et t ∈ [0, T ]\S on trouve que

〈y, f(t)〉 ≤ sup
q≥n
〈y, fq(t)〉,

donc

〈y, f(t)〉 ≤ inf
n

sup
q≥n
〈y, fq(t)〉

≤ inf
n

sup
q≥n

σ(y, F (δq(t), τ(δq(t))xq)),

d’où

〈y, f(t)〉 ≤ lim sup
n−→+∞

σ(y, F (δn(t), τ(δn(t))xn)).

Comme σ(y, F (·, ·)) est semi-continue supérieurement sur [0, T ]×H, par (5.33) on trouve, pour tout

t ∈ [0, T ]\S et pour tout y ∈ H
〈y, f(t)〉 ≤ σ(y, F (t, τ(t)x)),

alors

f(t) ∈ F (t, τ(t)x) p.p t ∈ [0, T ].

Reste à montrer que ẋ(t) + f(t) ∈ −NP (C(t), x(t)) p.p t ∈ [0, T ]. On a

ẋn(t) + fn(t) ∈ −NP (C(δn(t)), xn(δn(t)))

avec

‖ ẋn(t) + fn(t) ‖ ≤| ȧr(t) + 1 | (α+ 1) + 2α = φ(t). (5.36)

Alors, par la Proposition 1.2.12 on a pour presque tout t ∈ [0, T ]

ẋn(t) + fn(t) ∈ −NP (C(δn(t)), xn(δn(t))) ∩ φ(t)B

= −φ(t)∂PdC(δn(t))(xn(δn(t))). (5.37)

Comme (ẋn + fn)n converges faiblement vers (ẋ + f) dans L1([0, T ], H), par le lemme de Mazur, on

obtient

ẋ(t) + f(t) ∈
⋂
n

co{ẋk(t) + fk(t), k ≥ n} p.p.t ∈ [0, T ]. (5.38)
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On fixe t ∈ [0, T ] et pour tout ξ ∈ H, par (5.38) on a

〈ẋ(t) + f(t), ξ〉 ≤ inf
n

sup
k≥n
〈ẋk(t) + fk(t), ξ〉

par (5.37) et la Proposition 4.2.1, on obtient

〈ẋ(t) + f(t), ξ〉 ≤ φ(t) lim sup
n

σ(−∂PdC(δn(t))(xn(δn(t))), ξ)

≤ φ(t)σ(−∂PdC(t)(x(t)), ξ).

Comme l’ensemble ∂PdC(t)(x(t)) est à valeurs convexes fermées, on trouve

ẋ(t) + f(t) ∈ −φ(t)∂PdC(t)(x(t)) p.p t ∈ [0, T ].

On conclut que

ẋ(t) + f(t) ∈ −NP (C(t), x(t)).

par conséquent

−ẋ(t) ∈ NP (C(t), x(t)) + f(t) p.p t ∈ [0, T ].

f(t) ∈ F (t, τ(t)x) p.p t ∈ [0, T ].
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d’évolution, Thèse de Doctorat (30/05/ 1995), univ. Monpellier-II.

[4] A. Bressan and V. Staicu : On Nonconvex Perturbations of Maximal Monotone Differential In-

clusions, Set-Valued Analysis (1994), 415-437.

[5] H. Attouch, A. Damlamian, Strong solutions for parabolic variational inequalities, Nonlinear Anal

2 (1978), 329-353.

[6] J. P. Aubin, A. Cellina, Differential Inclusions, Set-Valued maps and viability theory, Springer-

verlag, Berlin, Heidelberg, 1984.

[7] V. Barbu, Nonlinear Semigroups and Differential Equations in Banach Spaces, Noordhoff, Leyden

1976.

[8] H. Benabdellah, A. Faik, Perturbations convexes et non convexes des équations d’évolution, Por-
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