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Introduction

Nous présentons dans cette thèse des résultats d’existence de couple de solutions abso-
lument continues pour un système de deux inclusions différentielles, l’une gouvernée par
un opérateur maximal monotone et la deuxième par le cône normal, dans un espace de
Hilbert séparable H.

Le processus de la rafle, en anglais "sweeping process" a été introduit et largement
étudié par Jean-Jacques Moreau dans les années 1970 (voir [43], [45]) sous la forme

−u̇(t) ∈ NC(t)(u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

où C(t) est un ensemble mobile convexe fermé qui varie d’une manière Lipschitzienne ou
absolument continue, et où NC(t) est le cône normal à C(t) au sens de l’analyse convexe.
La motivation originale de Moreau est venue principalement des applications à l’élasto-
plasticité. Au fil des années, le processus de la rafle s’est avéré est important pour de
nombreuses autres applications à divers problèmes de mécanique, systèmes d’hystérésis,
équilibre de trafic, modélisation sociale et économique, etc ... Les processus de la rafle dont
l’ensemble dépend du temps et de l’état, apparaissent dans de nombreuses applications
comme les inégalités paraboliques quasi-variationnelles, micromécanique modèle de dom-
mage pour les matériaux en fer avec mémoire, modélisation de 2D et 3D quasi-statique,
problèmes d’évolution avec frottement, ect, voir [39, 40].
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Introduction

Une classe d’inclusions différentielles d’évolution, qui comprend comme cas particulier
des processus de la rafle, est celle des inclusions différentielles régies par des opérateurs
maximaux monotones dépendant du temps. Il existe une vaste littérature à ce sujet, voir
par exemple [2, 5, 6, 8, 10, 34, 41, 47, 50, 52, 54]. Ces travaux concernent l’existence de
solutions pour ces inclusions différentielles avec divers types de perturbations ainsi que
différentes formes de variation de l’opérateur par rapport au temps : absolument conti-
nue, continue à variation bornée, continue à droite à variation bornée. Cette variation
induit cette même notion de régularité sur la solution. Les opérateurs monotones (mul-
tivoques) notamment ceux qui sont maximaux, ont été construits pour être utiles dans
divers domaines de mathématiques tels que l’optimisation (les sous- différentiels des fonc-
tions propres convexes semi-continues inférieurement (s.c.i) sont des opérateurs maximaux
monotones), les équations différentielles (l’opérateur qui engendre l’équation est souvent
maximal monotone) et l’analyse variationnelle, (en particulier les inéquations variation-
nelles qui sont les plus fort dispositifs pour la construction de modèles mathématiques
pour différents problèmes physiques et techniques.)

Récemment, il y a une activité intense dans les problèmes de contrôle optimal pour
les processus de la rafle. Voir Adam-Outrata [1], Brokate- Krejčí [19] Cao-Mordukovich
[21], Colombo et al [27, 28, 29], Tolstonogov [52] ainsi que beaucop d’autres. Pour un
aperçu sur certains problèmes d’optimisation régis par des processus de la rafle avec des
ensembles mobiles contrôlés, nous envoyons le lecteur à [44]. Décrivons, par exemple, le
problème d’optimisation pour le processus de la rafle traité dans [1, 19] :

Minimiser
∫ T

0

L(t, y(t), z(t), a(t))dt avec (y, z, a) dans W1,1(I,H ) sujet au système

(1.1)





Bẏ(t)− ż(t) ∈ NC(t)(z(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

y(0) = y0

z(0) = z0 ∈ C(0, y0)

ẏ(t) = f(t, y(t), z(t), a(t)) p.p. t ∈ [0, T ].

Une rapide lecture du problème montre qu’il est complexe, car avant de chercher les
solutions optimales, il est nécessaire de s’assurer que ce couple d’inclusions admet des
solutions et, de plus, il est clair que le problème optimal pour un tel système est plus
général car il contient la plupart des résultats liés à une seule inclusion d’évolution.

Motivés par les travaux cités ci-dessus, vu leur importance et applications dans plu-
sieurs domaines de mathématiques et de physique, nous avons apporté, à travers cette
thèse, une contribution dans ce thème de recherche, par l’étude du couple de ces deux
types d’inclusions : processus de la rafle et inclusion avec opérateur maximal monotone.
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Introduction

Nous avons considéré le cas le plus général, qui est la dépendence en temps et en
état, ainsi que la soumission de nos inclusions à des forces extérieures qu’on appelle
pertubations.

Organisation de la thèse
Nous allons donner ici un plan succint et exposerons brièvement les résultats importants
que nous avons obtenus.

La thèse est divisée en trois chapitres. Le premier comporte quelques définitions et
résultats préliminaires ainsi que des outils de base utilisés dans la démonstration de nos
théorèmes principaux.

Le deuxième chapitre est constitué de deux sections. Dans la première, on donne un
résultat d’existence d’un couple de solutions absolument continues du système d’évolution
suivant :

(1.2)





−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + f(t, u(t), v(t)), p.p. t ∈ [0, T ]

u(t) ∈ D(A(t, v(t))) ∀t ∈ [0, T ]

−v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) + g(t, u(t), v(t)), p.p. t ∈ [0, T ]

v(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ [0, T ]

u(0) = u0 ∈ D(A(0, v0)), v(0) = v0 ∈ C(0, u0),

où A(t, x) est un opérateur maximal monotone dépendant du temps et de l’état, D(A(t, x))

représente le domaine de A(t, x), C(t, x) est un ensemble convexe fermé dépendant du
temps et de l’état, et f , g sont des applications de type Carathéodory vérifiant une condi-
tion de croissance linéaire. Ce résultat est nouveau est assez général puisque nous avons
affaire à un nouveau système dynamique régi par un couple d’inclusions d’évolution impli-
quant un opérateur maximal monotone A(t, x) dépendant du temps et de l’état et NC(t,x)

le cône normal d’un ensemble convexe fermé dépendant aussi du temps et de l’état, en
présence de perturbations. Pour notre but, nous avons utilisé une méthode de discrétisa-
tion.

Ensuite, nous étudions l’existence de solutions à une variante, qui concerne un système
formé d’un processus de la rafle convexe et une équation différentielle de la forme





u̇(t) = f(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

−v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

v(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ [0, T ]

u(0) = u0, v(0) = v0,

où f : [0, T ]×H×H −→ H est une application mesurable sur I, Lipschitzienne sur H×H

et vérifiant une condition de croissance linéaire.
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Introduction

La deuxième section contient une application à un problème de minimisation ayant

la forme
∫ T

0

L(t, u(t), v̇(t))dt sur le couple (u, v) dans W1,2(I,H ) soumis au système du

problème d’évolution (1.2).
Dans le troisième chapitre, nous présentons l’étude du système suivant

(1.3)





−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + F (t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

u(t) ∈ D(A(t, v(t))), ∀t ∈ [0, T ]

−v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) + G(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

v(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ [0, T ]

u(0) = u0 ∈ D(A(0, v0)), v(0) = v0 ∈ C(0, u0)

où C : I × H ⇒ H est une multi-application à valeurs non vides, fermées et sous-lisses,
NC(t,x(t)) désigne le cône normal de Fréchet à C(t, x(t)), et F, G : I × H × H ⇒ H sont
des multi-applications semi-continues supérieurement par rapport à la deuxième variable
et à valeurs fermées convexes.

Enfin, un autre résultat pour le problème (1.3) est établi en affaiblissant l’hypothèse
supposée sur l’opérateur A(t, x) et l’ensemble C(t, x), mais dans ce cas, une hypothèse
supplémentaire sur l’opérateur est nécessaire, en effet, l’opérateur est considéré à domaine
fixe.

Soulignons ici que le probème avec une seule inclusion gouvernée par l’opérateur dé-
pendant du temps avec second membre univoque (et multivoque) a été étudié dans les
travoux de D. Azzam-Laouir, W. Belhoula, C. Castaing et M.D.P. Monteiro Marques [5]
et D. Azzam-Laouir, W. Belhoula, C. Castaing et M.D.P. Monteiro Marques [6]. Pour le
même problème où l’opérateur dépendant du temps et de l’état, i,e, le problème de la
forme {

−u̇(t) ∈ A(t, u(t))u(t) + F (t, u(t)),

u(0) = u0,

des résultats sont récemement établés dans [41] et [47]. Aussi, l’inclusion du premier ordre
gouvernée par le cône normal où l’ensemble dépendant du temps (et du temps et de l’état)
a été largement étudiùée on peut consulter les références [21, 28, 34, 52].

Le présent travail se propre d’étudier l’éxistence d’un couple de solutiosns quand le
systeme est composée de deux inclusions différentielles l’une gouvernée par un opéra-
teur maximal monotone et l’autre par le cône normal, avec perturbations univoques (et
multivoque).

Les résultats présentés dans le chapitre 2 ont fait l’objet d’une publication internatio-
nale dans le journal Set-Valued and Variational Analysis [13], et ceux du chapitre 3 sont
rédigés et soumis pour publication [14].
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Notations générales

Dans la rédaction de cette thèse, et sauf indication, nous avons utilisé les notations et
abbréviations suivantes
R La droite achevée, i.e., R = [−∞, +∞].

H Un espace de Hilbert réel.
〈·, ·〉 Le produit scalaire de H .
‖ · ‖ La norme de H .

IH Opérateur identité de H .

2H La famille de tous les sous-ensembles de H .

BH La boule unité fermée de H .

BH (x, r) La boule fermée de H de centre x et de rayon r > 0.

BH (x, r) La boule ouverte de H de centre x et de rayon r > 0.

Si f : H −→ R, on note par dom(f) l’ensemble :

dom(f) =
{
x ∈ H, f(x) < +∞}

.

Soient (E, ‖ · ‖E) un espace vectoriel normé, E ′ son dual topologique, on note par
σ(E, E ′) La topologie faible sur E.
σ(E ′, E) La topologie faible étoile sur E ′.
Fr(C) La frontière de l’ensemble C ⊂ E.

9



Notations générales

C L’adhérence de C.
int(C) L’intérieur de C.
co(C) L’enveloppe convexe de C.
co(C) L’enveloppe convexe fermée de C.

u̇(t) =
du

dt
(t) La dérivée de u au point t.

Proj(·, C) Projecteur sur le sous-ensemble non vide C de H .
xn → x La suite (xn)n converge fortement vers x.

xn ⇀ x La suite (xn)n converge faiblement vers x.

Soit T > 0, et soit I = [0, T ] un intervalle de R. On note par :
L(I) La tribu de Lebesgue sur I.
B(H) La tribu de Borel sur H.
p.p L’abbréviation de presque partout.
Lp(I,H ) L’espace des applications pième intégrables (1 ≤ p < ∞) définies sur I

à valeurs dans H muni de la norme

‖f(·)‖Lp =

(∫ T

0

‖f(t)‖pdt

) 1
p

∀f ∈ Lp(I,H ).

L∞(I,H ) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur I
à valeurs dans H, muni de la norme

‖f(·)‖L∞ = inf

{
c ≥ 0 : ‖f(x)‖ ≤ c p.p sur I

}
.

C(I,H ) L’espace de Banach des applications continues définies sur I

à valeurs dans H muni de la norme de la convergence uniforme
‖u(·)‖C = sup

t∈I
‖u(t)‖.

W1,p(I,H ) L’espace des applications u absolument continues sur I tel que u̇ ∈ Lp(I,H ).
1C(·) La fonction caractéristique de C ⊂ H, définie par

1C(x) =

{
1 x ∈ C,

0 x 6∈ C.

d(·, C) ou bien dC(·) La fonction distance de C, définie par :
d(x,C) = inf

y∈C
‖x− y‖.

δC(·) La fonction indicatrice de C, définie par :

δC(x) =

{
0 x ∈ C,

+∞ x 6∈ C.

δ∗(x′, C) La fonction d’appui de C, définie par
δ∗(x′, C) = sup

y∈C
〈x′, y〉 ∀x′ ∈ H.
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Notations générales

Enfin, on note par :
s.c.i L’abréviation de semi-continu inférieurement.
s.c.s L’abréviation de semi-continu supérieurement.
F(X,Y ) L’espace de toutes les applications f : X −→ Y.
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Chapitre 1

Définitions et résultats
préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons les prérequis nécessaires à la bonne lecture du manus-
crit et à la compréhesion des preuves des théorèmes principaux. Nous introduisons d’une
manière succincte, tous les résultats qui nous seront utiles par la suite, "souvent sans aller
loin dans les détails", mais avec renvoi du lecteur intéressé aux références que nous avons
utilisées.

1.1 Rappel sur la Continuité

Pour les résultats de cette section on renvoie le lecteur aux références [26] et [48].
Considérons deux espaces métriques (X, d), (Y, d′).

12



Chapitre 1 : Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.1.1 (Application continue).
Soit f : (X, d) −→ (Y, d′). On dit que f est continue au point x0 ∈ X, si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ X : d(x, x0) < δ =⇒ d′
(
f(x), f(x0)

)
< ε.

• f est continue sur X ssi elle est continue en tout point x ∈ X.

Définition 1.1.2 (Équi-continuité).

Un sous-ensemble K de F(X, Y ) est dit équi-continu au point x ∈ X si

∀ε > 0,∃η > 0,∀x′ ∈ X, ∀f ∈ K : d(x, x′) ≤ η =⇒ d′(f(x), f(x′)) ≤ ε.

• K est dit équi-continu sur X s’il est équi-continu en tout point x ∈ X.

Considérons dans la suite un espace vectoriel normé (E, ‖ · ‖E) .

Définition 1.1.3 (Application absolument continue).
Une fonction f : [a, b] ⊂ R −→ E est dite absolument continue ssi pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable de l’intervalle [a, b] par des intervalles
disjoints ]ak, bk[ vérifiant

∑

k

(bk − ak) < δ on a
∑

k

‖f(bk)− f(ak)‖E < ε.

Théorème 1.1.4.
Une fonction f : [a, b] ⊂ R −→ E est absolument continue, si et seulement si, il existe
une fonction intégrable v : [a, b] −→ R tel que pour tout t ∈ [a, b]

f(t)− f(a) =

∫ t

a

v(s)ds.

Dans ce cas f est dérivable presque partout et sa dérivée ḟ = v p.p.

• Toute application absolument continue est continue, par contre la réciproque est
fausse.

Définition 1.1.5 (Fonction à variation bornée).
Étant donnée une fonction f : I −→ E, on appelle variation totale de f sur I l’expression

V ar(f, I) = sup
n

{
n∑

k=1

‖f(tk)− f(tk−1)‖E : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T

}
.

Si V ar(f, I) < ∞, on dit que f est à variation bornée.
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Chapitre 1 : Définitions et résultats préliminaires

1.1.1 Applications semi-continues

On se place dans un espace métrique (X, d) et soit f : X −→ R.

Définition 1.1.6 (Semi-continuité inférieure).
• On dit que f est s.c.i au point x0 ∈ X, ssi pour tout λ ∈ R tel que λ < f(x0), il existe
un voisinage Vx0 de x0 tel que λ < f(x), pour tout x ∈ Vx0.
• f est s.c.i sur X ssi f est s.c.i en tout point de X.

Définition 1.1.7 (Semi-continuité supérieure).
• On dit que f est s.c.s au point x0 ∈ X ssi pour tout λ ∈ R tel que λ > f(x0), il existe
un voisinage Vx0 de x0 tel que λ > f(x), pour tout x ∈ Vx0.
• f est s.c.s sur X ssi f est s.c.s en tout point de X.

Proposition 1.1.8.

f est s.c.i au point x0 ⇐⇒ lim inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0),

f est s.c.s au point x0 ⇐⇒ lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0).

Définition 1.1.9.

f est continue au point x0 ssi f est s.c.i et s.c.s au point x0 ∈ X.

Théorème 1.1.10 (Théorème de différentiation de Lebesgue).
Pour toute fonction intégrable au sens de Lebesgue sur R, on a pour presque tout x ∈ R

lim
ε→0

1

2ε

∫ x+ε

x−ε

f(τ)dτ = f(x).

1.2 Quelques éléments d’analyse convexe

Définition 1.2.1 (Ensemble convexe).
Soient E un espace vectoriel, S un sous-ensemble de E. On dit que S est convexe ssi

∀u, v ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] : λu + (1− λ)v ∈ S.

Autrement dit, pour tous u, v ∈ S, le segment de droite

[u, v] =

{
λu + (1− λ)v : λ ∈ [0, 1]

}
⊂ S.
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Définition 1.2.2 (Simplexe).
On appelle simplexe de Rn, l’ensemble ∆n défini par

∆n =

{
(λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Rn : λi ≥ 0, ∀i = 1, ..., n et

n∑
i=1

λi = 1

}
.

Définition 1.2.3.
Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, . . . , xn ∈ E. On appelle combinaison convexe

des éléments x1, x2, . . . , xn tout élément x =
n∑

i=1

λixi tel que (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ ∆n.

Proposition 1.2.4.
Soit E un espace vectoriel et soit S ⊂ E. Alors S est convexe ssi il contient toutes les
combinaisons convexes de ses éléments.

Définition 1.2.5 (Enveloppe convexe).
Soit E un espace vectoriel et soit S ⊂ E. On appelle enveloppe convexe de S qu’on note
co(S), l’intersection de tous les sous-ensembles convexes de E qui contiennent S. (En fait
co(S) est le plus petit convexe de E qui contient S.)

Définition 1.2.6 (Enveloppe convexe fermé).
Soit E un espace vectoriel topologique et soit S ⊂ E. On appelle enveloppe convexe fermée
de S qu’on note co(S), le plus petit convexe fermé de E qui contient S.

Définition 1.2.7.
Soit E un espace vectoriel et soit f : E −→ R. On dit que f est propre si

f : E −→]−∞, +∞] et f 6≡ +∞(
f 6≡ ∞ ⇐⇒ ∃x0 ∈ E, f(x0) 6= +∞)

,

i.e.,
f : E −→]−∞, +∞] et dom(f) =

{
x ∈ E : f(x) < +∞} 6= ∅.

Définition 1.2.8.
Soit E un espace vectoriel et soit f : E −→ R. On dit que f est convexe ssi

∀x, y ∈ dom(f), ∀λ ∈ [0, 1] : f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Théorème 1.2.9.
Soient A ⊂ E et B ⊂ E deux ensembles convexes, non vides, disjoints. On suppose que
A est fermé et que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B

au sens strict.
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Théorème 1.2.10.
Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout ensemble non vide S ⊂ E

co(S) =

{
x ∈ E : 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

}
.

Preuve. On pose

B =

{
x ∈ E : 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

}
.

• Montrons que B est convexe. Soient x, y ∈ B et λ ∈ [0, 1]. Alors

〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′ (1.1)

〈x′, y〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′ (1.2)

de (1.1) et (1.2) on a

〈x′, λx〉 ≤ λδ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

〈x′, (1− λ)y〉 ≤ (1− λ)δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

=⇒ 〈x′, λx + (1− λ)y〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

=⇒ λx + (1− λ)y ∈ B.

D’où, B est convexe.
• Montrons que B est fermé. Soit (xn)n ⊂ B tel que xn −→ x, alors

〈x′, xn〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′,∀n ∈ N
=⇒ lim

n−→∞
〈x′, xn〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

=⇒ 〈x′, lim
n−→∞

xn〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

=⇒ 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

=⇒ x ∈ B.

D’où, B est fermé.
• Montrons que B = co(S)

x ∈ S =⇒ 〈x′, x〉 ≤ sup
y∈S
〈x′, y〉 ∀x′ ∈ S

=⇒ 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, S)

=⇒ x ∈ B,
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i.e., S ⊂ B.

B est un convexe fermé qui contient S, et co(S) est le plus petit convexe fermé qui contient
S, alors co(S) ⊂ B.

• Montrons que B ⊂ co(S). On suppose le contraire i.e., ∃x ∈ B, tel que x 6∈ co(S).

Comme co(S) est un convexe fermé, par le Théorème 1.2.9

∃x′ ∈ E ′ et α ∈ R, 〈x′, y〉 ≤ α < 〈x′, x〉 ∀y ∈ co(S) =⇒ sup
y∈S
〈x′, y〉 ≤ α < 〈x′, x〉

=⇒ δ∗(x′, S) < 〈x′, x〉,

ce qui est en contradiction avec x ∈ B, alors B ⊂ co(S). D’où, co(S) = B. ¥

Proposition 1.2.11. [15]
Soit S ⊂ H un sous-ensemble fermé , et soit f : H −→]−∞, +∞] une fonction Lipschit-
zienne de rapport k > 0 sur un ensemble ouvert convexe Ω contenant S. Tout minimum
global x de f sur S est un minimum global de la fonction f + kdS sur tout l’espace H.

1.3 Topologies faible et faible∗

Voir [17].

1.3.1 La topologie faible

Soit (E, ‖ · ‖E) un espace vectoriel normé réel. On note E ′ l’espace dual, c’est à dire,
l’espace des formes linéaires continues sur E, muni de la norme

‖f‖E′ = sup
x∈BE

|f(x)| = sup
x∈BE

|〈f, x〉|.

Définition 1.3.1.

Soit f ∈ E ′ et soit

ϕf : E −→ R

x 7−→ ϕf (x) = f(x) =: 〈f, x〉.

La topologie faible sur E, notée σ(E, E ′), est la topologie la moins fine rendant continues
les applications ϕf (f ∈ E ′).
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Proposition 1.3.2.

La topologie faible σ(E, E ′) est séparée.

Proposition 1.3.3.

Soit (xn)n une suite de points de E. Alors

1. (xn)n converge vers x pour σ(E, E ′) (ou faiblement) si et seulement si (〈f, xn〉)n

converge vers 〈f, x〉 pour tout f ∈ E ′,

2. si (xn)nconverge faiblement vers x alors
(‖xn‖E

)
n
est bornée et nous avons

‖x‖E ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖E.

1.3.2 La topologie faible∗

Soient (E, ‖ · ‖E) un espace vectoriel normé, E ′ son dual et E ′′ son bidual
(
c’est à dire

le dual de E ′) muni de la norme ‖ξ‖E′′ = sup
f∈BE′

|〈ξ, f〉|. Soit x ∈ E fixé, alors l’application

f 7−→ 〈f, x〉 de E ′ dans R est une forme linéaire continue sur E ′, et donc est un élément
de E ′′, qu’on note Jx. On a

〈Jx, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E, ∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′.

Sur l’espace E ′ sont définies déjà deux topologies :

La topologie forte associée à la norme de E ′
(
‖f‖E′ = sup

x∈BE

|〈f, x〉|
)

.

La topologie faible σ(E ′, E ′′).

On définit une troisième topologie comme suit :

Définition 1.3.4.

La topologie faible∗ sur E ′ est la topologie la moins fine sur E ′ qui rende continues toutes
les applications Jx(x ∈ E). On la note σ(E ′, E).

Proposition 1.3.5.
La topologie faible∗ σ(E ′, E) est séparée.

Proposition 1.3.6.
Soit (fn)n une suite de E ′. Alors

(fn)n converge vers f pour σ(E ′, E) (ou faiblement∗) si et seulement si (〈fn, x〉)n

converge vers 〈f, x〉 pour tout x ∈ E.
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1.4 Quelques résulats de compacité

Voir les références [3], [17], [37] et [48].

Définition 1.4.1.

Soient X un espace topologique séparé et S une partie de X. On dit que S est relativement
compacte si son adhérence dans X est compacte.

Définition 1.4.2 (Boule-compacte).
Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble S ⊂ E est boule-compact si
son intersection avec toute boule fermée de E est compacte, et S est relativement boule-
compact si son intersection avec toute boule fermée est relativement compacte.

Remarque 1.4.3. Il est clair que tout boule-compact S est fermé.

En effet,
(
S est fermé

)⇐⇒ (∀(xn)n ⊂ S, xn −→ x =⇒ x ∈ S
)
.

Soit (xn) une suite de S qui converge vers x, et montrons que x ∈ S. Elle est donc bornée,
i.e., il existe r > 0 tel que pour tout n ∈ N, xn ∈ S ∩ BH(0, r), qui est compact. On peut
extraire une sous suite (xnk

)k qui converge vers y ∈ S∩BH(0, r). Par l’unicité de la limite
nous déduisons que, y = x et donc x ∈ S.

Théorème 1.4.4 (Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki).

Soit E un espace de Banach. Alors la Boule unité fermée de E ′ est compacte pour la
topologie faible∗ σ(E ′, E).

Théorème 1.4.5.
Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xn)n une suite bornée dans E. Alors il existe
une sous-suite extraite (xnk

)k qui converge pour la topologie σ(E, E ′).

Théorème 1.4.6 (Banach-Mazur).
Soit E un espace de Banach et soit (xn)n une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x. Alors il existe une suite (zk)k telle que chaque zk est une combinaison convexe des
éléments xk, xk+1, . . . et (zk) converge fortement vers x.

Théorème 1.4.7 (Théorème de Mazur).

Soit E un espace de Banach et soit S un sous-ensemble compact de E. Alors co(S) est
compacte.
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Théorème 1.4.8 (Théorème d’Arzelà-Ascoli).

Soient (X, d) un espace métrique compact, (Y, d′) un espace métrique complet, et K un
sous-ensemble de C(X,Y ), muni de la distance de la convergence uniforme. Alors K est
relativement compact ssi K est équi-continu et K(x) est relativement compact pour tout
x ∈ X, avec

K(x) =
{
f(x) : f ∈ K

}
.

Théorème 1.4.9.

Soit (X, d) un espace métrique complet et K un sous-ensemble de X, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes

1. K est relativement compact.

2. Pour toute suite (xn)n de K, on peut extraire une sous-suite qui converge dans X.

1.5 Quelques résulats de convergence

Les résultats suivants voir pris de la référence [31].

Théorème 1.5.1 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue).
Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré et H un espace de Hilbert, soit 1 ≤ p < ∞ et soit
(fn)n ⊂ Lp (I,H ). On suppose que

1. (fn)n converge presque partout vers une fonction f sur I,

2. il existe une fonction positive g(·) ∈ Lp (I,R) telle que pour tout n ∈ N

|fn(t)| ≤ g(t) µ.p.p t ∈ I.

Alors f(·) ∈ Lp (I,H ) et la suite (fn)n converge vers f dans Lp (I,H ).

Théorème 1.5.2 (Réciproque de la convergence de Lebesgue).
Soient (Ω, Σ, µ) un espace mesuré, H un espace de Hilbert et soit 1 ≤ p < +∞. Si
fn −→Lp

f dans Lp (I,H ) , alors il existe (fnk
), une suite extraite de (fn), et une fonction

positive g(·) ∈ Lp (I,R) telle que

1. fnk
−→ f µ.p.p,

2. pour tout k, |fnk
(t)| ≤ g(t) µ.p.p.
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Définition 1.5.3 (Valeur d’adhérence).

Soit (X, d) un espace métrique et soit (xn)n ⊂ X. On dit que x est une valeur d’adhérence
pour (xn)n ssi

∀ε > 0,∃N0 ⊂ N, ∀n ∈ N0 : d(xn, x) < ε.

Théorème 1.5.4.

Soit (xn)n une suite d’éléments de X. Posons

Sn =
{
xk : k ≥ n

}
=

{
xn, xn+1, . . .

}
.

Soit S l’ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de (xn)n. Alors S =
⋂
n

Sn, et donc S

est fermé.

Proposition 1.5.5.

Soit (xn)n une suite d’éléments de X. Si xn −→ x alors x est une valeur d’adhérence pour
(xn)n.

1.6 Projection

Pour plus de détails, consulter la référence [17].

Définition 1.6.1.

Soient H un espace de Hilbert, S un sous-ensemble non vide de H et x 6∈ S. On définit
Proj(x, S) la projection de x sur S (qui peut être vide) comme l’ensemble de tous les
éléments y ∈ S dont la distance à x est minimale, c’est à dire, ‖x− y‖ = d(x, S), i.e.,

Proj(x, S) =

{
y ∈ S : ‖x− y‖ = d(x, S)

}
.

Théorème 1.6.2 (Projecion sur un ensemble convexe fermé).

Soit S un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. Alors pour tout x ∈ H, il existe
un unique élément y ∈ S tel que

‖x− y‖ = inf
z∈S
‖x− z‖ = d(x, S).
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De plus, y est caractérisé par la propriété
{

y ∈ S,

〈x− y, z − y〉 ≤ 0, ∀z ∈ S.

Dans ce cas, on note y = proj(x, S).

Remarque 1.6.3.
Si S est relativement boule-compact, alors Proj(x, S) 6= ∅.

En effet, si x 6∈ S, on a d(x, S) = inf
z∈S
‖x− z‖.

D’après la caractérisation de la borne inférieure, on obtient

∀ε > 0,∃zε ∈ S, d(x, S) ≤ ‖x− zε‖ < d(x, S) + ε

pour ε =
1

k
,∀k > 0,∃zk ∈ S, d(x, S) ≤ ‖x− zk‖ < d(x, S) +

1

k
(1.3)

et

‖zk‖ < ‖x‖+ d(x, S) +
1

k
‖zk‖ < ‖x‖+ d(x, S) + 1 =: M,

c’est à dire (zk)k ⊂ S ∩MBH . Cet ensemble est relativement compact, donc d’après la
propriété (2) du Théorème 1.4.9, il existe une sous-suite (zϕ(k))k telle que zϕ(k) −→ z

lorsque k −→∞. De (1.3) on a

d(x, S) ≤ lim
k−→∞

‖x− zϕ(k)‖ ≤ d(x, S),

et donc

‖x− z‖ = d(x, S), i.e., z ∈ Proj(x, S).

¥

Proposition 1.6.4.
Soient S un ensemble fermé non vide de H, v ∈ H et x ∈ S. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. x ∈ Proj(v, S),

2. 〈v − x, z − x〉 ≤ 1

2
‖z − x‖2, ∀z ∈ S.
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1.7 Généralités sur les multi-applications

Dans la littérature, les applications multivoques sont aussi appelées multi-applications,
multi-fonctions, relations ou correspondances.
Pour plus de détails sur ces notions, on renvoie le lecteur aux références [3], [25] et [37].

Définition 1.7.1.
Soient X, Y deux ensembles, F : X ⇒ Y une application multivoque, c’est à dire une
application de X à valeurs dans 2Y , l’ensemble de toutes les parties de Y.

1. On appelle domaine (effectif) de F, qu’on note D(F ), le sous-ensemble de X défini
par

D(F ) =

{
t ∈ X : F (t) 6= ∅

}
.

2. On appelle image de F , qu’on note R(F ), le sous-ensemble de Y défini par

R(F ) =

{
y ∈ Y : ∃t ∈ D(F ), y ∈ F (t)

}
=

⋃

t∈D(F )

F (t).

3. On appelle graphe de F , qu’on note Gr(F ), le sous-ensemble de X × Y défini par

Gr(F ) =

{
(x, y) ∈ D(F )× Y : y ∈ F (x)

}
.

4. Considérons la multi-application inverse F−1 : Y ⇒ X définie par

t ∈ F−1(x) ⇐⇒ x ∈ F (t).

On a (F−1)−1 = F, D(F−1) = R(F ) et R(F−1) = D(F ).

1.7.1 Distance de Hausdorff

On se place dans un espace métrique (X, d).

Définition 1.7.2.

Soient A,B deux sous-ensembles de X, l’écart entre A et B est défini par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B),

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A,B) = sup
(
e(A,B), e(B, A)

)
.
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Proposition 1.7.3 (Propriétés élémentaires).

Soient A,B, C des sous-ensembles de X. Nous avons les propriétés suivantes

1. e(A, ∅) = ∞ si A 6= ∅,
2. e(∅, B) = 0,

3. e(A,B) = 0 ⇐⇒ A ⊂ B,

4. e(A,B) ≤ e(A,C) + e(C,B),

5. H(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B,

6. H(A,B) ≤ H(A,C) +H(C, B),

7. |d(x,A)− d(x,B)| ≤ H(A,B),∀x ∈ X.

1.7.2 Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris de la référence [25].

Définition 1.7.4.
Soient X, Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y une multi-application.

1. On dit que F est s.c.s au point t0 ∈ X ssi pour tout ouvert U de Y contenant F (t0)

(F (t0) ⊂ U) il existe un voisinage Ω de t0 tel que F (Ω) ⊂ U , i.e., F (z) ⊂ U, ∀z ∈ Ω.

2. Si F est s.c.s en tout point t de X on dit que F est s.c.s sur X, ou tout simplement
s.c.s.

Théorème 1.7.5.
Soit E un espace vectoriel normé et F : E ⇒ E une multi-application à valeurs non
vides. On suppose que F (t0) est convexe et faiblement compact. Alors, F est faiblement
semi-continue supérieurement au point t0 si et seulement si la fonction δ∗(x′, F (·)) est
semi-continue supérieurement au point t0.

Théorème 1.7.6.
Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré. Soient E, F deux espaces de Banach et T : E −→ F une
application linéaire continue. Si f : Ω −→ E est intégrable alors T (f) est intégrable et

∫

Ω

T (f)dµ ≡ T

( ∫

Ω

fdµ

)
.
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Proposition 1.7.7.

Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré et soit X un espace de Banach séparable. Soit F : Ω ⇒ X

une multi-application à valeurs non vides, convexes et faiblement compactes et soit G :

Ω ⇒ X une multi-application à valeurs non vides, convexes fermées. Si

∀x′ ∈ X ′, δ∗(x′, G(t)) ≤ δ∗(x′, F (t)) µ− p.p.

Alors,
G(t) ⊂ F (t) µ− p.p.

1.7.3 Mesurabilité des multi-applications

Se référer à [25] pour les détails sur cette section.

Définition 1.7.8.

Soient (Ω, Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et F : Ω ⇒ X. On dit que F

est Σ-mesurable où simplement mesurable si pour tout ouvert V de X

F−1(V ) =
{
t ∈ Ω : F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Théorème 1.7.9.
Soient (Ω, Σ, µ) un espace mesuré avec Σ une tribu µ−complète, E un espace de Banach
séparable, f : Ω −→ E une application Σ−mesurable et Γ : Ω ⇒ E une multi-application
Σ−mesurable à valeurs non vides fermées. Alors la multi-application G : Ω ⇒ E, définie
pour tout t ∈ Ω, par

G(t) =

{
x ∈ Γ(t) : ‖f(t)− x‖ = d(f(t), Γ(t))

}

est Σ−mesurable.

Remarquons que pour tout t ∈ Ω fixé, G(t) = Proj
(
f(t), Γ(t)

)
.

Définition 1.7.10.
Soit (Ω, Σ) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit F : Ω ⇒ E

une multi-application. On dit que F est scalairement mesurable si pour tout x′ ∈ E ′,
l’application t 7→ δ∗(x′, F (t)) est mesurable.
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Proposition 1.7.11.
Soient (Ω, Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Si F : Ω ⇒ E est
une multi-application à valeurs non vides convexes faiblement compactes, alors F (·) est
mesurable si et seulement si elle est scalairement mesurable.

Théorème 1.7.12.

Soient (Ω, Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Soient F : Ω×E ⇒
E une multi-application mesurable et u : Ω → E une application mesurable. Alors la
multi-application F (·, u(·)) est mesurable.

Preuve.
Soit l’application f : Ω −→ Ω× E définie par f(t) = (t, u(t)) et soit V ∈ Σ⊗ B(E), i.e.,
V = V1 × V2, avec V1 ∈ Σ et V2 ∈ B(E). Nous avons

f−1(V ) =

{
t ∈ Ω : f(t) ∈ V

}

=

{
t ∈ Ω : (t, u(t)) ∈ V1 × V2

}

=

{
t ∈ Ω : t ∈ V1 et u(t) ∈ V2

}

=

{
t ∈ Ω : t ∈ V1

}
∩

{
t ∈ Ω : u(t) ∈ V2

}

= V1 × u−1(V2) ∈ Σ

car V1 ∈ Σ et u est (Σ,B(E))−mesurable.
Considérons maintenant la multi-application G = F (·, u(·)) : Ω ⇒ E définie par

G(t) = F (t, u(t)) = F (f(t)).

Soit W un ouvert de E, on a

G−1(W ) =

{
t ∈ Ω : G(t) ∩W 6= ∅

}

=

{
t ∈ Ω : F (t, u(t)) ∩W 6= ∅

}

=

{
t ∈ Ω : F (f(t)) ∩W 6= ∅

}

=

{
t ∈ Ω : f(t) ∈ F−1(W )

}

= f−1

(
F−1(W )

)
,
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comme F est mesurable alors F−1(W ) ∈ Σ ⊗ B(E) et comme f est mesurable on ob-
tient f−1

(
F−1(W )

) ∈ Σ, c’est à dire, G−1(W ) ∈ Σ. Par conséquent F (·, u(·)) est Σ−
mesurable. ¥

1.8 Notions d’opérateurs maximaux monotones.

Dans cette section, nous donnons la définition et quelques propriétés des opérateurs
maximaux monotones qui nous seront utiles par la suite. Pour plus de détails on peut se
référer à [9], [11], [18] et [55].

1.8.1 Concept d’opérateur

Définition 1.8.1.
Soit A : H ⇒ H une multi-application, qu’on appelle aussi opérateur multivoque de H,

avec D(A), R(A) et Gr(A) son domaine, rang et graphe, respectivement.
• L’ensemble des opérateurs est ordonné par l’inclusion des graphes, i.e., si A : D(A) ⇒

H et B : D(B) ⇒ H sont deux opérateurs, alors

A ⊂ B ⇐⇒ Gr(A) ⊂ Gr(B).

Dans la suite, la notation A : D(A) ⊂ H ⇒ H sera souvent remplacée par : A est un
opérateur de H.

1.8.2 Opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hil-
bert

Définition 1.8.2.
Un opérateur A de H est dit monotone si

∀ (x1, y1), (x2, y2) ∈ Gr(A),
〈
y1 − y2, x1 − x2

〉 ≥ 0.

Exemple 1.8.3.
Soit A un opérateur monotone de H alors, A−1, λA (λ > 0) sont aussi des opérateurs
monotones.
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Définition 1.8.4.
Soit A un opérateur de H. On dit que A est une contraction si

∀(x, x′) ∈ Gr(A), (y, y′) ∈ Gr(A), ‖y′ − x′‖ ≤ ‖y − x‖.

Définition 1.8.5.
Un opérateur monotone A de H est dit maximal monotone s’il est maximal parmi les
opérateurs monotones.

– Voici une caractérisation d’un opérateur maximal monotone.

Proposition 1.8.6.
Un opérateur monotone A de H est dit maximal ssi

∀(x, y) ∈ H × H ,
〈
y − y0, x− x0

〉 ≥ 0 ∀(x0, y0) ∈ Gr(A) =⇒ (x, y) ∈ Gr(A). (1.4)

Proposition 1.8.7.
Soit A un opérateur de H . Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(IH + A) = H (Théorème de Minty).

3. Pour tout λ > 0, (IH + λA)−1 est une contraction définie sur H .

Proposition 1.8.8.
Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors

i) Gr(A) est fortement-faiblement séquentiellement fermé dans H × H , i.e.,

∀ (xn, yn)n ⊂ Gr(A) tel que xn −→ x et yn ⇀ y, alors (x, y) ∈ Gr(A).

ii) A−1 est maximal monotone.
iii) Pour tout x ∈ D(A), Ax est un sous-ensemble fermé convexe de H .

Remarque 1.8.9.
D’après la propriété (iii) et par le Proposition 1.8.8, pour tout x ∈ D(A) il existe un
élément unique x′ ∈ Ax tel que

x′ = proj(0, Ax), ‖x′‖ = inf
y∈Ax

‖y‖ = d(0, Ax).

Dans toute la suite, cet élément sera noté, A0(x), i.e., A0(x) est l’élément de norme
minimale de Ax.
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Définition 1.8.10.
Soit A un opérateur maximal monotone de H . On appelle section principale de A, tout
opérateur univoque A′ ⊂ A avec D(A) = D(A′) et tel que pour tout (x, y) ∈ D(A) × H ,
l’inégalité 〈

A′(ξ)− y, ξ − x
〉 ≥ 0 ∀ξ ∈ D(A)

implique que x ∈ D(A) et y ∈ Ax, i.e., (x, y) ∈ Gr(A).

1.8.3 Résolvante et Approximation de Yosida d’un opérateur
maximal monotone

Définition 1.8.11.
Soit A un opérateur maximal monotone de H . Pour tout λ > 0, la résolvante de A est
définie par

JA
λ :=

(
IH + λA

)−1
.

Proposition 1.8.12.
La résolvante JA

λ d’un opérateur maximal monotone A de H est un opérateur univoque
défini sur tout H . De plus, c’est une contraction de H , i. e.,

‖JA
λ (x)− JA

λ (y)‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H. (1.5)

Définition 1.8.13.
Pour tout λ > 0, on appelle approximation Yosida de A, qu’on note Aλ, l’opérateur
univoque défini par

Aλ =
1

λ
(IH − JA

λ ).

Proposition 1.8.14.
Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors

(i) Pour tout x ∈ H on a JA
λ (x) ∈ D(A) et Aλ(x) ∈ AJA

λ (x).

(ii) Aλ est maximal monotone et Lipschitzien de rapport
1

λ
.
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1.8.4 Pseudo-distance de Vladimirov

Définition 1.8.15. [54]

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. On définit la pseudo-distance
de Vladimirov entre A et B, qu’on note dis(A,B), par

dis(A, B) := sup

{〈y1 − y2, x2 − x1〉
‖y1‖+ ‖y2‖+ 1

, (x1, y1) ∈ Gr(A), (x2, y2) ∈ Gr(B)

}
. (1.6)

Remarque 1.8.16.
• La pseudo-distance dis(·, ·) peut prendre la valeur +∞.

• La pseudo-distance dis(·, ·) n’est pas une métrique, car, en général l’inégalité triangulaire
n’est pas satisfaite.

Lemme 1.8.17.

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. Alors

dis(A, B) = 0 ⇐⇒ A = B.

Lemme 1.8.18.

Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. Alors

H(D(A), D(B)) ≤ dis(A,B).

Nous terminons cette section par les résultats suivants qui nous seront utiles dans la
démonstration de nos théorèmes principaux. Pour plus de détails se référer à [12], [38] et
[54].

Lemme 1.8.19.

Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors l’opérateur A0 est une section prin-
cipale de A, i.e., si x ∈ D(A), y ∈ H sont tels que

〈
A0(z)− y, z − x

〉 ≥ 0 ∀z ∈ D(A),

alors x ∈ D(A) et y ∈ A(x).

Lemme 1.8.20.
Soient An(n ∈ N) et A des opérateurs maximaux monotones de H tel que dis(An, A) → 0.
Supposons aussi que xn ∈ D(An) avec xn −→ x et que yn ∈ Anxn avec yn ⇀ y pour
x, y ∈ H . Alors x ∈ D(A) et y ∈ Ax.
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Lemme 1.8.21.

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. Alors pour tout λ > 0 et x ∈
D(A)

‖x− JB
λ (x)‖ ≤ λ‖A0(x)‖+ dis(A,B) +

√
λ
(
1 + ‖A0(x)‖) dis(A,B).

Lemme 1.8.22.
Soient An(n ∈ N) et A des opérateurs maximaux monotones de H tel que dis(An, A) → 0.
Supposons que ‖A0

nx‖ ≤ c(1+‖x‖) pour c > 0, pour tout n ∈ N, et x ∈ D(An), alors pour
tout η ∈ D(A), il existe une suite (ξn) tel que

ξn ∈ D(An), ξn → η et A0
nξn → A0η. (1.7)

1.9 Sous-différentiels et cônes normaux

Se référer à [25] pour ces concepts.

1.9.1 Sous-différentiel

Définition 1.9.1.

Soient H un espace de Hilbert, f : H −→ R ∪ {+∞} et x0 ∈ D(f). On appelle sous-
différentiel de f au point x0 (au sens de l’analyse convexe) noté ∂f(x0), l’ensemble défini
par

∂f(x0) =

{
x′ ∈ H : f(x) ≥ f(x0) + 〈x′, x− x0〉 ∀x ∈ H

}
.

Un point x′ ∈ ∂f(x0) est dit sous-gradient de f au point x0. On dit que f est sous-
différentiable au point x0 si ∂f(x0) 6= ∅.

Théorème 1.9.2.

Soient H un espace de Hilbert, f : H −→ R ∪ {+∞} une fonction propre convexe et
continue au point x ∈ H, alors ∂f(x) est non vide et faiblement compact dans H.

Proposition 1.9.3.

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit f : H −→ R une fonction localement Lip-
schitzienne. Alors, ∂f est une multi-application semi-continue supérieurement sur H.
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Définition 1.9.4 (Dérivée directionnelle).

Soit f : H −→ R ∪ {+∞} une fonction propre s.c.i. La dérivée directionnelle généralisée
de f est donnée par

f ↑(x, h) = lim sup
x′−→f x

t↓0

inf
h′−→h

f(x′ + th′)− f(x′)
t

.

La notation x′ −→f x, veut dire x′ −→ x et f(x′) −→ f(x).

Définition 1.9.5.

Soit f : H −→ R∪{+∞} une fonction propre s.c.i. Le sous-différentiel de Clarke de f au
point x, noté ∂Cf(x) est défini par

∂Cf(x) =

{
ξ ∈ H : 〈ξ, h〉 ≤ f ↑(x, h) ∀h ∈ H

}
.

Définition 1.9.6.

Soit f : H −→ R ∪ {+∞} une fonction Lipschitzienne au voisinage d’un point donné
x ∈ H, et soit h un vecteur dans H. La dérivée directionnelle généralisée au sens de
Clarke de f au point x dans la direction h, notée f 0(x, h), est définie par

f 0(x, h) = lim sup
(x′,t)−→(x,0)

f(x′ + th)− f(x′)
t

.

Définition 1.9.7.

Soit f : H −→ R une fonction localement Lipschitzienne au voisinage de x ∈ H. Alors,
le sous-différentiel de Clarke de f au point x est défini par

∂Cf(x) =

{
ξ ∈ H : 〈ξ, h〉 ≤ f 0(x, h) ∀h ∈ H

}
.

Proposition 1.9.8.

Soit H un espace de Hilbert et soit f une fonction convexe localement Lipschitzienne au
voisinage de x, alors ∂Cf(x) coincïde avec ∂f(x).

Proposition 1.9.9.

Soit H un espace de Hilbert et soit f : H −→ R une fonction localement Lipschitzienne au
voisinage de x0 ∈ H de rapport k > 0. Alors, ∂Cf(x0) est localement borné i.e., il existe
δ > 0 tel que

∂Cf(x) ⊂ BH(0, k), ∀x ∈ BH(x0, δ).
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En particulier, si S est une partie de H, alors dS est 1−Lipschitzienne i.e., il existe δ > 0

tel que
∂CdS(x) ⊂ BH , ∀x ∈ BH(x0, δ).

Preuve.
On sait que la fonction dS est une fonction Lipschitzienne sur tout H. Alors, elle est
localement Lipschitzienne au voisinage x0 ∈ H de rapport 1, donc il existe σ tel que

∣∣dS(x)− dS(y)
∣∣ ≤ ‖x− y‖,∀x, y ∈ BH(x0, σ). (1.8)

Pour x ∈ BH

(
x0,

σ

2

)
, montrons que ∂CdS(x) ⊂ BH .

Soit v ∈ H et ε > 0 tel que ε <
σ

2(1 + ‖v‖) <
σ

2
.

Soit y ∈ BH(x, ε) et h ∈]0, ε[. Alors,

‖y + hv − x0‖ = ‖y − x + hv + x− x0‖
≤ ‖y − x‖+ h‖v‖+ ‖x− x0‖
≤ ε + ε‖v‖+

σ

2
= ε(1 + ‖v‖) +

σ

2

<
σ

2
+

σ

2
= σ,

et donc y + hv ∈ BH(x0, σ). D’autre part,

‖y − x0‖ ≤ ‖y − x‖+ ‖x− x0‖
≤ ε +

σ

2

≤ σ

2
+

σ

2
= σ.

Par la relation (1.8), on a

∣∣dS(y + hv)− dS(y)
∣∣ ≤ ‖y + hv − y‖ = ‖hv‖

d’où

d0
S(x, v) = lim sup

y−→x
h↓0

∣∣dS(y + hv)− dS(y)
∣∣

h
≤ ‖v‖.

D’autre part, pour tout x′ ∈ ∂CdS(x) on a 〈x′, v〉 ≤ d0
S(x, v) et donc,

〈x′, v〉 ≤ ‖v‖.
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Par conséquent pour v ∈ H\{0},
〈x′, v〉
‖v‖ ≤ 1. (1.9)

vu que (−v) ∈ H\{0}, (1.9 ) donne

〈x′,−v〉
‖v‖ ≤ 1,

=⇒ −〈x
′, v〉
‖v‖ ≤ 1,

=⇒ −1 ≤ 〈x′, v〉
‖v‖ . (1.10)

Combinant (1.9) et (1.10), on obtient
∣∣〈x′, v〉

∣∣
‖v‖ ≤ 1, ∀v ∈ H\{0}

=⇒ sup
v∈H\{0}

∣∣〈x′, v〉
∣∣

‖v‖ ≤ 1

=⇒ ‖x′‖ ≤ 1

=⇒ x′ ∈ BH .

Donc, il existe δ =
σ

2
> 0 tel que ∂CdS(x) ⊂ BH ,∀x ∈ BH(x0, δ). ¥

Définition 1.9.10 (Sous-différentiel de Fréchet).

Soit f : H −→ R une fonction propre et s.c.i. sur H. On appelle sous-différentiel de
Fréchet de f au point x, qu’on note ∂F f(x), l’ensemble défini par

∂F f(x) =
{

ζ ∈ H : ∀ε > 0, ∃δ > 0,∀x̄ ∈ BH(x, δ), 〈ζ, x̄− x〉 ≤ f(x̄)− f(x) + ε‖x̄− x‖
}

.

Proposition 1.9.11.

Si f : H −→ R est localement lipchitzienne au voisinage de x, alors

∂F f(x) ⊂ ∂Cf(x),∀x ∈ H.

Preuve.
Soit

x′ ∈ ∂F f(x) ⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ > 0 t.q 〈x′, x− x〉 ≤ f(x)− f(x) + ε‖x− x‖,∀x ∈ BH(x, δ),

=⇒ ∀ε > 0,∃δ > 0 t.q
f(x)− f(x)− 〈x′, x− x〉

‖x− x‖ ≥ −ε, ∀x ∈ BH(x, δ)\{x},

=⇒ ∀ε > 0,∃δ > 0 t.q inf
x∈BH(x,δ)

x 6=x

f(x)− f(x)− 〈x′, x− x〉
‖x− x‖ ≥ −ε,
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Comme

∀ε > 0, sup
δ≥0

(
inf

x∈BH(x,δ)
x6=x

f(x)− f(x)− 〈x′, x− x〉
‖x− x‖

)
≥ inf

x∈BH(x,δ)
x6=x

f(x)− f(x)− 〈x′, x− x〉
‖x− x‖ , ∀δ > 0,

alors,

∀ε > 0, sup
δ≥0

(
inf

x∈BH(x,δ)
x6=x

f(x)− f(x)− 〈x′, x− x〉
‖x− x‖

)
≥ −ε,

=⇒ lim inf
x−→x

f(x)− f(x)− 〈x′, x− x〉
‖x− x‖ ≥ 0,

Soit v ∈ H\{0} et t ≥ 0, alors pour x = x + tv, on a

lim inf
t↓0

f(x + tv)− f(x)− 〈x′, tv〉
‖tv‖ ≥ 0 =⇒ lim inf

t↓0
f(x + tv)− f(x)

t‖v‖ − 〈x′, v〉
‖v‖ ≥ 0, ∀v ∈ H\{0}

=⇒ 〈x′, v〉
‖v‖ ≤ lim inf

t↓0
f(x + tv)− f(x)

t‖v‖
=⇒ 〈x′, v〉 ≤ lim inf

t↓0
f(x + tv)− f(x)

t

=⇒ 〈x′, v〉 ≤ lim sup
t↓0

f(x + tv)− f(x)

t

=⇒ 〈x′, v〉 ≤ lim sup
y′→x

t↓0

f(y′ + tv)− f(y′)
t

= f 0(x, v)

c’est à dire,
x′ ∈ ∂Cf(x).

D’où,
∂F f(x) ⊂ ∂Cf(x), ∀x ∈ H.

¥

1.9.2 Cônes normaux

Définition 1.9.12 (Cône).

Soit K un sous-ensemble de H. On dit que K est un cône si

∀x ∈ K, ∀λ ≥ 0, λx ∈ K,

c’est à dire
∀λ ≥ 0, λK ⊂ K.

35



Chapitre 1 : Définitions et résultats préliminaires

Remarque 1.9.13.

Un cône est donc une réunion de demi-droites fermées issues de l’origine.

Définition 1.9.14.

Soit K un cône. Alors les trois relations suivantes sont équivalentes :

1. K est convexe,

2. ∀α ≥ 0,∀β ≥ 0, αK + βK ⊂ K,

3. K + K ⊂ K.

Définition 1.9.15 (Cône normal au sens de l’analyse convexe).

Soient H un espace de Hilbert et K un sous-ensemble non vide de H. On appelle cône
normal à K au point x ∈ K, l’ensemble défini par

NK(x) =

{
x′ ∈ H :

〈
x′, y − x

〉 ≤ 0, ∀ y ∈ K

}
.

Si x 6∈ K alors NK(x) = ∅.
Proposition 1.9.16.
Soit K un sous-ensemble non vide de H. Les deux assertions suivantes sont vérifieés.

1. Si x ∈ int(K), alors NK(x) = {0}.
2. Si int(K) 6= ∅ et si x ∈ Fr(K), alors NK(x) 6= {0}.

Proposition 1.9.17.
Pour tout sous-ensemble K de H et tout x ∈ K, nous avons

NK(x) = ∂δK(x).

Preuve.

Comme x ∈ K, δK(x) = 0. D’où

∂δK(x) =

{
x′ ∈ H : δK(y) ≥ δK(x) + 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ H

}

=

{
x′ ∈ H : δK(y) ≥ 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ K

}⋂

{
x′ ∈ H : δK(y) ≥ 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ H \K

}

=

{
x′ ∈ H : δK(y) ≥ 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ K

}⋂
H

=

{
x′ ∈ H : 〈x′, y − x〉 ≤ 0 ∀y ∈ K

}
= NK(x).

¥
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Proposition 1.9.18.

Le cône normal associé à un ensemble convexe fermé non vide K est un opérateur maximal
monotone. De plus,

D(NK(·)) =

{
x ∈ H : NK(x) 6= ∅

}
= K.

Définition 1.9.19 (Cône polaire).

Dans l’espace de Banach E, le cône polaire d’un sous-ensemble K est défini par

K0 =

{
x′ ∈ E ′ : 〈x′, v〉 ≤ 0,∀v ∈ K

}
.

Proposition 1.9.20.

K0 est un cône convexe fermé.

Définition 1.9.21 (Cône tangent de Clarke).

Soient E un espace de Banach et K un sous-ensemble fermé de E. On note par TK(x)

le cône tangent de Clarke qui est défini comme suit, on dit qu’un vecteur v appartient au
cône tangent de Clarke TK(x) si pour toute suite (xn)n dans K convergeant vers x et pour
toute suite de nombres positifs (tn)n convergeant vers 0, il existe une suite (vn)n ⊂ E qui
converge vers v tel que xn + tnvn ∈ K pour tout n.

Définition 1.9.22 (Cône normal de Clarke).

Soient E un espace de Banach et K un sous-ensemble fermé de E. Le cône normal de
Clarke, de K au point x ∈ K est défini par

NC
K(x) =

{
ζ ∈ E ′ : 〈ζ, v〉 ≤ 0,∀v ∈ TK(x)

}
,

c’est à dire que NC
K(x) est le cône polaire de TK(x).

Proposition 1.9.23.

Si K est convexe, alors

NC
K(x) =

{
x′ ∈ H :

〈
x′, y − x

〉 ≤ 0, ∀ y ∈ K

}
= NK(x).

Proposition 1.9.24.
Soient H un espace de Hilbert, K un sous-ensemble convexe fermé de H, et soient y ∈ H

et proj(y,K) la projection de y sur K, alors

x = proj(y, K) ⇐⇒ y − x ∈ NK(x). (1.11)
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Preuve.

x = proj(y, K) ⇐⇒ 〈y − x, z − x〉 ≤ 0, ∀z ∈ K

⇐⇒ y − x ∈ NK(x).

¥
Les résultats suivants sont pris de la référence [15].

Définition 1.9.25 (Cône normal proximal).
Soient S un sous-ensemble non vide et fermé de H, x ∈ S. On définit le cône normal
proximal (où le cône proximal) de S au point x de la manière suivante

Np
S(x) =

{
v ∈ H : ∃t > 0, x ∈ Proj(x + tv, S)

}
.

Proposition 1.9.26.

Soient S un ensemble fermé non vide de H, x ∈ H et v ∈ H. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) v ∈ Np
S(x).

ii) ∃σ ≥ 0 tel que ∀z ∈ S, 〈v, z − x〉 ≤ σ‖z − x‖2.

Définition 1.9.27 (Cône normal de Fréchet).

Soit S un sous-ensemble fermé de H. On appelle cône normal de Fréchet à S au point x,
qu’on note NF

S (x), l’ensemble défini par

NF
S (x) =

{
ζ ∈ H : ∀ε > 0,∃δ > 0, 〈ζ, y − x〉 ≤ ε‖y − x‖,∀y ∈ BH(x, δ) ∩ S

}
.

Proposition 1.9.28.

Soit S un sous-ensemble non vide et fermé de H et x ∈ S. Le cône normal de Fréchet
coincïde avec le sous-différentiel de la fonction indicatrice de S, i.e.,

NF
S (x) = ∂F δS(x).

Remarque 1.9.29.

L’inclusion suivante est toujours vraie

NF
S (x) ⊂ NC

S (x), ∀x ∈ S.
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La proposition suivante donne une relation entre le cône normal de Fréchet et le sous-
différentiel de Fréchet de la fonction distance.

Proposition 1.9.30.

Pour tout sous-ensemble fermé S de H et tout x ∈ S, nous avons

∂F dS(x) = NF
S (x) ∩BH . (1.12)

Preuve.
• Montrons que ∂F dS(x) ⊂ NF

S (x) ∩BH .

Soit ξ ∈ ∂F dS(x), alors par la Définition 1.9.10, pour tout ε > 0, il exist δ > 0 tel que
pour tout y ∈ BH(x, δ)

〈ξ, y − x〉 ≤ dS(y)− dS(x) + ε‖y − x‖,

d’où,

〈ξ, y − x〉 ≤ ε‖y − x‖, pour tout y ∈ BH(x, δ) ∩ S,

ceci implique que ξ ∈ NF
S (x), mais comme ∂F dS(x) ⊂ BH , on obtient

∂F dS(x) ⊂ NF
S (x) ∩BH . (1.13)

• Montrons maintenant que NF
S (x) ∩BH ⊂ ∂F dS(x). Nous avons

ξ ∈ NF
S (x) ∩BH ⇐⇒ ξ ∈ NF

S (x) et ξ ∈ BH

⇐⇒ ξ ∈ NF
S (x) et ‖ξ‖ ≤ 1.

Soit ε > 0. Fixons 0 < ε′ <
ε

2
, alors, par la définition du cône normal de Fréchet, il existe

δ > 0 tel que pour tout y ∈ BH(x, δ) ∩ S

〈ξ, y − x〉 ≤ ε′‖y − x‖. (1.14)

Comme la fonction y 7−→ −〈ξ, y−x〉+ε′‖y−x‖ est Lipschtizienne de rapport l = ‖ξ‖+ε′,

par la relation (1.14), y0 = x est un minimum global pour la fonction f(y) = −〈ξ, y−x〉+
ε′‖y−x‖ sur BH

(
x,

δ

2

)
∩S qui est fermé de H, donc par la Proposition 1.2.11, y0 = x est

un minimum global sur H de la fonction f + (‖ξ‖+ ε′)dBH(x, δ
2
)∩S, donc pour tout y ∈ H

〈ξ, y − x〉 ≤ ε′‖y − x‖+ (‖ξ‖+ ε′)dBH(x,δ)∩S(y)

≤ ε′‖y − x‖+ dBH(x,δ)∩S(y) + ε′dBH(x,δ)∩S(y)

≤ ε′‖y − x‖+ dBH(x,δ)∩S(y) + ε′‖y − x‖
≤ 2ε′‖y − x‖+ dBH(x,δ)∩S(y)
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Fixons r > 0 tel que 0 < 2r <
δ

2
. On peut facilement vérifier que pour tout y ∈ BH(x, r)

dS∩BH(x,2r)(y) = dS(y).

En effet, dS(y) = inf
z∈S
‖y − z‖ ⇐⇒ ∀ε > 0,∃zε ∈ S tel que

‖y − zε‖ < dS(y) + ε (1.15)

comme x ∈ S, on a dS(y) ≤ ‖y − x‖ < r ∀y ∈ BH(x, r)

donc on peut trouver σ > 0 assez petit tel que dS(y) ≤ r − σ, en prenant dans (2.54)
ε = σ, on obtient l’existence de zσ ∈ S tel que

‖y − zσ‖ < r − σ + σ = r

ceci implique que

‖x− zσ‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − zσ‖ < r + r = 2r,

=⇒ zσ ∈ BH(x, 2r),

i.e., zσ ∈ BH(x, 2r) ∩ S alors, dBH(x,2r)∩S(y) ≤ ‖y − zσ‖ < dS(y) + σ

d’où, dBH(x,2r)∩S(y) ≤ dS(y) + σ, en faisant tendre σ vers 0, il vient que

dBH(x,2r)∩S(y) ≤ dS(y). (1.16)

D’autre part, BH(x, 2r) ∩ S ⊂ S alors

dS(y) ≤ dBH(x,2r)∩S(y). (1.17)

De (1.16) et (1.17) on obtient

dBH(x,2r)∩S(y) = dS(y).

Donc, pour tout ε > 0, il existe r > 0 tel que pour tout y ∈ BH(x, r)

〈ξ, y − x〉 ≤ ε‖y − x‖+ dS(y)− dS(x).

Par conséquent, ξ ∈ ∂F dS(x), d’où

NF
S (x) ∩BH ⊂ ∂F dS(x). (1.18)

De (1.13) et (1.18), on a
∂F dS(x) = NF

S (x) ∩BH .

¥
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Remarque 1.9.31.

Une autre propriété importante est la suivante :

x ∈ Proj(v, S) =⇒ v − x ∈ NF
S (x) =⇒ v − x ∈ NC

S (x). (1.19)

En effet, soit x ∈ Proj(v, S), d’après la Proposition 1.6.4, on a

〈v − x, z − x〉 ≤ 1

2
‖z − x‖2,∀z ∈ S

=⇒ ∃σ =
1

2
> 0,∀z ∈ S 〈v − x, z − x〉 ≤ σ‖z − x‖2. Par la Proposition 1.9.26,

v − x ∈ Np
S(x). Comme Np

S(x) ⊂ NF
S (x), alors v − x ∈ NF

S (x)

Aussi, NF
S (x) ⊂ NC

S (x) et donc v − x ∈ NC
S (x). ¥

Lemme 1.9.32.

Si Ai = NCi
, avec Ci, i = 1, 2, des sous-ensembles convexes fermés de H, alors

H(C1, C2) = dis(A1, A2).

Les résultats suivants résument certaines propriétés importantes du sous-différentiel de
la fonction distance aux ensembles convexes fermés non vides et fournissent une propriété
de semi-continuité supérieure de sa fonction d’appui, nécessaire dans les preuves de nos
résultats principaux. Voir [16], [25] et [32].

Proposition 1.9.33.
Soit K un sous-ensemble non vide, convexe fermé de H. Alors
(i) ∂ dK(x) = NK(x) ∩BH .
(ii) ∂ dK(x) est un sous-ensemble convexe et faiblement compact dans H.

Proposition 1.9.34.
Soit

{
K(t, x) : (t, x) ∈ I × H

}
une famille d’ensembles convexes fermés non vides de

H et soit η ≥ 0. Supposons qu’il existe une constante L ≥ 0 et une fonction continue
ϑ : I −→ R tel que, pour tous x1, x2, y ∈ H et t, s ∈ I

|d(y, K(t, x1))− d(y,K(s, x2))| ≤ |ϑ(t)− ϑ(s)|+ L‖x1 − x2‖.
Alors, nous avons les propriétes suivantes.
(i) Pour tout (t, x, y) ∈ Gr(K) on a η∂dK(t,x)(y) ⊂ ηBH .
(ii) pour toute suite (tn)n ⊂ I convergeant vers t, toute suite (xn)n convergeant vers x,
toute suite (yn)n convergeant vers y ∈ K(t, x) avec yn ∈ K(tn, xn), et tout ξ ∈ H, nous
avons

lim sup
n→+∞

δ∗
(
ξ, η∂dK(tn,xn)(yn)

) ≤ δ∗
(
ξ, η∂dK(t,x)(y)

)
.
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1.9.3 Ensembles sous-lisses

Nous introduisons dans ce qui suit, la définition et quelques propriétés des ensembles
sous-lisses. Nous renvoyons le lecteur à [4] pour plus de détails. Voir aussi [51].

Définition 1.9.35.

On dit qu’un sous-ensemble non vide et fermé S de H est sous-lisse au point x0 ∈ S,
si pour chaque ε > 0, il existe δ > 0, tel que pour tous x1, x2 ∈ BH(x0, δ) ∩ S et tous
ζi ∈ NC

S (xi) ∩BH(i = 1, 2) nous avons

〈ζ1 − ζ2, x1 − x2〉 ≥ −ε‖x1 − x2‖. (1.20)

L’ensemble S est sous-lisse, s’il est sous-lisse en tout point de S. Nous disons en outre que
S est uniformément sous-lisse, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que (1.20) est vérifiée
pour tous x1, x2 ∈ S satisfaisant ‖x1 − x2‖ < δ et pour tous ζi ∈ NC

S (xi) ∩BH(i = 1, 2).

Proposition 1.9.36.

Soit S un sous-ensemble fermé de H et x0 ∈ S. Si S est sous-lisse au point x0, alors il
est normalement Fréchet régulier en x0, c’est à dire

NF
S (x0) = NC

S (x0), (1.21)

en particulier,
∂CdS(x0) = ∂F dS(x0).

Preuve.
• Montrons que NF

S (x0) = NC
S (x0).

On a l’inclusion NF
S (x0) ⊂ NC

S (x0), donc il suffit de montre que NC
S (x0) ⊂ NF

S (x0). Soit
ξ ∈ NC

S (x0) et soit ε > 0, comme S est sous-lisse au point x0, par la Définition 1.9.35 il
existe δ > 0 tel que pour tous x1, x2 ∈ BH(x0, δ) ∩ S et tout ζi ∈ NC

S (xi) ∩ BH(i = 1, 2),

nous avons
〈ζ1 − ζ2, x1 − x2〉 ≥ −ε‖x1 − x2‖.

En prenant, ζ1 = 0, ζ2 = ξ, x1 = v et x2 = x0, ceci implique, pour tout v ∈ S avec
‖v − x0‖ < δ et tout ξ ∈ NC

S (x0)

〈−ξ,v − x0〉 ≥ −ε‖v − x0‖,

par conséquent,

〈ξ,v − x0〉 ≤ ε‖v − x0‖ pour tout v ∈ BH(x0, δ) ∩ S.
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Cette dernière inégalité implique que ξ ∈ NF
S (x0). Donc, NC

S (x0) ⊂ NF
S (x0). Par consé-

quent, NF
S (x0) = NC

S (x0).
• Montrons que ∂CdS(x0) = ∂F dS(x0). Soit ξ ∈ ∂CdS(x0).

⇐⇒ ξ ∈ NC
S (x0) ∩BH .

Alors, ‖ξ‖ ≤ 1 et ξ ∈ NC
S (x0), par la relation (1.21), on a ξ ∈ NF

S (x0)

=⇒ ξ ∈ NF
S (x0) ∩BH

⇐⇒ ξ ∈ ∂F dS(x0)

par conséquent, ∂CdS(x0) = ∂F dS(x0). ¥

Proposition 1.9.37.

Soit S un sous-ensemble sous-lisse alors ∂F dS(x) est convexe fermé.

Dans tout ce qui suit, pour un ensemble sous-lisse S, nous allons adopter les notations
NS(·) et ∂dS pour le cône et le sous-différentiel de Fréchet (de Clarke).

Définition 1.9.38.

Soit
(
S(q)

)
q∈Q

une famille d’ ensembles fermés de H avec paramètre q ∈ Q. Cette famille
est dite uniformément sous-lisse, si pour chaque ε > 0, il existe δ > 0, tel que pour chaque
q ∈ Q, l’inégalité (1.20) est vérifiée pour tous x1, x2 ∈ S(q) satisfaisant ‖x1 − x2‖ < δ, et
pour tout ζi ∈ NS(q)(xi) ∩BH , i = 1, 2.

Nous terminons cette section par la proposition suivante, qui est cruciale pour la preuve
de notre théorème principal.

Proposition 1.9.39.

Soit {K(t, x) : (t, x) ∈ I ×H} une famille d’ ensembles fermés non vides de H, qui est
equi-uniformément sous-lisse et soit un réelle η ≥ 0. Supposons qu’il existe une constante
réelle L ≥ 0 et une fonction continue ϑ : I → R tel que, pour tous x1, x2, y ∈ H et t, s ∈ I

|d(y, K(t, x1))− d(y,K(s, x2))| ≤ |ϑ(t)− ϑ(s)|+ L‖x1 − x2‖.
Alors,
(i) Pour tout (t, x, y) ∈ gph(K) nous avons η∂dK(t,x)(y) ⊂ ηBH .
(ii) Pour chaque suite (tn)n ⊂ I convergeant vers t, chaque suite (xn)n convergeant vers
x, chaque suite (yn)n convergeant vers y ∈ K(t, x) avec yn ∈ K(tn, xn), et chaque ξ ∈ H,
nous avons

lim sup
n→+∞

δ∗(ξ, η∂dK(tn,xn)(yn)) ≤ δ∗(ξ, η∂dK(t,x)(y)).
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1.10 Lemmes de Grönwall

Dans nos preuves, nous aurons aussi besoin de ces deux lemmes qui sont des formes
discrètes du Lemme de Gronwall .

Lemme 1.10.1. [36]

Soit α > 0 et soient (γi), (ai) des suites de nombres réels positifs tel que

ai+1 ≤ α +
i∑

k=0

γkak pour i ∈ N ∪ {0}.

Alors

ai+1 ≤ α exp
( i∑

k=0

γk

)
.

Lemme 1.10.2. [38]

Soient (αi), (βi), (γi) et (ai) des suites de nombre réels positifs tel que

ai+1 ≤ αi + βi(a0 + a1 + ... + ai−1) + (1 + γi)ai pour i ∈ N ∪ {0}.

Alors,

aj ≤
(
a0 +

j−1∑

k=0

αk

)
exp

( j−1∑

k=0

(kβk + γk)
)

pour j ∈ N.

Enfin, ce dernier lemme est trés utilisé pour majorer des fonctions à partir d’inéquations
intégrales.

Lemme 1.10.3.

Soient a un réel positif, f, g, h des fonctions définies sur I à valeurs dans [0,∞[ tel que

f(t) ≤ a +

∫ t

0

f(s)h(s)ds +

∫ t

0

g(s)ds.

Alors

f(t) ≤ a exp
( ∫ t

0

h(s)ds
)

+

∫ t

0

g(s) exp
( ∫ t

s

h(τ)dτ
)
ds.

44



Chapitre 2

Existence de solutions absolument
continues pour un système de deux
inclusions différentielles l’une
gouvernée par un opérateur

maximal monotone et l’autre par
le cône normal, avec perturbations

univoques.
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Chapitre 2 : Existence de solutions absolument continues pour un système
de deux inclusions différentielles l’une gouvernée par un opérateur maximal
monotone et l’autre par le cône normal, avec perturbations univoques.

2.1 Introduction

Ce chapitre est consituté de deux parties : dans la première, nous présentons un résultat
d’existence de solutions absolument continues pour un problème d’évolution du premier
ordre dans un espace de Hilbert séparable H , de la forme suivante :

(P1)





−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + f(t, u(t), v(t)), p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t, v(t))), ∀t ∈ I

−v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) + g(t, u(t), v(t)), p.p. t ∈ I

v(t) ∈ C(t, u(t)), ∀ t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D(A(0, v0)), v(0) = v0 ∈ C(0, u0),

où A(t, x) est un opérateur maximal monotone dépendant du temps et de l’état, D(A(0, v0))

représente le domaine de l’opérateur A(0, v0), C(t, x) est un ensemble non vide convexe
fermé dépendant du temps et de l’état, NC(t,x(t)) est le cône normal à C(t, x), et f, g sont
deux perturbations univoques de type Carathéodory. La preuve se base sur la construction
de solutions approximantes dont la limite sera la solution du problème considéré.
Dans la deuxième partie, nous appliquons les résultats obtenus à un problème de minimi-
sation.

2.2 Résultat principal

Notre théorème principal sera établi sous les hypothèses suivantes.
• Hypothèses
Pour tout (t, x) ∈ I × H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone.

(H1
A) Il existe une constante réelle positive λ et une fonction β ∈ W1,2(I,R) positive et
croissante sur I, tel que

dis (A(t, x), A(s, y)) ≤ |β(t)− β(s)|+ λ‖x− y‖ ∀t, s ∈ I, ∀x, y ∈ H.

(H2
A) Il existe une constante réelle positive c, tel que

‖A0(t, x)y‖ ≤ c
(
1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour t ∈ I, x ∈ H et y ∈ D (A(t, x)) .
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(H3
A) Pour tout sous-ensemble borné B ⊂ H, l’ensemble D (A(I ×B)) est relativement
boule-compact.

(H1
C) Soit C : I × H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides. Pour tout (t, x) ∈

I × H, l’ensemble C(t, x) est non vide fermé et convexe.

(H2
C) Il existe une constante réelle positive α, vérifiant αλ < 1, et une fonction η ∈
W1,2(I,R) positive et croissante sur I, tel que

∣∣dC(t,x)(z)− dC(s,y)(z)
∣∣ ≤ |η(t)− η(s)|+ α‖x− y‖ ∀t, s ∈ I, ∀x, y, z ∈ H.

(H3
C) Pour tout sous-ensemble borné E ⊂ H, l’ensemble C(I × E) est relativement
boule-compact.

(Hf ) Soit f : I×H×H −→ H une application séparément mesurable sur I et séparément
continue sur H× H, et il existe une constante positive Mf tel que

‖f(t, x, y)‖ ≤ Mf

(
1 + ‖x‖+ ‖y‖) ∀(t, x, y) ∈ I × H.

(Hg) Soit g : I×H×H −→ H une application séparément mesurable sur I et séparément
continue sur H× H, et il existe une constante positive Mg tel que

‖g(t, x, y)‖ ≤ Mg

(
1 + ‖x‖+ ‖y‖) ∀(t, x, y) ∈ I × H.

Nous sommes maintenant en mesure de donner le théorème principal de ce chapitre. Sa
démonstration utilise des idées et des techniques dans [5], [6], [8] et [45].

Théorème 2.2.1.

Pour tout (t, x) ∈ I × H, soit A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal
monotone vérifiant les hypothèses (H1

A), (H2
A) et (H3

A). Soit C : I × H ⇒ H une multi-
application à valeurs non vides satisfaisant (H1

C), (H2
C) et (H3

C). Soient f, g : I×H×H −→
H satisfaisant (Hf ) et (Hg), respectivement. Alors, pour tout (u0, v0) ∈ D(A(0, v0)) ×
C(0, u0), il existe une solution absolument continue (u, v) : I −→ H × H du problème
d’évolution (P1). De plus, cette solution satisfait les estimations suivantes

‖u̇(t)‖ ≤ K
(
1 + β̇(t) + η̇(t)

)
et ‖v̇(t)‖ ≤ γ

(
1 + β̇(t) + η̇(t)

)
p.p. t ∈ I,

où, K et γ sont des constantes réelles positives.

Preuve.
Pour tout n ≥ 1, soit

{
tni : i = 0, 1, ..., n

}
une partition quelconque de l’intervalle I, i.e.,

0 = tn0 < tn1 < ... < tnn = T. Pour n ≥ 1 et i = 0, 1, ..., n− 1, on pose

δn
i+1 := |tni+1 − tni |, βn

i+1 := |β(tni+1)− β(tni )|, ηn
i+1 := |η(tni+1)− η(tni )| (2.1)
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et on suppose que β(0) = η(0) = 0 et

δn
i ≤ δn

i+1, βn
i ≤ βn

i+1, ηn
i ≤ ηn

i+1. (2.2)

ce choix est possible grâce à l’absolue continuité de β et η.

Par exemple si β(0) = β0 on peut prende β̃(t) = β(t)−β0 pour avoir β̃(0) = β(0)−β0 =

0.

Soit b(t) := t + β(t) + η(t) pour tout t ∈ I. Comme β et η sont absolument continues,
la partition {tni : i = 0, ..., n} peut être choisie tel que, pour tout i = 0, ..., n− 1 et n ≥ 1,

kn
i+1 := δn

i+1 + βn
i+1 + ηn

i+1 ≤
1

n
b(T ) =: εn. (2.3)

La preuve sera donnée en 5 étapes.
Etape 1. Construction des suites discrètes.

Dans cette étape, on construit par récurrence deux suites
{
un

i : i = 1, ..., n
}
et

{
vn

i : i =

1, ..., n
}
, qui vont nous permettre de définir des fonctions approximantes qui convergent

vers la solution de notre problème. Posons
vn

0 = v0 ∈ C(0, u0), u
n
0 = u0 ∈ D(A(0, v0)), et pour i = 0, ..., n− 1,

vn
i+1 = proj

(
vn

i −
∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds, C(tni+1, u

n
i )

)
, (2.4)

un
i+1 = Jn

i+1

(
un

i −
∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
(2.5)

où,

Jn
i+1 := J

A(tni+1,vn
i+1)

δn
i+1

=

(
IH + δn

i+1A(tni+1, v
n
i+1)

)−1

. (2.6)

Observons que la relation (2.4) est bien définie puisque les ensembles C(t, x) sont fermés
convexes, et par le Théorème 1.6.2, il est clair que pour i = 0, ..., n− 1,

vn
i+1 ∈ C(tni+1, u

n
i ). (2.7)

D’après la relation (1.11) et (2.4), nous avons

−(
vn

i+1 − vn
i

) ∈ NC(tni+1,un
i )(v

n
i+1) +

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds. (2.8)

De plus, en utilisant la propriété (i) de la Propositions 1.8.14 et la relation (2.5), on a

un
i+1 ∈ D

(
A(tni+1, v

n
i+1)

)
. (2.9)
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Aussi par les relations (2.5) et (2.6)

un
i −

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds ∈ un

i+1 + δn
i+1A(tni+1, v

n
i+1)u

n
i+1.

D’où

− un
i+1 − un

i

δn
i+1

∈ A
(
tni+1, v

n
i+1

)
un

i+1 +
1

δn
i+1

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , vn

i )ds. (2.10)

Etape 2. Estimations et propriétés des suites
(
un

i

)
n
et

(
vn

i

)
n
.

Grâce aux hypothèses (H2
C), (Hg) et aux relations (2.1), (2.3), (2.4) et (2.7) nous avons,

pour chaque n ≥ 1, et pour tout i = 0, 1, .., n− 1,

‖vn
i+1 − vn

i ‖

=
∥∥∥vn

i+1 −
(
vn

i −
∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds

)
−

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds

∥∥∥

≤
∥∥∥vn

i+1 −
(

vn
i −

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds

)∥∥∥ +

∫ tni+1

tni

‖g(s, un
i , vn

i )‖ds

= d
(
vn

i −
∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds, C(tni+1, u

n
i )

)
+

∫ tni+1

tni

‖g(s, un
i , v

n
i )‖ds

≤ d
(
vn

i , C(tni+1, u
n
i )

)
+

∫ tni+1

tni

‖g(s, un
i , v

n
i )‖ds +

∫ tni+1

tni

‖g(s, un
i , vn

i )‖ds

=
∣∣∣d

(
vn

i , C(tni+1, u
n
i )

)− d
(
vn

i , C(tni , un
i−1)

)∣∣∣ + 2

∫ tni+1

tni

‖g(s, un
i , vn

i )‖ds

≤
∣∣∣d

(
vn

i , C(tni+1, u
n
i )

)− d
(
vn

i , C(tni , un
i−1)

)∣∣∣ + 2Mg

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
δn
i+1

≤
∣∣∣η(tni+1)− η(tni )

∣∣∣ + α‖un
i − un

i−1‖+ 2Mg

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
δn
i+1

≤ kn
i+1 + α‖un

i − un
i−1‖+ 2Mg

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
kn

i+1

=
(
1 + 2Mg

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

))
kn

i+1 + α‖un
i − un

i−1‖. (2.11)

D’autre part, d’après les relations (1.5), (2.5) et le Lemme 1.8.21, on a

‖un
i+1 − un

i ‖ =
∥∥∥Jn

i+1

(
un

i −
∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
− un

i

∥∥∥

≤
∥∥∥Jn

i+1

(
un

i −
∫ tni+1

tni

f(s, un
i , vn

i )ds

)
− Jn

i+1(u
n
i )

∥∥∥ + ‖Jn
i+1(u

n
i )− un

i ‖

≤
∫ tni+1

tni

‖f(s, un
i , vn

i )‖ds + δn
i+1‖A0(tni , vn

i )un
i ‖+ dis

(
A(tni+1, v

n
i+1), A(tni , vn

i )
)

+
√

δn
i+1(1 + ‖A0(tni , vn

i )un
i ‖)dis

(
A(tni+1, v

n
i+1), A(tni , v

n
i )

)
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Posant x = δn
i+1

(
1+ ‖A0(tni , vn

i )un
i ‖

)
et y = dis

(
A(tni+1, v

n
i+1), A(tni , v

n
i )

)
et utilisant le fait

que, si a1, b1 sont deux réels positifs, alors
√

2a1b1 ≤
√

a2
1 + b2

1 ≤ a1 + b1. Nous obtenons
alors pour tout r > 0

√
x.y =

√
2
( 1

2r
x.r.y

) ≤ 1

2r
x + ry.

Sachant que λα < 1, nous pouvons trouver r > 0 tel que (1+ r)λα < 1 (il suffit de choisir

r <
1− λα

λα
). Donc, en utilisant nos hypothèses (H1

A), (H2
A), (Hf ) et les relations (2.1),

(2.2), (2.3) et (2.11), on obtient

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ δn
i+1Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
+ δn

i+1c
(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)

+ |β(tni+1)− β(tni )|+ λ‖vn
i+1 − vn

i ‖+
δn
i+1

2r

(
1 + c(1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖)

)

+ r
(|β(tni+1)− β(tni )|+ λ‖vn

i+1 − vn
i ‖

)

≤ kn
i+1Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
+ kn

i+1c
(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
+ kn

i+1

+ λ
((

1 + 2Mg(1 + ‖un
i ‖+ ‖vn

i ‖)
)
kn

i+1 + α‖un
i − un

i−1‖
)

+
kn

i+1

2r

(
1 + c

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

))

+ r
(
kn

i+1 + λ
((

1 + 2Mg

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

))
kn

i+1 + α‖un
i − un

i−1‖
))

≤ kn
i+1

(
Mf + c + 1 + λ + 2λMg +

1

2r
(1 + c) + r + λr + 2λrMg

)(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)

+ (1 + r)λα‖un
i − un

i−1‖.

Si on pose M1 :=
(
Mf +c+1+λ+2λMg+

1

2r
(1+c)+r+λr+2λrMg

)
et R := (1+r)λα < 1,

nous pouvons écrire, pour chaque n ≥ 1 et pour i = 0, ..., n− 1,

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ R‖un
i − un

i−1‖+ M1

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
kn

i+1. (2.12)

En prenant en compte la relation (2.2) et itérant cette dernière inégalité, en supposant
un
−1 = u0, on trouve

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ M1k
n
i+1

i∑
j=0

Rj
(
1 + ‖un

i−j‖+ ‖vn
i−j‖

)
. (2.13)

En effet, par la relation (2.12) on a

‖un
i − un

i−1‖ ≤ R‖un
i−1 − un

i−2‖+ M1

(
1 + ‖un

i−1‖+ ‖vn
i−1‖

)
kn

i ,

en utilisant le fait que kn
i ≤ kn

i+1

‖un
i − un

i−1‖ ≤ R‖un
i−1 − un

i−2‖+ M1

(
1 + ‖un

i−1‖+ ‖vn
i−1‖

)
kn

i+1,
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en remplaçant dans (2.12) on obtient

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ R
(
R‖un

i−1 − un
i−2‖+ M1

(
1 + ‖un

i−1‖+ ‖vn
i−1‖

)
kn

i+1

)
+ M1

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
kn

i+1

= R2‖un
i−1 − un

i−2‖+ RM1

(
1 + ‖un

i−1‖+ ‖vn
i−1‖

)
kn

i+1 + M1

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
kn

i+1

= R2‖un
i−1 − un

i−2‖+ M1k
n
i+1

1∑
j=0

Rj
(
1 + ‖un

i−j‖+ ‖vn
i−j‖

)

On continue l’opération jusqu’à l’ordre i− 1, on trouve

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ Ri‖un
1 − un

0‖+ M1k
n
i+1

i−1∑
j=0

Rj
(
1 + ‖un

i−j‖+ ‖vn
i−j‖

)
, (2.14)

de la relation (2.12)

‖un
1 − un

0‖ ≤ R‖un
0 − un

−1‖+ M1

(
1 + ‖un

0‖+ ‖vn
0 ‖

)
kn

1 ,

comme un
−1 = u0 et kn

1 ≤ kn
i+1, on a

‖un
1 − un

0‖ ≤ M1

(
1 + ‖un

0‖+ ‖vn
0 ‖

)
kn

i+1,

Remplaçant cette estimation dans la relation (2.14), on obtient

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ RiM1

(
1 + ‖un

0‖+ ‖vn
0 ‖

)
kn

i+1 + M1k
n
i+1

i−1∑
j=0

Rj
(
1 + ‖un

i−j‖+ ‖vn
i−j‖

)

= M1k
n
i+1

i∑
j=0

Rj
(
1 + ‖un

i−j‖+ ‖vn
i−j‖

)
,

ce qui montre la relation (2.13).

Sachant que ‖un
i+1 − un

0‖ ≤
i∑

j=0

‖un
j+1 − un

j ‖, en utilisant la relation (2.13) et (2.3), on

obtient

‖un
i+1‖ ≤ ‖u0‖+

i∑
j=0

‖un
j+1 − un

j ‖

≤ ‖u0‖+
i∑

j=0

(
M1k

n
j+1

j∑

l=0

Rl
(
1 + ‖un

j−l‖+ ‖vn
j−l‖

))

≤ ‖u0‖+ M1εn

i∑
j=0

j∑

l=0

Rl + M1εn

i∑
j=0

j∑

l=0

Rl
(‖un

j−l‖+ ‖vn
j−l‖

)
. (2.15)
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• Montrons par récurence
i∑

j=0

j∑

l=0

Rl ≤ i + 1

1−R
.

Pour i = 0,

j∑

l=0

Rl = 1 ≤ 1

1−R

donc, la relation est vraie pour i = 0.
Supposons qu’elle est vrai pour i et montrons la pour i + 1. On a

i+1∑
j=0

j∑

l=0

Rl =
i∑

j=0

j∑

l=0

Rl +
i∑

l=0

Rl

≤ i + 1

1−R
+

i∑

l=0

Rl

=
i + 1

1−R
+

1−Ri+2

1−R
≤ i + 1 + 1

1−R

=
i + 2

1−R
.

c’est à dire
i∑

j=0

j∑

l=0

Rl ≤ i + 1

1−R
. (2.16)

• Montrons par récurence

i∑
j=0

j∑

l=0

Rl
(‖un

j−l‖+ ‖vn
j−l‖

) ≤ 1

1−R

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)

(2.17)

plus précisement, pour aj = ‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
i∑

j=0

j∑

l=0

Rlaj−l =
i∑

l=0

1−Ri+1−l

1−R
al

Pour i = 0

i∑
j=0

j∑

l=0

Rlaj−l =
0∑

l=0

Rla0−l = a0

≤ 1

1−R

i∑
j=0

aj
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donc, la relation est vraie pour i = 0.
Supposons qu’elle est vrai pour i et montrons la pour i + 1. On a

i+1∑
j=0

j∑

l=0

Rlaj−l =
i∑

j=0

j∑

l=0

Rlaj−l +
i+1∑

l=0

Rlai+1−l

=
i∑

l=0

1−Ri+1−l

1−R
al +

i+1∑

l=0

Rlai+1−l

=
i∑

l=0

(1−Ri+1−l

1−R
al + Ri+1−l

)
al + ai+1

=
i∑

l=0

1−Ri+2−l

1−R
al + ai+1

=
i+1∑

l=0

1−Ri+2−l

1−R
al.

Donc,

i∑
j=0

j∑

l=0

Rlaj−l ≤
i∑

l=0

1

1−R
al =

1

1−R

i∑

l=0

al.

Combinant (2.16) et (2.17) on obtint

‖un
i+1‖ ≤ ‖u0‖+ M1εn

(
i + 1

1−R

)
+

M1εn

1−R

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
.

En remarquant que i + 1 ≤ n, et donc par la relation (2.3), (i + 1)εn ≤ nεn = b(T ), on
obtient

‖un
i+1‖ ≤ ‖u0‖+ M1

b(T )

1−R
+

M1εn

1−R

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)

=: c1 + c2εn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
,

c’est à dire

‖un
i+1‖ ≤ c1 + c2εn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
. (2.18)

D’autre part, nous avons par (2.11) et (2.13),

‖vn
i+1 − vn

i ‖ ≤ kn
i+1 + 2Mgk

n
i+1

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)

+ αM1k
n
i

i−1∑
j=0

Rj
(
1 + ‖un

i−1−j‖+ ‖vn
i−1−j‖

)
. (2.19)
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D’où, en utilisant (2.3) et (2.19), et en supposant que un
−1 = u0 et vn

−1 = v0, on obtient

‖vn
i+1‖ ≤ ‖v0‖+

i∑
j=0

‖vn
j+1 − vn

j ‖

≤ ‖v0‖+ (1 + 2Mg)
i∑

j=0

kn
j+1 + 2Mg

i∑
j=0

kn
j+1

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)

+
i∑

j=0

αM1k
n
j

j−1∑

l=0

Rl
(
1 + ‖un

j−1−l‖+ ‖vn
j−1−l‖

)

≤ ‖v0‖+ (1 + 2Mg)(i + 1)εn + 2Mgεn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)

+ αM1
i + 1

1−R
εn + αM1εn

i∑
j=0

j∑

l=0

Rl
(‖un

j−1−l‖+ ‖vn
j−1−l‖

)

≤ ‖v0‖+ (1 + 2Mg)b(T ) + αM1
b(T )

1−R

(‖u0‖+ ‖v0‖
)

+

(
2Mg +

αM1

1−R

)
εn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)

=: d1 + d2εn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
. (2.20)

En additionnant les relations (2.18) et (2.20), il vient que

‖un
i+1‖+ ‖vn

i+1‖ ≤ (c1 + d1) + (c2 + d2)εn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
.

Grâce au Lemme 1.10.1, on obtient pour tout n ≥ 1 et i = 0, ..., n− 1,

‖un
i+1‖+ ‖vn

i+1‖ ≤ (c1 + d1) exp
(
(c2 + d2)

i∑
j=0

εn

) ≤ (c1 + d1) exp
(
(c2 + d2)b(T )

)
=: K1,

c’est à dire, pour tout n ≥ 1 et i = 0, ..., n− 1,

‖un
i+1‖ ≤ K1 et ‖vn

i+1‖ ≤ K1.

Remplaçons ces estimations dans (2.13) et (2.19), on obtient

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤
M1

1−R
(1 + K1)k

n
i+1
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et
‖vn

i+1 − vn
i ‖ ≤

(
1 +

(
2Mg +

αM1

1−R

)
(1 + K1)

)
kn

i+1.

Posant K := max

{
K1,

M1

1−R
(1 + K1)

}
et γ := max

{
K1, 1 +

(
2Mg +

αM1

1−R

)
(1 + K1)

}
,

on conclut que pour tout 0 ≤ i ≤ n (resp. 0 ≤ i ≤ n− 1)

‖un
i ‖ ≤ K (resp. ‖un

i+1 − un
i ‖ ≤ Kkn

i+1), (2.21)

et
‖vn

i ‖ ≤ γ (resp. ‖vn
i+1 − vn

i ‖ ≤ γkn
i+1). (2.22)

Etape 3. Construction des suites approximantes
(
un

)
n
et

(
vn

)
n
.

Pour chaque n ≥ 1, nous définissons les applications un, vn : I −→ H comme suit :
pour t ∈ [tni , tni+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1,





un(t) = un
i +

t− tni
tni+1 − tni

(
un

i+1 − un
i +

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
−

∫ t

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

un(T ) = un
n,

(2.23)

et




vn(t) = vn
i +

b(t)− b(tni )

kn
i+1

(
vn

i+1 − vn
i +

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds

)
−

∫ t

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds

vn(T ) = vn
n.

(2.24)

Clairement, les applications un et vn sont absolument continues avec un(tni ) = un
i , vn(tni ) =

vn
i , et pour t ∈]tni , tni+1[

u̇n(t) =
1

δn
i+1

(
un

i+1 − un
i +

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
− f(t, un

i , vn
i ), (2.25)

et

v̇n(t) =
ḃ(t)

kn
i+1

(
vn

i+1 − vn
i +

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , vn

i )ds
)
− g(t, un

i , vn
i ). (2.26)

Par la relation (2.10) nous avons

− 1

δn
i+1

(
un

i+1 − un
i +

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
∈ A

(
tni+1, v

n
i+1

)
un

i+1,

et par (2.25) ceci est équivalent à

−u̇n(t)− f(t, un
i , vn

i ) ∈ A
(
tni+1, v

n
i+1

)
un

i+1. (2.27)
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De même, prenant en compte (2.8), on a

−vn
i+1 − vn

i −
∫ tni+1

tni

g(s, un
i , vn

i )ds ∈ NC(tni+1,un
i )

(
vn

i+1

)
,

et grâce à la définition du cône normal et à la relation (2.26), ceci est équivalent à

−v̇n(t)− g(t, un
i , vn

i ) ∈ NC(tni+1,un
i )(v

n
i+1). (2.28)

Dans la suite on va montrer que (un) est bornée. Par l’hypothèse (Hf ) et la relation (2.23),
pour tout t ∈ [tni , tni+1[,

‖un(t)− un
i ‖ =

∥∥∥ t− tni
tni+1 − tni

(
un

i+1 − un
i +

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , vn

i )ds
)
−

∫ t

tni

f(s, un
i , vn

i )ds
∥∥∥

≤ t− tni
tni+1 − tni

∥∥∥un
i+1 − un

i +

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

∥∥∥ +
∥∥∥

∫ t

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

∥∥∥

≤ ‖un
i+1 − un

i ‖+ 2

∫ tni+1

tni

‖f(s, un
i , v

n
i )ds‖

≤ ‖un
i+1 − un

i ‖+ 2Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
δn
i+1.

Grâce aux relations (2.3), (2.21) et (2.22), il vient que

‖un(t)− un
i ‖ ≤ ‖un

i+1 − un
i ‖+ 2Mf

(
1 + K + γ

)
δn
i+1

≤ Kkn
i+1 + 2Mf

(
1 + K + γ

)
kn

i+1

≤ (
K + 2Mf (1 + K + γ)

)
εn =: β̂εn. (2.29)

D’où, par la relation (2.3), pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[, ‖un(t)‖ ≤ K + β̂εn ≤ K + β̂b(T ). Par

conséquent,

sup
n∈N

‖un‖C = sup
n∈N

(
sup
t∈I
‖un(t)‖

)
≤ K + β̂b(T ),

et

sup
n∈N

V ar(un) = sup
n≥1

n−1∑
i=0

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ K

n−1∑
i=0

kn
i+1

= K

n−1∑
i=0

(
δn
i+1 + βn

i+1 + ηn
i+1

)

= K

n−1∑
i=0

(
(tni+1 − tni ) +

(
β(tni+1)− β(tni )

)
+

(
η(tni+1)− η(tni )

))

= K
(
tnn + β(tnn) + η(tnn)

)
= Kb(T ). (2.30)
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Donc, (un) est une suite uniformément bornée en norme et en variation.
D’autre part, pour tout n ≥ 1 et 0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

‖un(t)− un(s)‖ ≤ K
(
b(t)− b(s)

)
+

(
K + 2β̂

)
εn. (2.31)

En effet, fixons s ∈ [tni , t
n
i+1[ et t ∈ [tnj , tnj+1[ avec j > i. Alors, par les relations (2.3), (2.21)

et (2.29) on obtient

‖un(t)− un(s)‖ ≤ ‖un(t)− un
j ‖+ ‖un

j − un
i ‖+ ‖un

i − un(s)‖
≤ ‖un

i − un
j ‖+ 2β̂εn

≤
j−i−1∑
p=0

‖un
i+p+1 − un

i+p‖+ 2β̂εn ≤ K

j−i−1∑
p=0

kn
i+p+1 + 2β̂εn

≤ K

j−i−1∑
p=0

(
δn
i+p+1 + βn

i+p+1 + ηn
i+p+1

)
+ 2β̂εn

≤ K

j−i−1∑
p=0

((
δn
i+p+1 − δn

i+p

)
+

(
βn

i+p+1 − βn
i+p

)
+

(
ηn

i+p+1 − ηn
i+p

))
+ 2β̂εn

= K
((

δn
j − δn

i

)
+

(
βn

j − βn
i

)
+

(
ηn

j − ηn
i

))
+ 2β̂εn

= K
((

δn
j + βn

j + ηn
j

)− (
δn
i + βn

i + ηn
i

))
+ 2β̂εn

= K
(
b(tnj )− b(tni )

)
+ 2β̂εn ≤ K

(
b(t)− b(tni )

)
+ 2β̂εn

≤ K
((

b(t)− b(s)
)

+
(
b(s)− b(tni )

))
+ 2β̂εn

≤ K

((
b(t)− b(s)

)
+

(
b(tni+1)− b(tni )

))
+ 2β̂εn

= K
(
b(t)− b(s)

)
+ Kkn

i+1 + 2β̂εn

≤ K
(
b(t)− b(s)

)
+ (K + 2β̂)εn.

Maintenant, observons que par l’hypothèse (Hf ), et les relations (2.3), (2.21) et (2.25),
nous avons, pour tout t ∈]tni , t

n
i+1[,

‖u̇n(t)‖ ≤ 1

δn
i+1

‖un
i+1 − un

i ‖+ 2Mf

(
1 + K + γ

) ≤ K
kn

i+1

δn
i+1

+ 2Mf

(
1 + K + γ

)

= K

(
1 +

β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni
+

η(tni+1)− η(tni )

tni+1 − tni

)
+ 2Mf

(
1 + K + γ

)
. (2.32)

Comme β et η sont absolument continues, on a par le Théorème de différentiation de
Lebesgue (Théorème 1.1.10) pour presque tout t ∈]tni , tni+1[,

lim
n→∞

β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni
= β̇(t) et lim

n→∞
η(tni+1)− η(tni )

tni+1 − tni
= η̇(t),
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si bien qu’ il existe un sous-ensemble N ′ ⊂ I de mesure négligeable tel que pour tout
t ∈ I \N ′, nous pouvons assurer l’existence de µt < +∞ tel que

‖u̇n(t)‖ ≤ µt. (2.33)

Nous montrons dans ce qui suit que (u̇n) est bornée dans L2(I, H). En effet, pour tout
t ∈ I, on pose a(t) := K

(
1 + β̇(t) + η̇(t)

)
, qui est une fonction dans L2(I,R) car β̇ et η̇ le

sont. Par la relation (2.32), on a pour chaque t ∈]tni , t
n
i+1[

‖u̇n(t)‖ ≤ 1

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

a(τ) dτ + K2,

où K2 := 2Mf

(
1 + K + γ

)
. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient que

‖u̇n(t)‖ ≤ 1√
tni+1 − tni

( ∫ tni+1

tni

(a(τ))2 dτ

) 1
2

+ K2.

Compte tenu de cette dernière relation, et du fait que pour tous réels positifs x, y on a
(x + y)2 ≤ 2(x2 + y2), on obtient

‖u̇n‖2
L2 =

∫ T

0

‖u̇n(t)‖2 dt =
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

‖u̇n(t)‖2 dt

≤
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(
1√

tni+1 − tni

( ∫ tni+1

tni

(a(τ))2 dτ

) 1
2

+ K2

)2

dt

≤ 2
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(
1

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

(a(τ))2 dτ + K2
2

)
dt

= 2
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(a(τ))2 dτ + 2K2
2T

= 2

∫ T

0

(a(τ))2 dτ + 2K2
2T = 2‖a‖2

L2 + 2K2
2T =: K3 < +∞. (2.34)

La suite (u̇n) est donc bornée dans L2(I, H). Or la même manière, nous allons montrer
que la suite (vn) est uniformément bornée en norme et en variation. Par l’hypothèse (Hg)

et les relations (2.3) et (2.24) pour tout t ∈ [tni , tni+1[

‖vn(t)− vn
i ‖ =

∥∥∥b(t)− b(tni )

kn
i+1

(
vn

i+1 − vn
i +

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds

)
−

∫ t

tni

g(s, un
i , vn

i )ds
∥∥∥

≤ b(t)− b(tni )

kn
i+1

∥∥∥vn
i+1 − vn

i +

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds

∥∥∥ +

∫ tni+1

tni

‖g(s, un
i , vn

i )‖ds

≤ ‖vn
i+1 − vn

i ‖+ 2

∫ tni+1

tni

‖g(s, un
i , v

n
i )‖ds

≤ ‖vn
i+1 − vn

i ‖+ 2Mg

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
δn
i+1,
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par les relations (2.21) et (2.22), nous avons

‖vn(t)− vn
i ‖ ≤ ‖vn

i+1 − vn
i ‖+ 2Mg

(
1 + γ + K

)
kn

i+1

≤ (
γ + 2Mg

(
1 + γ + K

))
kn

i+1 =: γ̃kn
i+1, (2.35)

d’où, par (2.3) pour tout t ∈ [tni , tni+1[

‖vn(t)‖ ≤ ‖vn
i ‖+ γ̃εn ≤ γ + γ̃b(T ).

et donc

sup
n∈N

‖vn‖C = sup
n∈N

(
sup
t∈I
‖vn(t)‖

)
≤ γ + γ̃b(T )),

et

sup
n∈N

V ar(vn) ≤ γ

n−1∑
i=0

kn
i+1 = γ

n−1∑
i=0

(
δn
i+1 + βn

i+1 + ηn
i+1

)

= γ

n−1∑
i=0

((
tni+1 − tni

)
+

(
β(tni+1)− β(tni )

)
+

(
η(tni+1)− η(tni )

))

= γ
(
tnn + β(tnn) + η(tnn)

)

= γb(T ). (2.36)

D’autre part, en utilisant les relations (2.3), (2.22), (2.35) et en suivant les mêmes calculs
de la preuve de la relation (2.31), on trouve pour n ≥ 1 et 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖vn(t)− vn(s)‖ ≤ γ
(
b(t)− b(s)

)
+

(
γ + 2γ̃

)
εn. (2.37)

Maintenant, par les relations (2.21), (2.22) et (2.26), pour tout t ∈]tni , tni+1[,

‖v̇n(t)‖ ≤ ḃ(t)

kn
i+1

∥∥∥vn
i+1 − vn

i

∥∥∥ +
(
ḃ(t) + 1

)
Mg

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)

≤ γḃ(t) +
(
ḃ(t) + 1

)
Mg

(
1 + K + γ

)
=: m(t), (2.38)

d’où,
‖v̇n‖L2 ≤ ‖m‖L2 , (2.39)

c’est à dire, la suite (v̇n) est bornée dans L2(I, H).
Considérons, alors les fonctions étagées θn, ϕn : I −→ I définie par

{
θn(t) = tni+1, ϕn(t) = tni , si t ∈]tni , tni+1]

θn(0) = ϕn(0) = 0, .
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et observons que pour chaque t ∈ I, il existe i ∈ {0, ..., n − 1} tel que t ∈ [tni , tni+1[. Par
conséquent

∣∣θn(t)− t
∣∣ ≤

∣∣tni+1 − tni
∣∣ ≤ εn → 0 et

∣∣ϕn(t)− t
∣∣ → 0 lorsque n → +∞, (2.40)

et grâce à la continuité des fonctions β et η, il est clair que
∣∣b(θn(t))− b(t)

∣∣ → 0 et
∣∣b(ϕn(t))− b(t)

∣∣ → 0 lorsque n → +∞. (2.41)

Posons pour n ≥ 1, fn(t) = f(t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))), et gn(t) = g(t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))),
pour tout t ∈ I. Alors, par les relations (2.7), (2.9), (2.27) et (2.28), et le fait que un(tni ) =

un
i et vn(tni ) = vn

i on peut écrire

−u̇n(t) ∈ A (θn(t), vn(θn(t))) un(θn(t)) + fn(t) p.p. t ∈ I, (2.42)

−v̇n(t) ∈ NC(θn(t),un(ϕn(t)))(vn(θn(t))) + gn(t) p.p. t ∈ I, (2.43)

vn(θn(t)) ∈ C (θn(t), un(ϕn(t))) ∀t ∈ I, (2.44)

un(θn(t)) ∈ D (A(θn(t), vn(θn(t)))) ∀t ∈ I. (2.45)

Etape 4. Convergence des suites
(
un

)
n
,
(
u̇n

)
n
et

(
vn

)
n
,
(
v̇n

)
n
.

En premier lieu, montrons que (un) converge uniformément sur I.
On commence par montrer que pour tout t ∈ I, l’ensemble

{
un(t) : n ≥ 1

}
est relative-

ment compact. En effet, d’après les relations (2.21), (2.22) et (2.45) nous avons pour tout
t ∈ I,

(un(θn(t)))n ⊂ D
(
A(I × γBH)

) ∩KBH .

Cet ensemble est, par l’hypothèse (H3
A), relativement compact et on conclut alors que la

suite (un(θn(t)))n est relativement compacte. Mais, par (2.31) et (2.41) nous avons pour
tout t ∈ I

‖un(θn(t))− un(t)‖ −→ 0 et ‖un(ϕn(t))− un(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞.

Il en découle que, pour tout t ∈ I, l’ensemble
{
un(t) : n ≥ 1

}
est relativement compact

dans H . D’autre part, la suite (un)n est équi-continue car nous avons pour tous 0 ≤ s ≤
t ≤ T et pour tout n ∈ N

‖un(t)− un(s)‖ ≤
∫ t

s

‖u̇n(τ)‖dτ ≤
( ∫ t

s

‖u̇n(τ)‖2dτ
) 1

2
(t− s)

1
2

≤ ‖u̇n‖L2(t− s)
1
2 . (2.46)
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Par le Théorème d’Arzelà-Ascoli (Théorème 1.4.8), on conclut que la suite (un)n est
relativement compacte dans C(I, H). Donc, on peut extraire une sous-suite, notée aussi
(un)n, qui converge uniformément et fortement vers une certaine application continue u,

i.e.,
‖un − u‖C −→ 0 lorsque n −→∞.

De plus, pour tout t ∈ I, nous avons

‖un(θn(t))− u(t)‖ ≤ ‖un(t)− u(t)‖+ ‖un(t)− un(θn(t))‖.

Alors,
‖un(θn(t))− u(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞, (2.47)

et de même
‖un(ϕn(t))− u(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞. (2.48)

Maintenant, on montre que la sous-suite (u̇n) converge faiblement vers u̇ dans L2(I, H).
Grâce à (2.34), la suite (u̇n) est bornée dans L2(I, H). Utilisant le Théorème 1.4.5, on
peut extraire une sous-suite convergeant faiblement dans L2(I, H) vers une application
y ∈ L2(I, H), i.e, pour tout z ∈ L2(I,H),

lim
n−→∞

〈
z, u̇n

〉
=

〈
z, y

〉 ⇐⇒ lim
n−→∞

∫ T

0

〈
z(τ), u̇n(τ)

〉
dτ =

∫ T

0

〈
z(τ), y(τ)

〉
dτ.

Par conséquent, en appliquant le Théorème 1.7.6, pour tout t ∈]0, T ] et ζ ∈ H on a

〈
ζ, u(t)− u(0)

〉
= lim

n−→∞
〈
ζ, un(t)− un(0)

〉
= lim

n−→∞
〈
ζ,

∫ t

0

u̇n(τ)dτ
〉

= lim
n−→∞

∫ T

0

〈
ζ 1]0,t[(τ), u̇n(τ)

〉
dτ

=

∫ T

0

〈
ζ 1]0,t[(τ), y(τ)

〉
dτ

=

∫ t

0

〈
ζ(τ), y(τ)

〉
dτ

=
〈
ζ,

∫ t

0

y(τ)dτ
〉

c’est à dire, pour t ∈ I, u(t)− u(0) =

∫ t

0

y(τ)dτ. Par conséquent u est absolument conti-

nue et u̇ = y p.p. sur I (voir Théorème 1.1.4) et alors, (u̇n) converge faiblement vers u̇

dans L2(I,H).

En second lieu, montrons que (vn) converge uniformément sur I.
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D’abord, nous allons montrer que pour tout t ∈ I, l’ensemble
{
vn(t), n ≥ 1

}
est relative-

ment compact. Par les relations (2.21), (2.22) et (2.44), nous avons pour tout t ∈ I,

(vn(θn(t)))n ⊂ C(I ×KBH) ∩ γBH .

Par conséquent, grâce à l’hypothèse (H3
C), la suite (vn(θn(t))n est relativement compacte.

Mais, de (2.37) et (2.41), on a pour tout t ∈ I,

‖vn(θn(t))− vn(t)‖ −→ 0 et ‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞, (2.49)

alors, on conclut que, pour tout t ∈ I,
{
vn(t) : n ≥ 1

}
est aussi relativement compact

dans H . Comme, par (2.38), la suite (vn)n est équi-continue, car nous avons pour tous
0 ≤ s ≤ t ≤ T et pour tout n ∈ N

‖vn(t)− vn(s)‖ ≤
∫ t

s

‖v̇n(τ)‖dτ ≤
( ∫ t

s

‖v̇n(τ)‖2dτ
) 1

2
(t− s)

1
2

≤ ‖v̇n‖L2(t− s)
1
2 .

On obtient grâce au Théorème d’Arzelà-Ascoli (Théorème 1.4.8) que (vn)n est relativement
compacte dans C(I, H) et on peut en extraire une sous-suite, notée similairement, qui
converge uniformément et fortement vers une application continue v, i.e.,

‖vn − v‖C −→ 0 lorsque n −→∞.

et pour tout t ∈ I,

‖vn(θn(t))− v(t)‖ ≤ ‖vn(t)− v(t)‖+ ‖vn(θn(t))− vn(t)‖ −→
n−→∞

0, (2.50)

et de même
‖vn(ϕn(t))− v(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞. (2.51)

D’autre part, grâce à la relation (2.39), la suite des dérvées (v̇n) est bornée dans L2(I, H).
En utilisant des arguments similaires à ceux de la preuve de la convergence faible d’une
sous-suite de (u̇n) vers u̇, on conclut que v est absolument continue et que (v̇n) converge
faiblement dans L2(I,H) vers v̇.

Enfin, par les hypothèses (Hf ), (Hg) on sait que pour tout t ∈ I, f(t, ·, ·) et g(t, ·, ·) sont
continues. Utilisant les relations (2.48) et (2.51), on obtient pour tout t ∈ I,

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

f(t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))) = f(t, u(t), v(t)), (2.52)

et
lim

n→∞
gn(t) = lim

n→∞
g(t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))) = g(t, u(t), v(t)), (2.53)
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et d’après l’hypothèse (Hf ) et (Hg), une deuxième fois et les relations (2.21) et (2.22), on
a

‖fn(t)‖ ≤ Mf

(
1 + ‖un(ϕn(t))‖+ ‖vn(ϕn(t))‖) ≤ Mf

(
1 + K + γ

)
, (2.54)

‖gn(t)‖ ≤ Mg

(
1 + ‖un(ϕn(t))‖+ ‖vn(ϕn(t))‖) ≤ Mg

(
1 + K + γ

)
. (2.55)

Par conséquent, pour chaque n, fn (resp. gn) est bornée dans L2(I, H), on conclut l’exis-
tence d’une sous-suite de (fn)n (resp. (gn)n) qui converge fortement vers f(·, u(·), v(·))
(resp. g(·, u(·), v(·))) dans L2(I, H), ceci grâce au théorème de la convergence dominée de
Lebesgue (Théorème 1.5.1) dans L2(I, H).

Etape 5. Existence de solution.
On va montrer dans cette dernière étape que le couple (u, v) est une solution de notre
problème (P1).
Premièrement, on montre que u(t) ∈ D(A(t, v(t))) pour tout t ∈ I. Soit t ∈ I fixé. Grâce
à la relation (2.45), nous avons que un(θn(t)) ∈ D (A(θn(t), vn(θn(t))) . D’autre part, par
l’hypothèse (H1

A) et les relations (2.1), (2.3) et (2.50), pour tout t ∈ I,

dis
(
A(θn(t), vn(θn(t))), A(t, v(t))

) ≤ |β(θn(t))− β(t)|+ λ‖vn(θn(t))− v(t)‖
≤ εn + λ‖vn(θn(t))− v(t)‖ −→ 0 (2.56)

lorsque n → +∞, et par (H2
A), (2.21) et (2.22), on a l’estimation suivante

‖A0
(
θn(t), vn(θn(t)))un(θn(t)

)‖ ≤ c
(
1 + ‖vn(θn(t))‖+ ‖un(θn(t))‖)

≤ c(1 + K + γ).

La suite (yn) :=
(
A0(θn(t), vn(θn(t)))un(θn(t))

)
est donc bornée dans H et elle est faible-

ment relativement compacte (Théorème 1.4.4) dans H . Par extraction d’une sous-suite,
on peut supposer qu’elle converge faiblement vers une application y. Remarquons aussi
que vu que yn ∈ A(θn(t), vn(θn(t)))un(θn(t), on peut appliquer le Lemme 1.8.20 à la suite
(xn)n = (un(θn(t))), qui converge dans H vers u(t), et à une sous-suite de (yn) pour
conclure que u(t) ∈ D(A(t, v(t))) ∀t ∈ I.

Ensuite on montre que d (v(t), C(t, u(t))) = 0 ∀t ∈ I. Par l’hypothèse (H2
C) et les relations

(2.3), (2.44), (2.48) et (2.50), pour tout t ∈ I,

d (v(t), C(t, u(t)))

≤ ‖vn(θn(t))− v(t)‖+ d (vn(θn(t)), C(t, u(t))) = ‖vn(θn(t))− v(t)‖
+

∣∣d (vn(θn(t)), C(t, u(t)))− d
(
vn(θn(t)), C

(
θn(t), un(ϕn(t))

)) ∣∣
≤ ‖vn(θn(t))− v(t)‖+ |η(θn(t))− η(t)|+ α‖un(ϕn(t))− u(t)‖ −→ 0
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lorsque n → +∞. Ce qui prouve que v(t) ∈ C(t, u(t)) pour tout t ∈ I puisque C(t, u(t))

est fermé.
Nous allons montrer dans ce qui suit que (u, v) vérifie les inclusions dans (P1) presque par
tout.
Comme la suite (u̇n + fn) converge faiblement vers

(
u̇ + f(·, u(·), v(·)) dans L2(I, H), par

le Théorème de Mazur, (Théorème 1.4.6), il existe une suite (zj) tel que pour chaque
j ∈ N, zj ∈ co

{
u̇k + fk, k ≥ j

}
et (zj) converge fortement vers u̇ + f(·, u(·), v(·))

dans L2(I, H). On peut alors extraire de (zj) une sous-suite qui converge presque partout
vers u̇ + f(·, u(·), v(·)), i.e., il existe un sous-ensemble N0 de I de mesure de Lebesgue
nulle et une sous-suite (jp) de N tel que pour tout t ∈ I \ N0, (zjp(t)) converge vers
u̇(t) + f(t, u(t), v(t)) lorsque p −→∞, de sorte que, pour t ∈ I \N0, u̇(t) + f(t, u(t), v(t))

est un point d’adhérence de (zjp(t)). Par conséquent

u̇(t) + f(t, u(t), v(t)) ∈ (zjp(t))p∈N =
⋂

p∈N
(zjp(t))

⊂
⋂

p∈N
co

{
u̇k(t) + fk(t), k ≥ jp

}

=
⋂

p∈N
co

{
u̇k(t) + fk(t), k ≥ jp

}
,

ce qui implique que, pour t ∈ I \N0 et pour chaque ζ ∈ H, par le Théorème 1.2.10,
〈
ζ, u̇(t) + f(t, u(t), v(t))

〉 ≤ δ∗
(
ζ, {u̇k(t) + fk(t), k ≥ jp}

) ∀p ∈ N
= sup

k≥jp

〈
ζ, u̇k(t) + fk(t)

〉 ∀p ∈ N

≤ inf
p∈N

sup
k≥jp

〈
ζ, u̇k(t) + fk(t)

〉

c’est à dire,
〈
ζ, u̇(t) + f(t, u(t), v(t))

〉 ≤ lim sup
p→∞

〈
ζ, u̇p(t) + fp(t)

〉
. (2.57)

Comme pour tout t ∈ I, u(t) ∈ D (A(t, v(t))), pour montrer que u̇(t) + f(t, u(t), v(t)) ∈
−A (t, v(t)) u(t) p.p, il suffit d’applique le Lemme 1.8.19, et de montrer que pour tout
ξ ∈ D (A(t, v(t)))

〈
u̇(t) + f(t, u(t), v(t)), u(t)− ξ

〉 ≤ 〈
A0(t, v(t))ξ, ξ − u(t)

〉
, p.p. t ∈ I.

Pour cela, en utilisant l’hypothèse (H2
A), on peut appliquer le Lemme 1.8.22 aux opérateurs

maximaux monotones A (θn(t), vn(θn(t))) et A (t, v(t)), qui vérifient la relation (2.56), pour
assurer l’existence d’une suite (ξn) tel que

ξn ∈ D
(
A(θn(t), vn(θn(t))

)
,
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ξn −→ ξ et A0 (θn(t), vn(θn(t))) ξn −→ A0 (t, v(t)) ξ. (2.58)

Pour n ≥ 1, désignons par I \ Nn l’ensemble sur lequel la relation (2.42) est satisfaite.
Comme−u̇n(t)−fn(t) ∈ A (θn(t), vn(θn(t))un(θn(t)) , ∀t ∈ I\Nn et A0 (θn(t), vn(θn(t))) ξn ∈
A (θn(t), vn(θn(t))) ξn, ∀t ∈ I et comme pour chaque (t, x) ∈ I ×H, A(t, x) est monotone,
on obtient pour t ∈ I \Nn,

〈
u̇n(t) + fn(t), un(θn(t))− ξn

〉 ≤ 〈
A0 (θn(t), vn(θn(t))) ξn, ξn − un(θn(t))

〉
. (2.59)

D’où, par les relations (2.33), (2.59) et l’hypothèse (Hf ) ainsi que (2.21) et (2.22), on
obtient pour tout t ∈ I \

(
∪

n≥0
Nn ∪N ′

)
,

〈
u̇n(t) + fn(t), u(t)− ξ

〉
=

〈
u̇n(t) + fn(t), un(θn(t))− ξn

〉

+
〈
u̇n(t) + fn(t), (u(t)− un(θn(t)))− (ξ − ξn)

〉

≤ 〈
A0

(
θn(t), vn(θn(t))

)
ξn, ξn − un(θn(t))

〉

+
(
µt + Mf (1 + K + γ)

)(‖un(θn(t))− u(t)‖+ ‖ξn − ξ‖).

Ainsi, les relations (2.47) et (2.58) impliquent que

lim sup
n−→∞

〈
u̇n(t) + fn(t), u(t)− ξ

〉 ≤ 〈
A0(t, v(t))ξ, ξ − u(t)

〉
,

et grâce à (2.57), nous déduisons que

〈
u̇(t) + f(t, u(t), v(t)), u(t)− ξ

〉 ≤ 〈
A0(t, v(t))ξ, ξ − u(t)

〉
.

Par conséquent

u̇(t) + f(t, u(t), v(t)) ∈ −A (t, v(t)) u(t) p.p t ∈ I.

Maintenant, nous allons montrer que −v̇(t) − g(t, u(t), v(t)) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) p.p. t ∈ I.
Par (2.38) et (2.55), nous avons pour presque tout t ∈ I,

‖v̇n(t) + gn(t)‖ ≤ ‖v̇n(t)‖+ ‖gn(t)‖ ≤ m(t) + Mg

(
1 + K + γ

)
=: m̃(t).

Donc, en utilisant (2.43) et la propriété (i) de Proposition 1.9.33, on a pour presque tout
t ∈ I,

− v̇n(t)− gn(t) ∈ N
C
(

θn(t),un(ϕn(t))
)(vn(θn(t)))

⋂
m̃(t)BH

= m̃(t)∂dC(θn(t),un(ϕn(t)))(vn(θn(t))). (2.60)
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Comme la suite
(
v̇n +gn

)
converge faiblement vers v̇+g(·, u(·), v(·)) dans L2(I, H). Par le

Théorème de Banach Mazur (Théorème 1.4.6), il existe une suite (wj) tel que pour chaque
j ∈ N, wj ∈ co

{
v̇k + gk, k ≥ j

}
et (wj) converge fortement vers v̇ + g(·, u(·), v(·)) dans

L2(I, H). Donc, on peut extraire une sous-suite de (wj) qui converge presque partout vers
v̇ + g(·, u(·), v(·)), c’est à dire, il existe un sous-ensemble N ′′ de I de mesure de Lebesgue
nulle et une sous-suite (jq) de N tel que pour tout t ∈ I \ N ′′, (wjq(t)) converge vers
v̇(t)+g(t, u(t), v(t)), c’est à dire v̇(t)+g(t, u(t), v(t)) est un point d’adhérence de (wjq(t)),
alors

v̇(t) + g(t, u(t), v(t)) ∈ (wjq(t))q∈N =
⋂

q∈N
(wjq(t))

=
⋂

q∈N

{
v̇k(t) + gk(t), k ≥ jq

}

⊂
⋂

q∈N
co

{
v̇k(t) + gk(t), k ≥ jq

}

=
⋂

q∈N
co

{
v̇k(t) + gk(t), k ≥ jq

}
.

Pour tout t ∈ I \N ′′ et tout y ∈ H, le Théorème 1.2.10 nous permet d’écrire
〈
y, v̇(t) + g(t, u(t), v(t))

〉 ≤ sup
k≥jq

〈
y, v̇k(t) + gk(t)

〉
,∀q ∈ N

≤ inf
q

sup
k≥jq

〈
y, v̇k(t) + gk(t)

〉

c’est à dire
〈
y, v̇(t) + g(t, u(t), v(t))

〉 ≤ lim sup
q−→∞

〈
y, v̇q(t) + gq(t)

〉
. (2.61)

Par conséquent, d’après les relations (2.60), (2.61), on aura
〈
y, v̇(t) + g(t, u(t), v(t))

〉 ≤ lim sup
n→∞

δ∗
(
y,−m̃(t)∂dC(θn(t),un(ϕn(t)))(vn(θn(t)))

)
. (2.62)

Par la propriété (ii) de Proposition 1.9.34, et en prenant en compte les relations (2.40),
(2.48), (2.50) et (2.62) on obtient

〈
y, v̇(t) + g(t, u(t), v(t))

〉 ≤ δ∗
(
y,−m̃(t)∂dC(t,u(t))(v(t))

)
.

Comme la multi-application t 7→ m̃(t)∂dC(t,u(t))(v(t)) est mesurable à valeurs faiblement
compactes et convexes et H est séparable, par la Proposition 1.7.7, on déduit que

−v̇(t)− g(t, u(t), v(t)) ∈ m̃(t)∂dC(t,u(t))(v(t)) ⊂ NC(t,u(t))(v(t)) p.p. t ∈ I
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car v(t) ∈ C(t, u(t)), pour tout t ∈ I. Alors,

−v̇(t)− g(t, u(t), v(t)) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) p.p. t ∈ I.

Par conséquent, (u, v) est une solution de notre problème (P1), et par (2.31) et (2.37)
cette solution satisfait les estimations suivantes

‖u̇(t)‖ =

∥∥∥∥ lim
n−→∞

un(t)− un(s)

t− s

∥∥∥∥ ≤ lim
n−→∞

(
K(b(t)− b(s)) + (K + 2γ̂)εn

t− s

)

= K lim
n−→∞

b(t)− b(s)

t− s
+ lim

n−→∞
(K + 2γ̂)

t− s
εn

= Kḃ(t).

‖v̇(t)‖ =

∥∥∥∥ lim
n−→∞

vn(t)− v(s)

t− s

∥∥∥∥ ≤ γ lim
n−→∞

b(t)− b(s)

t− s
+ lim

n−→∞
(γ + 2β̂)

t− s
εn

= Kḃ(t).

Ceci termine la preuve du théorème. ¥

Une inspection de la preuve du Théorème 2.2.1, fournit un résultat qui concerne l’exis-
tence de solutions à une variante du problème (P1), qui est la suivante

(P2)





u̇(t) = f(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I,

−v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) p.p. t ∈ I,

v(t) ∈ C(t, u(t)) ∀ t ∈ I,

u(0) = u0, v(0) = v0.

Ce résultat d’existence conduit à plusieurs applications, comme des problèmes de mini-
misation soumis aux systèmes d’évolution de la forme (P2).

Nous soulignons que ce résultat n’est pas une conséquence directe du Théorème 2.2.1. En
effet, si dans (P1), A(t, x)y = {0}, pour tout y ∈ H, il est clair que D(A(t, x)) = H, qui
n’est pas boule-compact. L’hypothèse (H3

A) n’est alors pas satisfaite. Pour surmonter le
manque de compacité et obtenir la convergence de la suite approximante (un), on suppo-
sera une hypothèse de Lipschitz sur f , ce qui nous permettra de prouver que (un) est une
suite de Cauchy.

Théorème 2.2.2.
Soit C : I ×H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides satisfaisant (H1

C), (H2
C) et

(H3
C). Soit f : I ×H ×H −→ H satisfaisant la condition (Hf ). Supposons aussi que pour
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chaque ρ > 0, il existe une fonction réelle positive Lρ ∈ L1(I,R) tel que pour tout t ∈ I

et pour tous x, y, x̄, ȳ ∈ BH(0, ρ),

‖f(t, x, y)− f(t, x̄, ȳ)‖ ≤ Lρ(t)
(‖x− x‖+ ‖y − ȳ‖). (2.63)

Alors, pour chaque (u0, v0) ∈ H × C(0, u0), il existe une solution absolument continue
(u, v) : I −→ H ×H du problème (P2). De plus,

‖u̇(t)‖ ≤ M̃ et ‖v̇(t)‖ ≤ γ
(
1 + η̇(t)

)
p.p. t ∈ I,

où γ, M̃ sont des constantes reélles positives.

Preuve.
Pour n ≥ 1, soit

{
tni : i = 0, 1, .., n

}
une partition de l’intervalle I. Pour i = 0, 1, ..., n− 1,

on pose
δn
i+1 :=

∣∣tni+1 − tni
∣∣, ηn

i+1 :=
∣∣η(tni+1)− η(tni )

∣∣ (2.64)

et on suppose que η(0) = 0 et

δn
i ≤ δn

i+1, ηn
i ≤ ηn

i+1. (2.65)

Comme la fonction η est absolument continue, la partition
{
tni : i = 0, ..., n

}
peut être

choisie tel que pour tout i = 0, ..., n− 1 et n ≥ 1,

kn
i+1 := δn

i+1 + ηn
i+1 ≤

1

n

(
T + η(T )

)
=: εn. (2.66)

Posons b(t) = t + η(t) ∀t ∈ I.

Etape 1. Construction des suites
{
un

i : i = 1, ..., n
}
et

{
vn

i : i = 1, ..., n
}
.

Posons vn
0 = v0, un

0 = u0, et pour i = 0, ..., n− 1,

vn
i+1 = proj

(
vn

i , C(tni+1, u
n
i )

)
, (2.67)

un
i+1 = un

i +

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds. (2.68)

Alors, nous avons par la relation (2.67),

vn
i+1 ∈ C(tni+1, u

n
i ) (2.69)

et de (1.11) et (2.67), on trouve que

−(vn
i+1 − vn

i ) ∈ NC(tni+1,un
i )(v

n
i+1). (2.70)
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Etape 2. Estimations et propriétés des suites discrètes.
Par l’hypothèse (Hf ), et les relations (2.64), (2.66) et (2.68), on a pour tout n ≥ 1 et
i = 0, 1, .., n− 1,

‖un
i+1 − un

i ‖ =
∥∥∥

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

∥∥∥

≤
∫ tni+1

tni

‖f(s, un
i , vn

i )‖ds ≤ Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)(
tni+1 − tni

)

= Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
δn
i+1

≤ Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
kn

i+1. (2.71)

Par conséquent
‖un

i+1‖ ≤ ‖un
i ‖+ Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
kn

i+1. (2.72)

En itérant cette dernière inégalité, et en utilisant le fait que par (2.66) kn
i+1 ≤ εn, on

obtient

‖un
i+1‖ ≤ ‖u0‖+ (i + 1)Mfεn + Mfεn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
. (2.73)

Comme (i + 1) ≤ n, par la relation (2.66), (i + 1)εn ≤ nεn = b(T ) on obtient

‖un
i+1‖ ≤ ‖u0‖+ Mfb(T ) + Mfεn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
. (2.74)

De même, tenant en compte l’hypothèse (H2
C), et les relations (2.64), (2.66), (2.67), (2.69)

et (2.71), on a

‖vn
i+1 − vn

i ‖ = d
(
vn

i , C(tni+1, u
n
i )

)

=
∣∣d (

vn
i , C(tni+1, u

n
i )

)− d
(
vn

i , C(tni , un
i−1)

)∣∣
≤ |η(tni+1)− η(tni )|+ α‖un

i − un
i−1‖

= ηn
i+1 + α‖un

i − un
i−1‖ ≤ kn

i+1 + α‖un
i − un

i−1‖
≤ (

1 + αMf

(
1 + ‖un

i−1‖+ ‖vn
i−1‖

))
kn

i+1, (2.75)

et donc,
‖vn

i+1‖ ≤ ‖vn
i ‖+

(
1 + αMf (1 + ‖un

i−1‖+ ‖vn
i−1‖)

)
kn

i+1. (2.76)

De maniére similaire, en itérant cette dernière inégalité, et en supposant que un
−1 = u0 et

vn
−1 = v0, on obtient

‖vn
i+1‖ ≤ ‖v0‖+ (i + 1)(1 + αMf )εn + αMfεn

i−1∑
j=−1

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
. (2.77)
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Comme (i + 1) ≤ n, par la relation (2.66), (i + 1)εn ≤ nεn = b(T ) on obtient

‖vn
i+1‖ ≤ ‖v0‖+ (1 + αMf )b(T ) + αMfεn

i−1∑
j=−1

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
. (2.78)

En additionnant les relations (2.74) et (2.78), on a

‖un
i+1‖+ ‖vn

i+1‖ ≤ (‖u0‖+ ‖v0‖
)

+
(
1 + Mf + αMf

)
b(T )

+ αMf

(‖u0|+ ‖v0‖
)

+ max(αMf ,Mf )εn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)

=: k1 + k2εn

i∑
j=0

(‖un
j ‖+ ‖vn

j ‖
)
.

En appliquant le Lemme 1.10.1, on obtient, pour i = 0, 1, 2, .., n− 1,

‖un
i+1‖+ ‖vn

i+1‖ ≤ k1 exp
(
k2

i∑
j=0

εn

) ≤ k1 exp
(
k2b(T )

)
=: K1,

si bien que, pour n ≥ 1 et i = 1, 2, .., n,

‖un
i ‖ ≤ K1 et ‖vn

i ‖ ≤ K1.

Remplaçant dans (2.71) et (2.75), on trouve

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ Mf (1 + K1)k
n
i+1 et ‖vn

i+1 − vn
i ‖ ≤

(
1 + αMf (1 + K1)

)
kn

i+1.

Posons K := max
{
K1,Mf (1 + K1)

}
et γ := max

{
K1, (1 + αMf (1 + K1))

}
, on conclut

que pour 0 ≤ i ≤ n (resp. 0 ≤ i ≤ n− 1)

‖un
i ‖ ≤ K (resp. ‖un

i+1 − un
i ‖ ≤ Kkn

i+1). (2.79)

et
‖vn

i ‖ ≤ γ (resp. ‖vn
i+1 − vn

i ‖ ≤ γkn
i+1). (2.80)

Etape 3. Construction des applications étagées
(
un

)
n
et

(
vn

)
n
.

Pour chaque n ≥ 1, on définit les applications un, vn : I −→ H comme suit :
pour t ∈ [tni , tni+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1,

un(t) = un
i +

∫ t

tni

f(s, un
i , vn

i )ds, un(T ) = un
n, (2.81)
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et

vn(t) = vn
i +

b(t)− b(tni )

kn
i+1

(
vn

i+1 − vn
i

)
, vn(T ) = vn

n. (2.82)

Il est clair que les applications un et vn sont absolument continues avec un(tni ) = un
i , vn(tni ) =

vn
i , et pour t ∈]tni , tni+1[

u̇n(t) = f(t, un
i , vn

i ), (2.83)

et

v̇n(t) =
ḃ(t)

kn
i+1

(
vn

i+1 − vn
i

)
. (2.84)

Alors, de (2.70) et (2.84), nous avons

−v̇n(t) ∈ NC(tni+1,un
i )

(
vn

i+1

)
. (2.85)

De plus, par l’hypothèse (Hf ) et les relations (2.66), (2.79), (2.80) et (2.81), pour t ∈
[tni , tni+1[, on a l’estimation

‖un(t)− un
i ‖ =

∥∥∥
∫ t

tni

f(s, un
i , vn

i )ds
∥∥∥ ≤

∫ t

tni

‖f(s, un
i , v

n
i )‖ds

≤ Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
δn
i+1

≤ Mf

(
1 + K + γ

)
εn,

et donc, en répètant les mêmes calculs dans la preuve du Théorème 2.2.1 et en se référant
à cette dernière inégalité et (2.79) on a, pour n ≥ 1 et 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖un(t)− un(s)‖ ≤ K
(
b(t)− b(s)

)
+

(
K + 2Mf (1 + K + γ)

)
εn. (2.86)

De maniére similaire, pour n ≥ 1 et 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖vn(t)− vn(s)‖ ≤ γ
(
b(t)− b(s)

)
+ 3γεn. (2.87)

D’autre part, la relation (2.83) et l’hypothèse (Hf ) impliquent

‖u̇n(t)‖ = ‖f(t, un
i , vn

i )‖ ≤ Mf

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)

et grâce à (2.79) et (2.80)

‖u̇n(t)‖ ≤ Mf

(
1 + K + γ

)
.

De plus, les relations (2.84) et (2.80) donnent

‖v̇n(t)‖ =

∥∥∥∥
ḃ(t)

kn
i+1

(
vn

i+1 − vn
i

)∥∥∥∥ ≤ ḃ(t)γ.
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Donc, les suites (u̇n) et (v̇n) sont bornées dans L2(I, H).
Finalement, en prenant en compte la définition des applications étagées θn et ϕn, nos

relations (2.69), (2.83) et (2.85) s’écrivent comme suit :

u̇n(t) = f (t, un(ϕn(t), vn(ϕn(t))) p.p. t ∈ I, (2.88)

−v̇n(t) ∈ NC(θn(t),un(ϕn(t)))(vn(θn(t))) p.p. t ∈ I, (2.89)

vn(θn(t)) ∈ C (θn(t), un(ϕn(t))) ∀t ∈ I. (2.90)

Etape 4. Convergence des suites
(
un

)
n
,
(
vn

)
n
et

(
u̇n

)
n
,
(
v̇n

)
n
.

Dans cette étape, on va montrer la convergence uniforme des suites (un) et (vn) et la
convergence faible dans L2(I, H) des suites (u̇n) et (v̇n). Concernant la convergence uni-
forme de (vn) vers une application absolument continue v et la convergence faible dans
L2(I, H) d’une sous-suite de (v̇n) vers v̇, il suffit de reprendre la même preuve du Théorème
2.2.1.

Maintenant, on montre que (un) converge uniformément vers u sur I. On pose pour
chaque t ∈ I et pour chaque n ∈ N, fn(t) = f

(
t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))

)
. Se référant aux

relations (2.79) et (2.80), en posant ρ := max
{
K, γ

}
, on a pour n,m ∈ N et pour tout

t ∈ I, en utilisant (2.63), que

‖fn(t)− fm(t)‖ ≤ Lρ(t)
(‖un(ϕn(t))− um(ϕm(t))‖+ ‖vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t))‖)

≤ Lρ(t)
(‖un(ϕn(t))− un(t)‖+ ‖un(t)− um(t)‖+ ‖um(t)− um(ϕm(t))‖)

+ Lρ(t)‖vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t))‖.

D’où, pour n,m ∈ N et pour tout t ∈ I, on a par (2.83)

〈
un(t)− um(t), u̇n(t)− u̇m(t)

〉 ≤ ‖un(t)− um(t)‖‖u̇n(t)− u̇m(t)‖
= ‖un(t)− um(t)‖‖fn(t)− fm(t)‖
≤ Lρ(t)‖un(t)− um(t)‖2 + ∆n,m(t),

où

∆n,m(t) := Lρ(t)‖un(t)− um(t)‖
(
‖un(ϕn(t))− un(t)‖+ ‖um(t)− um(ϕm(t))‖

+ ‖vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t))‖
)
.
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Il est clair que, ∆n,m ∈ L1(I,R), et par la relation (2.86) et la convergence uniforme de la
suite (vn), nous avons ∆n,m(t) → 0 lorsque n,m → ∞, pour tout t ∈ I. Par conséquent,
en utilisant le fait que un(0) = um(0) = u0, on obtient pour tout t ∈ I

1

2
‖un(t)− um(t)‖2 =

1

2

∫ t

0

d

dt
‖un(s)− um(s)‖2ds

=

∫ t

0

〈
un(s)− um(s), u̇n(s)− u̇m(s)

〉
ds

≤
∫ t

0

Lρ(s)‖un(s)− um(s)‖2ds +

∫ t

0

∆n,m(s)ds.

Par le Lemme de Gronwall (Lemme 1.10.3), on a

‖un(t)− um(t)‖2 ≤
(

2

∫ T

0

∆n,m(s)ds

)
exp

(
2

∫ T

0

Lρ(s)ds

)
,

en utilisant le Théorème de la convergence dominée de Lebesgue Théorème 1.5.1 sur
∆n,m, on conclut que (un) est une suite de Cauchy dans C(I, H), et donc, elle converge
uniformément et fortement vers une application u ∈ C(I, H). D’autre part, on sait que
la suite (u̇n) = (fn) est bornée dans L2(I, H), par le Théorème 1.4.5, il existe une sous-
suite qui converge faiblement vers u̇ dans L2(I, H). De plus, par la relation (2.63), et la
convergence uniforme des suites (un) et (vn) vers u et v respectivement, nous avons pour
presque tout t ∈ I,

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

f
(
t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))

)
= f(t, u(t), v(t)),

de sorte que, par le Théorème de la convergence dominée de Lebesgue (Théorème 1.5.1),
on obtient la convergence de (fn) vers f(·, u(·), v(·)) dans L2(I, H), et alors, u̇(t) =

f(t, u(t), v(t)) pour presque tout t ∈ I.
Reste à prouver que v(t) ∈ C(t, u(t)) pour tout t ∈ I, et −v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) p.p

t ∈ I. Pour ça, on répète la même preuve du Théorème 2.2.1.
Enfin, comme u̇(t) = f(t, u(t), v(t)) p.p, alors ‖u̇(t)‖ ≤ Mf (1 + K + γ) =: M̃ p.p et

par (2.87), ‖v̇(t)‖ ≤ γ(1 + η̇(t)) p.p. Ceci termine la preuve. ¥

2.3 Application à un Problème de minimisation

Avant d’aller plus loin, on note que dans les résultats obtenus ci-dessus (cf Théorème
2.2.1 et Théorème 2.2.2) on a établi non seulement l’existence d’un couple de solutions
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absolument continues, mais aussi les estimations de leurs vitesses, nous permettant plu-
sieurs applications tel que les problèmes de minimisation, et de contrôle optimal, dans la
veine de [1, 19, 21], dans un nouveau cadre. Pour plus de simplicité, on ne traite qu’un
seul exemple, mais nos techniques permettent d’obtenir plusieurs variantes. Pour notre
objectif, on commence par énoncer un résultat qu’on va utiliser dans notre preuve. Voir
[6] pour la partie (A) et [7] pour la partie (B).

Théorème 2.3.1.

Soit pour chaque t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone
vérifiant les hypothèses suivantes.
(H1) Il existe une fonction β ∈ W 1,2(I,R) positive sur I et croissante, avec β(0) = 0, tel
que

dis(A(t), A(s)) ≤ |β(t)− β(s)| ∀t, s ∈ I.

(H2) Il existe une constante réelle positive c, tel que

‖A0(t, x)‖ ≤ c(1 + ‖x‖) pour t ∈ I, x ∈ D(A(t)).

(A) Alors, pour tout u0 ∈ D(A(0)) le problème

(P )





− u̇(t) ∈ A(t)u(t) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

u(0) = u0,

admet une solution unique absolument continue u vérifiant

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)) p.p. t ∈ I, (2.91)

pour une certaine constante K positive dépendant de ‖u0‖, c, T et β.
(B) Supposons en outre que
(H3) t 7→ Jλ(t)(x) =

(
IH + λA(t)

)−1
x est mesurable pour tout λ > 0 et pour tout x ∈ H.

Alors, l’opérateur de composition A : D(A) ⊂ L2(I, H) ⇒ L2(I, H) défini par

Au =
{

v ∈ L2(I, H) : v(t) ∈ A(t, u(t)) p.p. t ∈ I
}

pour chaque u ∈ D(A) où

D(A) :=
{

u ∈ L2(I, H) : ∃ y ∈ L2(I, H), (u(t), y(t)) ∈ Gr(A(t)), p.p. t ∈ I
}

est maximal monotone. Par conséquent, le graphe de A est fortement faiblement séquen-
tiellement fermé dans L2(I, H)×L2(I,H). (Voir la propriété (i) de la Proposition 1.8.8).
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Maintenant, nous sommes en mesure de donner une application du Théorème 2.2.1 à
un problème de minimisation. On note ici que, l’opérateur maximal monotone dans le
système ne dépend que du temps.

Proposition 2.3.2.

Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone vérifiant
les hypothèses (H1), (H2) et (H3) du Théorème 2.3.1. Supposons aussi que pour tout t ∈ I,
D(A(t)) est boule-compact.
Soit C : I × H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides vérifiant les hypothèses
(H1

C), (H2
C) et (H3

C). Soient f : I ×H×H −→ H satisfaisant (Hf ), (u0, v0) ∈ D(A(0))×
C(0, u0) et soit L : I×H×H −→ [0,∞[ une application semi-continue inférieurement tel
que L(t, x, ·) est convexe sur H pour tout (t, x) ∈ I×H. Alors le problème de minimisation

de la fonction coût
∫ T

0

L(t, u(t), v̇(t))dt soumis au problème

(P3)





−u̇(t) ∈ A(t)u(t) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀ t ∈ I

−v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) + f(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

v(t) ∈ C(t, u(t)) ∀ t ∈ I

(u(0), v(0)) = (u0, v0)

admet une solution optimale.

Preuve.
Soit

X :=

{
(u, v) : (u, v) solution absolument continue de (P3)

}

Posons

m := inf
(ũ,ṽ)∈X

∫ T

0

L(t, ũ(t), ˙̃v(t))dt.

Par la caractérisation de la borne inférierure on a
∀n > 0,∃(un, vn) ∈ X tel que

m ≤
∫ T

0

L(t, un(t), v̇n(t))dt < m +
1

n

⇐⇒ lim
n−→∞

∫ T

0

L(t, un(t), v̇n(t))dt = m

i.e., (un, vn) est une suite minimisante. Par le preuve du Théorème 2.2.1, (un), (vn) satis-
font les estimations suivantes ‖u̇n(t)‖ ≤ γ(t) p.p. et ‖v̇n(t)‖ ≤ η(t) p.p., pour certaines
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fonctions réelles non négatives γ, η ∈ L2(I,R). et on a
(i) un → u ∈ W 1,2(I, H) uniformément.
(ii) u̇n → u̇ pour la topologie σ(L2(I, H), L2(I, H)).
(iii) vn → v ∈ W 1,2(I,H) uniformément.
(iv) v̇n → v̇ pour la topologie σ(L2(I,H), L2(I,H)).
En effet, montrons dans un premier lien les relations (i) et (ii).
On a ‖u̇n(t)‖ ≤ γ(t) p.p., par suite

‖un(t)− u0‖ =
∥∥∥

∫ t

0

u̇n(s)ds
∥∥∥ ≤

∫ t

0

‖u̇n(s)‖ds ≤
∫ t

0

γ(s)ds ≤ ‖γ(·)‖L1(I,R),

par conséquent,
‖un(t)‖ ≤ ‖γ(·)‖L1(I,R) + ‖u0‖ = γ̃, ∀t ∈ I.

Donc, (un(t))n ⊂ γ̃BH . D’autre part, on sait que pour tout t ∈ I, D(A(t)) est boule-
compact, et la suite (un(t))n ⊂ D(A(t))∩ γ̃BH , alors (un(t))n est relativement compacte,
i.e., l’ensemble

{
un(t) : n ≥ 1

}
est relativement compact dans H. De plus, la suite (un)n

est équi-continue car pour tous 0 ≤ s ≤ t ≤ T et pour tout n ∈ N

‖un(t)− un(s)‖ ≤
∫ t

s

‖u̇n(τ)‖dτ ≤
( ∫ t

s

|γ(τ)|2dτ

) 1
2

(t− s)
1
2

≤ ‖γ‖L2(I,R)(t− s)
1
2 .

Par le Théorème d’Arzelà-Ascoli (Théorème 1.4.8), on conclut que la suite (un)n est
relativement compacte dans C(I, H). Alors, on peut extraire une sous-suite, notée aussi
(un)n qui converge uniformémement et fortement vers une certaine application continue
u, i.e.,

‖un(t)− u(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞, ∀t ∈ I. (2.92)

Aussi on a,
‖u̇n‖L2(I,H) ≤ ‖γ‖L2(I,R),

alors, la suite (u̇n)n est bornée dans L2(I, H), utilisant le Théorème 1.4.5, on peut extraire
une sous-suite convergeant faiblement dans L2(I,H) vers une application y ∈ L2(I, H),

i.e, pour tout z ∈ L2(I, H), lim
n−→∞

〈
z, u̇n

〉
=

〈
z, y

〉
, ceci s’écrit

lim
n−→∞

∫ T

0

〈
z(τ), u̇n(τ)

〉
dτ =

∫ T

0

〈
z(τ), y(τ)

〉
dτ.
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Par conséquent, en appliquant le Théorème 1.7.6, pour tout t ∈]0, T ] et ζ ∈ H on a

〈
ζ, u(t)− u(0)

〉
= lim

n−→∞
〈
ζ, un(t)− un(0)

〉
= lim

n−→∞
〈
ζ,

∫ t

0

u̇n(τ)dτ
〉

= lim
n−→∞

∫ T

0

〈
ζ 1]0,t[(τ), u̇n(τ)

〉
dτ

=

∫ T

0

〈
ζ 1]0,t[(τ), y(τ)

〉
dτ =

〈
ζ,

∫ t

0

y(τ)dτ
〉
,

c’est à dire, pour t ∈ I, u(t) − u(0) =

∫ t

0

y(τ)dτ. Par conséquent, u est absolument

continue et u̇ = y p.p. sur I (voir Théorème 1.1.4) et alors, (u̇n) converge faiblement vers
u̇ dans L2(I, H).

• Montrons maintenant (iii) et (iv).
On a ‖v̇n(t)‖ ≤ η(t) p.p., par suite

‖vn(t)− v0‖ ≤
∫ t

0

η(s)ds ≤ ‖η(·)‖L1(I,R),

par conséquent,
‖vn(t)‖ ≤ ‖η(·)‖L1(I,R) + ‖v0‖ = η̃,

donc, (vn(t))n ⊂ η̃BH , et comme pour tout t ∈ I, vn(t) ∈ C(t, un(t)), donc, en obtient que
pour tout t ∈ I,

(vn(t))n ⊂ C(I × γ̃BH) ∩ η̃BH ,

alors, par l’hypothèse (H3
C), la suite (vn(t))n est relativement compacte, i.e., pour tout

t ∈ I, l’ensemble
{
vn(t) : n ≥ 1

}
est relativement compact dans H. D’autre part, la suite

(vn)n est équi-continue car pour tous 0 ≤ s ≤ t ≤ T et pour tout n ∈ N

‖vn(t)− vn(s)‖ ≤
∫ t

s

‖v̇n(τ)‖dτ ≤
( ∫ t

s

|η(τ)|2dτ

) 1
2

(t− s)
1
2

≤ ‖η‖L2(I,R)(t− s)
1
2 .

Par le Théorème d’Arzelà-Ascoli (Théorème 1.4.8), la suite (vn)n est relativement
compacte dans C(I, H). Donc, on peut extraire une sous-suite, notée aussi (vn)n qui

converge uniformémement et fortement vers une certaine application continue v, i.e.,

‖vn(t)− v(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞ ∀t ∈ I. (2.93)

Aussi, on a ‖v̇n(t)‖ ≤ η(t) p.p., d’où,

‖v̇n‖L2(I,H) ≤ ‖η‖L2(I,R),
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c’est à dire, la suite (v̇n)n est bornée dans L2(I, H), par les mêmes étapes précédentes,
on obtient que v est absolument continue et que (v̇n) converge faiblement vers v̇ dans
L2(I, H).

Maintenant, on applique la semi-continuité inférieure de la fonction intégrable L (voir
Théorème 8.1.6 dans [24]) pour obtenir

lim inf
n→∞

∫ T

0

L(t, un(t), v̇n(t))dt ≥
∫ T

0

L(t, u(t), v̇(t))dt.

Donc, on conclut que

m = inf
(ũ,ṽ)∈X

∫ T

0

L(t, ũ(t), ˙̃v(t))dt =

∫ T

0

L(t, u(t), v̇(t))dt.

Reste à vérifier que (u, v) est solution de (P3), i.e., −u̇(t) ∈ A(t)u(t) p.p. et −v̇(t) ∈
NC(t,u(t))(v(t))+f(t, u(t), v(t)) p.p. Comme−u̇n(t) ∈ A(t)un(t) p.p. et un(t) ∈ D(A(t)), ∀t ∈
I alors −u̇n ∈ Aun. Par le Théorème 2.3.1, en utilisant les propriétés (i) et (ii), on déduit
que −u̇ ∈ Au, et par la définition de l’opérateur A, on conclut que u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

et −u̇(t) ∈ A(t)u(t) p.p.
D’autre part, des convergences (i) et (ii) ci-dessus, nous avons v(t) ∈ C(t, u(t)) pour tout
t ∈ I. En effet, par l’hypothèse (H2

C), comme vn(t) ∈ C(t, un(t)), ∀t ∈ I, alors par les
relations (2.92) et (2.93), pour tout t ∈ I,

d (v(t), C(t, u(t)))

≤ ‖vn(t)− v(t)‖+ d (vn(t), C(t, u(t))) = ‖vn(t)− v(t)‖
+

∣∣d (vn(t), C(t, u(t)))− d
(
vn(t), C

(
t, un(t)

)) ∣∣
≤ ‖vn(t)− v(t)‖+ |η(t)− η(t)|+ α‖un(t)− u(t)‖ −→ 0

lorsque n → +∞. Ce qui prouve que v(t) ∈ C(t, u(t)) pour tout t ∈ I. Aussi par l’hypo-
thèse (Hf ) on a

‖fn(t)‖ = ‖f(t, un(t), vn(t))‖ ≤ Mf

(
1 + ‖un(t)‖+ ‖vn(t))‖)

≤ Mf

(
1 + γ̃ + η̃

)
:= K̃,

donc, (fn) est bornée dans L2(I,H), grâce au Théorème 1.4.5, il existe une sous-suite
(fn)n qui converge faiblement vers ξ ∈ L2(I, H), c’est à dire, pour tout z ∈ L2(I, H)

lim
n−→∞

∫ T

0

〈z(τ), fn(τ)〉dτ =

∫ T

0

〈z(τ), ξ(τ)〉dτ
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∫ T

0

〈z(τ), ξ(τ)〉dτ = lim
n−→∞

∫ T

0

〈z(τ), fn(τ)〉dτ

= lim
n−→∞

∫ T

0

〈z(τ), f(τ, un(τ), vn(τ))〉dτ

=

∫ T

0

〈z(τ), f(τ, u(τ), v(τ))〉dτ

c’est à dire la suite (fn) converge faiblement vers f(·, u(·), v(·)) ∈ L2(I, H).

Donc, v̇n+f(·, un(·), vn(·)) → v̇+f(·, u(·), v(·)) par rapport à la topologie σ(L2(I, H), L2(I, H)),
avec

−v̇n(t)− f(t, un(t), vn(t))) ∈ NC(t,un(t))(vn(t)) p.p. (2.94)

Mais, nous avons pour tout n et pour presque tout t ∈ I,

‖v̇n(t) + f(t, un(t), vn(t))‖ ≤ ‖v̇n(t)‖+ ‖f(t, un(t), vn(t))‖
≤ ‖η(t)‖+ K̃ := z(t),

pour la fonction non négative z ∈ L2(I,R), c’est à dire

v̇n(t) + f(t, un(t), vn(t)) ∈ z(t)BH . (2.95)

De (2.94) et (2.95) on a

−v̇n(t)− f(t, un(t), vn(t)) ∈ z(t)BH

⋂
NC(t,un(t))(vn(t)).

Par la propriété (i) de la Proposition 1.9.33, on obtient pour presque tout t ∈ I,

−v̇n(t)− f(t, un(t), vn(t)) ∈ z(t)∂dC(t,un(t))(vn(t)).

Selon la propriété de semi-continuité supérieure de l’opérateur sous-différentiel ∂dC(·,·)(·)
(voir (ii) de la Proposition 1.9.34), on déduit que pour presque tout t ∈ I,

lim
n−→∞

sup δ∗(ξ, z(t)∂dC(t,un(t))(vn(t))) ≤ δ∗(ξ, z(t)∂dC(t,u(t))(v(t))).

Comme la multi-applicatiom ∂dC(·,·)(·) est à valeurs convexes et faiblement compactes et
H est séparable, on conclut par la Proposition 1.7.7 que

−v̇(t)− f(t, u(t), v(t)) ∈ z(t)∂dC(t,u(t))(v(t)) ⊂ NC(t,u(t))(v(t)) p.p.

i.e.,
−v̇(t)− f(t, u(t), v(t)) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) p.p.

Ceci montre que (u, v) est une solution optimale pour le problème de minimisation
considéré. ¥
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Chapitre 3 : Existence de solutions absolument continues pour un système
de deux inclusions différentielles l’une gouvernée par un opérateur maximal
monotone et l’autre par le cône normal, avec perturbations multivoques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va généraliser le résultat du chapitre 2 obtenu dans le Théorème
2.2.1, dans deux directions, on va considérer des perturbations multivoques et la classe des
ensembles sous-lisses qui contient strictement celle des ensembles convexes. En effet, on
s’intéresse à l’étude de l’existence de solution absolument continue du système différentiel
suivant

(S1)





−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + F (t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t, v(t))) ∀t ∈ I

−v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) + G(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

v(t) ∈ C(t, u(t)) ∀ t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D(A(0, v0)), v(0) = v0 ∈ C(0, u0),

où pour chaque (t, x) ∈ I × H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal
monotone,

{
C(t, x) : (t, x) ∈ I × H

}
est une famille équi-uniformément sous-lisse d’

ensembles fermés, NC(t,x)(·) le cône normal de Fréchet à C(t, x), et F, G : I ×H×H ⇒ H

deux multi-applications à valeurs non vides, convexes fermées.

3.2 Résultat Prnicipal

Nous commençons par formuler les hypothèses nécessaires à l’établissement de notre
résultat principal.

(H1
A) Il existe une constante réelle positive λ et une fonction β ∈ W1,2(I,R) positive et
croissante sur I, tel que

dis (A(t, x), A(s, y)) ≤ |β(t)− β(s)|+ λ‖x− y‖ ∀t, s ∈ I, ∀x, y ∈ H.

(H2
A) Il existe une constante réelle positive c, tel que

‖A0(t, x)y‖ ≤ c(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour (t, x) ∈ I × H et y ∈ D (A(t, x)) .

(H3
A) Pour chaque sous-ensemble borné B ⊂ H, l’ensemble D (A(I ×B)) est relativement
boule-compact.

(H1
C) La famille

{
C(t, x) : (t, x) ∈ I × H

}
est équi-uniformément sous-lisse.
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(H2
C) Il existe une constante positive α, vérifiant αλ < 1, et une fonction η ∈ W1,2(I,R),

positive et croissante sur I, tel que
∣∣dC(t,x)(z)− dC(s,y)(z)

∣∣ ≤ |η(t)− η(s)|+ α‖x− y‖ ∀t, s ∈ I, ∀x, y, z ∈ H.

(H3
C) Pour chaque sous-ensemble borné E ⊂ H, l’ensemble C(I × E) est relativement
boule-compact.

(H1
F ) (resp. (H1

G)) F (resp. G) est L(I)⊗ B(H)⊗ B(H) mesurable.

(H2
F ) (resp. (H2

G)) pour chaque t ∈ I, F (t, ·, ·)(resp.G(t, ·, ·)) est scalairement semi-
continue supérieurement sur H × H, i.e., pour tout ξ ∈ H, la fonction d’appui
δ∗(ξ, F (t, ·, ·)) (resp. δ∗(ξ, G(t, ·, ·))) est semi-continue supérieurement sur H ×H.

(H3
F ) (resp. (H3

G)) Il existe une constante positive MF (resp. MG) tel que

d(0, F (t, x, y)) ≤ MF (1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour t ∈ I et x, y ∈ H.

(resp.
d(0, G(t, x, y)) ≤ MG(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour t ∈ I et x, y ∈ H.)

Maintenant, nous présentons le théorème principal de ce chapitre.

Théorème 3.2.1.

Soit pour tout (t, x) ∈ I × H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal
monotone vérifiant les hypothèses (H1

A), (H2
A) et (H3

A). Soit C : I × H ⇒ H une multi-
application à valeurs non vides fermées, satisfaisant (H1

C), (H2
C) et (H3

C). Soit F : I ×
H × H ⇒ H (resp. G : I × H × H ⇒ H) une multi-application à valeurs non vides
convexes et fermées satisfaisant (H1

F ), (H2
F ) et (H3

F ) (resp. (H1
G), (H2

G)) et (H3
G) ). Alors,

pour tout (u0, v0) ∈ D(A(0, v0)) × C(0, u0), il existe une solution absolument continue
(u, v) : I −→ H × H du problème d’évolution (S1). De plus, cette solution satisfait les
estimations suivantes :

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t) + η̇(t)) et ‖v̇(t)‖ ≤ γ(1 + β̇(t) + η̇(t)) p.p. t ∈ I,

où, K et γ sont des constantes réelles positives.

Preuve.
Comme dans la preuve du Théorème 2.2.1, considérons pour tout n ≥ 1, {tni : i =

0, 1, ..., n} une partition quelconque de l’intervalle I, i.e., 0 = tn0 < tn1 < ... < tnn = T. Pour
n ≥ 1 et i = 0, 1, ..., n− 1, on pose

δn
i+1 := |tni+1 − tni |, βn

i+1 := |β(tni+1)− β(tni )|, ηn
i+1 := |η(tni+1)− η(tni )| (3.1)
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Sans perte de généralité, on peut supposer que β(0) = η(0) = 0. Posons b(t) := t + β(t) +

η(t) pour tout t ∈ I.
Comme β et η sont absolument continues, la partition {tni : i = 0, ..., n} peut être choisie
de telle sorte que pour tout i = 0, ..., n− 1 et n ≥ 1,

kn
i+1 := δn

i+1 + βn
i+1 + ηn

i+1 ≤
1

n
b(T ) =: εn. (3.2)

Pour chaque (t, x, y) ∈ I ×H ×H, désignons par f(t, x, y) (resp. g(t, x, y)) l’élément de
norme minimale de l’ensemble convexe fermé F (t, x, y) (resp. G(t, x, y)) de H, i.e.,

f(t, x, y) = F 0(t, x, y) = proj(0, F (t, x, y))

g(t, x, y) = G0(t, x, y) = proj(0, G(t, x, y)).

Pour chaque (x, y) ∈ H × H, l’application t 7→ f(t, x, y) (resp t 7→ g(t, x, y)) est L(I)-
mesurable grâce à l’hypothèse (H1

F ) (resp. (H1
G)) et la séparabilité de H, voir Théorème

1.7.9. De plus, par les hypothèses (H3
F ), (H3

G),

‖f(t, x, y)‖ ≤ MF (1 + ‖x‖+ ‖y‖) ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H, (3.3)

‖g(t, x, y)‖ ≤ MG(1 + ‖x‖+ ‖y‖) ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H. (3.4)

Etape 1. Construction des applications étagées
(
un

)
n
et

(
vn

)
n
.

Pour tout n ≥ 1, on définit les applications un, vn : I −→ H comme suit :
pour t ∈ [tni , tni+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1,

un(t) = un
i +

t− tni
tni+1 − tni

(
un

i+1 − un
i +

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , vn

i )ds

)
−

∫ t

tni

f(s, un
i , vn

i )ds (3.5)

vn(t) = vn
i +

b(t)− b(tni )

kn
i+1

(
vn

i+1 − vn
i +

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , vn

i )ds

)
−

∫ t

tni

g(s, un
i , vn

i )ds (3.6)

et un(T ) = un
n, vn(T ) = vn

n, où vn
0 = v0, un

0 = u0 et pour i = 0, ..., n− 1,

vn
i+1 ∈ Proj

(
vn

i −
∫ tni+1

tni

g(s, un
i , vn

i )ds, C(tni+1, u
n
i )

)
, (3.7)

un
i+1 = Jn

i+1

(
un

i −
∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
, (3.8)
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où,

Jn
i+1 := J

A(tni+1,vn
i+1)

δn
i+1

=

(
IH + δn

i+1A(tni+1, v
n
i+1)

)−1

.

Observons que la relation (3.7) est bien définie puisque les ensembles C(t, x) sont relati-
vement boule-compacts (voir Remarque 1.6.3) et clairement, pour i = 0, ..., n− 1,

vn
i+1 ∈ C(tni+1, u

n
i ). (3.9)

D’après, les relations (1.19) et (3.7), on a

−(
vn

i+1 − vn
i

) ∈ NC(tni+1,un
i )(v

n
i+1) +

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , v

n
i )ds. (3.10)

D’autre part, en utilisant la propriété (i) de la Proposition 1.8.14, nous avons de (3.8),

un
i+1 ∈ D

(
A(tni+1, v

n
i+1)

)
, (3.11)

et

− un
i+1 − un

i

δn
i+1

∈ A
(
tni+1, v

n
i+1

)
un

i+1 +
1

δn
i+1

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , vn

i )ds. (3.12)

Évidemment, les applications un et vn sont absolument continues, un(tni ) = un
i , vn(tni ) =

vn
i , et pour t ∈]tni , tni+1[,

u̇n(t) =
1

δn
i+1

(
un

i+1 − un
i +

∫ tni+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
− f(t, un

i , vn
i ), (3.13)

v̇n(t) =
ḃ(t)

kn
i+1

(
vn

i+1 − vn
i +

∫ tni+1

tni

g(s, un
i , vn

i )ds

)
− g(t, un

i , vn
i ). (3.14)

D’après, les relations (3.12) et (3.13) on trouve, pour t ∈]tni , tni+1[

−u̇n(t)− f(t, un
i , vn

i ) ∈ A
(
tni+1, v

n
i+1

)
un

i+1, (3.15)

et des relations (3.10) et (3.14) on a

−v̇n(t) ∈ NC(tni+1,un
i )(v

n
i+1) + g(t, un

i , v
n
i ). (3.16)

Etape 2. Estimations et propriétés des suites (un), (vn).

Sous les hypothèses (H1
A), (H2

A) et (H2
C) et les relations (3.3) et (3.4) et en reppettant

les mêmes calculs et arguments de la preuve de l’étape 2 du Théorème 2.2.1, il existe des
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constantes réelles positives K, γ de telle sorte que, pour n ≥ 1 et i = 0, ..., n − 1, (resp.
0 ≤ i ≤ n− 1)

‖un
i ‖ ≤ K (resp. ‖un

i+1 − un
i ‖ ≤ Kkn

i+1), (3.17)

et
‖vn

i ‖ ≤ γ (resp. ‖vn
i+1 − vn

i ‖ ≤ γkn
i+1). (3.18)

Des relations (3.2), (3.3), (3.5), (3.17) et (3.18), pour tout t ∈ [tni , tni+1[, nous avons les
estimations suivantes

‖un(t)− un
i ‖ ≤ ‖un

i+1 − un
i ‖+ 2MF

(
1 + K + γ

)
δn
i+1

≤ Kkn
i+1 + 2MF

(
1 + K + γ

)
kn

i+1

≤ (
K + 2MF (1 + K + γ)

)
εn =: β̂εn. (3.19)

D’où, pour t ∈ [tni , t
n
i+1[, ‖un(t)‖ ≤ K + β̂εn ≤ K + β̂b(T ), i.e.,

sup
n∈N

‖un‖C ≤ K + β̂b(T ),

et par (3.17)

sup
n∈N

var(un) = sup
n≥1

n−1∑
i=0

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ K

n−1∑
i=0

kn
i+1 ≤ Kb(T ). (3.20)

En ce qui concerne la suite (vn)n, nous avons par les relations (3.2), (3.4), (3.6), (3.17)
et (3.18), pour tout t ∈ [tni , tni+1[,

‖vn(t)− vn
i ‖ ≤ γ̂εn,

et alors,
‖vn(t)‖ ≤ ‖vn

i ‖+ γ̂εn ≤ γ + γ̂b(T ).

d’où,
sup
n∈N

‖vn‖C ≤ γ + γ̂b(T ), (3.21)

et par (3.18)

sup
n∈N

V ar(vn) ≤ γ

n−1∑
i=0

kn
i+1 ≤ γb(T ). (3.22)

Aussi par les mêmes calculs dans la preuve du Théorème 2.2.1, on a pour n ≥ 1 et
0 ≤ s ≤ t ≤ T

‖un(t)− un(s)‖ ≤ K
(
b(t)− b(s)

)
+

(
K + 2β̂

)
εn. (3.23)
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et

‖vn(t)− vn(s)‖ ≤ γ
(
b(t)− b(s)

)
+

(
γ + 2γ̂

)
εn. (3.24)

Maintenant, observons que par les relations (3.2), (3.3), (3.13), (3.17) et (3.18), nous avons
pour tout t ∈]tni , tni+1[,

‖u̇n(t)‖ ≤ K
kn

i+1

δn
i+1

+ 2MF

(
1 + K + γ

)
= 2MF

(
1 + K + γ

)

+ K
(
1 +

β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni
+

η(tni+1)− η(tni )

tni+1 − tni

)
. (3.25)

Comme β et η sont absolument continues, en utilisant le Théorème de dérivation de
Lebesgue (Théorème 1.1.10), on obtient pour presque tout t ∈]tni , t

n
i+1[,

lim
n→∞

β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni
= β̇(t) et lim

n →∞
η(tni+1)− η(tni )

tni+1 − tni
= η̇(t).

Par conséquent, nous inférons l’ existence d’un sous-ensemble négligeable N ′ ⊂ I, tel que
pour tout t ∈ I \N ′, il existe Rt < +∞ tel que

‖u̇n(t)‖ ≤ Rt. (3.26)

Les suites (u̇n) et (v̇n) sont bornées dans L2(I, H), avec

‖u̇n‖2
L2 ≤ (‖a‖2

L2 + Td2
)

< +∞, (3.27)

et pour tout t ∈]tni , tni+1[,

‖v̇n(t)‖ ≤ ψ(t),

avrc ψ ∈ L2(I,H).

C’est à dire, il y a un sous-ensemble négligeable N ′′ de I tel que pour tout n ≥ 1,

‖v̇n(t)‖ ≤ ψ(t) ∀t ∈ I \N ′′, (3.28)

Maintenant, considérons les fonctions étagées θn, ϕn : I −→ I definies par θn(t) = tni+1

et ϕn(t) = tni si t ∈]tni , tni+1] et θn(0) = ϕn(0) = 0. Clairement,

|θn(t)− t| → 0 et |ϕn(t)− t| → 0 si n → +∞, (3.29)

et
|b(θn(t))− b(t)| → 0 et |b(ϕn(t))− b(t)| → 0 si n → +∞. (3.30)
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Pour tout t ∈ I, on pose, fn(t) = f(t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))) et
gn(t) = g(t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))). Par les relations (3.9), (3.11), (3.15) et (3.16), il s’en
suit que, pour tout n ≥ 1, il existe un sous-ensemble négligeable Nn de I tel que

−u̇n(t) ∈ A (θn(t), vn(θn(t))) un(θn(t)) + fn(t) ∀t ∈ I \Nn. (3.31)

un(θn(t)) ∈ D (A(θn(t), vn(θn(t)))) ∀t ∈ I. (3.32)

fn(t) ∈ F (t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))) ∀t ∈ I. (3.33)

−v̇n(t) ∈ NC(θn(t),un(ϕn(t)))(vn(θn(t))) + gn(t) ∀t ∈ I \Nn. (3.34)

vn(θn(t)) ∈ C (θn(t), un(ϕn(t))) ∀t ∈ I. (3.35)

gn(t) ∈ G(t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))) ∀t ∈ I. (3.36)

Etape 3. Convergences des suites.
La preuve de cette étape est similaire à celle de l’étape 4 de la preuve du Théorème
2.2.1. Les suites (un)n et (vn)n convergent uniformément vers des applications absolument
continues u et v de plus, pour tout t ∈ I, nous avons

‖un(θn(t))− u(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞, (3.37)

et
‖un(ϕn(t))− u(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞. (3.38)

‖vn(θn(t))− v(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞, (3.39)

et de même
‖vn(ϕn(t))− v(t)‖ −→ 0 lorsque n −→∞. (3.40)

Maintenant, des relations (3.27) et (3.28), on sait que les suites (u̇n) et (v̇n) sont bornées
dans L2(I, H), donc, par extraction de sous-suites, notées de la même manière, on peut
supposer qu’elles convergent faiblement dans L2(I, H) vers u̇ et v̇, respectivement.

Etape 4. Existence de solution.
Notons pour tout t ∈ I fixé, et chaque n ≥ 1, An := A(θn(t), vn(θn(t))), A := A(t, v(t)),
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xn := un(θn(t)) −→ u(t) et yn := A0
n(xn). Nous avons par l’hypothèse (H1

A) et les relations
(3.1), (3.2) et (3.39),

dis
(
An, A

) ≤ |β(θn(t))− β(t)|+ λ‖vn(θn(t))− v(t)‖ −→
n→+∞

0, (3.41)

‖A0
nxn‖ ≤ c(1 + ‖xn‖). (3.42)

Par les mêmes arguments de la preuve de l’étape 5 du Théorème 2.2.1, on trouve u(t) ∈
D(A(t, v(t)) et de même v(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ I.

Maintenant, remarquons que nous avons pour chaque n ≥ 1, en utilisant les relations
(3.3), (3.4), (3.17) et (3.18),

‖fn(t)‖ ≤ MF

(
1 + ‖un(ϕn(t)

)‖+ ‖vn(ϕn(t))‖)
≤ MF

(
1 + K + γ

)
(3.43)

et
‖gn(t)‖ ≤ MG

(
1 + K + γ

)
, (3.44)

Donc, on peut supposer (prendre des sous-suites si nécessaire) que (fn) (resp. (gn))

converge faiblement dans L2(I, H) vers une certaine application f̃ (resp. g̃).
Par suite, comme la suite (u̇n + fn) (resp. (fn)) converge faiblement dans L2(I, H) vers
u̇ + f̃ (resp. vers f̃), par le Théorème de Mazur (Théorème 1.4.6), il existe une suite (zj)

(resp.
(
zj)

)
tel que pour chaque j ∈ N, zj ∈ co

{
u̇k + fk, k ≥ j

}
(resp. zj ∈ co

{
fk, k ≥ j

}

et (zj) (resp. (zj)) converge fortement dans L2(I, H) vers u̇ + f̃ (resp. vers f̃). Par consé-
quent, il existe un sous-ensemble I0 (resp. I1) de I, de mesure de Lebesgue nulle et une
sous-suite (jp) (resp. (jp̄)) de N tel que pour tout t ∈ I \ I0 (resp. t ∈ I \ I1)

(
zjp(t)

)
(resp.(

zjp̄(t)
)
) converge vers u̇(t) + f̃(t) (resp. vers f̃(t)). D’où, pour t ∈ I \ I0 (resp. t ∈ I \ I1)

u̇(t) + f̃(t) ∈
⋂

p∈N
co

{
u̇k(t) + fk(t), k ≥ jp

}
,

(resp.
f̃(t) ∈

⋂

p̄∈N
co

{
fk(t), k ≥ jp̄

}
, )

c’est à dire, pour t ∈ I \ I0 (resp. t ∈ I \ I1) et pour chaque ζ ∈ H

〈
ζ, u̇(t) + f̃(t)

〉 ≤ lim sup
n→∞

〈
ζ, u̇n(t) + fn(t)

〉
. (3.45)

(resp. 〈
ζ, f̃(t)

〉 ≤ lim sup
n→∞

〈
ζ, fn(t)

〉
.) (3.46)
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En répétant les mêmes arguments sur la suite (v̇n + gn) (resp. (gn)), on déduit l’existence
d’un sous-ensemble I ′0 (resp. I ′1) de I, de mesure de Lebesgue nulle tel que pour t ∈ I \ I ′0
(resp. t ∈ I \ I ′1) et pour tout ζ ∈ H

〈
ζ, v̇(t) + g̃(t)

〉 ≤ lim sup
n→∞

〈
ζ, v̇n(t) + gn(t)

〉
(3.47)

(resp. 〈
ζ, g̃(t)

〉 ≤ lim sup
n→∞

〈
ζ, gn(t)

〉
.) (3.48)

On termine cette étape par montrer que u et v satisfont le système (S1).
En utilisant (H2

A), on peut appliquer le Lemme 1.8.22, aux opérateurs maximaux mono-
tones An et A, qui vérifient (3.41) et (3.42) pour assurer, pour tout ξ ∈ D(A), l’existence
d’une suite (ξn) tel que

ξn ∈ D (An) , ξn −→ ξ et A0
n(ξn) −→ A0(ξ). (3.49)

Puisque pour chaque (t, x) ∈ I × H, A(t, x) est monotone, par la relation (3.31), on a
pour t ∈ I \Nn,∀n ≥ 1

〈
u̇n(t) + fn(t), un(θn(t))− ξn

〉 ≤ 〈
A0

n(ξn), ξn − un(θn(t))
〉
. (3.50)

D’où, par les relations (3.26), (3.50) et (3.43), on obtient pour tout t ∈ I\
( ⋃

n≥1

Nn

⋃
N ′ ⋃ I0

)
,

〈
u̇n(t) + fn(t), u(t)− ξ

〉
=

〈
u̇n(t) + fn(t), un(θn(t))− ξn

〉

+
〈
u̇n(t) + fn(t), (u(t)− un(θn(t)))− (ξ − ξn)

〉

≤ 〈
A0

n(ξn), ξn − un(θn(t))
〉

+
(
Rt + MF (1 + K + γ)

)(‖un(θn(t))− u(t)‖+ ‖ξn − ξ‖).

Les relations (3.37) et (3.49) donnent

lim sup
n−→∞

〈
u̇n(t) + fn(t), u(t)− ξ

〉 ≤ 〈
A0(ξ), ξ − u(t)

〉
,

ce qui implique, par (3.45),

〈
u̇(t) + f̃(t), u(t)− ξ

〉 ≤ 〈
A0(ξ), ξ − u(t)

〉
.

Comme pour tout t ∈ I, u(t) ∈ D (A(t, v(t))), par Lemme 1.8.19, on conclut que

−u̇(t)− f̃(t) ∈ A (t, v(t)) u(t) p.p. t ∈ I.
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Maintenant, de (3.28) et (3.44), on a pour presque tout t ∈ I,
(
v̇n(t)− gn(t)

) ⊂ ψ̄(t)BH , (3.51)

où
ψ̄(t) := ψ(t) + MG

(
1 + K + γ

)
.

Alors, par les relations (1.12), (3.34) et (3.51), on a pour presque tout t ∈ I

− v̇n(t)− gn(t) ∈ NC(θn(t),un(ϕn(t)))

(
vn(θn(t))

) ⋂
ψ̄(t)BH

= ψ̄(t)∂dC(θn(t),un(ϕn(t)))(vn(θn(t))). (3.52)

Fixons t ∈ I \
((⋃

n≥1

Nn

)⋃
N ′ ⋃ I0

)
et ζ ∈ H, cette dernière relation et la relation (3.47)

nous donnent, par l’utilisation de la propriété (ii) de la Proposition 1.9.39, en prenant en
compte les relations (3.29), (3.38) et (3.39),

〈ζ, v̇(t) + g̃(t)〉 ≤ lim sup
n→∞

δ∗
(
ζ,−ψ̄(t)∂dC(θn(t),un(ϕn(t)))(vn(θn(t)))

)

≤ δ∗
(
ζ,−ψ̄(t)∂dC(t,u(t))(v(t))

)

Comme −ψ̄(t)∂dC(t,u(t))(v(t)) est un ensemble fermé convexe, on déduit par le Théorème
1.2.10, que

−v̇(t)− g̃(t) ∈ ψ̄(t)∂dC(t,u(t))(v(t)) ⊂ NC(t,u(t))(v(t)).

Il reste à vérifier que pour presque tout t ∈ I, f̃(t) ∈ F (t, u(t), v(t)) (resp. g̃(t) ∈
G(t, u(t), v(t))). Par (3.33) et (3.46) on a, par l’utilisation de l’hypothèse (H2

F ),

〈ζ, f̃(t)〉 ≤ lim sup
n→∞

δ∗
(
ζ, F (t, un(θn(t)), vn(θn(t)))

)

≤ δ∗
(
ζ, F (t, u(t), v(t))

)
.

Comme F est a valeurs fermées et convexes, en appliquant le Théorème 1.2.10, on conclut
que f̃(t) ∈ F (t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I. En utilisant des arguments similaires, on obtient
aussi g̃(t) ∈ G(t, u(t), v(t)) ∀t ∈ I. Par conséquent, (u, v) est une solution de (S1). De
plus, de (3.23) et (3.24) cette solution satisfait

‖u(t)− u(s)‖ ≤ K|b(t)− b(s)|, ‖v(t)− v(s)‖ ≤ γ|b(t)− b(s)| ∀t, s ∈ I,

Ceci complète la preuve. ¥

Dans le théorème qui suit, on va donner un autre résultat d’existence en affaiblissant
les hypothèses (H1

A) et (H2
C) : en prenant β ∈ W1,1(I,R), c’est à dire A(·, x) et C(t, x)

varient d’une manière absolument continue. Dans ce cas le prix à payer est de prendre le
domaine de A(t, x), D(A(t, x)), fixe.
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Théorème 3.2.2.

Soit pour tout (t, x) ∈ I × H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal
monotone vérifiant les hypothèses (H2

A) et

(H1
A)′ Il existe une constante réelle positive λ et une fonction β ∈ W1,1(I,R) positive et
croissante sur I, tel que

dis (A(t, x), A(s, y)) ≤ |β(t)− β(s)|+ λ‖x− y‖ ∀t, s ∈ I, ∀x, y ∈ H.

(H3
A)′ L’ensemble D (A(t, x(t))) = D est relativement boule-compact.

Soit C : I × H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides fermées satisfaisant
(H1

C), (H2
C)′ et (H3

C) tel que

(H2
C)′ Il existe une constante positive α, vérifiant αλ < 1, et une fonction η ∈ W1,1(I,R),

positive et croissante sur I, tel que
∣∣dC(t,x)(z)− dC(s,y)(z)

∣∣ ≤ |η(t)− η(s)|+ α‖x− y‖ ∀t, s ∈ I, ∀x, y, z ∈ H.

Soit F : I×H×H ⇒ H(resp. G : I×H×H ⇒ H) une multi-application à valeurs non vides
convexes et fermées satisfaisant (H1

F ), (H2
F ) et (H3

F ) (resp. (H1
G), (H2

G)) et (H3
G) ). Alors,

pour tout (u0, v0) ∈ D(A(0, v0)) × C(0, u0), il existe une solution absolument continue
(u, v) : I −→ H × H du problème d’évolution (S1). De plus, cette solution satisfait les
estimations suivantes :

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t) + η̇(t)) et ‖v̇(t)‖ ≤ γ(1 + β̇(t) + η̇(t)) p.p. t ∈ I,

où, K et γ sont des constantes réelles positives.

Preuve.
On choisit la même subdivision de I que celle dans la preuve du Théorème 3.2.1, avec les
propriétés (3.1) et (3.2). Aussi les applications f et g vérifiant les mêmes propriétés et les
estimations (3.3) et (3.4).

Etape 1. Estimations et convergences des suites (un)n, (u̇n)n et (vn)n, (v̇n)n.

Comme dans la preuve du Théorème 3.2.1, on montre que les suites (un), (vn) sont bornées
en norme et en variation. En effet, par les relations (3.2), (3.3), (3.5), (3.17) et (3.18),
pour tout t ∈ [tni , tni+1[, on a

‖un(t)− un
i ‖ ≤ ‖un

i+1 − un
i ‖+ 2MF

(
1 + K + γ

)
δn
i+1

≤ Kkn
i+1 + 2MF

(
1 + K + γ

)
kn

i+1

≤ (
K + 2MF (1 + K + γ)

)
εn =: β̂εn. (3.53)
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D’où, pour t ∈ [tni , t
n
i+1[, ‖un(t)‖ ≤ K + β̂εn ≤ K + β̂b(T ), i.e.,

sup
n∈N

‖un‖C ≤ K + β̂b(T ),

et par (3.17)

sup
n∈N

V ar(un) = sup
n≥1

n−1∑
i=0

‖un
i+1 − un

i ‖ ≤ K

n−1∑
i=0

kn
i+1 ≤ Kb(T ). (3.54)

D’autre part, la suite (vn)n, nous avons par les relations (3.2), (3.4), (3.6), (3.17) et (3.18),
pour tout t ∈ [tni , tni+1[,

‖vn(t)− vn
i ‖ ≤ γ̂εn,

et alors,
‖vn(t)‖ ≤ ‖vn

i ‖+ γ̂εn ≤ γ + γ̂b(T ).

d’où,
sup
n∈N

‖vn‖C ≤ γ + γ̂b(T ), (3.55)

et par (3.18)

sup
n∈N

V ar(vn) ≤ γ

n−1∑
i=0

kn
i+1 ≤ γb(T ). (3.56)

Aussi, pour tout t ∈]tni , t
n
i+1[ la suite (v̇n)n est bornée dans L1(I, H), i.e., il y a un sous-

ensemble négligeable N ′′ de I tel que pour tout n ≥ 1,

‖v̇n(t)‖ ≤ ψ(t) ∀t ∈ I \N ′′.

Maintenant, on va montre que notre suite (u̇n) est bornée dans L1(I,H). Par l’hypothèse
(H2

A) et les relations (3.3), (3.7), (3.13), (3.17) et (3.18), la propriété (ii) de la Proposition
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1.8.14 et le fait que un
i ∈ D(A(tni , vn

i )) = D(A(tni+1, v
n
i+1)) = D on a

‖u̇n(t)‖ =
∥∥∥ 1

δn
i+1

(
un

i+1 − un
i +

∫ n
i+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
− f(t, un

i , vn
i )

∥∥∥

≤
∥∥∥ 1

δn
i+1

(
un

i −
∫ n

i+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)
− Jn

i+1

(
un

i −
∫ n

i+1

tni

f(s, un
i , v

n
i )ds

)∥∥∥ + ‖f(t, un
i , vn

i )‖

=
∥∥∥Aδn

i+1

(
un

i −
∫ n

i+1

tni

f(s, un
i , vn

i )ds

)∥∥∥ + ‖f(t, un
i , v

n
i )‖

=
∥∥∥Aδn

i+1

(
un

i −
∫ n

i+1

tni

f(s, un
i , vn

i )ds

)
− Aδn

i+1
(un

i ) + Aδn
i+1

(un
i )

∥∥∥ + ‖f(t, un
i , vn

i )‖

≤
∥∥∥Aδn

i+1

(
un

i −
∫ n

i+1

tni

f(s, un
i , vn

i )ds

)
− Aδn

i+1
(un

i )
∥∥∥ + ‖Aδn

i+1
(un

i )‖+ ‖f(t, un
i , vn

i )‖

≤ 1

δn
i+1

∫ n
i+1

tni

‖f(s, un
i , vn

i )‖ds + ‖Aδn
i+1

(un
i )‖+ ‖f(t, un

i , v
n
i )‖

≤ MF

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
+ ‖A0(tni+1, u

n
i )‖+ MF

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)

≤ 2MF

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)
+ c

(
1 + ‖un

i ‖+ ‖vn
i ‖

)

≤ 2MF

(
1 + K + γ

)
+ c

(
1 + K + γ

)

=
(
2MF + c

)(
1 + K + γ

)
:= K̂.

Donc, la suite (u̇n)n est bornée dans L∞(I,H). Alors, on peut lui extraire une sous-suite
notée aussi (u̇n)n qui converge faiblement vers un élément y ∈ L∞(I, H). En répétant la
même preuve de l’étape 4 du Théorème 3.2.1, on montre que (u̇n)n converge faiblement
dans L∞(I, H) vers u̇.

Etape 2. Existence de solution.
La preuve de cette étape est similaire à celle de l’étape 4 du Théorème 3.2.1. ¥
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons montré l’existence de solution absolument continue pour
un système de deux inclusions différentielles, l’une gouvernée par un opérateur maxi-
mal monotone et la deuxième par le cône normal à des ensembles convexes fermés, dans
un espace de Hilbert séparable. Notre premier objectif était l’étude du système avec
des perturbations univoques de type Carathéodory. Nous avons aussi considéré le cas où
A(t, x)(·) = {0} et nous avons donné une application à un problème de mininisation d’une
fonctionnelle s.c.i. Dans une deuxième partie de ce travail, nous avons considéré le même
système avec les mêmes hypothèses, mais avec des perturbations multivoques et le cône
normal à des ensembles sous-lisses. Enfin, une variante du même problème était prise en
considération, il s’agissait d’affaiblir les conditions supposées sur la variation de l’opéra-
teur maximal monotone et l’ensemble dans le cône normal, en revanche en prenant des
opérateurs à domaines fixes.

Dans les perspectives prôches, nous allons essayer d’étudier l’existence de solution
continue à variation bornée pour ce type de système.
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