REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE MOHAMMED SEDDIK BENYAHIA-JIJEL
Faculté des Sciences Exactes et Informatique

Département de Mathématiques

N° d’ordre :

Série :
THESE
Pour obtenir le diplome de
Doctorat en Sciences
Specialité: Mathématiques
Option: Equations Différentielles
présentée et soutenue par

Messaouda Benguessoum

Théme

Quelques problémes d’évolution pour des équations et
des inclusions différentielles

soutenue le ././2021

Devant le jury composé de

Président N. Arada M.C.A. Université de Jijel
Directeur D. Azzam-Laouir Prof. Université de Jijel
Examinateur A. Aibeche Prof. Université de Setif 1
Ezxaminateur M. Benchohra Prof. Université de Sidi BelAbbes
Examinateur Y. Daikh M.C.A. Université de Jijel

Examinateur K. Mebarki Prof. Université de Béjaia




REMERCIEMENTS

En premier lieu, je remercie AlIAH, le tout puissant pour la volonté et la santé qu’il m’a

donné, me permettant de mener a bien ce travail.

Je tiens a exprimer toute ma profonde gratitude & ma directrice de thése, Madame
DALILA AZZAM-LAOUIR, Professeur a 'université de Jijel, pour avoir dirigé cette
these avec une attention soutenue, pour ses grandes qualités scientifiques et humaines, je
la remercie pour 'aide précieuse et les conseils qu’elle a su me transmettre avec beaucoup
de patience et de pédagogie.

Je remercie particuliérement, Dr Nadir Arada, M.C.A. a 'université de Jijel, d’avoir
accepté la tache de président du jury.

Je tiens a remercier les membres du jury qui me font I’honneur d’examiner ce travail,
Monsieurs Aissa Aibeche, Professeur a l'université de Setif 1, Mouffak Benchohra,
Professeur a 'université de Sidi Bel Abbés, Madame Yasmina Daikh, M.C.A. a 'uni-
versité de Jijel et Madame Karima Mebarki, Professeur a 'université de Béjaia.

Je remercie ainsi tous les membres de ma famille qui m’ont apporté leur soutien au
quotidien. J’ai traversé des moments difficiles pendant mes études, et je n’oublierai jamais

toute I’aide que j’ai reque de la part de mes proches.



TABLE DES MATIERES

NOTATIONS GENERALES

1 DEFINITIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

1.1 ' RAPPEL SUR LA CONTINUITE .« .\ttt ettt et e e et e e e e e e 12
1.1.1 |Applications Semi-CoONtINUES . ... ...ovutt ettt ittt e e 14

1.2 (QUELQUES ELEMENTS D’ANALYSE CONVEXE. . ..o\ttt 14

1.3 TOPOLOGIES FAIBLE ET FAIBLE™ ...\ttt e 17
1.3.1 |La topologie faiblel. ... ... 17
1.3.2 [La topologie faible™ . .. ... o e 18

1.4 (QUELQUES RESULATS DE COMPACITE . ..ottt ettt et e e 19

1.5 |QUELQUES RESULATS DE CONVERGENCE . . ...\ttt e e e 20



TABLE DES MATIERES

1.6 IPROTECTION . . oottt e e e 21
1.7/ GENERALITES SUR LES MULTI-APPLICATIONS!. . . oot ottt e e 23
1.7.1 Distance de Hausdorfl. . ... ... o 23
1.7.2 |Continuité des multi-applications ......... ... ... . i 24
1.7.3 Mesurabilité des multi-applications ........... ... ... . i i 25
1.8 INOTIONS D’OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES. . ...ttt 27
1.8.1 |Concept d Operateur . ... ..ottt e 27
1.8.2 Opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hilbert|.............. 27

1.8.3 Résolvante et Approximation de Yosida d’un opérateur maximal monotone 29

1.8.4 |Pseudo-distance de VIadimirov ... ......... .. 30
1.9 SOUS-DIFFERENTIELS ET CONES NORMAUX/. « « vt vttt 31

1.9.1 Sous-différentiel . ... ... 31

1.9.2 1CONES NOTINAUX . -« o v v et e e e e e e e 35

1.9.3 [Ensembles Sous-11SSes. . ..o oo e 42
1.1(LEMMES DE GRONWALLL . . oot ottt et e e e e e e e e 44
2 EXISTENCE DE SOLUTIONS ABSOLUMENT CONTI-

NUES POUR UN SYSTEME DE DEUX INCLUSIONS
DIFFERENTIELLES IUNE GOUVERNEE PAR UN OPE-
RATEUR MAXIMAL MONOTONE ET L’AUTRE PAR LE
CONE NORMAL, AVEC PERTURBATIONS UNIVOQUES.

2. 1 INTRODUCTION . « o oottt e e e e s s s 46
2.2 RESULTAT PRINCIPAL . « o vttt e e e e e e e e e s 46
2.3 /APPLICATION A UN PROBLEME DE MINIMISATION . .ttt 73




Table des matiéres

3 EXISTENCE DE SOLUTIONS ABSOLUMENT CONTI-
NUES POUR UN SYSTEME DE DEUX INCLUSIONS
DIFFERENTIELLES I’UNE GOUVERNEE PAR UN OPE-
RATEUR MAXIMAL MONOTONE ET L’AUTRE PAR
LE CONE NORMAL, AVEC PERTURBATIONS MULTI-

VOQUES

3.1 INTRODUCTION. . . oottt e e e s s 81

3.2 RESULTAT PRNICIPALL. . o vttt e e e s 81
BIBLIOGRAPHIE




INTRODUCTION

Nous présentons dans cette thése des résultats d’existence de couple de solutions abso-
lument continues pour un systéme de deux inclusions différentielles, I'une gouvernée par
un opérateur maximal monotone et la deuxiéme par le cone normal, dans un espace de
Hilbert séparable H.

Le processus de la rafle, en anglais "sweeping process" a été introduit et largement

étudié par Jean-Jacques Moreau dans les années 1970 (voir [43], [45]) sous la forme
—u(t) € Now(ult)) pp-t €[0,T],

ou C(t) est un ensemble mobile convexe fermé qui varie d’une maniére Lipschitzienne ou
absolument continue, et ott N est le cone normal a C(t) au sens de I'analyse convexe.
La motivation originale de Moreau est venue principalement des applications a 1’élasto-
plasticité. Au fil des années, le processus de la rafle s’est avéré est important pour de
nombreuses autres applications a divers problémes de mécanique, systémes d’hystérésis,
équilibre de trafic, modélisation sociale et économique, etc ... Les processus de la rafle dont
I’ensemble dépend du temps et de I’état, apparaissent dans de nombreuses applications
comme les inégalités paraboliques quasi-variationnelles, micromécanique modéle de dom-
mage pour les matériaux en fer avec mémoire, modélisation de 2D et 3D quasi-statique,

problémes d’évolution avec frottement, ect, voir |39, 40)].



Introduction

Une classe d’inclusions différentielles d’évolution, qui comprend comme cas particulier
des processus de la rafle, est celle des inclusions différentielles régies par des opérateurs
maximaux monotones dépendant du temps. Il existe une vaste littérature a ce sujet, voir
par exemple [2, 5 6, 8, 110, 34], 41, 47, 50, 52, [54]. Ces travaux concernent l'existence de
solutions pour ces inclusions différentielles avec divers types de perturbations ainsi que
différentes formes de variation de 'opérateur par rapport au temps : absolument conti-
nue, continue a variation bornée, continue a droite & variation bornée. Cette variation
induit cette méme notion de régularité sur la solution. Les opérateurs monotones (mul-
tivoques) notamment ceux qui sont maximaux, ont été construits pour étre utiles dans
divers domaines de mathématiques tels que I'optimisation (les sous- différentiels des fonc-
tions propres convexes semi-continues inférieurement (s.c.i) sont des opérateurs maximaux
monotones), les équations différentielles (I'opérateur qui engendre 1’équation est souvent
maximal monotone) et 'analyse variationnelle, (en particulier les inéquations variation-
nelles qui sont les plus fort dispositifs pour la construction de modéles mathématiques
pour différents problémes physiques et techniques.)

Récemment, il y a une activité intense dans les problémes de controle optimal pour
les processus de la rafle. Voir Adam-Outrata [1], Brokate- Krejéi [19] Cao-Mordukovich
[21], Colombo et al |27, 28, 29|, Tolstonogov [52] ainsi que beaucop d’autres. Pour un
apercu sur certains problémes d’optimisation régis par des processus de la rafle avec des
ensembles mobiles controlés, nous envoyons le lecteur a [44]. Décrivons, par exemple, le

probléme d’optimisation pour le processus de la rafle traité dans |1}, [19] :

T
Minimiser / L(t,y(t), 2(t), a(t))dt avec (y, z,a) dans W (I, H) sujet au systéme
0

a1 Y

y t) = f<t7y<t)7z(t)>a(t)) p-p-te [OvT]

Une rapide lecture du probléme montre qu’il est complexe, car avant de chercher les
solutions optimales, il est nécessaire de s’assurer que ce couple d’inclusions admet des
solutions et, de plus, il est clair que le probléme optimal pour un tel systéme est plus
général car il contient la plupart des résultats liés & une seule inclusion d’évolution.
Motivés par les travaux cités ci-dessus, vu leur importance et applications dans plu-
sieurs domaines de mathématiques et de physique, nous avons apporté, a travers cette
thése, une contribution dans ce théme de recherche, par I'’étude du couple de ces deux

types d’inclusions : processus de la rafle et inclusion avec opérateur maximal monotone.




Introduction

Nous avons considéré le cas le plus général, qui est la dépendence en temps et en
état, ainsi que la soumission de nos inclusions a des forces extérieures qu’on appelle
pertubations.

Organisation de la thése
Nous allons donner ici un plan succint et exposerons briévement les résultats importants
que nous avons obtenus.

La these est divisée en trois chapitres. Le premier comporte quelques définitions et
résultats préliminaires ainsi que des outils de base utilisés dans la démonstration de nos
théorémes principaux.

Le deuxiéme chapitre est constitué de deux sections. Dans la premiére, on donne un

résultat d’existence d’un couple de solutions absolument continues du systéme d’évolution

suivant :
( —a(t) € A(t,v(t))u(t) + f(t,u(t),v(t)), p.p.t €1[0,7T]
u(t) € D(A(t, v(t))) vt € [0,T]
(1.2) § —9(t) € Noqu) (v(t) + g(t, u(t), v(t)), p.p-t € [0, 7]
v(t) € C(t,u(t)), vVt € [0,T]
u(0) = up € D(A(0,v)),v(0) = vy € C(0,up),

\

ou A(t, z) est un opérateur maximal monotone dépendant du temps et de I'état, D(A(t, z))
représente le domaine de A(t,z), C(t,z) est un ensemble convexe fermé dépendant du
temps et de I’état, et f, g sont des applications de type Carathéodory vérifiant une condi-
tion de croissance linéaire. Ce résultat est nouveau est assez général puisque nous avons
affaire & un nouveau systéme dynamique régi par un couple d’inclusions d’évolution impli-
quant un opérateur maximal monotone A(t, ) dépendant du temps et de I'état et Nerq)
le cone normal d’un ensemble convexe fermé dépendant aussi du temps et de 1’état, en
présence de perturbations. Pour notre but, nous avons utilisé une méthode de discrétisa-
tion.

Ensuite, nous étudions 'existence de solutions & une variante, qui concerne un systéme

formé d’un processus de la rafle convexe et une équation différentielle de la forme

ou f:[0,T]x Hx H— H est une application mesurable sur I, Lipschitzienne sur H x H

et vérifiant une condition de croissance linéaire.




Introduction

La deuxiéme section contient une application a un probléme de minimisation ayant
T

la forme / L(t,u(t),(t))dt sur le couple (u,v) dans W"?(I, H) soumis au systéme du
0
probléme d’évolution (1.2).

Dans le troisieme chapitre, nous présentons 1I’étude du systéme suivant

—u(t) € A(t,v(t))u(t) + F(t,u(t),v(t)) p.p.t€[0,T]
€ D(A(t,v(t))), Vt € [0,7]
t) € Newa) (v(t) + Gt u(t), v(t)) p.p-t € [0, 7]

)
(1.3) 4 —o(
) € C(t, u(t)), vVt € [0,T]

\
ou C : I x H= H est une multi-application & valeurs non vides, fermées et sous-lisses,
Nez(t)) désigne le cone normal de Fréchet a C(t,z(t)), et F,G : I x H x H = H sont
des multi-applications semi-continues supérieurement par rapport a la deuxiéme variable
et a valeurs fermées convexes.

Enfin, un autre résultat pour le probléme (1.3) est établi en affaiblissant 1’hypothése
supposée sur l'opérateur A(t,z) et 'ensemble C(t,x), mais dans ce cas, une hypothése
supplémentaire sur 'opérateur est nécessaire, en effet, 'opérateur est considéré a domaine
fixe.

Soulignons ici que le probéme avec une seule inclusion gouvernée par l'opérateur dé-
pendant du temps avec second membre univoque (et multivoque) a été étudié dans les
travoux de D. Azzam-Laouir, W. Belhoula, C. Castaing et M.D.P. Monteiro Marques [5]
et D. Azzam-Laouir, W. Belhoula, C. Castaing et M.D.P. Monteiro Marques [6]. Pour le
méme probléme ou 'opérateur dépendant du temps et de I'état, i,e, le probléme de la
forme

—u(t) € A(t,u(t))u(t) + F(t,u(t)),
{ u(0) = wy,
des résultats sont récemement établés dans [41] et [47]. Aussi, I'inclusion du premier ordre
gouvernée par le cone normal ot ’ensemble dépendant du temps (et du temps et de I’état)
a été largement étuditiée on peut consulter les références [21), 28, [34] 52].

Le présent travail se propre d’étudier 1’éxistence d’un couple de solutiosns quand le
systeme est composée de deux inclusions différentielles I'une gouvernée par un opéra-
teur maximal monotone et 'autre par le cone normal, avec perturbations univoques (et
multivoque).

Les résultats présentés dans le chapitre 2 ont fait I’objet d’une publication internatio-
nale dans le journal Set-Valued and Variational Analysis [13], et ceux du chapitre 3 sont

rédigés et soumis pour publication [14].




NOTATIONS GENERALES

Dans la rédaction de cette thése, et sauf indication, nous avons utilisé les notations et

abbréviations suivantes

R La droite achevée, i.e., R = [—00, +00].

H Un espace de Hilbert réel.

() Le produit scalaire de H.

|- |l La norme de H.

Iy Opérateur identité de H.

2H La famille de tous les sous-ensembles de H.

By La boule unité fermée de H.

By(z,7) La boule fermée de H de centre z et de rayon r > 0.
By (z,r) La boule ouverte de H de centre z et de rayon r > 0.

Si f: H — R, on note par dom(f) I’ensemble :

dom(f) = {z € H, f(z) < +00}.

Soient (E, || - ||g) un espace vectoriel normé, E' son dual topologique, on note par
o(E,E) La topologie faible sur FE.
o(E',F) La topologie faible étoile sur E'.
Fr(C) La frontiére de I'ensemble C' C E.



Notations générales

C L’adhérence de C.

int(C) L’intérieur de C.

co(C) L’enveloppe convexe de C.

co(C) L’enveloppe convexe fermée de C.

u(t) = (cii_?(t) La dérivée de u au point t.

Proj(-,C) Projecteur sur le sous-ensemble non vide C' de H.
Ty — T La suite (mn)n converge fortement vers x.

Ty — T La suite (x,), converge faiblement vers x.

Soit T > 0, et soit I = [0, 7] un intervalle de R. On note par :

L(I) La tribu de Lebesgue sur [.

B(H) La tribu de Borel sur H.

p-p L’abbréviation de presque partout.

LP(I,H) L’espace des applications p'®™ intégrables (1 < p < o) définies sur I

& valeurs dans H muni de la norme

1
T P
1Ol = ([ Is@lvar) v € e,
0
L*>(I,H) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur I

a valeurs dans H, muni de la norme

1F (e = inf { S0 | f(@)] < e popsur 1}.

C(I,H) L’espace de Banach des applications continues définies sur /
a valeurs dans H muni de la norme de la convergence uniforme
[u(-)lle = sup [lu(?)]]
tel
Whe(I, H) L’espace des applications u absolument continues sur [ tel que u € LP(I, H).
1c() La fonction caractéristique de C' C H, définie par
1 ze(,
lo(x) =
0 z&C.
d(-,C) ou bien de(+) La fonction distance de C, définie par :
d(z,C) = inf ||z — y||.
(,€) = inf [lo —y|

de () La fonction indicatrice de C, définie par :
0 zed,
dc(z) =
+o ¢ C.
(2!, C) La fonction d’appui de C, définie par

6" (a',C) = sup(z’,y) Va' € H.
yelC

10



Notations générales

Enfin, on note par :
s.c.i L’abréviation de semi-continu inférieurement.

s.c.s L’abréviation de semi-continu supérieurement.
F(X,Y) L’espace de toutes les applications f: X — Y.

11



CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET RESULTATS
PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons les prérequis nécessaires a la bonne lecture du manus-
crit et & la compréhesion des preuves des théorémes principaux. Nous introduisons d’une
maniére succincte, tous les résultats qui nous seront utiles par la suite, "souvent sans aller
loin dans les détails", mais avec renvoi du lecteur intéressé aux références que nous avons

utilisées.

1.1 RAPPEL SUR LA CONTINUITE

Pour les résultats de cette section on renvoie le lecteur aux références [26] et [48)].

Considérons deux espaces métriques (X, d), (Y, d').

12



Chapitre 1 : Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.1.1 (Application continue).
Soit f:(X,d) — (Y,d'). On dit que f est continue au point xg € X, si et seulement si

Ve >0, 36 > 0,Vx € X : d(z,z0) < § = d'(f(z), f(z0)) <e.
o [ est continue sur X ssi elle est continue en tout point x € X.
Définition 1.1.2 (Equi-continuité).
Un sous-ensemble K de F(X,Y) est dit équi-continu au point x € X si
Ve >0,9p>0,Ve' € X,Vf € K : d(z,2") <n=d(f(x), f(2')) <e.
o K est dit équi-continu sur X sl est équi-continu en tout point x € X.
Considérons dans la suite un espace vectoriel normé (E, || - [|g) .

Définition 1.1.3 (Application absolument continue).
Une fonction f : [a,b] C R — E est dite absolument continue ssi pour tout € > 0, il

existe & > 0 tel que pour toute partition dénombrable de 'intervalle [a, b] par des intervalles
disjoints Jay, by| vérifiant Z (by —ag) <9 ona Z | f(br) — flaw)ll g < e
k k

Théoréme 1.1.4.
Une fonction f : [a,b] C R — E est absolument continue, si et seulement si, il existe

une fonction intégrable v : [a,b] — R tel que pour tout t € |a, b]

Dans ce cas [ est dérivable presque partout et sa dérivée f = p.p.

e Toute application absolument continue est continue, par contre la réciproque est
fausse.

Définition 1.1.5 (Fonction a variation bornée).

Etant donnée une fonction f : I — E, on appelle variation totale de f sur I lexpression

Var(f,I) :sup{ZHf(tk) —flte—)lle: O=to <ty <---<t, :T}.
" k=1

Si Var(f,I) < oo, on dit que f est a variation bornée.

13



Chapitre 1 : Définitions et résultats préliminaires

1.1.1  Applications semi-continues

On se place dans un espace métrique (X, d) et soit f: X — R.

Définition 1.1.6 (Semi-continuité inférieure).
e On dit que f est s.c.i au point xo € X, ssi pour tout X € R tel que A < f(xg), il existe
un voisinage Vi, de xqo tel que X < f(x), pour tout x € V.

o f est s.ci sur X ssi f ests.c.i en tout point de X.

Définition 1.1.7 (Semi-continuité supérieure).
e On dit que f est s.c.s au point xy € X ssi pour tout X\ € R tel que X\ > f(xg), il existe
un voisinage Vi, de xqo tel que X > f(x), pour tout x € V.

o f est s.c.s sur X ssi f est s.c.s en tout point de X.

Proposition 1.1.8.

f est s.c.i au point zp <= liminf f(x) > f(x),

T—T0

f est s.c.s au point xy <= limsup f(z) < f(xo).

T—T0

Définition 1.1.9.
f est continue au point xqy ssi f est s.c.i et s.c.s au point ry € X.

Théoréme 1.1.10 (Théoréme de différentiation de Lebesgue).
Pour toute fonction intégrable au sens de Lebesque sur R, on a pour presque tout x € R

1 T+€

1.2 QUELQUES ELEMENTS D’ANALYSE CONVEXE

Définition 1.2.1 (Ensemble convexe).

Sotent E un espace vectoriel, S un sous-ensemble de E. On dit que S est convexe ssi
Vu,v €S, YA€ [0,1]: A+ (1—NveS.

Autrement dit, pour tous u,v € S, le segment de droite

[md:{M+O—AW:AEMH}C3

14



Chapitre 1 : Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.2.2 (Simplexe).
On appelle simplexe de R", ’ensemble A,, défini par

An:{(/\l,/\Q,...,An)eR”: N>0, Vi=1,..net ZAi:1}.
=1

Définition 1.2.3.
Soit E un espace vectoriel et soient x1,xs,...,x, € E. On appelle combinaison conveze
des €léments x1, 2, ..., x, tout élément x = Z Nz tel que (A, A, ..., \,) € A,.
i=1
Proposition 1.2.4.
Soit E un espace vectoriel et soit S C E. Alors S est conveze ssi il contient toutes les

combinaisons convezes de ses €léments.

Définition 1.2.5 (Enveloppe convexe).
Soit E un espace vectoriel et soit S C E. On appelle enveloppe convexe de S qu’on note
co(S), Uintersection de tous les sous-ensembles convezes de E qui contiennent S. (En fait

co(S) est le plus petit conveze de E qui contient S.)

Définition 1.2.6 (Enveloppe convexe fermé).
Soit E un espace vectoriel topologique et soit S C E. On appelle enveloppe convexe fermée

de S qu’on note €o(S), le plus petit convexe fermé de E qui contient S.

Définition 1.2.7.

Soit E un espace vectoriel et soit f : E — R. On dit que f est propre si
f: E—] — o0, +00] etf?é—i—oo(f;é 00 <= dxg € E, f(x0) 7é+oo),

i.e.,

[ E—] —o00,+oc] et dom(f)={z € E: f(z) < +oo} # 0.
Définition 1.2.8.
Soit E un espace vectoriel et soit f : E — R. On dit que f est conveze ssi

Va,y € dom(f),YA € [0,1]: fOx + (1 = Ny) < Af(x) + (1= N)f(y).

Théoréme 1.2.9.
Soient A C E et B C E deux ensembles convezes, non vides, disjoints. On suppose que
A est fermé et que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B

au sens strict.

15



Chapitre 1 : Définitions et résultats préliminaires

Théoréme 1.2.10.

Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout ensemble non vide S C FE

co(S) = {x eFE: (dx) <55 Vi'e E’}.
Preuve. On pose
B:{xEE: (', x) < 6 (2, S) Vx’EE’}.

e Montrons que B est convexe. Soient z,y € B et A € [0,1]. Alors

(2, z) < 0*(2',S) Va' e E'

(2 y) < 6"(2,S) Va' € F
de (1.I) et (1.2) on a

(', x)y < Xo*(2!,S) Va' e B
(' (1=Ny) < (1=XN)o*(,S) Va' e F

= (@ x4+ (1-N)y) <6, S) Vo' e F
— X+ (1—-NyeB.

D’ou, B est convexe.

e Montrons que B est fermé. Soit (x,), C B tel que x,, — x, alors

(' x,) <06*(2',S) Vi’ € E',YneN
nhlnw<x’, T,) < 62, S) Va' € F
(x’,nli_l)nooxn) <6 (2, S) Vo' e E
(2, z) < 0*(2',S) Va' € E'

x € DB.

A

D’ou, B est fermé.

e Montrons que B = ¢o(S)

relS = (¢,z) <sup(a',y) Va' € S
yeSs

= (2, x) <6 (2, 9)

— x € B,

(1.1)

(1.2)
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ie., S CB.

B est un convexe fermé qui contient S, et o(S) est le plus petit convexe fermé qui contient
S, alors ¢o(S) C B.

e Montrons que B C ¢o(S). On suppose le contraire i.e., 3z € B, tel que = ¢ ¢o(5).
Comme ¢o(.S) est un convexe fermé, par le Théoréme [1.2.9

Jr' e Fleta e R, (2),y) <a< (2/,z) Vy €co(S) = sup(z',y) < a < (2, z)
yes

— (', 8) < (', 2),
ce qui est en contradiction avec « € B, alors B C ¢o(S). D’ou, ¢o(S) = B. [

Proposition 1.2.11. 15/
Soit S C H un sous-ensemble fermé , et soit f : H —] — 00, +00] une fonction Lipschit-
zienne de rapport k > 0 sur un ensemble ouvert convexe 2 contenant S. Tout minimum

global x de f sur S est un minimum global de la fonction f + kdg sur tout l’espace H.

1.3 TOPOLOGIES FAIBLE ET FAIBLE"

Voir [17].

1.3.1 La topologie faible

Soit (E, || - ||z) un espace vectoriel normé réel. On note E’ I'espace dual, c’est a dire,

I’espace des formes linéaires continues sur F, muni de la norme

[fller = sup [f(x)] = sup [(f,z)].

zEBR r€BE
Définition 1.3.1.
Soit f € E' et soit

gOfiE — R
v o— @) = flz) = (f 7).

La topologie faible sur E, notée o(E, E"), est la topologie la moins fine rendant continues

les applications ps(f € E').

17
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Proposition 1.3.2.
La topologie faible o(E, E') est séparée.
Proposition 1.3.3.

Soit (x,,), une suite de points de E. Alors

1. (x,), converge vers x pour o(E,E") (ou faiblement) si et seulement si ((f,xn)),

converge vers {f,z) pour tout f € E',

2. si (xy,), converge faiblement vers x alors (Ha:nHE)n est bornée et nous avons

|z g < liminf ||z, g.
n—oo

1.3.2 La topologie faible”

Soient (E, || - || ) un espace vectoriel normé, E’ son dual et E” son bidual (c’est a dire

le dual de E’) muni de la norme |[£||p» = sup |(, f)]. Soit z € E fixé, alors application
fGEE/
f+—— {(f,z) de E' dans R est une forme linéaire continue sur E’, et donc est un élément

de E”, qu’on note J,. On a
(Joy [YEr g = {f,2)p g, Ve € E,Vf € E".

Sur lespace E' sont définies déja deux topologies :

La topologie forte associée a la norme de £’ (HfHE’ = sup [(f, a:)])
J)EEE

La topologie faible o(E', E").

On définit une troisiéme topologie comme suit :

Définition 1.3.4.

La topologie faible® sur E' est la topologie la moins fine sur E' qui rende continues toutes

les applications J,(x € E). On la note o(E', E).

Proposition 1.3.5.
La topologie faible" o(E', E) est séparée.

Proposition 1.3.6.
Soit (f,), une suite de E'. Alors

(fn), converge vers f pour o(E',E) (ou faiblement®) si et seulement si ({f,,x)),

converge vers (f,x) pour tout xz € E.

18
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1.4 QUELQUES RESULATS DE COMPACITE

Voir les références [3], [17], [37] et [48].

Définition 1.4.1.

Soient X un espace topologique séparé et S une partie de X. On dit que S est relativement

compacte si son adhérence dans X est compacte.

Définition 1.4.2 (Boule-compacte).
Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble S C E est boule-compact si
son intersection avec toute boule fermée de E est compacte, et S est relativement boule-

compact si son intersection avec toute boule fermée est relativement compacte.
Remarque 1.4.3. Il est clair que tout boule-compact S est fermé.

En effet, (S est fermé )<= (V(z,), C S,z, — 2 =z € ).
Soit (x,,) une suite de S qui converge vers x, et montrons que = € S. Elle est donc bornée,
i.e., il existe 7 > 0 tel que pour tout n € N, z,, € SN By(0,r), qui est compact. On peut
extraire une sous suite (z,,, ) qui converge vers y € SN By(0, 7). Par 'unicité de la limite

nous déduisons que, y = x et donc x € S.

Théoréme 1.4.4 (Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki).

Soit E un espace de Banach. Alors la Boule unité fermée de E' est compacte pour la
topologie faible* o(E', F).

Théoréme 1.4.5.
Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,,), une suite bornée dans E. Alors il existe

une sous-suite extraite (xp, ), qui converge pour la topologie o(E, E').

Théoréme 1.4.6 (Banach-Mazur).
Soit E un espace de Banach et soit (), une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x. Alors il existe une suite (zy)x telle que chaque zy est une combinaison convexe des

éléments xp, Tpyq, ... et (zk) converge fortement vers x.

Théoréme 1.4.7 (Théoréme de Mazur).

Soit E un espace de Banach et soit S un sous-ensemble compact de E. Alors ¢o(S) est

compacte.
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Théoréme 1.4.8 (Théoréme d’Arzela-Ascoli).

Soient (X, d) un espace métrique compact, (Y,d') un espace métrique complet, et K un
sous-ensemble de C'(X,Y'), muni de la distance de la convergence uniforme. Alors K est
relativement compact ssi K est équi-continu et K(x) est relativement compact pour tout

r € X, avec
K(z)={f(z): feK}.
Théoréme 1.4.9.

Soit (X,d) un espace métrique complet et K un sous-ensemble de X, les propriétés sui-

vantes sont équivalentes
1. K est relativement compact.

2. Pour toute suite (z,), de K, on peut extraire une sous-suite qui converge dans X.

1.5 QUELQUES RESULATS DE CONVERGENCE

Les résultats suivants voir pris de la référence [31].

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue).
Soit (2,%, 1) un espace mesuré et H un espace de Hilbert, soit 1 < p < oo et soit
(fn), C LP (I, H). On suppose que

1. (fn), converge presque partout vers une fonction f sur I,

2. il existe une fonction positive g(-) € LP (I,R) telle que pour tout n € N
[fu(t)| < g(t) ppp tel

Alors f(-) € LP (I, H) et la suite (fy,), converge vers f dans LP (I, H).

Théoréme 1.5.2 (Réciproque de la convergence de Lebesgue).

Soient (2,2, 1) un espace mesuré, H un espace de Hilbert et soit 1 < p < +o00. Si
fo —*" f dans LP (I, H) , alors il existe (f,, ), une suite extraite de (f,), et une fonction
positive g(-) € LP (I,R) telle que

1 fu, — f pp-p,
2. pour tout k, | fn, (t)] < g(t) p.p.p.
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Définition 1.5.3 (Valeur d’adhérence).

Soit (X, d) un espace métrique et soit (x,,), C X. On dit que x est une valeur d’adhérence
pour (xy,), SSi
Ve >0,dNg C N, Vn e Ny: d(z,,x) <e.

Théoréme 1.5.4.
Soit (xy,), une suite d’éléments de X. Posons
S, = {xk k> n} = {xn,xn+1,...}.
Soit S ’ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de (x,),. Alors S = ﬂS_n, et donc S
est ferme. !

Proposition 1.5.5.

Soit (xy,), une suite d’éléments de X. Si x,, — x alors x est une valeur d’adhérence pour

1.6 PROJECTION

Pour plus de détails, consulter la référence [17].

Définition 1.6.1.

Soient H un espace de Hilbert, S un sous-ensemble non vide de H et x ¢ S. On définit
Proj(z,S) la projection de x sur S (qui peut étre vide) comme l’ensemble de tous les

éléments y € S dont la distance a x est minimale, c’est a dire, ||x — y|| = d(z,.5), i.e.,

Proj(xz,5) = {y €S:|z—y| = d(m,S)}.

Théoréme 1.6.2 (Projecion sur un ensemble convexe fermé).

Soit S un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. Alors pour tout x € H, il existe

un unique élément y € S tel que

= yll = inf 2 — =] = d(z, 5).
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De plus, y est caractérisé par la propriété

y€s,
(r—y,z—y) <0, Vz€S.
Dans ce cas, on note y = proj(z,5).

Remarque 1.6.3.
Si S est relativement boule-compact, alors Proj(x,S) # (.

En effet, si 2 € S, on a d(z,5) = inng —z||.
zE

D’aprés la caractérisation de la borne inférieure, on obtient

Ve > 0,3z, € S,d(x,5) < ||z — z|| < d(z,S) + ¢

1 1
pour €= E’Vk > 0,3z, € S,d(z,5) < ||l — 2| < d(z,S) + T (1.3)
et
1
Il < el +da.$) + +
Izl <l +d(z, S) +1 = M,

c’est & dire (zx)x C SN MBy. Cet ensemble est relativement compact, donc d’aprés la
propriété (2) du Théoreme [1.4.9, il existe une sous-suite (zyk))r telle que z,p) — 2

lorsque £k — oo. De (1.3) on a
d(z,5) < klim |z — 2ol < d(z,95),
et donc

|z —z|| = d(z,S), ie., z € Proj(z,S).

Proposition 1.6.4.
Soient S un ensemble fermé non vide de H, v € H et x € S. Les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. x € Proj(v,S),

1
2. (v—z,z—1x) < §||z—x||2, VzesS.
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1.7 GENERALITES SUR LES MULTI-APPLICATIONS

Dans la littérature, les applications multivoques sont aussi appelées multi-applications,
multi-fonctions, relations ou correspondances.

Pour plus de détails sur ces notions, on renvoie le lecteur aux références [3], [25] et [37].

Définition 1.7.1.
Sotent X, Y deux ensembles, F' : X == Y wune application multivoque, c’est a dire une

application de X a valeurs dans 2¥, Uensemble de toutes les parties de Y.

1. On appelle domaine (effectif) de F, qu’on note D(F), le sous-ensemble de X défini

. D(F) = {teX:F(t) %(ZJ}.

2. On appelle image de F, qu’on note R(F), le sous-ensemble de Y défini par

R(F) = {er: 3t € D(F), yeF(t)} = |J Fo.

teD(F)

3. On appelle graphe de F, qu’on note Gr(F), le sous-ensemble de X x'Y défini par
Gr(F) = {(:U,y) EDF)xY: ye F(x)}

4. Considérons la multi-application inverse F~':Y = X définie par
te F Y (x) <z € F(t).

Ona(FY'=F DF*)=R(F)etR(F ") = D(F).

1.7.1 Distance de Hausdorff

On se place dans un espace métrique (X, d).
Définition 1.7.2.
Sotent A, B deux sous-ensembles de X, l’écart entre A et B est défini par

¢(A, B) = sup d(a, B),

acA
et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A, B) = sup (e(A, B),e(B, A)).
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Proposition 1.7.3 (Propriétés élémentaires).

Sotent A, B,C des sous-ensembles de X . Nous avons les propriétés suivantes
1. e(A,0) =00 st A#0,

2. ¢0,B)=0,

3. e(A,B) =0<+= A C B,

4. e(A,B) <e(A,C)+e(C,B),

5 H(A,B)=0<+= A= DB,

6. H(A,B) <H(A,C)+H(C, B),

7. |d(x, A) — d(x, B)] < H(A, B),Vz € X.

1.7.2  Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris de la référence [25].

Définition 1.7.4.
Sotent X, Y deux espaces topologiques et soit F': X =Y une multi-application.
1. On dit que F est s.c.s au point tg € X ssi pour tout ouwvert U de 'Y contenant F(ty)
(F(ty) C U) il existe un voisinage S de ty tel que F(Q) C U, i.e., F(z) C U, Vz € Q.

2. Si I est s.c.s en tout point t de X on dit que F' est s.c.s sur X, ou tout simplement

S.C.S.

Théoréme 1.7.5.

Soit E un espace vectoriel normé et F' : E = E une multi-application a valeurs non
vides. On suppose que F(tg) est convexe et faiblement compact. Alors, F est faiblement
semi-continue supérieurement au point to si et seulement si la fonction §*(x', F(+)) est

semzi-continue supérieurement au point tg.

Théoréme 1.7.6.
Soit (Q, %, ) un espace mesuré. Soient E, F deuz espaces de Banach et T : E — F une

application linéaire continue. Si f : Q0 — E est intégrable alors T (f) est intégrable et

[ T(rau= T( / fdu>-
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Proposition 1.7.7.
Soit (2, %, 1) un espace mesuré et soit X un espace de Banach séparable. Soit F': Q = X

une multi-application a valeurs non vides, convexes et faiblement compactes et soit G :

Q = X une multi-application a valeurs non vides, convexes fermées. Si
V' e X' 0% (o', G(t)) < 6° (2, F(t)) p— p.p.
Alors,

G(t) C F(t) u —p.p.

1.7.3 Mesurabilité des multi-applications

Se référer a [25] pour les détails sur cette section.

Définition 1.7.8.

Soient (2,%) un espace mesurable, X un espace métrique et F': Q = X. On dit que F

est Y-mesurable ou simplement mesurable si pour tout ouvert V- de X
F'(V)y={teQ: Ft)nV #0} € %

Théoréme 1.7.9.

Soient (0,3, 1) un espace mesuré avec 3 une tribu p—compléte, E un espace de Banach
séparable, f : Q) — E une application X—mesurable et I' : Q0 = E une multi-application
Y—mesurable a valeurs non vides fermées. Alors la multi-application G : Q = E, définie

pour tout t € ), par

6(0) = {= €T+ 16) ~ al = d(s o), 0 |
est X—mesurable.
Remarquons que pour tout t € Q fixé, G(t) = Proj (f(t), F(t)).

Définition 1.7.10.

Soit (2,X) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit ' : Q = F
une multi-application. On dit que F est scalairement mesurable si pour tout ' € FE,
Uapplication t — 6™ (2, F(t)) est mesurable.
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Proposition 1.7.11.
Soient (€, %) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Si F : Q) = E est
une multi-application a valeurs non vides convexes faiblement compactes, alors F(-) est

mesurable si et seulement si elle est scalairement mesurable.

Théoréme 1.7.12.

Soient (Q, X)) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Soient F': Qx B =
E une multi-application mesurable et u : Q — E une application mesurable. Alors la

multi-application F(-,u(-)) est mesurable.

Preuve.
Soit 'application f : Q — Q x E définie par f(t) = (t,u(t)) et soit V € ¥ ® B(E), i.e.,
V =V) x Va, avec V| € ¥ et V, € B(FE). Nous avons

) = {teﬂ:f@)ev}
_ {teQ: (t,u(t))GV1><V2}
- {teQ: teVietu(t) e Vz}
= %eQ:tEW}ﬂ%EQ:MQGV%
= Vixu (V) ex

car V] € ¥ et u est (X, B(E))—mesurable.
Considérons maintenant la multi-application G = F'(-,u(+)) : == E définie par

G(t) = F(t,u(t) = F(f(1)).

Soit W un ouvert de F, on a
G Y W) = teﬁzmﬁmw#ﬁ}
teQ:F@u@wﬂV¢®}

QO: ft) € Fl(W)}

{
{
_ {teQ: F(f(t))ﬂW;«é(Z)}
{
/
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comme F est mesurable alors F~*(W) € ¥ ® B(E) et comme f est mesurable on ob-
tient f~H(FH(W)) € X, cest a dire, G™'(W) € I. Par conséquent F(-,u(-)) est X—

mesurable. [ ]

1.8 NOTIONS D’OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES.

Dans cette section, nous donnons la définition et quelques propriétés des opérateurs
maximaux monotones qui nous seront utiles par la suite. Pour plus de détails on peut se
référer a 9], [11], [18] et [55].

1.8.1 Concept d’opérateur

Définition 1.8.1.
Soit A : H = H une multi-application, qu’on appelle aussi opérateur multivoque de H,
avec D(A), R(A) et Gr(A) son domaine, rang et graphe, respectivement.
o L’ensemble des opérateurs est ordonné par 'inclusion des graphes, i.e., si A: D(A) =
H et B: D(B) = H sont deuz opérateurs, alors

AC B <= Gr(A) C Gr(B).

Dans la suite, la notation A : D(A) C H = H sera souvent remplacée par : A est un

opérateur de H.

1.8.2 Opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hil-
bert

Définition 1.8.2.

Un opérateur A de H est dit monotone si

V(z1,91), (72,12) € Gr(A), <y1 — Y2, %1 — l’2> > 0.

Exemple 1.8.3.
Soit A un opérateur monotone de H alors, A~', XA (XA > 0) sont aussi des opérateurs

monotones.
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Définition 1.8.4.

Soit A un opérateur de H. On dit que A est une contraction si
V(z,2') € Gr(A), (y.y') € Gr(A), |y — 2| < |ly — .

Définition 1.8.5.
Un opérateur monotone A de H est dit maximal monotone s’il est maximal parmi les

opérateurs monotones.
— Voici une caractérisation d’un opérateur maximal monotone.

Proposition 1.8.6.

Un opérateur monotone A de H est dit mazimal ssi
\V/(l‘,y) € H X H7 <y — Yo, T — x0> Z 0 v(x()ayO) € GT(A) = (flf,y) € GT(A) (14)
Proposition 1.8.7.

Soit A un opérateur de H. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. A est mazimal monotone.

2. A est monotone et R(Iy + A) = H (Théoréme de Minty).
3. Pour tout A > 0, (Iy + NA)™! est une contraction définie sur H.

Proposition 1.8.8.
Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors
i) Gr(A) est fortement-faiblement séquentiellement fermé dans H x H, i.e.,

V (24, yn), C Gr(A) tel que z,, — z et y, — y, alors (z,y) € Gr(A).

i) A™' est mazimal monotone.

iii) Pour tout x € D(A), Az est un sous-ensemble fermé convexe de H.

Remarque 1.8.9.
D’apres la propriété (iii) et par le Proposition [1.8.8, pour tout x € D(A) il existe un

élément unique x' € Az tel que

' = proj(0, Ax), |2'|| = inf |ly|| = d(0, Az).
yeAx

Dans toute la suite, cet élément sera noté, A%(x), i.e., A°(x) est U’élément de norme

minimale de Azx.

28



Chapitre 1 : Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.8.10.

Soit A un opérateur mazimal monotone de H. On appelle section principale de A, tout

opérateur univoque A" C A avec D(A) = D(A') et tel que pour tout (x,y) € D(A) x H,
l"inégalité

(A(€) —y.&—2) >0 VEe DA
implique que x € D(A) ety € Az, i.e., (x,y) € Gr(A).

1.8.3 Résolvante et Approximation de Yosida d’un opérateur

maximal monotone

Définition 1.8.11.
Soit A un opérateur maximal monotone de H. Pour tout A\ > 0, la résolvante de A est
définie par
Jf = (IH + /\A)_l.
Proposition 1.8.12.
La résolvante J)f‘ d’un opérateur mazximal monotone A de H est un opérateur univoque

défini sur tout H. De plus, c’est une contraction de H, 1. e.,
|7 (x) = @)l < lla =yl Va,y € H. (1.5)

Définition 1.8.13.
Pour tout X > 0, on appelle approximation Yosida de A, qu’on note Ay, l'opérateur
uniwoque défini par

Ay = l(JH —JY.

A
Proposition 1.8.14.
Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors
(i) Pour tout x € H on a J{{(z) € D(A) et A\(x) € AJ (2).

(11) Ay est maximal monotone et Lipschitzien de rapport X
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1.8.4 Pseudo-distance de Vladimirov

Définition 1.8.15. [5/)

Soit A et B deux opérateurs mazximaux monotones de H. On définit la pseudo-distance

de Vladimirov entre A et B, qu’on note dis(A, B), par

. — qu (Y1 — y2, 72 — 11) T r T r
dis(A, B) := p{ o+ el + 1 (x1,11) € Gr(A), (z2,12) € G (B)} (1.6)

Remarque 1.8.16.
e La pseudo-distance dis(-,-) peut prendre la valeur +oo.
e La pseudo-distance dis(-,-) n’est pas une métrique, car, en général l'inégalité triangulaire

n’est pas satisfaite.
Lemme 1.8.17.
Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. Alors
dis(A,B) =0«<= A= B.
Lemme 1.8.18.
Soient A et B deux opérateurs maximauzx monotones de H. Alors
H(D(A),D(B)) < dis(A, B).

Nous terminons cette section par les résultats suivants qui nous seront utiles dans la
démonstration de nos théorémes principaux. Pour plus de détails se référer a [12], [38] et
[54].

Lemme 1.8.19.

Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors Uopérateur A° est une section prin-

cipale de A, i.e., six € D(A), y € H sont tels que
(A%(z) —y,z —x) > 0 Vz € D(A),
alors v € D(A) ety € A(x).

Lemme 1.8.20.

Soient A, (n € N) et A des opérateurs mazimauzx monotones de H tel que dis(A,, A) — 0.
Supposons aussi que x, € D(A,) avec x, — x et que y, € A,x, avec y, — y pour
x,y € H. Alors v € D(A) ety € Ax.
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Lemme 1.8.21.

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. Alors pour tout A > 0 et x €
D(A)

lz = JY (@) < AA(@)|| + dis(A, B) + \/A(1 + [ A%(x)])) dis(A, B).

Lemme 1.8.22.

Soient A,(n € N) et A des opérateurs mazimauz monotones de H tel que dis(A,, A) — 0.
Supposons que |A%z|| < c(1+ ||z||) pour ¢ > 0, pour tout n € N, et x € D(A,,), alors pour
tout n € D(A), il existe une suite (&,) tel que

¢ € D(A,), & — 1 et Agfn — A%, (1.7)

1.9 SOUS-DIFFERENTIELS ET CONES NORMAUX

Se référer a [25] pour ces concepts.

1.9.1 Sous-différentiel

Définition 1.9.1.
Soient H un espace de Hilbert, f : H — R U {400} et zy € D(f). On appelle sous-

différentiel de f au point xo (au sens de l'analyse conveze) noté 0f(xg), l'ensemble défini

par

Of (xo) = {x’ e H: f(z) > f(zo) + (2,2 —x0) Vx € H}.

Un point ' € 0f(xg) est dit sous-gradient de [ au point xo. On dit que [ est sous-
différentiable au point xqy si Of (xqg) # 0.

Théoréme 1.9.2.

Soient H un espace de Hilbert, f : H — R U {400} une fonction propre conveze et
continue au point x € H, alors Of(x) est non vide et faiblement compact dans H.
Proposition 1.9.3.

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit f : H — R une fonction localement Lip-

schitzienne. Alors, Of est une multi-application semi-continue supérieurement sur H.
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Définition 1.9.4 (Dérivée directionnelle).

Soit f: H— RU{+o0} une fonction propre s.c.i. La dérivée directionnelle généralisée
de f est donnée par

f(z,h) = limsup inf fla' +th') - f(-73/)

' —fx —h t

tl0
La notation ' —' x, veut dire ¥’ — x et f(ﬂf/) — f(z).
Définition 1.9.5.

Soit f: H — RU{+o0} une fonction propre s.c.i. Le sous-différentiel de Clarke de f au
point x, noté 8Cf(x) est défini par

% f(z) = {geH: (&, h) < fl(x,h) VheH}.

Définition 1.9.6.

Soit f : H — R U {+o0} une fonction Lipschitzienne au voisinage d’un point donné
x € H, et soit h un vecteur dans H. La dérivée directionnelle généralisée au sens de

Clarke de f au point x dans la direction h, notée f°(x,h), est définie par

f%(z,h) = limsup @'+ th) - f(x’)

(@' £)—(2,0) ¢

Définition 1.9.7.

Soit f : H — R une fonction localement Lipschitzienne au voisinage de x € H. Alors,
le sous-différentiel de Clarke de f au point x est défini par

0“ f(x) = {g € H: (£,h) < fO%x,h) Vhe H}.

Proposition 1.9.8.

Soit H un espace de Hilbert et soit f une fonction convexe localement Lipschitzienne au

voisinage de x, alors 0% f(x) coincide avec Of(x).

Proposition 1.9.9.

Soit H un espace de Hilbert et soit f : H — R une fonction localement Lipschitzienne au
voisinage de xo € H de rapport k > 0. Alors, 8Cf(x0) est localement borné i.e., il existe
0 > 0 tel que

0°f(x) € Bu(0,k), Va € By(xo,9).
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En particulier, st S est une partie de H, alors dg est 1— Lipschitzienne i.e., il existe d > 0
tel que
8Cdg(l‘) C EH, Vx € BH(I'Q,(S)

Preuve.
On sait que la fonction dg est une fonction Lipschitzienne sur tout H. Alors, elle est

localement Lipschitzienne au voisinage xo € H de rapport 1, donc il existe o tel que

|ds(x) —ds(y)| < |z —yll.V2,y € Bu(xo,0). (1.8)
Pour x € By (mo, %), montrons que 0%dg(x) C B
o o
Soitve Hete>0tel quee < ——— < —.
2(1+ [lofl) 2
Soit y € By(x,€) et h €]0,¢[. Alors,
ly+hv—=zol = [ly—z+hv+z—
< Ay =2l + Alloll + llz — 2ol
o o
< el + 2 = et ol + 2
< 9,9
272 7

et donc y + hv € By(zo,0). D’autre part,

ly = ol <y — =l + [z — 2ol
o
< —
= €+2
-2 2 '

Par la relation (1.8), on a

|ds(y + hv) —ds(y)| < |ly+hv—yl| = ||ho]|

d’ot

d hv) —d
dg(x,v) = limsup‘ sty + o) S(y)}

y—x h
hl0

IN

o]l

D’autre part, pour tout 2’ € 9%dg(z) on a (2/,v) < d%(x,v) et donc,

(', v) < oll-
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Par conséquent pour v € H\{0},

(@', v)

T (1.9)
vu que (—v) € H\{0}, (1.9 ) donne
o <
— _<m> <1
—  -1< <9ﬁ/v’ﬁ’>. (1.10)

Combinant (1.9) et (1.10), on obtient

[, v)] <1, Yve H\{0}

o]
(', v)]
= sup <1
vemfor ||V
— |2l <1
— = FH
Dong, il existe 6§ = % > 0 tel que 0%dg(z) C By, Va € By(xg,0). [ |

Définition 1.9.10 (Sous-différentiel de Fréchet).

Soit f : H — R une fonction propre et s.c.i. sur H. On appelle sous-différentiel de

Fréchet de f au point x, qu’on note OF f(x), U'ensemble défini par
O f(x) = {g € H: ¥e>0,30 > 0,¥7 € By(z,0),(C,7 — ) < f(7) — f(z) + €T — xH}.
Proposition 1.9.11.

St f: H— R est localement lipchitzienne au voisinage de x, alors

o f(x) c 0% f(x),Vx € H.

Preuve.
Soit
v €0 f(z) &= Ve>0,30>0 t.q (2,7 —12) < f(T) - f(x) +€||T — 2|,VT € Bu(z,9),
/(@) — (@ T —7)
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Comme

R o B {0 e U s

~ zEBy(x.9) |z — ||
THT

, Vo >0,

Ve > 0, sup( inf 1@~ flo) = (@7~ aj)) >

520 \7€ By (@.3) 7 — =
TH#T

alors,

Ve >0, sup( inf

620 \T€Bx (w9) T — ||
— _ _ / —_— _
5 7 — ]

Soit v € H\{0} et t > 0, alors pour T = x + tv, on a
fl@+tv) = fz) — (&, tv) fl@+tv) = f(z) (@)

lim inf >0 = liminf >0, Yve H\{0}
t10 |tv|| 10 o] T
/ J—
— (a',v) < liminff($+tv) f(z)
||U|| t]0 t||v||
) < limn L) = (@)
t]0 t
tv) —
o () < limsupl B = (@)
£10 t
/ — /
— @) S meup R - )
Yy —x

t]0
c’est a dire,
v’ € 0% f(x).
D’on,

OF f(x) c °f(x), Va € H.

1.9.2 CoOnes normaux

Définition 1.9.12 (Céne).

Soit K un sous-ensemble de H. On dit que K est un cone si
Vee K, VA>0, \x € K,

c’est a dire
VA >0, \K C K.
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Remarque 1.9.13.
Un cone est donc une réunion de demi-droites fermées issues de l'origine.
Définition 1.9.14.

Soit K un cone. Alors les trois relations suivantes sont équivalentes :
1. K est conveze,
2. Va >0,V3 > 0,aK + K C K,
3. K+ KCK.

Définition 1.9.15 (Cone normal au sens de ’analyse convexe).

Sotent H un espace de Hilbert et K un sous-ensemble non vide de H. On appelle cone

normal o K au point x € K, ’ensemble défini par
Ni(x) = {x’ €H: (2/,y—x)<0, Vye K}.

Six & K alors Ny (x) = ().

Proposition 1.9.16.

Soit K un sous-ensemble non vide de H. Les deuz assertions suivantes sont vérifieés.
1. Six € int(K), alors Ni(z) = {0}.
2. Stint(K) #0 et six € Fr(K), alors Nk(x) # {0}.

Proposition 1.9.17.

Pour tout sous-ensemble K de H et tout x € K, nous avons

Preuve.
Comme z € K, §k(x) =0. D’ou

&g\
m
=

Dok (x) = D 0k (y) > 0 (z) + (o', y — x) VyEH}

&\
m
T

D0k (y) > (2 y — ) VyEK}ﬂ

c0x(y) > (2 iy —x) Yy e H\K}

H\
m
Sa

s 0x(y) > (o y —x) VyGK}ﬂH

H\
m
Sal

—— — = =~
8
Mm
=

s (2 y—2) <0 VyGK}:NK(x).
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Proposition 1.9.18.

Le cone normal associé a un ensemble convexe fermé non vide K est un opérateur mazimal

monotone. De plus,

D(Ng() = {x € H: Ng(z) # @} — K.

Définition 1.9.19 (Coéne polaire).

Dans l’espace de Banach E, le cone polaire d’un sous-ensemble K est défini par
K° = {x’ eFE: (av)<0,Wwe K}.
Proposition 1.9.20.

K° est un cone convexe fermé.

Définition 1.9.21 (Céne tangent de Clarke).

Soient E un espace de Banach et K un sous-ensemble fermé de E. On note par Ty (x)
le cone tangent de Clarke qui est défini comme suit, on dit qu’un vecteur v appartient au
cone tangent de Clarke Tk (x) si pour toute suite (x,), dans K convergeant vers x et pour
toute suite de nombres positifs (t,), convergeant vers 0, il existe une suite (v,), C E qui

converge vers v tel que x, + t,v, € K pour tout n.

Définition 1.9.22 (Coéne normal de Clarke).

Soient E un espace de Banach et K un sous-ensemble fermé de E. Le cone normal de
Clarke, de K au point x € K est défini par

NY(x) = {g €E: ((,v)<0,Yve TK(x)},

c’est a dire que NS (z) est le cone polaire de Ty ().
Proposition 1.9.23.

Si K est convezxe, alors

N (z) = {x’GH: (2,y —x) <0, VyEK} = Ng(z).

Proposition 1.9.24.
Sotent H un espace de Hilbert, K un sous-ensemble convexe fermé de H, et soienty € H

et proj(y, K) la projection de y sur K, alors

r=proj(y, K) <= y—x € Ng(z). (1.11)
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Preuve.

r=proj(y,K) <= (y—z,2—x)<0, Vz€ K
<= y—x € Nk(x).

Les résultats suivants sont pris de la référence [15].

Définition 1.9.25 (Cone normal proximal).
Soient S un sous-ensemble non vide et fermé de H, x € S. On définit le cone normal

prozimal (ou le cone proximal) de S au point x de la maniére suivante
Ni(z) = {v €EH:3t>0, ze Proj(x—l—tv,S)}.

Proposition 1.9.26.

Sotent S un ensemble fermé non vide de Hyx € H et v € H. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) v e Ni(x).

ii) 30 >0 tel que Vz€ S, (v,2—1z) <ol|z— 2|

Définition 1.9.27 (Coéne normal de Fréchet).

Soit S un sous-ensemble fermé de H. On appelle cone normal de Fréchet a S au point z,

qu’on note NE(z), Uensemble défini par
NE(z) = {c CH: Ve>0,36>0,(Cy—a) <y — z||,Vy € Bu(x,) ms}.

Proposition 1.9.28.

Soit S un sous-ensemble non vide et fermé de H et x € S. Le cone normal de Fréchet

coincide avec le sous-différentiel de la fonction indicatrice de S, i.e.,
NE(z) = 0 05().

Remarque 1.9.29.

Linclusion suivante est toujours vraie

NE(z) ¢ N§(z), Vzes.
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La proposition suivante donne une relation entre le cone normal de Fréchet et le sous-

différentiel de Fréchet de la fonction distance.
Proposition 1.9.30.
Pour tout sous-ensemble fermé S de H et tout x € S, nous avons
Fdg(x) = NI'(z) N By. (1.12)

Preuve.
e Montrons que 8"ds(x) C Ni(x) N By.
Soit ¢ € 0%dg(x), alors par la Définition [1.9.10), pour tout € > 0, il exist § > 0 tel que
pour tout y € By(z,9)

(Ey—mz) < ds(y) —ds(z) +elly — ],
d’ou,
(&, y—=z) < €lly—=z|, pourtout y €& By(z,d)NS,
ceci implique que ¢ € N&'(x), mais comme 0" dg(z) C By, on obtient
OFds(z) ¢ N (x) N By. (1.13)
e Montrons maintenant que NZ'(2) N By C 0¥dg(z). Nous avons
£ Ni(x)NBy <= ¢€ NE(z)et &€ By
— e N{(z)et || <1

Soit € > 0. Fixons 0 < € < E, alors, par la définition du cone normal de Fréchet, il existe
d > 0 tel que pour tout y € By(x,0) NS

Cy—=z) < €lly—zl. (1.14)

Comme la fonction y — — (£, y —x) +€'||y — || est Lipschtizienne de rapport [ = ||£||+ €,
par la relation (1.14), yo = 2 est un minimum global pour la fonction f(y) = — (&, y—x)+

|y —z| sur By | z, 3 NS qui est fermé de H, donc par la Proposition 1.2.11} o = = est

un minimum global sur H de la fonction f + (||€|| + e')dgH(x’g)mS, donc pour tout y € H

Cy—x) < €lly—zll+ (1€l + )y @ons(y)

< €y =zl + dpy@.sns(Y) + € dpy@.6ns(Y)
< €y =2l + dpyons(y) +€lly — 2|
< 2¢|ly — x| + dy@oyns(y)
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o
Fixons r > 0 tel que 0 < 2r < 3 On peut facilement vérifier que pour tout y € By(x,r)
dSﬂBH(a:,2r) (y) = ds(y)-
En effet, ds(y) = ing“y — z|| <= Ve > 0,3z, € S tel que
ze
ly — 2|l < ds(y) +¢ (1.15)

comme z € S, on a ds(y) < ||y —z| <r Vy € Bu(z,r)
donc on peut trouver ¢ > 0 assez petit tel que ds(y) < r — o, en prenant dans (2.54)

€ = o0, on obtient 'existence de z, € S tel que
ly— 2| <r—oc+o=r
ceci implique que

|z =2zl < llz—yll+lly— 2zl <r+r=2r
= 2z, € By(z,2r),

ie., 2z, € Bu(z,2r) NS alors, dp,w20ns(y) < ||y — 20| < ds(y) +o
d’ott, dp;(z,2rns(y) < ds(y) + o0, en faisant tendre o vers 0, il vient que

dpy (@ 2rns(y) < ds(y). (1.16)
D’autre part, By (z,2r) NS C S alors

ds(y) < dpy(w2rns(¥). (1.17)
De (1.16) et (1.17) on obtient

dBy (z2rns(y) = ds(y).
Donc, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que pour tout y € By(x,r)

&y — ) <elly —al| + ds(y) — ds(x).

Par conséquent, & € 9" dg(x), d’ot

NE(x)N By C 0Fds(x). (1.18)

De (1.13) et (1.18), on a
OFds(xr) = N (x) N By.
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Remarque 1.9.31.

Une autre propriété importante est la suivante :
x € Proj(v,S) = v —x € NE(v) = v —x € N§(z). (1.19)
En effet, soit = € Proj(v,S), d’aprés la Proposition [1.6.4, on a

1
(v—rx,z—1x) < §||z—x||2,‘v’z €S

1
= do = 5 > 0,Vz € S (v—xz,2 — 1) < 0|z — z||*. Par la Proposition 1.9.26,
v —x € NE(z). Comme N%(x) C Ni (), alors v — z € NI ()
Aussi, N (z) ¢ N§(z) et donc v — x € N§ (). [ |

Lemme 1.9.32.

Si A; = Ng,, avec Cj,i = 1,2, des sous-ensembles convexes fermés de H, alors
H(Cl, Cg) = d’iS(Al, AQ)

Les résultats suivants résument certaines propriétés importantes du sous-différentiel de
la fonction distance aux ensembles convexes fermés non vides et fournissent une propriété
de semi-continuité supérieure de sa fonction d’appui, nécessaire dans les preuves de nos

résultats principaux. Voir [16], [25] et [32].
Proposition 1.9.33.

Soit K un sous-ensemble non vide, convexe fermé de H. Alors

(11) Odk(x) est un sous-ensemble conveze et faiblement compact dans H.

Proposition 1.9.34.
Soit {K(t,x) : (t,z) € I x H} une famille d’ensembles convezes fermés non vides de
H et soit n > 0. Supposons qu’il existe une constante L > 0 et une fonction continue

¥ : I — R tel que, pour tous x1,x9,y € H ett,s € 1
|d(y, K(t, 21)) — d(y, K (s, 22))| < [9(t) = D(s)] + Ll[z1 — 22|

Alors, nous avons les propriétes suivantes.

(1) Pour tout (t,x,y) € Gr(K) on a nddg . (y) C nBy.

(it) pour toute suite (t,), C I convergeant vers t, toute suite (x,), convergeant vers x,
toute suite (yn)n convergeant vers y € K(t,x) avec y, € K(t,,x,), et tout & € H, nous

avons

lim sup 6" (&, n0d (¢, 20) (Yn)) < 6 (&m0 (1,2)(y))-

n—-+o0o
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1.9.3 Ensembles sous-lisses

Nous introduisons dans ce qui suit, la définition et quelques propriétés des ensembles

sous-lisses. Nous renvoyons le lecteur a [4] pour plus de détails. Voir aussi [51].

Définition 1.9.35.

On dit qu’un sous-ensemble non vide et fermé S de H est sous-lisse au point xqg € S,
si pour chaque € > 0, il existe § > 0, tel que pour tous x1,x9 € By(xg,0) NS et tous
¢ € NS (z;) N By(i = 1,2) nous avons

(G — Gy — 2) > —€||lg — 2. (1.20)

L’ensemble S est sous-lisse, s’il est sous-lisse en tout point de S. Nous disons en outre que
S est uniformément sous-lisse, si pour tout € > 0, il existe 6 > 0, tel que (1.20) est vérifiée

pour tous x1, 9 € S satisfaisant ||xy — x2|| < & et pour tous ¢; € N§ (z;) N Bu(i = 1,2).
Proposition 1.9.36.

Soit S un sous-ensemble fermé de H et xy € S. St S est sous-lisse au point xq, alors il
est normalement Fréchet régulier en xq, c’est a dire

N§ (20) = N§ (x0), (1.21)

en particulier,

6cds(l‘0) = (‘3ng (1’0) .

Preuve.
e Montrons que N& (z9) = N ().
On a linclusion N&'(z0) € N§ (x0), donc il suffit de montre que N§ (z¢) € N& (x0). Soit
¢ € NS (z0) et soit € > 0, comme S est sous-lisse au point xg, par la Définition 1.9.35 il
existe d > 0 tel que pour tous x1, 7y € By(1o,8) NS et tout ¢; € NS (z;) N By(i = 1,2),
nous avons

(G = Ca1 — x2) = —€f|zr — 32|

En prenant, (; = 0,(o = &, 21 = v et 9 = xg, ceci implique, pour tout v € S avec
v — 20| < & et tout & € NS (w0)

(=§v — o) > —€|v — o,
par conséquent,

(€v—x0) < €l|lv— x| pour tout v € By(xp,d) N S.
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Cette derniére inégalité implique que & € N (x0). Donc, N§(x9) € NZ(xq). Par consé-
quent, N&(z0) = N (o).
e Montrons que 9%dg(xo) = 0" dg(x0). Soit & € 0%dg(xq).

< ¢ € N§(v)N By
Alors, ||€]| <1 et € € N§(x0), par la relation (1.21), on a & € N (x)
= ¢€ NE(zy) N By
= €€ 9"ds(xo)
par conséquent, 0%dg(xo) = 0 dg(xo). [ |
Proposition 1.9.37.
Soit S un sous-ensemble sous-lisse alors 0" dg(x) est convere fermé.

Dans tout ce qui suit, pour un ensemble sous-lisse S, nous allons adopter les notations
Ns(+) et Odg pour le cone et le sous-différentiel de Fréchet (de Clarke).

Définition 1.9.38.

Soit <S(Q))qu
est dite uniformément sous-lisse, si pour chaque € > 0, il existe & > 0, tel que pour chaque

une famille d’ ensembles fermés de H avec parametre g € (). Cette famille

q € Q, Uinégalité (1.20) est vérifiée pour tous x1,x2 € S(q) satisfaisant ||x; — xo|| < 0, et
pour tout (; € Ngg)(x;) N By,i=1,2.

Nous terminons cette section par la proposition suivante, qui est cruciale pour la preuve

de notre théoréme principal.

Proposition 1.9.39.
Soit {K(t,x): (t,x) € I x H} une famille d’ ensembles fermés non vides de H, qui est

equi-uniformément sous-lisse et soit un réelle n > 0. Supposons qu’il existe une constante

réelle L > 0 et une fonction continue 9 : I — R tel que, pour tous x1,x2,y € H ett,s € I
|d(y, K(t,21)) — d(y, K (s, 22))| < [9(t) = D(s)] + Ll[z1 — 22|

Alors,

(1) Pour tout (t,x,y) € gph(K) nous avons nddw . (y) C nBp.

(ii) Pour chaque suite (t,), C I convergeant vers t, chaque suite (x,), convergeant vers
x, chaque suite (y,), convergeant versy € K(t,x) avec y, € K(t,,x,), et chaque £ € H,

nous avons

lim sup 6™ (&, n0dk (1, 00) (Yn)) < 07(&, 0K (1.2)(V))-

n—-+oo
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1.10 LEMMES DE GRONWALL

Dans nos preuves, nous aurons aussi besoin de ces deux lemmes qui sont des formes

discrétes du Lemme de Gronwall .

Lemme 1.10.1. [30]

Soit o > 0 et soient (;), (a;) des suites de nombres réels positifs tel que

a1 < a+ Z%ak pouri € NU{0}.
k=0

Alors '
air1 < a exp (Z%)
k=0

Lemme 1.10.2. /3§/

Soient (o), (6:), (1) et (a;) des suites de nombre réels positifs tel que
a1 < o+ Bilag+ a1+ ... +a;_1) + (1 4+ vi)a; pouri e NU{0}.

Alors,

j—

a; < (ao + § ak) exp ( (kB + 'Yk)) pour j € N.
k=0

0

—_

=
Il

Enfin, ce dernier lemme est trés utilisé pour majorer des fonctions a partir d’inéquations

intégrales.

Lemme 1.10.3.

Soient a un réel positif, f,g,h des fonctions définies sur I a valeurs dans [0, 00 tel que

f) < a+/0 f(s)h(s)ds+/og(s)ds.

Alors

f(t) < aexp (/Ot h(s)ds) + /Otg(s) exp (/:h(T)dT)dS.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS ABSOLUMENT
CONTINUES POUR UN SYSTEME DE DEUX
INCLUSIONS DIFFERENTIELLES L’UNE
GOUVERNEE PAR UN OPERATEUR
MAXIMAL MONOTONE ET I’AUTRE PAR
LE CONE NORMAL, AVEC PERTURBATIONS
UNIVOQUES.
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Chapitre 2 : Existence de solutions absolument continues pour un systéeme
de deux inclusions différentielles l'une gouvernée par un opérateur mazrimal
monotone et l’autre par le cone normal, avec perturbations univoques.

2.1 INTRODUCTION

Ce chapitre est consituté de deux parties : dans la premiére, nous présentons un résultat
d’existence de solutions absolument continues pour un probléme d’évolution du premier

ordre dans un espace de Hilbert séparable H, de la forme suivante :

—u(t) € A(t,v(t))u(t) + f(t,u(t),v(t)), pp.tel
u(t) € D(A(t,v(t))), Vtel
(P1) § —0(t) € Newa) (v(t) + gt ult),v(t)), pp.tel
v(t) € C(t,ult)), Viel
| w(0) =up € D(A(0,vp)),v(0) = vy € C(0, up),

ou A(t, x) est un opérateur maximal monotone dépendant du temps et de I'état, D(A(0, vy))
représente le domaine de 'opérateur A(0,vy), C(t,z) est un ensemble non vide convexe
fermé dépendant du temps et de I'état, N 1) est le cone normal a C(t, ), et f, g sont
deux perturbations univoques de type Carathéodory. La preuve se base sur la construction
de solutions approximantes dont la limite sera la solution du probléme considéré.

Dans la deuxiéme partie, nous appliquons les résultats obtenus & un probléme de minimi-

sation.

2.2 RESULTAT PRINCIPAL

Notre théoréme principal sera établi sous les hypothéses suivantes.
e Hypothéses
Pour tout (¢t,x) € I x H, A(t,x) : D(A(t,z)) C H = H un opérateur maximal monotone.

(H}) 1l existe une constante réelle positive A et une fonction 3 € W"?(I,R) positive et

croissante sur I, tel que
dis (A<t7 SL’), A(Sv y)) < ‘ﬁ(t) - ﬁ<8)| + )\HSL’ o y” Vtﬂ s € I7vx7y € H.
(H?%) T1 existe une constante réelle positive ¢, tel que

A%t 2)y|| < c(1+||z||+ |lyll) pour t €I, x €H et ye D(A(t,z)).
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de deux inclusions différentielles l'une gouvernée par un opérateur mazrimal
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(H3%) Pour tout sous-ensemble borné B C H, I'ensemble D (A(I x B)) est relativement
boule-compact.

(H}) Soit C : I x H= H une multi-application a valeurs non vides. Pour tout (¢,) €

I x H, 'ensemble C(t,x) est non vide fermé et convexe.

(H(Qj) Il existe une constante réelle positive «, vérifiant A < 1, et une fonction n €
W'2(I,R) positive et croissante sur I, tel que
|dea) (2) = dogsy (2)] < In(t) = n(s)| + alle —y|| Vt.s € I, Va,y,2 € H.
(H) Pour tout sous-ensemble borné E C H, I'ensemble C(I x E) est relativement
boule-compact.
(Hy) Soit f : I xHxH — H une application séparément mesurable sur I et séparément
continue sur H x H, et il existe une constante positive My tel que

1f(t 2, )l < Mp(L+ 2l + llyll) ¥t 2,y) € 1 x H.

(H,) Soit g : I xHxH — H une application séparément mesurable sur [ et séparément

continue sur H x H, et il existe une constante positive M, tel que
lg(t, 2, )| < My(L+ [l + [lyll) V(t,2,y) € I x H.

Nous sommes maintenant en mesure de donner le théoréme principal de ce chapitre. Sa

démonstration utilise des idées et des techniques dans [5], [6], [§] et [45].

Théoréme 2.2.1.

Pour tout (t,x) € I x H, soit A(t,x) : D(A(t,x)) C H = H un opérateur mazximal
monotone vérifiant les hypothéses (H}), (H3) et (H3). Soit C : I x H = H une multi-
application & valeurs non vides satisfaisant (HY), (HZ) et (H2). Soient f, g : I x HxH —
H satisfaisant (Hy) et (H,), respectivement. Alors, pour tout (ug,vo) € D(A(0,v9)) X
C(0,ug), il existe une solution absolument continue (u,v) : I — H x H du probléme

d’évolution (Py). De plus, cette solution satisfait les estimations suivantes
la®)ll < K(1+5(t) +40(t) et [0 < v(1+5(t) +n(t) pp.t €1,
ou, K et~ sont des constantes réelles positives.

Preuve.
Pour tout n > 1, soit {t;I 1=0,1,..., n} une partition quelconque de l'intervalle I, i.e.,
0=ty <ty <..<ty=T.Pourn>1leti=0,1,...,n—1, on pose

5?-5—1 = |t?+1 - t?la zn+1 = |ﬁ(t?+1) - 6(t?)|’ 77?4—1 = |77(t?+1) - 77(757)| (2'1)
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et on suppose que 3(0) =n(0) =0 et
Oif <01, B < B M < (2.2)

ce choix est possible grace a I’absolue continuité de (3 et 7.

Par exemple si 5(0) = () on peut prende B(t) = B(t) — By pour avoir B(O) = [(0)—Fy =

Soit b(t) :=t + [(t) + n(t) pour tout ¢ € I. Comme [ et n sont absolument continues,
la partition {] : i = 0,...,n} peut étre choisie tel que, pour tout i =0,...,n—1et n > 1,

n n mn n 1
ki g =00 + Bl + 0l < Eb(T) =:g,. (2.3)

La preuve sera donnée en 5 étapes.

Etape 1. Construction des suites discrétes.
Dans cette étape, on construit par récurrence deux suites {u? r=1, ..., n} et {UZ" D=
1,.., n}, qui vont nous permettre de définir des fonctions approximantes qui convergent
vers la solution de notre probléme. Posons
vy =9 € C(0,up),uy =ug € D(A(0,vp)), et pour i =0,...,n — 1,

t:L+1
ity =proj (o = [ gloutalds. Cltt ), (2.4
%
2
wh = Ta(wr = [ fls e o)ds) (2.5)
tn
ou,
A(t? -
= T (oA (2:6)

Observons que la relation (2.4) est bien définie puisque les ensembles C'(t, x) sont fermés

convexes, et par le Théoréme 1.6.2, il est clair que pour i =0,...,n — 1,

vt € Ot ui). (2.7)

D’apreés la relation (I.11) et (2.4), nous avons

[
— (01 — o) € N, (0)0) + / o(s,ul, of)ds. (2.8)

n

De plus, en utilisant la propriété (i) de la Propositions [1.8.14] et la relation (2.5), on a
uf,y € D (A}, v0)) - (2.9)
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Aussi par les relations (2.5) et (2.6)

t?—%l
n n n n n n
uj — f(s,ui v )ds € uiyy + 6 ALY 1, vt )uit -
t
D’ou
ult o =yt 1 1
i+1 7 n n n
_5n—€A(ti+1,vi+1) ui+1+5n—/ f(s,ul,v)ds. (2.10)
i+1 i+1

Etape 2. Estimations et propriétés des suites (u")n et (vi”)n‘

1

Grace aux hypothéses (HZ), (H,) et aux relations (2.1), (2.3), (2.4) et (2.7) nous avons,
pour chaque n > 1, et pour tout ¢ = 0,1,..,n — 1,

[ty = o7l

i ti1
_ n n n ,n _
= ‘ Vi (vi g(s,ul,v; )ds) g(s,ul, v} dSH
i i

) o 2
Uit1 — (vi - / g<87uz 7U7, dS) H + / HQ(S, uz » Us )HdS
t t

t?+1 t?—!—l
= a(or = [ gt aronas, et an) + [ gt uon) s
t t

n n
7 3

IN

(2 i
< d(or,Ctea) + [ ot onlds+ [ gt u o) s
t t

n n
7 k3

7,
A, (et u) = (o, O )| +2 [ Lo, o) s

n
%

< Jd(or, O, — dler, €O u)| + 2My (14 Jufl + o)A
< [ = )] + ol =yl + 20, (14 ] + 75T
< R+ allu? |+ 20 (1 )+ o)

= (1 + 2Mg<1 + [’ || + ||,U;,n||)) ir1 T alluf —ui . (2.11)

D’autre part, d’aprés les relations (1.5), (2.5) et le Lemme [1.8.21, on a

- [ et

||uz+1 - u

< ZH( /‘ F(s, o) )—ZL() ) — ]
2 1

S / Hf<87uz7vz)l|d$+5z+l”‘40< ) zn> n“ +d7’8 (A( z+17vz+l) A(t?7 ’Ln))
tn

O (0 A oy s (At vly), Al o)
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Posant « = 7, | (1+ [|A° (¢, v} )ul|) et y = dis (A(],, vf), A(E},v")) et utilisant le fait

que, si ag, by sont deux réels positifs, alors \/2a;1b; < y/a? + b2 < a; + b;. Nous obtenons

alors pour tout r > 0

1 1
Ty = 2(§x.r.y) < gx +ry.
Sachant que Aa < 1, nous pouvons trouver r > 0 tel que (1+7r)Aa < 1 (il suffit de choisir
1—A
r < a). Donc, en utilisant nos hypothéses (H}), (H3), (H;) et les relations (2.1)),

a
(2.2), (2.3) et (2.11)), on obtient
iy =l < 02y My (1 [ | + o) + 02 e (1 + ]+ [lo7 )

|ﬁ(tz’+1) — Bt + )‘HviJrl — vl + _H(l + (1 + [Jlug || + ||v; ||))

+
2r

o (18(8) = BED]+ Ay — o7)
< R My (U |+ o) + k(L gl + of ) + K
AU+ 20 (14 ]+ [of ) R+l = )
+ (e ]+ o)
(R A 26 (1 ]+ o)) R + ol = iy )

1
< k?+1(Mf+c+1+>\+2>\Mg+2—r(1+c)+r+>\r+2/\ng)(1+Hu?”+|\v?H)

+ (T r)Aafuf —u .

1
Sion pose M; := (Mf+c+1+>\+2)\Mg+2—(1+c)+7’+)\r+2)\ng) et R:= (1+7))a < 1,
r

nous pouvons écrire, pour chaque n > 1 et pour i =0,....,n — 1,
ey — uill < Rljuf —wiy | + My (1 + || + [[of ) &2y (2.12)

En prenant en compte la relation (2.2) et itérant cette derniére inégalité, en supposant

u", = ug, on trouve
gy = il < My D R (U+ [l |+ Jlor 1) (2.13)
=0
En effet, par la relation (2.12) on a
it = ui Il < Rlluiy — ui ol + My (14 [luiy || + (o, ) &7,

en utilisant le fait que k' < &},

it = uiall < Rlluiy — uioll + My (14 iy || + [loy ) &2y
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en remplagant dans (2.12) on obtient

ety =l < R(Rluy =l + M (U ey |+ o)A ) + My (1 )+ o )R
= Ruiy — uis|l + RMy (L + Jluy ||+ o)A + Mi (L [l ||+ (o7 (1) k7
1
= Rluly —ul ||+ Mk ZRj(l + [Jui || + Hvzn—]”)
=0
On continue l'opération jusqu’a I'ordre ¢ — 1, on trouve

i1
lupy =gl < Rijuf —ugll + Mok, YR (L+ [l + lof 1), (2.14)
§=0

de la relation (2.12)
[ = ugll < Rllug — || + My (1+ Jlugl| + [log ) &7
comme u”; = ug et kI < kj’ |, on a
ot = ugll < My(1+ [lug |l + V51 B

Remplacant cette estimation dans la relation (2.14), on obtient

i1
ey —w?ll < ROMy(L+ ]| + o ) Kfy + Mikfy D R (L [luf |+ o)
§=0

= MK}, ZRj(l + “U?ng + ||UznfjH)>

j=0
ce qui montre la relation (2.13).

(2
Sachant que ||, — uj]| < Z |ujy, — uj||, en utilisant la relation (2.13) et (2.3), on
=0

obtient

i
ol < Juoll + Dl — |
§=0

i J
< ol + Y (Mlk;ul STR( ] + Hv;tlu))
=0 1=0
< Nuoll + 305, SN R 4 Mie, 3OS B+ ). (215)
Jj=01=0 j=0 1=0
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i .
1+ 1
Mont : > Y R'< :
e Montrons par recurence‘ R < R
7=0 [=0
d 1
Pouri=0,) R=1<——
our ¢ , S1_ &

1=0
donc, la relation est vraie pour 7 = 0.

Supposons qu’elle est vrai pour i et montrons la pour 7 + 1. On a

i+l g i j i
Zip& = ZiRlJrZRl
j=0 1=0 j=0 1=0 1=0
i+1
ST RtLE

i+1 1—R"*™ 4141
+ <
1-R 1-R — 1—-R

_it2
O 1-R
c’est a dire .
A Rl<i+1
=0 1=0 T 1-R

e Montrons par récurence

7

7 %
1
D2 Rl ity < =5 > (Il + 1)

j=0 1=0 =0
;. _ n n
plus précisement, pour a; = |[uj || + |7
i J i ] piti-
l —
2 2 Rau = 3 ——p—a
=0 1=0 1=0
Pour 7 =0
7 7 0
Rlaj_l = E R ap—; = Qg
=0 1=0 1=0
i
1
S T R2.Y
1-R

(2.16)

(2.17)
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donc, la relation est vraie pour ¢ = 0.
Supposons qu’elle est vrai pour i et montrons la pour 7 + 1. On a

i+l g i i+1
)IDILTNEED ) SEINED Sy I
Jj=0 1=0 j=0 1=0 1=0
i _ pitil i+1 l
= Z — s+ Z Raj1-1
o 1-R 1=0
i 1 — Rit+1-l .
- 2 (g R ek e
i: 1 — Ri+2-
= 5 @+ Qi1
— 1-R
§ 1 — Ri+2-
= —aq.
— 1—-R
Donc,
i i i
1 1
Z Rlaj,l < a; = Z ay.
j=0 1=0 i -k

Combinant (2.16) et (2.17) on obtint

i+1 Mgy /| .
) (I -+ 11e1).

lufial < ol + i (15 =3

En remarquant que i + 1 < n, et donc par la relation (2.3), (i + 1)e, < ne, = b(T'), on
obtient

7 7

n b(T) Mlgn n n n n
luiall = Jluoll + Mig— =t 1R S+ o0) =2 e1+ eazn Y (Il + [1W71]),
§=0 §=0
c’est a dire
luliyll < ex+ caen Y (Il + [lop]l)- (2.18)

=0
D’autre part, nous avons par (2.11) et (2.13),
iy = of Il < Ky + 2MhTy (1 flul ] + [1v7]])
i—1

+ o aMi kY TR (g o). (2.19)

J=0
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D’ou, en utilisant (2.3) et (2.19), et en supposant que u”; = ug et v"; = vp, on obtient
ol < Hlvoll + > llvfy = 7

ool + (1 +20,) Sk, + 20, Z (] + )

J=0

i J—1
+ Z aMk; Z Rl(l + [Juj_ il + ||U§'l—1—l||)
=0 =0

%

IN

< ool 4 (L +2M,) (i + Den + 2Men > (1] + 107
7=0
1+1
+ ol 1_R€n+aM1€nZZR’ luf_1 il + lloj—y )

7=0 =0

< Jooll + (14 22,)57) + @b ZEL (ol + ol

1—-R
ol ~ n
b (2004 220 ) 3 (gl + 1)
7=0
=t dy+dyg, Y ([l + [[v]]]).- (2.20)
7=0

En additionnant les relations (2.18)) et (2.20), il vient que
e |+ ofall < (e +du) + (2 +da)en Y (gl + [07])-
=0

Grace au Lemme [1.10.1, on obtient pour tout n > 1et+=0,...,n — 1,

[l + [of || < (ex+ dy) exp ((e2 + d2) D en) < (1 + dy) exp ((e2 + d2)b(T)) =: K1,

J=0

c’est a dire, pour tout n > 1eti=0,....,n — 1,
il < Kioet [lofy, || < Ki.

Remplagons ces estimations dans (2.13) et (2.19), on obtient

n n M
iy —ui]] < R(l + K1)k
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et

aMy
o = o2l < (14 (2M, + T75) (14 Ka) i,

M,
Posant K := max {Kl, — R(l + Kl)} et v := max {Kl, 1+ (

on conclut que pour tout 0 <i <n (resp. 0 <i<n-—1)

f/[]l%)(l + Kl)} 7

[uill < K (resp. [Juiy, —uitll < KkZy), (2.21)

et
[Pl <7 (resp. [[viy — v || < ki) (2.22)

Etape 3. Construction des suites approximantes (un)n et (vn)n
Pour chaque n > 1, nous définissons les applications u,, v, : I — H comme suit :
pour t € [t t7 [, 0 <i<n—1,

t—17
un(t):u?—i—tn t" u g — up —|—/ f(s,ul,ol) ds /fs,ul,vl

P (2.23)

Unp (T) = UZ>

et

b(t) — b(t}) /% /t
n t) = :L + — ZL - f? + y Wiy g d - » Wiy Y4 d
vn(t) = v R (U v ; g(s,ul,v) s) ; g(s,ul,vi')ds (2.24)

v (T) = vy,

Clairement, les applications u,, et v, sont absolument continues avec w, (t') = ], v, (t}') =
v}, et pour t €]t} ¢ 4|

1 t?+1
Un(t) = (U?Jrl - U:L + f(sa uz » Ui )dS) - f(tv uz y Ui )7 (225)
52-1—1 t
et ) .
: D) (n on [
nlt) = 5o (i = vl [ gls i vl)ds) — gl ul o). (2:26)
i+1 tn

Par la relation (2.10) nous avons

1
(5” Uy U +/ f Sauz » Ug )d5> € A( i+1 1+1) u?+1’

7,+1

et par (2.25)) ceci est équivalent a

_un(t) f(t7 uz » Vg ) €At ( i+1 z—i—l) n—l—l' (227)
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De méme, prenant en compte (2.8), on a

i
_,U’?-i-l - U;'n - / Q(Sa Ul » Ui )dS € NC(tn ug) (v?'i'l)’
t

et grace a la définition du cone normal et a la relation (2.26)), ceci est équivalent a
_Un<t) g(ta u’z » U; ) € NC(t”Jrl, ™) (U?-Q—l)' (228)

Dans la suite on va montrer que (u,,) est bornée. Par '’hypothése (H) et la relation (2.23),
pour tout t € [t} ],

n t—tr " . ti
)= = [ ot [ st )~ [ st 0]
t—tp
= o, —tr Uiy~ U +/ f(s,uf',vf dS’+H/ (s, uif, v dsH
- t?

1
< -z st ]
28
<y = ul + 2Mp (1 | + 107 ]1) 674
Gréce aux relations (2.3), (2.21) et (2.22), il vient que

[[un(t) = wi']

IN

HU?H —u || + 2Mf(1 + K + 7)5z'n+1
< Kk +2Mp(1+ K +9) k7
< (K +2Mi(1+ K +))e, = Ben. (2.29)

D’ot1, par la relation (2.3), pour tout ¢ € [, 1" [, ||un(t)|| < K + Ben < K + Bb(T). Par

conséquent,

supllinlc = sup (supnun( >H) < K+ B,

neN neN t

et

sup Var(u,) = SUPZ”%H ul'l] < KZ/@H

neN

= KZ Ofir + By + 1)

- K Z (s =120 + (B8 = BUD) + () = n(12))
= K(tz + B(t) +n(tr)) = Kb(T). (2.30)
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Donc, (u,) est une suite uniformément bornée en norme et en variation.

D’autre part, pour tout n > 1et 0<s<t<7T,ona

tn(t) = un(s)]| < K (b(t) = b(s)) + (K +25)en. (2.31)
En effet, fixons s € [t} ]\ [ et t € [t], 1], [ avec j > i. Alors, par les relations (2.3), (2.21)
et (2.29) on obtient
[un(t) = un()| < lun(t) =il + luf = w'll + [u® = un(s)]
< lu =l + 26en

j—i—1 j—i—1

< Z ||U?+p+1 - U?ﬂ;” +20e, < K Z kiipi1 +20en
p=0 p=0
j—i—1
<

K Z (0 pt + Bpir +ikpyr) + 20z,
p=0

N .
L

((5?+p+1 = 074p) T (Blipr — Brap) + (Mipsn — 77?+p)> + 2Bz,

= K((0F =00+ (5 = 50) + (o =) ) + 20,
= K((&7+ 8+ ) — (07 + 87 + 7)) +2Ben
= K (blt) = b(t)) + 28z, < K (b(t) — (1) ) +2Be,
< K((6(0) = b(s) + (bs) = b(t7)) ) + 25,
< K (00 - 49) + ole2) = 02 ) + 25,
K

-~

(
(b(t) — b(s)) + KK, + 28e,
< K(b(t) = b(s)) + (K + 20)e,.

Maintenant, observons que par I'hypothése (Hy), et les relations (2.3), (2.21) et (2.25),

nous avons, pour tout ¢ €]t} 7],
1 kn
Il < s lludn — il + OIMp(1+ K +7) < K- 4 oM (1+ K + )

0 5zn+1
(1 B =B | nt) ()
o ) o

i+1 7 +1 7

) +2M(1+ K +7). (2.32)

Comme 3 et 1 sont absolument continues, on a par le Théoréme de différentiation de
Lebesgue (Théoréme [1.1.10) pour presque tout ¢ €]t} ' 4],

o) — B . ) — (e

hm 5( z+1) ﬁ( z) _ 6(t) et hm 77( z—l—l) 77( z)

n n n
n—oo ti—l—l —t; n—eo ti—l—l -t
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si bien qu’ il existe un sous-ensemble N’ C I de mesure négligeable tel que pour tout

t € I'\ N', nous pouvons assurer I'existence de p; < 400 tel que

[in ()] < - (2.33)

Nous montrons dans ce qui suit que (,) est bornée dans L*(I, H). En effet, pour tout
t € I, on pose a(t) = K(1+ B(t) + 7(t)), qui est une fonction dans L*(I,R) car B et le

sont. Par la relation (2.32), on a pour chaque t €]t} ¢7, |

. 1 t?—o—l
Jin(®ll < e [ alr)ar + e

i+1 ) t?

ou Ko :=2M f(l + K+ 7). En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient que

1 t?+1 %
Hun(t)HS—( / <a<f>>2df) e
tiha =t \Je

Compte tenu de cette derniére relation, et du fait que pour tous réels positifs x,y on a
(z +y)? < 2(2* + y*), on obtient

-2 e 2 « [T 2
fialfs = [ linolar =3 [ i o

£ ; 2
Z/ ( t”</ ' (G(T))sz) +K2) dt
H—l -
z+1 1 t?+1
i—0 Yt i+1 i JP

2
= 2 / a(T)) dr + 2K2T
> t (a(T)) 5

. n
=0 i

IN

VAN
M f
\

T
- 2/ (a(r))2dr + 2K2T = 2fa|s + 2K2T —: Ky < 400, (2.34)
0

La suite (7,) est donc bornée dans L*(I, H). Or la méme maniére, nous allons montrer
que la suite (v,) est uniformément bornée en norme et en variation. Par 'hypothése (H,)
et les relations (2.3) et (2.24) pour tout ¢ € [t} ¢}, ]

_btn t?-u t
Jente) =l = [P (e =t [ gt ayis) = [ gtsiaonias]
t t

2+1 5 :L
— b(t™ t?+1

< M v — U +/ g(s,ul, vl ds“+/ llg(s, ul, vi")||ds

k?+1 tn

n n t’?+1
< ot =l 2 [ gt eplds

t

< lofyy = P4 2My (1 + || + [Jofl]) 67
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par les relations (2.21) et (2.22), nous avons

[[on () — o'

(2

> ||U?+1 — || + 2Mg(1 +v+ K)k;:_l
< (vA2My(1+y+ K))KP L = kT, (2.35)

d’ou, par (2.3) pour tout ¢t € [t], ¢} ]
loaI] < [V}l +Fen < v +30(T).

et donc

supvalle = sup (supuvnaon) < 5+ H(T)),

neN neN tel

et

n—1 n—1
sup Var(v,) < 7 Z k=1~ Z (071 + B+ 1i%)
=0 =0

neN

= ’Yi <(t?+1 - t?) + (6(tzn+1) - 6(75?)) + (n(t?ﬂ) - ﬁ(t?)))

= (th + B(t) +n(ty))
= (T). (2.36)

D’autre part, en utilisant les relations (2.3), (2.22)), (2.35) et en suivant les mémes calculs

de la preuve de la relation (2.31), on trouve pour n > let 0 <s <t <T,

0 (8) = (] < (b8 — b(s)) + (7 + 27) . (237
Maintenant, par les relations (2.21)), (2.22) et (2.26), pour tout ¢ €t} ¢ |,

b(t)

ln@Il < 2 ||vik — o || + (b(t) + 1) My (1 + [[uf || + [lof])
i+1
< Ab(t) + (b(t) + )My (1 + K +7) = m(t), (2.38)
d’ou,
[On |22 < [Im]| L2, (2.39)

c’est & dire, la suite (¢,) est bornée dans L*(I, H).

Considérons, alors les fonctions étagées 0,,, @, : I — [ définie par

en(t) = t?—i—la Spn(t) = t?? Si t e]t??t?—f—l]
0,(0) = ¢4 (0) =0,
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et observons que pour chaque t € I, il existe i € {0,...,n — 1} tel que ¢ € [t ¢}, ,[. Par

conséquent
10,(t) —t| < |t7y —t!| <en— 0 et |pu(t) —t| — 0 lorsque n — +o0, (2.40)
et grace a la continuité des fonctions (3 et 7, il est clair que
|b(9n(t)) — b(t)! — 0 et [b(pn(t) — b(t)| — 0 lorsque n — +o0. (2.41)

Posons pour n > 1, f(t) = f(t, un(¢n(t)), vn(en(t))), et gn(t) = g(t, un(@n(t)), vn(en(t))),
pour tout t € I. Alors, par les relations (2.7), (2.9), (2.27) et (2.28), et le fait que u,(t]') =

u;' et v, () = vl on peut écrire

— i (t) € A (0n(t), va(0n(1))) tn(On(t)) + fult) DP-p-tET (2.42)
—0n(t) € Ne@, @) .un(en) (Un(0n(t)) + gn(t) pp-t €1, (2.43)
Un(0n(1)) € C (0,(t), un(pn(t))) YVt €1, (2.44)
Un(0n(t)) € D (A(On(t), va(0n(t)))) Vt € I. (2.45)

Etape 4. Convergence des suites (“”)n7 (un)n et (vn)n, (U”)n
En premier lieu, montrons que (u,) converge uniformément sur I.
On commence par montrer que pour tout ¢ € I, I’ensemble {un(t) n > 1} est relative-
ment compact. En effet, d’aprés les relations (2.21), (2.22) et (2.45) nous avons pour tout
tel,
(un(6n(1))),, € D (A(I x vBy)) N KBy.

Cet ensemble est, par 'hypothése (H? ), relativement compact et on conclut alors que la
suite (u,(0,(t))),, est relativement compacte. Mais, par (2.31) et (2.41) nous avons pour
tout t € I

[n (6 (2)) = un()]| — 0 et [[un(@n(t)) = un(t)]| — 0 lorsque n — oo

Il en découle que, pour tout t € I, 'ensemble {un(t) in > 1} est relativement compact
dans H. D’autre part, la suite (u,), est équi-continue car nous avons pour tous 0 < s <
t <T et pour tout n € N

lan() — un(s)]] < / i (7) dr < / Ji(r)[Pdr) (¢ — )3
< g o (t — 5)7. (2.46)
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Par le Théoréme d’Arzela-Ascoli (Théoréme [1.4.8)), on conclut que la suite (u,), est
relativement compacte dans C(I, H). Donc, on peut extraire une sous-suite, notée aussi
(Un)n, qui converge uniformément et fortement vers une certaine application continue u,
le.,

|, — ulle — 0 lorsque n — oo.

De plus, pour tout t € I, nous avons

[un(On(t)) = u(®)| < [lun(t) = w@)] + [Jun(t) = un (0 ())]]-

Alors,
| un(0,(t)) — u(t)|| — 0 lorsque n — oo, (2.47)

et de méme

llun(pn(t)) —u(t)|| — 0 lorsque n — oc. (2.48)

Maintenant, on montre que la sous-suite (,) converge faiblement vers « dans L*(I, H).
Grace a (2.34), la suite (u,) est bornée dans L*(I, H). Utilisant le Théoréme [1.4.5, on
peut extraire une sous-suite convergeant faiblement dans L*(I, H) vers une application
y € L*(I,H), i.e, pour tout z € L*(I, H),

lim (z,4,) = (z,y) < lim (2(7), U (7) )dT :/0 (2(7),y(7))dr

n——eoo n—-auoo 0

Par conséquent, en appliquant le Théoréme [1.7.6, pour tout ¢ €]0, 7] et ( € H on a

(Cult) —u(0)) = Tim (Cun(t) —un(0)) = lim (C, / (7))

n—:eoQ n—--auoo

= lim/ (CLjoq(7), tn(7))dr

c’est a dire, pour t € I, u(t) — u(0) = (T)dT. Par conséquent u est absolument conti-

0
nue et & = y p.p. sur I (voir Théoréme [1.1.4) et alors, (u,) converge faiblement vers
dans L*(I, H).

En second lieu, montrons que (v,) converge uniformément sur I.
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D’abord, nous allons montrer que pour tout ¢t € I, I’ensemble {vn(t), n > 1} est relative-

ment compact. Par les relations (2.21), (2.22) et (2.44), nous avons pour tout ¢ € I,

Par conséquent, grace a I'hypothése (Hg), la suite (v, (6,,(t)),, est relativement compacte.
Mais, de (2.37) et (2.41), on a pour tout t € I,

|vn(0,(1)) — v, (t)]| — 0 et ||va(en(t)) — va(t)]] — O lorsque n — oo,  (2.49)

alors, on conclut que, pour tout t € I, {vn(t) n > 1} est aussi relativement compact
dans H. Comme, par (2.38), la suite (v,), est équi-continue, car nous avons pour tous
0<s<t<Tetpourtout n € N

Ioa®) =)l < [ Weatrlir < ([ Hintliar) - o)

< il 2 (t — s)2.

On obtient grace au Théoréme d’Arzela-Ascoli (Théoréme 1.4.8) que (vy, ), est relativement
compacte dans C(/, H) et on peut en extraire une sous-suite, notée similairement, qui

converge uniformément et fortement vers une application continue v, i.e.,
||vn, — v]le — 0 lorsque n — oc.
et pour tout t € I,

[0 (6n(8)) = v < [Jon(t) = o) + [[va(6n(t)) = va(®)| — 0, (2.50)

n—-auo9o

et de méme

|vn(on(t)) —v(t)|| — 0 lorsque n — oc. (2.51)

D’autre part, grace a la relation (2.39), la suite des dérvées (v,,) est bornée dans L*(I, H).
En utilisant des arguments similaires a ceux de la preuve de la convergence faible d’une
sous-suite de (1u,) vers @, on conclut que v est absolument continue et que (v,) converge
faiblement dans L*(I, H) vers ¥.

Enfin, par les hypothéses (Hy), (H,) on sait que pour tout ¢t € I, f(t,-,-) et g(t,-,-) sont
continues. Utilisant les relations (2.48) et (2.51), on obtient pour tout ¢t € I,

Tim fo(t) = T f(t un(ion(8)), valipn(t))) = F(E u(®), 0(t)), (2.52)
et
Jim ga(t) = Jim g0, un(on(0) o2 (1)) = (8, ut), v(1)), (253
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et d’aprés 'hypothése (Hy) et (H,), une deuxieéme fois et les relations (2.21) et (2.22), on

1fa I < My (L + [[un(en@) + la(a@®)I) < Mp(1+ K +7), (2.54)

lgn N < My (1 + [[wn(@n(E)I] + lva(@a()I]) < My(1+ K + 7). (2.55)

Par conséquent, pour chaque n, f, (resp. g,) est bornée dans L*(I, H), on conclut I'exis-
tence d’une sous-suite de (f,), (resp. (gn)n) qui converge fortement vers f(-, u(-),v(-))
(resp. g(-,u(-),v())) dans L*(I, H), ceci grace au théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue (Théoréme [1.5.1) dans L*(I, H).

Etape 5. Existence de solution.
On va montrer dans cette derniére étape que le couple (u,v) est une solution de notre
probléme (P).
Premiérement, on montre que u(t) € D(A(t,v(t))) pour tout t € I. Soit ¢t € I fixé. Grace
a la relation (2.45)), nous avons que u,(0,(t)) € D (A(0,(t),v,(0,(t))) . D’autre part, par
I'hypothése (HY) et les relations (2.1), (2.3) et (2.50), pour tout ¢ € I,

dis(A(0,(1), va(0a(1))), At 0(1)) < [B(0a (1)) — BE)| + Moa(0a(t)) — v (t)]
< e+ Mon(0n()) — v(B)|| — 0 (2.56)

lorsque n — +00, et par (H%), (2.21) et (2.22), on a I'estimation suivante

1A% (0 (1), va (0,(0))un(On ()| < (1 + [ua(@u(E)] + ln(@a(t))]])
< (14 K +7).

La suite (y,) := (A°(0n(t), va(0,(2)))un(6n(t))) est donc bornée dans H et elle est faible-
ment relativement compacte (Théoréme [1.4.4) dans H. Par extraction d’une sous-suite,
on peut supposer qu’elle converge faiblement vers une application y. Remarquons aussi
que vu que ¥, € A(0,(t), vn(0,(t)))u,(0,(t), on peut appliquer le Lemme [1.8.20) & la suite
(Zn)n = (un(0,(t))), qui converge dans H vers u(t), et & une sous-suite de (y,) pour
conclure que u(t) € D(A(t,v(t))) Vt € 1.

Ensuite on montre que d (v(t), C(¢,u(t))) = 0 Vt € I. Par 'hypothése (HZ) et les relations
(2.3), (2.44), (2.48)) et (2.50), pour tout t € I,

d (v(t), C(t, u(t)))
< on(0a(1)) = v + d (va(0a (1)), O ul?))) = [[0a(0n (1)) = v(D)]]
+ d (a(0n(8)), C(t, u(t))) = d (va(Bn (1)), C(0n(t), un(n(t))) |
< oa(On () = vl + [9(0n () = n(t)] + allun(en(t)) —u()| — 0
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lorsque n — 4o00. Ce qui prouve que v(t) € C(t,u(t)) pour tout t € I puisque C(t,u(t))
est fermé.

Nous allons montrer dans ce qui suit que (u, v) vérifie les inclusions dans (P;) presque par
tout.

Comme la suite (i, + f,) converge faiblement vers (@ + f(-,u(-),v(-)) dans L*(I, H), par
le Théoréme de Mazur, (Théoréme [1.4.6), il existe une suite (z;) tel que pour chaque
j € N,z € co{ty, + fu, k > j} et (z;) converge fortement vers @ + f(-,u(-),v(-))
dans L*(I, H). On peut alors extraire de (2;) une sous-suite qui converge presque partout
vers @ + f(-,u(-),v(-)), i.e., il existe un sous-ensemble Ny de I de mesure de Lebesgue
nulle et une sous-suite (j,) de N tel que pour tout ¢t € I\ Ny, (z;,(t)) converge vers
w(t) + f(t,u(t),v(t)) lorsque p — oo, de sorte que, pour ¢t € I\ Ny, u(t) + f(t, u(t), v(t))
est un point d’adhérence de (z;,(t)). Par conséquent

alt) + f(tu(t), o) € (z5,(6)pen = () (z5,(8)

peN
C mco{uk +fk ijp}
peN
= (Yool + filt) k> j,}.
peN

ce qui implique que, pour ¢t € I \ Ny et pour chaque ( € H, par le Théoréme 1.2.10),
(Calt) + f(tult), o)) < 0°(¢ () + fult),k > j,}) Vp €N

= :u£<Cauk( )+ fi(t)) Vp €N
< ;gfggf@,uk + fil(t))
Cest 4 dire,
() + 0 u(t) o(0)) < timsup (i) + F(0). (2.57)

Comme pour tout t € I,u(t) € D (A(t,v(t))), pour montrer que u(t) + f(t,u(t),v(t)) €
—A(t,v(t))u(t) p.p, il suffit d’applique le Lemme 1.8.19, et de montrer que pour tout
§ € D (A(t,v(t)))

() + F(t u(t), o(0)),u(t) — €) < (A, 0(1))€,€ — u(t)), pp.t€ L
Pour cela, en utilisant I’hypothése (H3), on peut appliquer le Lemme[1.8.22 aux opérateurs

maximaux monotones A (0,,(t), v,(0,(t))) et A (t,v(t)), qui vérifient la relation (2.56), pour

assurer 'existence d’une suite (&,) tel que

&n € D(A(0,(1), vn(6n(1))),
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& — & et A% (0,(t), v (0,(t))) &n — A% (t,0(t)) €. (2.58)
Pour n > 1, désignons par I \ N,, I'ensemble sur lequel la relation (2.42)) est satisfaite.

Comme — 1, (t)— f,(t) € A (0, (t), 00 (0n(t))un(0,(1)) , ¥t € I\N,, et A° (0,,(t), vn(0,(2))) &n €
A(0,(t),v,(0,())) &n, VE € I et comme pour chaque (t,x) € [ x H, A(t,z) est monotone,
on obtient pour t € I\ N,

(tn(t) + fult), un(0n(t)) = &u) < (A (0n(t), va(0n(t))) &ns o — ual(On(?))).  (2.59)

D’ou, par les relations (2.33), (2.59) et 'hypothése (Hy) ainsi que (2.21) et (2.22), on
obtient pour tout ¢t € I\ < go N, U N’>,

(in(t) + falt),u(t) =€) = (n(t) + fu(t), un(6n(t)) — &)

+ (i (t) + fn ), (u(t) = un(0n(t))) = (€ — &)
< <AO( n (Qn(t)))gmén — U (Bn(t ))>
+ (pet Mf(1 + K +9) (lun(0a(t)) = u@®)]] + 162 — £]I)-

Ainsi, les relations (2.47) et (2.58) impliquent que

lm sup(t, (t) + fo(t),u(t) — &) < (A%t v(t))E, € — u(t)),

n——oQ

et grace & (2.57), nous déduisons que
(a(t) + f(t,ut), v(t), ut) — &) < (A"t v(1))E, € — u(t)).
Par conséquent
W(t) + f(tult), v(t)) € —A(t,v(t)) u(t) pp tel.

Maintenant, nous allons montrer que —o(t) — g(t,u(t),v(t)) € Neuwy)(v(t)) p.p. t € 1.
Par (2.38)) et (2.55), nous avons pour presque tout t € I,

19 () + g < [1on )]l + llga (O] < m(t) + My(1+ K +) =:m(t).

Dong, en utilisant (2.43) et la propriété (i) de Proposition [1.9.33, on a pour presque tout
tel,

—0n(t) — gu(t) € Nc(gn(t)m(%(t))) (vn(0n(t))) ﬂﬁ”b(t)B
= m(t)0dc (o, (t)un(ont) (Vn(On(t))). (2.60)
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Comme la suite (¢, +g,) converge faiblement vers o+ g(-, u(-),v(:)) dans L*(I, H). Par le
Théoréme de Banach Mazur (Théoréme1.4.6), il existe une suite (w;) tel que pour chaque
j € Nyw; € co{vp + g, k > j} et (w;) converge fortement vers v + g(-,u(-),v(-)) dans
LQ(] , H). Donc, on peut extraire une sous-suite de (w;) qui converge presque partout vers
0+ g(-,u(-),v(+)), c’est a dire, il existe un sous-ensemble N” de I de mesure de Lebesgue
nulle et une sous-suite (j,) de N tel que pour tout t € I\ N”, (wj,(t)) converge vers
0(t)+g(t,u(t),v(t)), c’est a dire v(t) +g(t, u(t), v(t)) est un point d’adhérence de (wj, (1)),

alors

o(t) + gt u(®), v(t) € (wj,())gen = ) (wy, ()

= ﬂ {Uk +§]k , k> ]q}
C [ eolin(®) + gu(t), k > jg}
= [eo{on(t) + gx(®), k > jo}-

Pour tout ¢t € I\ N” et tout y € H, le Théoréme [1.2.10/ nous permet d’écrire

(y,0(t) + g(t, u(t),v(t)) < zgp<y,@k(t)+gk(t)>,vq€N

< infsup(y, 0x(t) + gx(t))
9 k>jg

c’est a dire

(v, 0(8) + g(t,u(t), v(1))) < limsup(y, ig(t) + g4(t))- (2.61)

q—00

Par conséquent, d’aprés les relations (2.60), (2.61), on aura

<y, —|- g t u(t) (lf))> < limsup §* (y, —77~”L(t)adc(gn(t)yun(wn(t)))(’Un(@n(t)))). (2.62)

n—oo

Par la propriété (i7) de Proposition [1.9.34, et en prenant en compte les relations (2.40),
(2.48), (2.50) et (2.62) on obtient

(v () + gt (). v()) < 6" (g, =(Idornain) (v(1))).

Comme la multi-application t — m(t)9dc tu))(v(t)) est mesurable a valeurs faiblement

compactes et convexes et H est séparable, par la Proposition [1.7.7, on déduit que

—0(t) — g(t, u(t), v(t)) € m(t)douwy) (v(t)) C Newur)(v(t) pp-t €1
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car v(t) € C(t,u(t)), pour tout t € I. Alors,

—0(t) — g(t,u(t),v(t)) € Nc(tyu(t))(v(t)) pp.tel.
Par conséquent, (u,v) est une solution de notre probléme (P;), et par (2.31) et (2.37)

cette solution satisfait les estimations suivantes

lim U (t) — un(s)

n—so0 t—s

la@) =

t—s

‘S lim

_ Kol DY) g, B2

n—-—o0 — S n—oo {— 8§

= Kb(t).

(K(b(t) —b(s)) + (K + 2&)5n>

n

b(t) —b(s) o (1 +20)

n—->00 — 8 n—oo — 8§

lim v (t) — v(s)

n—so0 t—s

lo@)[] =
= Kb(1).

<~ lim

n

Ceci termine la preuve du théoréme. |

Une inspection de la preuve du Théoréme 2.2.1, fournit un résultat qui concerne ’exis-

tence de solutions & une variante du probléme (P;), qui est la suivante

Ce résultat d’existence conduit & plusieurs applications, comme des problémes de mini-
misation soumis aux systémes d’évolution de la forme (P,).

Nous soulignons que ce résultat n’est pas une conséquence directe du Théoréme 2.2.1. En
effet, si dans (P;), A(t,z)y = {0}, pour tout y € H, il est clair que D(A(t,x)) = H, qui
n’est pas boule-compact. L’hypothése (H3) n’est alors pas satisfaite. Pour surmonter le
manque de compacité et obtenir la convergence de la suite approximante (u,,), on suppo-
sera une hypothése de Lipschitz sur f, ce qui nous permettra de prouver que (u,) est une
suite de Cauchy.

Théoréme 2.2.2.
Soit C: I x H= H une multi-application & valeurs non vides satisfaisant (H}), (HZ) et
(H}). Soit f: I x Hx H — H satisfaisant la condition (H;). Supposons aussi que pour
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chaque p > 0, il existe une fonction réelle positive L, € LY(I,R) tel que pour tout t € I
et pour tous x,y,Z,y € By(0,p),

£tz y) = F& 2,900 < L) (e =z + lly — all).- (2.63)

Alors, pour chaque (ug,vo) € H x C(0,uq), il ezxiste une solution absolument continue
(u,v) : I — H x H du probléeme (P,). De plus,

la@)|| < M et o@)|| <~(1+n(®) pptel,
ou 7, M sont des constantes reélles positives.

Preuve.
Pour n > 1, soit {t;I 1 =0,1,.., n} une partition de l'intervalle I. Pour ¢ =0,1,...,n —1,
on pose
Oy = [ty — t7], Wi = [n(tiy) — n(8)] (2.64)
et on suppose que 7(0) =0 et
0i" < 0y, M S Mgy (2.65)

Comme la fonction 7 est absolument continue, la partition {t'f 1 =0,.., n} peut étre

choisie tel que pour tout + =0,....n—1et n >1,
n n 1
k' =06 i < E(T + n(T)) =:&,. (2.66)

Posons b(t) =t +n(t) Vte I
Etape 1. Construction des suites {u? i =1, ,n} et {’Uf =1, ,n}

Posons v{ = v, uj = up, et pour i =0,...,n — 1,
vy = proj (v ( Ot u ?)) , (2.67)

n
ti+1

ul = uy f(s,ul,vlt)ds. (2.68)

o

Alors, nous avons par la relation (2.67),

v, € Oty uy) (2.69)

et de (L.11) et (2.67), on trouve que

—(v1 —v}") € Nogr it )( i) (2.70)
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Etape 2. Estimations et propriétés des suites discrétes.
Par I'hypothése (Hy), et les relations (2.64), (2.66) et (2.68), on a pour tout n > 1 et
i=0,1,.,n—1,

£
s =il = || [ s, oyds|
t;

£,
< / 1f (s, 0, o)l ds < My (1+ [Ju |+ [Jo]]) (81 — t7)
t

= My(L+Jlufll + v} 1)o7
< Mp(L+ [l + o7 ) A (2.71)

Par conséquent
ot < el + M (1 + [l |+ o 1) B2y (2.72)
En itérant cette derniére inégalité, et en utilisant le fait que par (2.66) k7, < e,, on
obtient
lutall < lluoll + (i 4+ 1) Myen + Myew Y (Il + Ilof1). (2.73)
=0
Comme (i + 1) < n, par la relation (2.66)), (i + 1)e,, < ne, = b(T") on obtient
e | < lluoll +Mpb(T) + Myen (gl + [07])- (2.74)
=0
De méme, tenant en compte I’hypothése (HZ2), et les relations (2.64), (2.66), (2.67), (2.69)
et (2.71), on a

||U?+1 - U?H = d <U?7 C(t?—i-la u?))

|d (vF, O (841, uf)) — d (o7, C(t7, uily)) |

i

< n(ti) — ()] + aflul —wi |
= niy tollud —ul || < EL A+ oflu = ]
< (U4 aMp(L+ lluiy ||+ o)) k2, (2.75)
et donc,
[0 F < 1o+ (14 aMp (1 + Juiy ||+ ([0 1) ks (2.76)

De maniére similaire, en itérant cette derniére inégalité, et en supposant que u”; = ug et
v"™, = vp, on obtient
i—1

ol < Hlooll + (i + 1)1+ aMyp)en +aMyen Y (laf ]+ 071 (2.77)

j=1
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Comme (i + 1) < n, par la relation (2.66)), (i + 1)e,, < ne, = b(T") on obtient

i—1

oIl < Hlooll + (1 + aMp)b(T) + aMyeq Y (Ilaf ]+ [o71])- (2.78)

En additionnant les relations (2.74) et (2.78), on a
lufall + il < (lluoll + llvoll) + (1 + My + M) b(T)

+ aMy(|luo| + [[voll) +max(ady, My)en Y (|lufll + [lv7 1))
7=0
= ki + k2€nz (HU?” + vanH)
j=0
En appliquant le Lemme [1.10.1, on obtient, pour ¢ =0,1,2,..,n — 1,
oyl + o || < krexp (k2> en) < kyexp (kob(T)) =: K,
j=0
si bien que, pourn > leti=1,2,..,n,
Juf[| < Ky et o] < K.
Remplacant dans (2.71) et (2.75), on trouve
”u?-i-l - U?” < Mf(l + K1>k:b+1 et ||Uzn+1 n” < (1 + Osz(l + Kl))k}+1

Posons K := max { K1, M;(1+ Ki)} et v := max { K, (1 + aM(1 + K;))}, on conclut
que pour 0 <i<n (resp. 0 <i<n-—1)

[ufll < K (resp. [Juilyy — ui'l| < Kkjyy). (2.79)

et
[Pl <7 (resp. [[viy — v || < ki) (2.80)

Etape 3. Construction des applications étagées (“n)n et (vn)n
Pour chaque n > 1, on définit les applications u,, v, : [ — H comme suit :
pour t € 7t [0<i<n—1,

= +/ f(s,ulr,vl) un(T) = u, (2.81)
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et

v (t) = v + b()};ﬂ( Vi1 v?), v (T) = v, (2.82)

i+1

Il est clair que les applications u, et v, sont absolument continues avec u, (t') = ', v, (t') =
of, et pour t €t 7,

Un(t) = f(t,ul,vl), (2.83)
et .
Oy (t) = Zi—z(vyﬂ — 7). (2.84)

Alors, de (2.70) et (2.84), nous avons

_Un< ) < NC(t i+1 z)(vgrl)‘ (285)

De plus, par I'hypothése (Hy) et les relations (2.66), (2.79), (2.80) et (2.81), pour t €

[t ti [, on a 'estimation
t
Jun) =l = || [ s, o) /W&%%WS
ty

< Mf(l + [l || + ||U?||)5zn+1
< Mi(1+ K +7)e,,

et donc, en répétant les mémes calculs dans la preuve du Théoréme 2.2.1 et en se référant

a cette derniére inégalité et (2.79) on a, pour n > 1et 0 <s <t < T,
un(t) — un(s)|| < K(b(t) —b(s)) + (K +2M;(1+ K +7))en. (2.86)
De maniére similaire, pour n > 1let 0 < s <t < T,
on(®) = wa(s)| < 7 (b(E) — b(s)) + Bren. (2.87)
D’autre part, la relation (2.83) et I'hypothése (Hy) impliquent
lanl = 1 uf o) < My (L4 Juf || + [lvf]])
et grace a (2.79) et (2.80)
i@l < My(1+K +7).

De plus, les relations (2.84) et (2.80) donnent

a0l = |
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Donc, les suites (1,) et (@,) sont bornées dans L*(I, H).
Finalement, en prenant en compte la définition des applications étagées 6, et ¢, nos
relations (2.69), (2.83)) et (2.85)) s’écrivent comme suit :

Un(t) = f (t, un(pn(t), valpn(t))) pp-t €1, (2.88)
=0 (t) € N (t)un(en () (0n(0n(t))) PP T € 1, (2.89)
U (0n(1)) € C (0u(1), un(pn(?))) ¥t € 1. (2.90)

Etape 4. Convergence des suites (un)n, (vn)n et (un)n, (U")n
Dans cette étape, on va montrer la convergence uniforme des suites (u,) et (v,) et la
convergence faible dans L?(I, H) des suites (1,) et (,). Concernant la convergence uni-
forme de (v,,) vers une application absolument continue v et la convergence faible dans
L*(I, H) d’une sous-suite de (v,) vers 9, il suffit de reprendre la méme preuve du Théoréme
2.2.1.

Maintenant, on montre que (u,) converge uniformément vers u sur /. On pose pour
chaque t € I et pour chaque n € N, f,(t) = f(t,un(cpn(t)),vn(gon(t))). Se référant aux
relations (2.79) et (2.80), en posant p := max{K,fy}, on a pour n,m € N et pour tout
t € 1, en utilisant (2.63), que

1£a(®) = fu @I < Lo(®) (Iltn (0 (1)) = (@) + [0a (@0 (1)) = v (0m(®)]])
< Lo(t)([[un(@n(®) = (@)l + lun(t) = wn ) + [ () = i (0m(E)]])
Lp@)[[on(@n(t)) = vm(om ()]

+

D’otu, pour n,m € N et pour tout ¢ € I, on a par (2.83)

(Un(t) = U (8), n(t) = m(t)) < Nun(t) = wm (@)@ (t) — ()]l
= |lun(@®) = um@I1fn(t) = fm @]
< Ly@)lun(t) = un(@)* + Anm(?),

ou

Bnnt) = Ly@®)un() = () (n(2n(®)) = (]| + e (£) = wn(om ()]
+ onlen®) = vmlpm®)])-
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Il est clair que, A, ,, € L'(I,R), et par la relation (2.86) et la convergence uniforme de la
suite (vy,), nous avons A, ,,(t) — 0 lorsque n,m — oo, pour tout ¢ € I. Par conséquent,

en utilisant le fait que u,(0) = u,,(0) = up, on obtient pour tout ¢ € I

L) = um®)? = %/0 %Hun(s)—um(s)Hst
— /0 (Un(8) = Up(8), Un(8) — Up(s))ds

/Ot Ly(8)|[ttn(5) — tm(s)]%ds + /Ot Ay o(s)ds.

Par le Lemme de Gronwall (Lemme [1.10.3)), on a

fia®) =m0 < (2 [ Bnts1ts ) (2 [ L0

en utilisant le Théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue Théoréme 1.5.1 sur

IN

Ay,m, on conclut que (u,) est une suite de Cauchy dans C(I, H), et donc, elle converge
uniformément et fortement vers une application u € C(I, H). D’autre part, on sait que
la suite (1,) = (f,) est bornée dans L*(I, H), par le Théoréme [1.4.5, il existe une sous-
suite qui converge faiblement vers @ dans L?(I, H). De plus, par la relation (2.63), et la
convergence uniforme des suites (u,) et (v,) vers u et v respectivement, nous avons pour

presque tout t € I,

T fu() = T (1 un(on(0), vn(oal0))) = £(8,u(t), 0(2)),

de sorte que, par le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (Théoréme [1.5.1)),
on obtient la convergence de (f,) vers f(-,u(-),v(-)) dans L*(I,H), et alors, u(t) =
f(t,u(t),v(t)) pour presque tout ¢t € I.

Reste & prouver que v(t) € C(t,u(t)) pour tout ¢t € I, et —i(t) € Newuwy(v(t)) p.p
t € I. Pour ga, on répéte la méme preuve du Théoréme 2.2.1.

Enfin, comme u(t) = f(t,u(t),v(t)) p.p, alors ||u(t)|| < Mp(1+ K +v) =: M p.p et
par (2.87), ||o(t)|| < (1 +n(t)) p.p. Ceci termine la preuve. [ ]

2.3 APPLICATION A UN PROBLEME DE MINIMISATION

Avant d’aller plus loin, on note que dans les résultats obtenus ci-dessus (cf Théoréme

2.2.1 et Théoréme 2.2.2) on a établi non seulement lexistence d'un couple de solutions
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absolument continues, mais aussi les estimations de leurs vitesses, nous permettant plu-
sieurs applications tel que les problémes de minimisation, et de controle optimal, dans la
veine de [1, 19, 21], dans un nouveau cadre. Pour plus de simplicité, on ne traite quun
seul exemple, mais nos techniques permettent d’obtenir plusieurs variantes. Pour notre
objectif, on commence par énoncer un résultat qu’on va utiliser dans notre preuve. Voir

[6] pour la partie (A) et [7] pour la partie (B).
Théoréme 2.3.1.
Soit pour chaque t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone
vérifiant les hypothéses suivantes.
(Hy) Il existe une fonction 3 € WH(I,R) positive sur I et croissante, avec 3(0) = 0, tel
que
dis(A(t), A(s)) < |B(t) — B(s)| Vt,s € I.
(Hs) 1l existe une constante réelle positive c, tel que
|A°(t, 2) || < e(1+ [[z]]) pour t € I, = € D(A()).
(A) Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probléme
—u(t) € A(t)u(t) pp. t €1
(P)< u(t) € D(A(t))Vt e I
u(0) = uyp,

admet une solution unique absolument continue u vérifiant
la(t)]| < K1+ () pp.tel, (2.91)

pour une certaine constante K positive dépendant de ||uo||, ¢, T et (3.

(B) Supposons en outre que

(Hs) t — J\(t)(z) = (In + )\A(t))_lzc est mesurable pour tout X > 0 et pour tout x € H.
Alors, Uopérateur de composition A: D(A) C L*(I, H) = L*(I, H) défini par

Au = {v € LA, H): v(t) € A(t,u()) pp. t € 1}
pour chaque u € D(A) ou
D(A) = {u € L*(I,H): 3y e L*(I,H),(u(t),yt)) € Gr(A(t)), p.p.t € I}

est maximal monotone. Par conséquent, le graphe de A est fortement faiblement séquen-
tiellement fermé dans L*(I, H) x L*(I, H). (Voir la propriété (i) de la Proposition|1.8.8).
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Maintenant, nous sommes en mesure de donner une application du Théoréme 2.2.1 &
un probléme de minimisation. On note ici que, 'opérateur maximal monotone dans le

systéme ne dépend que du temps.

Proposition 2.3.2.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone vérifiant
les hypotheéses (Hy), (Hs) et (Hs) du Théoréme2.3.1. Supposons aussi que pour toutt € I,
D(A(t)) est boule-compact.

Soit C : I x H = H une multi-application a valeurs non vides vérifiant les hypothéses
(HE), (HE) et (HE). Soient f: I x Hx H — H satisfaisant (Hy), (ug,vo) € D(A(0)) x
C(0,up) et soit L : I x Hx H — [0, 00[ une application semi-continue inférieurement tel

que L(t,z,-) est convexe sur H pour tout (t,x) € I x H. Alors le probléme de minimisation

T
de la fonction codt / L(t,u(t),o(t))dt soumis au probléeme
0

[ —a(t) € A(t)u(t) pptel
u(t) € D(A(t)) Vtel
(Fs) 4 —9(t) € Nequwy(v(t) + f(tu), o) pptel
v(t) € C(t, u(t)) Vtel
[ (u(0),v(0)) = (uo, vo)

admet une solution optimale.

Preuve.
Soit
X = {(u, v) : (u,v) solution absolument continue de (Pg)}

Posons

mi= inf /T L(t, aft), i(t)dt.

(@,0)€X
Par la caractérisation de la borne inférierure on a
Vn > 0, I(un,v,) € X tel que

T
1
m < / L(t,un(t), v,(t))dt < m+ —
n
" T
< lim L(t, u,(t), v, (t))dt =m

n—~ao0 0

i.e., (tun,v,) est une suite minimisante. Par le preuve du Théoréme 2.2.1), (u,), (v,) satis-

font les estimations suivantes ||i,(¢)|] < v(t) p.p. et [|[0.()]] < n(t) p.p., pour certaines
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fonctions réelles non négatives v,n € L*(1,R). et on a
(i) u, — u € WH(I, H) uniformément.
(ii) 1, — @ pour la topologie o(L*(I, H), L*(I, H)).
(iii) v, — v € WH(I, H) uniformément.
(iv) ¥, — © pour la topologie o(L*(I, H), L*(I, H)).
En effet, montrons dans un premier lien les relations (i) et (ii).
On a ||i,(t)]] < ~(t) p.p., par suite
t t t
fan®) =l = | [ inteas] < [Cintollas < [ as < a0 loas,
par conséquent,
lun (I < Iy(llrary + luoll =7, VE € 1.

Donc, (u,(t)), C ¥By. D’autre part, on sait que pour tout ¢t € I, D(A(t)) est boule-
compact, et la suite (u,(t)), C D(A(t)) "By, alors (uy(t)), est relativement compacte,
i.e., Pensemble {u,(t) : n > 1} est relativement compact dans H. De plus, la suite (uy),

est équi-continue car pour tous 0 < s <t < 7T et pour tout n € N

o) = ua(e)l = [ inollar < ([ popar) o)
< ||7|‘L2(I,R)(t—8)%.

Par le Théoréeme d’Arzela-Ascoli (Théoréme 1.4.8)), on conclut que la suite (u,), est
relativement compacte dans C(I, H). Alors, on peut extraire une sous-suite, notée aussi
(un)n qui converge uniformémement et fortement vers une certaine application continue

u, i.e.,
l|un(t) —u(t)|] — 0 lorsque n — oo, Vte€ . (2.92)

Aussi on a,
il L2,y < IVl 2201 m)
alors, la suite (i, ), est bornée dans L*(I, H), utilisant le Théoréme [1.4.5, on peut extraire

une sous-suite convergeant faiblement dans L?(I, H) vers une application y € L*(I, H),
i.e, pour tout z € L*(I, H), lim <z,un> = <z, y>, ceci s’écrit

n—-auoo

lim /OT <Z(T),un(7)>d7:/: (=(7), y())dr.
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Par conséquent, en appliquant le Théoréme [1.7.6, pour tout ¢ €]0,7] et ( € H on a

n—aoQ

(Gul) =u) = Tim (G un(®) = 1a(0)) = Tim (¢, [ in(r)ar)

= lim/0 (CLyoq(7), tn(7))dr

n—-—oo

= /0 (CLiog((7), y(7))dr = <<>/0 y(r)dr),

¢
c'est & dire, pour t € I, u(t) — u(0) = / y(7)dr. Par conséquent, u est absolument

0
continue et & = y p.p. sur I (voir Théoréme [1.1.4)) et alors, (1,) converge faiblement vers
o dans L*(1, H).

e Montrons maintenant (iii) et (iv).

On a [|v,(t)]] < n(t) p.p., par suite

t
lon(®) — vl < / n(s)ds < 1) 50,

par conséquent,
[on (I < lInC)ller .y + [lvoll = 7,

donc, (v, (t)), C 7By, et comme pour tout t € I,v,(t) € C(t,u,(t)), donc, en obtient que
pour tout ¢t € I,

alors, par I'hypothése (HZ), la suite (v,(t)), est relativement compacte, i.e., pour tout
t € I, 'ensemble {Un(t) in > 1} est relativement compact dans H. D’autre part, la suite

(n ) est équi-continue car pour tous 0 < s <t < T et pour tout n € N

[NIE

oo =0l < [ ontrilar < ([ nkar) -0
< HnHLQ(I,R)(t—S)%.

Par le Théoréme d’Arzela-Ascoli (Théoréme [1.4.8), la suite (v,), est relativement
compacte dans C(I, H). Donc, on peut extraire une sous-suite, notée aussi (vy), qui

converge uniformémement et fortement vers une certaine application continue v, i.e.,
|lon(t) —v(t)]] — 0 lorsque n — oo Vte I (2.93)
Aussi, on a [|9,(t)|| < n(t) p.p., don,

Onll c2c,my < N0l 2R,
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c’est a dire, la suite (9,), est bornée dans L*(I, H), par les mémes étapes précédentes,
on obtient que v est absolument continue et que (v,) converge faiblement vers ¢ dans
L*(I, H).

Maintenant, on applique la semi-continuité inférieure de la fonction intégrable L (voir
Théoréme 8.1.6 dans [24]) pour obtenir

lim inf /TL(t, Un(t), on(t))dt > /TL(t, u(t), v(t))dt.

n—oo

Donc, on conclut que

m = inf /0 L(t,a(t),é(t))dtz/o L(t,u(t), o(t))dt.

(@,0)eX

Reste a vérifier que (u,v) est solution de (P3), i.e., —u(t) € A(t)u(t) p.p. et —0(t) €
Neue)(v(t))+f(tu(t), v(t)) p.p. Comme —1i, (1) € A(t)un(t) p-p- et u,(t) € D(A(t)),Vt €
I alors —1,, € Au,. Par le Théoréme 2.3.1], en utilisant les propriétés (i) et (ii), on déduit
que —u € Au, et par la définition de 'opérateur A, on conclut que u(t) € D(A(t)) YVt e I
et —u(t) € A(t)u(t) p.p.

D’autre part, des convergences (i) et (i7) ci-dessus, nous avons v(t) € C(t,u(t)) pour tout
t € 1. En effet, par I'hypothése (HZ), comme v,(t) € C(t,u,(t)),Vt € I, alors par les
relations (2.92) et (2.93)), pour tout t € I,

d(v(t),C(t,u(t)))
< lon(®) = v@)] + d (va(2), C(E, u(?))) = [lva(t) — v(@)]]
+ | (va(t), Ot u(t))) — d (va(t), C(t,un(1))) |
< loa(®) —o@)| + [n() — ()] + aflun(t) —w(@)|| — 0

lorsque n — +00. Ce qui prouve que v(t) € C(t,u(t)) pour tout ¢ € I. Aussi par ’hypo-
thése (Hy) on a

12N = 117t wn(®),va) < My (1 + ua (@]l + loa()])
< Mp1+7+17) =K,

done, (f,) est bornée dans L*(I, H), grace au Théoréme 1.4.5, il existe une sous-suite
(fn)n qui converge faiblement vers & € L*(I, H), c’est & dire, pour tout z € L*(I, H)

T

lim [ (2(r). fa(r))dr = / (2(r), £(r))dr

n—=eoQ0 0
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T

/0 () &oNdr = lim [ (2(r), fu(r))dr

n—-auo0o 0

= lim <Z(T>7 f(Tv UTL(T)? Un (T)»dT

n—--uo0o 0

— /O(z(T),f(T,U(T)av(T»)dT

c’est a dire la suite (f,,) converge faiblement vers f(-,u(-),v(-)) € L*(I, H).
Donc, 0, +f (-, un (), va(+)) — 0+f(-,u(-),v(-)) par rapport a la topologie o(L*(I, H), L*(I, H)),
avec

—0n(t) = f(t, un(t), vn(t))) € Nowun @) (Va(t)) p-p. (2.94)

Mais, nous avons pour tout n et pour presque tout t € I,
[0n(8) + f( un(), oa (O < 0a @] + 17 un(t), va(8))]]
< @)l + K = 2(t),

pour la fonction non négative z € L*(I,R), c’est a dire

n(t) + F(t,un(t), va(t)) € 2(£)Ba. (2.95)

De (2.94) et (2.95) on a

—0a(t) = f(t,wa(t), va(t)) € 2() Bt [ ) Netaun(o) (valt)).

Par la propriété (i) de la Proposition [1.9.33, on obtient pour presque tout t € I,

—in(t) = F(t (1), 0a(1)) € 2D (va(t)).

Selon la propriété de semi-continuité supérieure de I'opérateur sous-différentiel ddey..(:)

(voir (ii) de la Proposition [1.9.34)), on déduit que pour presque tout ¢ € I,

lim sup 6"(§, 2(t)0dc(tu, 1) (Va(t))) < 67(&, 2(8)Odctuqey (v(E)))-

n—a;o

Comme la multi-applicatiom ddc(..)(-) est a valeurs convexes et faiblement compactes et

H est séparable, on conclut par la Proposition 1.7.7 que

—0(t) — f(t,u(t),v(t)) € 2(t)0dc,uw)(v(t) T Newuw) (v(t)) p.p.
—0(t) = f(t,u(t),v(t)) € Nouw)(v(t)) p.p.

Ceci montre que (u,v) est une solution optimale pour le probléme de minimisation

considéré. [ ]
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS ABSOLUMENT
CONTINUES POUR UN SYSTEME DE DEUX
INCLUSIONS DIFFERENTIELLES L'UNE
GOUVERNEE PAR UN OPERATEUR
MAXIMAL MONOTONE ET L’AUTRE PAR
LE CONE NORMAL, AVEC PERTURBATIONS
MULTIVOQUES
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Chapitre 3 : Existence de solutions absolument continues pour un systéeme
de deux inclusions différentielles l'une gouvernée par un opérateur mazrimal
monotone et l’autre par le cone normal, avec perturbations multivoques

3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on va généraliser le résultat du chapitre 2 obtenu dans le Théoréme
2.2.1, dans deux directions, on va considérer des perturbations multivoques et la classe des
ensembles sous-lisses qui contient strictement celle des ensembles convexes. En effet, on

s’intéresse a I’étude de I'existence de solution absolument continue du systéme différentiel

suivant
[ —a(t) € At v(t)u(t) + F(t,u(t),v(t)) pp.tel
u(t) € D(A(t, v(t))) Vtel
(51) § —0(t) € Nowuw) (v(t)) + G(t,u(t), v(t)) p.p.tel
v(t) € C(t, u(t)) Vtel

ou pour chaque (t,z
monotone, {C(t,z) : (t,z) € I x H} est une famille équi-uniformément sous-lisse d’
ensembles fermés, Ne q)(-) le cone normal de Fréchet a C(t,z), et F,G: I xHxH = H

deux multi-applications & valeurs non vides, convexes fermées.

3.2 RESULTAT PRNICIPAL

Nous commengons par formuler les hypothéses nécessaires a 1’établissement de notre

résultat principal.

(H}) 11 existe une constante réelle positive A et une fonction 8 € W"?(I,R) positive et

croissante sur I, tel que
dis (A(t,x), A(s,y)) < |8(t) — B(s)| + M|z —y| Vt,s el Ve,yeH.
(H?%) 11 existe une constante réelle positive ¢, tel que
|A°(t, 2)yl| < e(1+ ||zl + [lyl]) pour (t,x) € IxH et ye D(A(t,x)).

(H3) Pour chaque sous-ensemble borné B C H, ensemble D (A(I x B)) est relativement

boule-compact.

(H¢) La famille {C(¢t,z) : (t,x) € I x H} est équi-uniformément sous-lisse.
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(HZ) 1l existe une constante positive a, vérifiant a\ < 1, et une fonction n € W?(I,R),

positive et croissante sur [, tel que
|deqea) (2) = degsy (2)] < n(t) = n(s)| +allz —y|| Yt s € I,Vz,y,z € H.

(H}) Pour chaque sous-ensemble borné E C H, I'ensemble C(I x E) est relativement
boule-compact.

(Hp) (resp. (HE)) F (resp. G) est L(I) @ B(H) ® B(H) mesurable.

(H%) (resp. (HZ)) pour chaque t € I, F(t,-,-)(resp.G(t,-,-)) est scalairement semi-
continue supérieurement sur H x H, i.e., pour tout & € H, la fonction d’appui

0" (&, F(t,-,-)) (resp. 0"(&,G(t,-,+))) est semi-continue supérieurement sur H x H.

(H3) (resp. (HZ)) 1l existe une constante positive My (resp. M) tel que
d(0, F(t,z,y)) < Mp(1+ ||z|| +||yl|) pourt el et z,ye H.

(resp.
d(0,G(t,z,y)) < Ma(1+ ||z|| + ||y||) pourt e et z,y € H.)

Maintenant, nous présentons le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme 3.2.1.

Soit pour tout (t,x) € I x H, A(t,z) : D(A(t,z)) € H = H un opérateur mazximal
monotone vérifiant les hypothéses (HY), (H3) et (H3). Soit C : I x H = H une multi-
application a valeurs non vides fermées, satisfaisant (HS),(HZ) et (HZ). Soit F : I x
HxH = H (resp. G : I x Hx H = H) une multi-application a valeurs non vides
converes et fermées satisfaisant (Hp), (H%) et (Hy) (resp. (HE), (HZ)) et (HZ) ). Alors,
pour tout (ug,vg) € D(A(0,v9)) X C(0,up), il existe une solution absolument continue
(u,v) : I — H x H du probleme d’évolution (S1). De plus, cette solution satisfait les

estimations sutvantes :
la(t)]] < K1+ B(t) +i(t) et o) < (1 +B(8) +n0(t)) pptel,
ou, K et~ sont des constantes réelles positives.

Preuve.
Comme dans la preuve du Théoréme 2.2.1, considérons pour tout n > 1, {tI' : i =
0,1,...,n} une partition quelconque de Uintervalle I, i.e., 0 =t < t] < ... <t =T. Pour

n>1leti=0,1,...,n—1, on pose

5?-5—1 = |t?+1 - t?la zn+1 = |ﬁ(t?+1) - 6(t?)|’ 77?4—1 = |77(t?+1) - 77(757)| (3'1)
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Sans perte de généralité, on peut supposer que 3(0) = n(0) = 0. Posons b(t) :=t + ((t) +
n(t) pour tout ¢ € 1.
Comme (3 et n sont absolument continues, la partition {¢!' : i = 0,...,n} peut étre choisie

de telle sorte que pour tout ¢ =0,....,.n —1 et n > 1,

1
=00 B g < 5b(T) =!&n- (3.2)

Pour chaque (t,z,y) € I x H x H, désignons par f(t,z,y) (resp. g(t,z,y)) 'élément de

norme minimale de ’ensemble convexe fermé F'(t,x,y) (resp. G(t,z,y)) de H, i.e.,
flt,,y) = FO(t,2,y) = proj(0, F(t,z,y))

g(t,z,y) = G°(t,z,y) = proj(0,G(t,z,y)).

Pour chaque (x,y) € H x H, 'application t — f(t,z,y) (resp t — g(t,x,y)) est L(I)-
mesurable grace a I'hypothése (Hp) (resp. (H)) et la séparabilité de H, voir Théoréme
1.7.9. De plus, par les hypothéses (Hp), (HZ),

£tz y)| < Mp(L+ 2]l + [lyl]) V(t,2,9) € I x H x H, (3.3)

lg(t, 2, y)l| < Ma(X + [lz]| + llyll) V(t,2,y) € I x H x H. (3.4)

Etape 1. Construction des applications étagées (“”)n et (U")n
Pour tout n > 1, on définit les applications u,, v, : I — H comme suit :
pOUI‘tE [?7 ?+1[>0§i§n—17

t—17
Un(t) = Ul + —— ( uly, — ul +/ f(s,ul, vl) ) / f(s,ul,vl) (3.5)
iy — 4

b(t) — b(t? ti ¢
Un(t) = U? + M (Uz—i-l U + / ' 9(57 uz ) Ug )dS) - / g(s, U?, ’U?)ds (36)
t i

n
kz+1 5

et uy(T) = upy, v, (T) = vy, ol v = vy, uj = ug et pour i =0,...,n — 1,

t?—‘—l
U?—l—l € P’I“Oj ('UZL _/ g(s,uz avz )dS C( z+17 7 ))a (37)
t

n
7

ul, = l+1(u —/ f(s,ul',vlt)d ), (3.8)
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ou,
-1
n A(tz ). (2 ) n n n
Jiyy = J i) ([H +5i+1A<ti+lvvi+1>> .

Observons que la relation (3.7) est bien définie puisque les ensembles C(¢, ) sont relati-

vement boule-compacts (voir Remarque [1.6.3)) et clairement, pour ¢ =0, ...,n — 1,

ity € O, uf). (3.9)

D’apreés, les relations (1.19) et (3.7), on a

ti

(s — 1) € Noge, ><;11>+1/“ os,ul o0 ) ds, (3.10)

o

D’autre part, en utilisant la propriété (i) de la Proposition [1.8.14, nous avons de (3.8),

uiy €D (A<t?+1yvzn+1)) , (3.11)

et

5n

uy , — ult
— L S A(t?Jrla Ui+1 z+1 + / f S 'U/z » Ui ) (312)
i+1 z+1

Evidemment, les applications u,, et v, sont absolument continues, u, (t") = u?, v,(t) =
Una et pour t E]t?at;’zrl[?

1 t?—»—l

i) = 5 ([ St — e, 13)
i+1 tr

: b(t) [ ., w0
U (t) = v — v+ g(s,ulr,v)ds | — g(t,ul,vl). (3.14)
¢

n
kz—‘rl o

D’apreés, les relations (3.12) et (3.13) on trouve, pour t €]t} ¢7,

_un(t) f(t uz ,UZ ) € A (t?+1a UZH) u?—i—la (315)
et des relations (3.10) et (3.14) on a

—0a(t) € Nogn,,am (V21) + gt uf', o). (3.16)

Etape 2. Estimations et propriétés des suites (u,), (v,).
Sous les hypothéses (HY), (H%) et (HZ) et les relations (3.3) et (3.4) et en reppettant
les mémes calculs et arguments de la preuve de I'étape 2 du Théoréme 2.2.1, il existe des
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constantes réelles positives K, de telle sorte que, pour n > 1 et i = 0,...,n — 1, (resp.
0<i<n-—1)
[ui | < K (resp. [ufy, —uil] < Kk} ), (3.17)

et
[Pl <7 (resp. [[viy — v || < vki). (3.18)

Des relations (3.2), (3.3), (3.5), (3.17) et (3.18), pour tout t € [t', ¢! [, nous avons les

estimations suivantes

lun(t) = uill < Nufy = ufll + 2Mp(L + K +7) 674
< KEP 4 2Mp(14+ K +7)k,
< (K +2Mp(1+ K +7))e, =: fen. (3.19)

D’oit, pour ¢ € [t7, 7 [, |[un(t)|| < K + Ben < K + Bb(T), ie.,
Su§||un||c <K +3b(T),
ne

et par (3.17)

n—1 n—1
sup wvar(u,) = su un, —u|| <KDY kN, < KO(T). 3.20
o varun) <o S o~ S KSR SKUD. G20

En ce qui concerne la suite (v,),, nous avons par les relations (3.2)), (3.4), (3.0), (3.17)
et (3.18), pour tout ¢ € [t7, 1],

et alors,
[on (O] < [|v7']] +7en < v +7b(T).
d’ou,
sup|unle < +3b(T), (3.21)
ne
et par (3.18)
n—1
sup Var(v,) < ”yz k' < b(T). (3.22)
neN i—0

Aussi par les mémes calculs dans la preuve du Théoréme 2.2.1, on a pour n > 1 et
0<s<t<T

un(t) = un(s)]| < K(b(t) = b(s)) + (K +25)ep. (3.23)

85



Chapitre 3 : Existence de solutions absolument continues pour un systéme
de deux inclusions différentielles l'une gouvernée par un opérateur mazrimal
monotone et l’autre par le cone normal, avec perturbations multivoques

et
[0 (t) = val(s)| < 2(b(t) = b(s)) + (v +27) . (3.24)

Maintenant, observons que par les relations (3.2), (3.3), (3.13), (3.17) et (3.18)), nous avons
pour tout t €]t} 7 4],

kr
lia(t)]] < K2+ 2Mp(1+ K +7) =2Mp(1+ K +7)

01
1 — B(t7 n — n(t
. K(l L Bl = 6@ | n(t) — il Z>>. (3.25)
te, —tr tiha —t}

Comme [ et n sont absolument continues, en utilisant le Théoréme de dérivation de

Lebesgue (Théoreme 1.1.10), on obtient pour presque tout ¢ €]t t7, ],

lim 5(75?“) — B(t7) _ 5(75) ot lim 77(75?+1) —n(t})

n—oo t?+1 -t n —oo t?+1 -t

= 1(t).

Par conséquent, nous inférons 1’ existence d’un sous-ensemble négligeable N’ C I, tel que
pour tout t € I\ N, il existe R; < +oo tel que

[ ()] < R (3.26)
Les suites (,) et (¢,) sont bornées dans L*(I, H), avec
a7 < (llall72 + Td?) < +oo, (3.27)

et pour tout t €]t} ¢, ],

avrc v € L*(I, H).

C’est a dire, il y a un sous-ensemble négligeable N” de I tel que pour tout n > 1,
[on(0)]] < (t) VEeI\N", (3.28)

Maintenant, considérons les fonctions étagées 0, ,, : I — I definies par 6, (t) =t
et o (t) =17 sit €]ty ti' ] et 0,(0) = ¢,(0) = 0. Clairement,

10,(t) —t| = 0 et |pn(t) —t| — 0 sin — +o0, (3.29)

et
1b(6,,(t)) — b(£)] — 0 et [b(gn(t)) — b(t)] — 0 sin — +oo. (3.30)
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Pour tout ¢ € I, on pose, fu(t) = f(t,un(@n(t)), va(n(t))) et
gn(t) = g(t, un(@n(t)), va(@n(t))). Par les relations (3.9), (3.11), (3.15) et (3.16), il s’en
suit que, pour tout n > 1, il existe un sous-ensemble négligeable N,, de I tel que

— Uy (t) € A(0,(t),v,(0,(1))) un(0,(2)) + fo(t) VYt € I\ N,. (3.31)
U (0,(t)) € D (A(0,(t),v,(0,(t)))) Vtel. (3.32)

fu(t) € F(t,un(pn(t)), vn(pn(t))) Vt e I. (3.33)

0 (t) € Ne@n(t)un(en () (Vn(0n(t)) + gn(t) Yt € T\ N,. (3.34)
U (0n(1)) € C (0,(t), un(on(t))) Vtel. (3.35)

gn(t) € G(t,un(@n(t)), vn(en(t))) Vt € 1. (3.36)

Etape 3. Convergences des suites.
La preuve de cette étape est similaire a celle de I'étape 4 de la preuve du Théoréeme
2.2.1. Les suites (up), et (vy), convergent uniformément vers des applications absolument

continues u et v de plus, pour tout ¢t € I, nous avons

|un(0,(t)) — u(t)|| — 0 lorsque n — oo, (3.37)
et

|lun(pn(t)) —u(t)|| — 0 lorsque n — oc. (3.38)

|vn(0,(2)) — v(t)|| — 0 lorsque n — oo, (3.39)
et de méme

on(n(®)) — v — 0 lorsque 1 — oo, (3.40)

Maintenant, des relations (3.27) et (3.28)), on sait que les suites (1u,) et (9,) sont bornées

dans L?*(I, H), donc, par extraction de sous-suites, notées de la méme maniére, on peut

supposer qu’elles convergent faiblement dans L*(I, H) vers u et v, respectivement.
Etape 4. Existence de solution.

Notons pour tout ¢t € I fixé, et chaque n > 1, A,, := A(0,,(t),v,(0,(t))), A := A(t,v(t)),
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Ty 1= Up (O (t)) — u(t) et y, := A%(x,). Nous avons par 'hypothése (H}) et les relations
(3.1), (3:2) et (3.39),

dis(An, A) < [B(0.(8)) — BE)] + Mlva(0a(2)) — v — 0, (3.41)

n—-4o0o

ARzl < (1 + flzal])- (3.42)

Par les mémes arguments de la preuve de I'étape 5 du Théoréme 2.2.1), on trouve u(t) €
D(A(t,v(t)) et de méme v(t) € C(t,u(t)) Vtel.
Maintenant, remarquons que nous avons pour chaque n > 1, en utilisant les relations

(3.3), (3.4), (3.17) et (3.1R),

£ < Mp(1+ un(en(®)1] + llon(n(®)])
Mp(1+ K +7) (3.43)

A

et
lgn(t)|| < Mg(1+ K +7), (3.44)

Donc, on peut supposer (prendre des sous-suites si nécessaire) que (f,) (resp. (gn))
converge faiblement dans L*(I, H) vers une certaine application f (resp. g).

Par suite, comme la suite (u, + f,) (resp. (f,)) converge faiblement dans L*(I, H) vers
@+ f (resp. vers f), par le Théoréme de Mazur (Théoreme [1.4.6), il existe une suite (2 )
(resp. (ij)) tel que pour chaque j € N, z; € co{uk + fr k> j} resp. z; € co{fk,k > j}
et (z;) (resp. (%;)) converge fortement dans L*(I, H) vers i + f (resp. vers f). Par consé-
quent, il existe un sous-ensemble Iy (resp. I;) de I, de mesure de Lebesgue nulle et une
sous-suite (j,) (resp. (jz)) de N tel que pour tout ¢ € I\ I (resp. t € I\ I1) (z;,(t)) (resp.
(z,(t))) converge vers u(t )+ f(t) (resp. vers f(t)). D’ow, pour t € I\ I (resp. t € I\ I1)

) + f(t) € (eofin(t) + filt) k> jp}.
peN
(resp. N
f(ty e M@ {fult),k > j;}.)

pEN

c’est a dire, pour t € I\ I (resp. t € I\ I;) et pour chaque ¢ € H

(Gt) + f(1)) <Timsup (C,in(t) + fu(t)). (3.45)
(resp.
(¢, f(1)) < lim sup (¢, falt)).) (3.46)
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En répétant les mémes arguments sur la suite (0, + g,,) (resp. (g,)), on déduit l'existence
d’un sous-ensemble I (resp. I7) de I, de mesure de Lebesgue nulle tel que pour t € I\ I
(resp. t € I'\ I]) et pour tout ( € H

(G o(t) +9(1)) < liirisgp (¢, 0n(t) + ga(t)) (3.47)
(resp.
(¢, gt) < lim sup (¢ gn(t)).) (3.48)

On termine cette étape par montrer que u et v satisfont le systéme (.S7).

En utilisant (Hi), on peut appliquer le Lemme [1.8.22 aux opérateurs maximaux mono-
tones A, et A, qui vérifient (3.41) et (3.42) pour assurer, pour tout £ € D(A), 'existence
d’une suite (&,) tel que

& € D(Ay), & —¢& et Aj(&) — A%(9). (3.49)

Puisque pour chaque (t,z) € I x H, A(t,x) est monotone, par la relation (3.31), on a
pour t € I\ N,,¥n > 1

<un + fn N(en(t)) - §n> < <A2(£n>a fn - un(en(t)»' (3‘50)

D’on, par les relations (3.20), (3.50) et (3.43)), on obtient pour tout ¢ € I\( U N, U N’ U IO),

n>1

(i (1) + fult),u(t) =€) = (in(t) + fult), un(0n(t)) — &)
+ (Un(t) + fut), (u(t) = un(0n(1))) — (€ = &)
< (AN (), & — un(0n(t)))
+ (R + Mp(1+ K + 7)) ([[un(0n(t) = u®)]] + 116 — €]l

Les relations (3.37) et (3.49) donnent

lim sup(, (t) + fo(t), u(t) — &) < (A%(E), € — u(?)),

n—-aoo

ce qui implique, par (3.45),

(alt) + F(t),u(t) — €) < (A°(€),€ — u(t)).

Comme pour tout t € I, u(t) € D (A(t,v(t))), par Lemme [1.8.19, on conclut que

—u(t) — f(t) € A(t,v(t)) u(t) pp.tel
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Maintenant, de (3.28)) et (3.44), on a pour presque tout ¢ € I,

(n(t) = gu(t)) € ¥(t)Ba, (3.51)

ou
U(t) ==(t) + Ma(1+ K +7).
Alors, par les relations (1.12), (3.34) et (3.51), on a pour presque tout ¢ € [

— 00 (t) = gn(t) € Newu®aunten®y) (vn(6n(t)) [ (1) B

= P(t)0dc (0, (t),un(on(®)) (Un(0n (1)) (3.52)

Fixons ¢t € I'\ ((UN") U N’ U Io> et ( € H, cette derniére relation et la relation (3.47)
n>1
nous donnent, par I'utilisation de la propriété (ii) de la Proposition 1.9.39, en prenant en

compte les relations (3.29), (3.38) et (3.39),
(Co(t) +9(1) < limsupd” (¢, —(H)Idc@,@),un(one) (Vn(0a(1))))

n—oo

< 0°(¢, =¥ ()ddeumy (v(t)))

Comme —(t)0dc( u(y) (v(t)) est un ensemble fermé convexe, on déduit par le Théoréme
1.2.10, que

—0(t) — g(t) € Y(t)0dctuwy) (v(t) C Newuwy) (v(D)).

Il reste a vérifier que pour presque tout t € I, f(t) € F(t,u(t),v(t)) (resp. g(t) €
G(t,u(t),v(t))). Par (3.33) et (3.46) on a, par I'utilisation de I'hypothése (H3z),

(C.f(®) < limsupd™ (¢, F(t, un(0a(t)), va(0a(t))))

n—oo

< (¢ F(tult),o(t)).

Comme F est a valeurs fermées et convexes, en appliquant le Théoréme [1.2.10, on conclut
que f(t) € F(t,u(t),v(t)) p.p- t € I. En utilisant des arguments similaires, on obtient
aussi g(t) € G(t,u(t),v(t)) Vt € I. Par conséquent, (u,v) est une solution de (S7). De

plus, de (3.23)) et (3.24) cette solution satisfait
[u(t) — u(s)[| < K[b(t) = bls)|, [lv(t) —v(s)[| < ~[b(t) —b(s)| Vs €1,

Ceci compléte la preuve. |

Dans le théoréme qui suit, on va donner un autre résultat d’existence en affaiblissant
les hypotheses (H}) et (HZ) : en prenant 3 € WY'(I,R), cest a dire A(-,z) et C(t,x)
varient d’une maniére absolument continue. Dans ce cas le prix a payer est de prendre le
domaine de A(t,z), D(A(t, x)), fixe.
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Théoréme 3.2.2.
Soit pour tout (t,x) € I x H, A(t,z) : D(A(t,z)) € H = H un opérateur mazximal
monotone vérifiant les hypothéses (H3) et

(HY)" Il existe une constante réelle positive X et une fonction 3 € WH(I,R) positive et

croissante sur I, tel que
dis (A(tvx)7A<Svy)) < |6(t) - 6(8” + )\H.T - y“ vt? s € I,\V/IL’,y € H.

(H3) L’ensemble D (A(t,x(t))) = D est relativement boule-compact.
Soit C' : I x H = H une multi-application a valeurs non vides fermées satisfaisant
(HE), (HE) et (HY) tel que
(HZ)' Il existe une constante positive o, vérifiant aX < 1, et une fonction n € W(I,R),

positive et croissante sur I, tel que
|dea) (2) = degsy (2)| < In(t) = n(s)| +allz —y|| Vts el Vey2el.

Soit F: IxHxH = H(resp. G : I xHxH = H) une multi-application & valeurs non vides
converves et fermées satisfaisant (Hp), (H%) et (Hy) (resp. (HS), (HZ)) et (HZ) ). Alors,
pour tout (ug,vg) € D(A(0,v9)) x C(0,up), il existe une solution absolument continue
(u,v) : I — H x H du probleme d’évolution (S1). De plus, cette solution satisfait les

estimations suitvantes :
la(O)ll < K1+ B() +i(t) et [[o()] <~(1+B() +it) pp.tel
ou, K et~y sont des constantes réelles positives.

Preuve.
On choisit la méme subdivision de I que celle dans la preuve du Théoréeme 3.2.1), avec les
propriétés (3.1) et (3.2). Aussi les applications f et g vérifiant les mémes propriétés et les
estimations (3.3) et (3.4).

Etape 1. Estimations et convergences des suites (u,)n, (Un)n €6 (Un)n, (0n)n-
Comme dans la preuve du Théoréme 3.2.1, on montre que les suites (u,,), (v,,) sont bornées
en norme et en variation. En effet, par les relations (3.2)), (3.3), (3.5), (3.17) et (3.18),

pour tout t € [t} ¢}, ,[, on a

lun(t) = ufll < fufy — || +2Mp(1+ K +7)07,
< KE!q+2Mp(1+ K +9)k
< (K +2Mp(1+ K +7))e, = Ben. (3.53)
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D'ott, pour ¢ € 67,7, ], [[un(t)]| < K + Bz, < K + Bb(T), ..,

suplfunlc < K + Bb(T),

neN

et par (3.17)

n—1
sup Var(u,) = supz ugy — u]| < szz+1 < Ku(T (3.54)

neN

D’autre part, la suite (v,),, nous avons par les relations (3.2), (3.4), (3.6), (3.17) et (3.18),
pour tout t € [t} ],

lon(t) =o'l < e,

et alors,
lon(@®) < [[v}]] +7en < v +70(T).
d’o,
iggl!van <y +3H(7), (3.55)
et par (3.18)
n—1
sup Var(v,) <~ 2; kP < Ab(T). (3.56)

Aussi, pour tout ¢ €]t!, 17, [ la suite (v,), est bornée dans L'(I, H), i.e., il y a un sous-

ensemble négligeable N” de I tel que pour tout n > 1,
[on ()l < ¥(t) VEeI\N"

Maintenant, on va montre que notre suite (i,) est bornée dans L'(I, H). Par I’hypothése
(H?) et les relations (3.3), (3.7), (3.13), (3.17) et (3.18), la propriété (ii) de la Proposition
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1.8.14 et le fait que u € D(A(t},v}")) = D(A(t},,,v}",)) = D on a

. 1 n n ?4-1
I o R A >ds) it )
i+1
1 ?+1
< n (u?_/ fS,UZ,UZ ) Z+1 :Lfl / fS,Ulﬂ}l dS) ’+||f t?“z?”z)”
5@'—1—1 24 ti
?+1
~ s, (= [ sz dS)HJert,uwvz)H
H
?4—1
= s (= [ roaanids) - sy, () + gy, ()| + Ut )
t?
n ?“Fl n n n
< A(S?—&-l <ul _/ f(s’uzﬁvz )d ) A57+1( z) z+1( z)” + ||f<t7uz7vz)||
7
1 1 n
< 5n—/ 1S (s, uif, vt l[ds + (| sy, ()] + I1f @ wf', o) |
i+1
< Mp(L+ [l | + o7l + 1A% w) I+ Me (1 [[af ]+ (o7 ])
< 2Mp(L+ Jlufll + o7 ll) + e(1+ lluf | + (17 )
< 2Mp(1+ K +7) +¢(1+ K +7)

(2Mp +c)(1+ K +7) =K.

Dong, la suite (), est bornée dans L>°(I, H). Alors, on peut lui extraire une sous-suite
notée aussi (1, ), qui converge faiblement vers un élément y € L>(I, H). En répétant la
méme preuve de l'étape 4 du Théoréme 3.2.1, on montre que (), converge faiblement
dans L>(1, H) vers .

Etape 2. Existence de solution.

La preuve de cette étape est similaire a celle de I’étape 4 du Théoréme 13.2.1. [ |
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thése, nous avons montré 'existence de solution absolument continue pour
un systéme de deux inclusions différentielles, 'une gouvernée par un opérateur maxi-
mal monotone et la deuxiéme par le cone normal & des ensembles convexes fermés, dans
un espace de Hilbert séparable. Notre premier objectif était I'étude du systéme avec
des perturbations univoques de type Carathéodory. Nous avons aussi considéré le cas ou
A(t,z)(-) = {0} et nous avons donné une application a un probléme de mininisation d’une
fonctionnelle s.c.i. Dans une deuxiéme partie de ce travail, nous avons considéré le méme
systéme avec les mémes hypothéses, mais avec des perturbations multivoques et le cone
normal a des ensembles sous-lisses. Enfin, une variante du méme probléme était prise en
considération, il s’agissait d’affaiblir les conditions supposées sur la variation de l'opéra-
teur maximal monotone et I’ensemble dans le cone normal, en revanche en prenant des
opérateurs & domaines fixes.

Dans les perspectives proches, nous allons essayer d’étudier l'existence de solution

continue a variation bornée pour ce type de systéme.
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