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Introduction

J. Dieudonné (1977) :

11 se peut que le probleme étudié soit résolu, mais qu'il n’en résulte aucun progres pour aucun
autre probleme.

Netto (1901) :
L’art de placer, ordonner ou choisir certaines choses ensemble.
Pierre Cartier (1982) :

La combinatoire est en gros I'étude de la géométrie finis.

C’est ainsi qu’ils définissent la combinatoire. Objets : dénombrement de permutations,

dénombrement de partitions, formules de sommation,. .. Méthodes : introduction des sé-
ries génératrices, utilisation des fonctions symétriques,. . . Bel et bien, on parle de la com-
binatoire.

Anciens : Bhaskara, Gersonide, Khayyam, Leibniz, Pascal,. .. Récents : MacMahon, Netto,

Andrews, Young,. .. Ces auteurs marquent ’histoire de la combinatoire.

ette these s’inscrit dans le domaine de la combinatoire énumérative qui consiste a

déterminer le nombre d"un ensemble et aussi compter le nombre d’occurrences d'un
résultat discret. A titre d’exemple : placer des objets dans des urnes, sélectionner des en-
tités a partir d’'une population finie, arranger des objets de fagon linéaire ou circulaire,
etc. Elle consiste de plus profond a manipuler des objets combinatoires pour expliquer et
interpréter certaines suites ou identités combinatoire.

La combinatoire est une science aux ramifications multiples. Berge a proposé une dé-
finition qui repose sur la notion de configuration [B68]. Cette configuration se manifeste
a chaque fois que l'on veut ranger des objets sous certaines exigences. Il a classifié les

configurations combinatoires comme suit,

1. La configuration est connue : on se rameéne a étudier les propriétés intrinséques de

cette configuration.

2. La configuration est inconnue : on doit démontrer I’existence ou non de la configu-
ration pour des propriétés constatées.
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3. Le dénombrement des configurations : dans ce cas on doit répondre a la question
combien de configurations existent-elles? ’outils des probabilités et d’'un coup de

pousse important.

4. Le dénombrement approximatif des configurations : on cherche le nombre des confi-
gurations avec une propriété donnée, on cherche certaines informations sur ce nombre
sans donner des formules exactes ni méme récurrentes.

5. L'énumération des configurations : en plus de les dénombrer, on veut les recenser

ou les énumérer.

6. L'optimisation : c’est dans la recherche opérationnelle qu’on traitent ces problemes;
qui consistent a chercher une configuration xy parmi les autres configurations x,
afin d’optimiser une fonction dite économique.

Objectif

Le but de notre travail sera d"utiliser les techniques basées sur la théorie des fonctions
symétriques pour comprendre et prouver la log-concavité et I'unimodalité des suites nu-
mériques connues, telles que les suites en relation avec les éléments du triangle de Pascal
généralisé et celles liées a leurs analogues. On s’interesse aussi aux interprétations combi-
natoires [V80] de ces nombres en utilisant des approches par les chemins et les pavages.
Manipuler des s-uplets (711, 712, . . ., 7Ts) de permutations de [n] avec exactement k cycles,
pour construire une nouvelle suite interprétant ce que 1’on qualifie a étre les nombres de
Strirling généralisés de premieére espece.

Contexte

Fonction génératrice

Les fonctions génératrices ont été introduits par de Moivre pour résoudre le probleme
général de récurrence linéaire [CS19, L03, DW14, N69, T12]. Chercher une solution a un
probléeme combinatoire, c’est souvent essayer de déterminer une fonction génératrice au
arriver a trouver une récurrence appropriée. Cependant, construire une telle fonction, dans
plusieurs cas, nécessite des efforts et qui n’est pas une tache facile a manipuler, voir difficile

a déterminer les éléments des sous-ensembles associés aux probleme.

Chaque fois que nous voulons déterminer ou avoir des informations sur une suite de
nombres ay, a1, 4z, ..., nous pouvons établir une somme infinie en fonction de 'indéter-
miné x,

G(x) —ag+mx+ax> 4= Zanx”. (1)

n>0

L'utilité des fonctions génératrices réside dans le fait qu’on peut trouver une formule de ré-
currence plus aux moins facile a utiliser dans les démarches de calculs. Par exemple, voila
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une approche algébrique pour retrouver la fonction génératrice de la suite (1,2,3,4,...).
Pour ce faire, si on pose S = 1 4 2x + 3x2 4 4x3 + - - -, alors on obtient,

S—xS = (1+2x+32+4x°+--+) —x(1+2x +3x% +4x°+--+)
= 1 _|1_ 2.
S1—x) = T
S = (1_13()2 (accroissement infini).
On voit bien que la forme (137)2 est plus facile a utiliser que la série 1+ 2x + 3x? +4x3 + - - -

Fonctions symétriques

La théorie des fonctions symétriques remonte aux XVI° et XVII° siecles et aux tenta-
tives des mathématiciens de résoudre les équations polynomiales de degré supérieur a 2.
Elle a de nombreuses applications en combinatoire énumérative, ainsi que dans d’autres
branches des mathématiques comme la théorie des groupes et la géométrie algébrique
[E19, M95, S99].

Soient X = (x1, X2, X3, ...) un ensemble d’indéterminés, et soit n € IN. Une fonction ho-
mogene et symétrique de degré n sur un anneau commutatif Z est une série de puissance
formelle,

f(xw(l),xw(z),xw(3), .. ) = f(xl,xz, X3,.. ) = Z anx”. (2)

n>0

L’ensemble de toutes les fonctions symétriques homogenes de degré n sur Z est noté A7.
L'un des objectifs de la théorie des fonctions symétriques consiste a décrire les différentes
bases de I'espace vectoriel Af (si les coefficients sont dans Q) et les matrices de passages
entre les paires de ces bases.

Log-concavité, unimodalité

Stanley dans son travail intitulé « Log-concave and unimodal sequences in algebra, com-
binatorics and geometry » fournit une vue d’ensemble des connections entre les problemes
d’"unimodalité et diverses branches des mathématiques, ainsi que de nombreux problemes
ouverts. Pour vérifier la log-concavité et I'unimodalité des suites, on doit utiliser les tech-
niques de preuves inductives et injective (parmi d’autre). Toutefois trouver une fonction
symétrique qui interprete ces suites est nécessaire (pas la seule) pour pouvoir appliquer
de mieux ces techniques combinatoires.

En effet, pour prouver la log-concavité et 'unimodalité des suites associées a une classe
particuliere des fonctions symétriques nécessitent un ensemble de connaissances suffi-
santes en combinatoire, afin de bien sélectionner 1’approche la mieux adaptée parmi les

preuves combinatoires connues dans la littérature ou améliorées pour cet objectif.
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Résultats obtenus

Dans le cadre de la réalisation de notre thése, on a pu réaliser les travaux suivants :

¢ Un travail a été publié dans Turkish journal of mathematics, intitulé «Connection
between bisnomial coefficients with their analogs and symmetric functions ». Dans cet
article, nous avons proposé une fonction symétrique qui interprete les coefficients
bi*nomiaux (les éléments du triangle de Pascal généralisé) et leur analogues.

E,Es)(n) = E,Es)(xl,xz, e Xp) = Z X{xg - xn, 3)
i1+ip+-+in=k
0<iy,ip, =+ in<s

Ensuite, a I’aide de cette fonction, une interprétation de ces coefficients par les che-
mins et les pavages, a été réalisée.

Théoréme 0.0.1. Pour 0 < k < sn, soient u; = (0,0) etv; = (k,n — 1) deux points.
le nombre des chemins dans le plan IN x IN allant de 11 a v; en prenant au maxi-
mum s sommets dans la direction Est (Est-Nord ) est exactement les coefficients
bi*nomiaux (f),.

Théoreme 0.0.2. Le coefficient g-bi*nomial est obtenu en faisant la somme des poids

de tous les pavages de T} ,. C'est,

HERR

q Te Ti/k

¢ Un autre travail a été publié dans Indian Journal of Pure and Applied Mathematics
intitulé « Log-concave sequences of bi*nomial coefficients with their analogs and symmetric
functions ». Dans cet article, nous avons prouvé la log-concavité et 'unimodalité de
certaines suites associées a la nouvelle classe de fonction symétrique proposée et ci-
tée en (3). Comme applications de nos résultats, nous avons établi la g-log-concavité
forte des coefficients g-bi*nomiaux et leurs suites situées sur les transversales du
triangle de Pascal généralisé sous certaines conditions. Les outils et les techniques
utilisés pour montrer nos principaux résultats sont basés sur 1'utilisation de 1'ap-

proche des chemins proposé par Viennot et appliqué par Sagan.

¢ Le troisieme travail est achevé et soumit intitulé « A new generalization of Stirling
numbers of the first kind. Dans cet article, on donne une extension des nombres de
Stirling de premiere espece et leurs analogues. Ensuite on abord une définition ré-
cursive et une fonction génératrice ordinaire de ces nombres, que nous interprétons
comme une spécialisation de la fonction symétrique E ,Es) (n) et que nous désignons

par ) (n, k).
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Plan de la these

Cette these est organisée en 4 chapitres.

Le chapitre 1 sert de préliminaires aux autres chapitres. On présente les principes de
base des ensembles et quelques structures élémentaires nécessaires pour le reste de ce ma-
nuscrit. On parle également des objets combinatoires, des fonctions symétriques et abor-
dant les nombres de Stirling des deux especes.

Le chapitre 2 parle et étudie les interprétations combinatoires (preuve bijective) des
coefficients bi*nomiaux et leurs analogues par les fonctions symétriques, les chemins et
les pavages. On définit une nouvelle fonction symétrique notée E,Es) (n) afin que ces coef-
ficients puissent étre exprimés comme des spécialisations de cette fonction, et pour nous
facilitera la tache, a mieux comprendre comment appliquer ces interprétations aux coeffi-

cients g-bi’nomiaux.

Le chapitre 3 présente une généralisation des nombres de Stirling de premiére espéce
et leurs analogues. Les suites de ces nombres seront générés par la fonction symétrique
généralisée (3), en remplacant chaque objet x; dans la fonction par I’entier i. On aborde
aussi une interprétation combinatoire de ces nombres dans le cas classiques en termes des
s-uplets de permutations de [1] avec k cycles. Ensuite on utilise le principe de la statistique
d’inversion sur ces s-uplets dans le cas des analogues.

Le chapitre 4 étudie et prouve la log-concavité des coefficients bi’nomiaux et leurs ana-
logues, en utilisant la fonction symétrique (3) et basant sur I’approche des chemins dans le
plan IN x IN. On fait appelle aux techniques et outils de l'interprétation combinatoire des
déterminants proposés par Gessel et Viennot, afin de les utiliser pour concrétiser 1’objectif.



Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

L’objectif de ce chapitre est d'introduire les notions primordiales et essentielles pour la
suite de ce travail. On commence par présenter dans la section 1.1 les principes de base
des ensembles de facon combinatoire. Puis, dans la section 1.2 on rappelle quelques struc-
tures élémentaires nécessaires pour la compréhension du reste des chapitres. Ensuite, on
aborde dans la section 1.3 des familles d’objets combinatoires tels, Mots, Permutations
et tableaux, etc. Et citant quelques exemples explicatifs pour chaque notion. On présente
dans la section 1.4 la théorie des fonctions symétriques en tant que des séries formelles
invariantes sous toutes les permutations possibles. Les fonctions symétriques monomials,
élémentaires, completes et de puissances serons abordés. On termine ce chapitre par la
présentation, dans les deux sections 1.5 et 1.6, de quelques nombres connus a savoir les

nombres de Stirling des deux espéces et les coefficients bi*nomiaux.
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1.1 Principes fondamentaux du comptage

1.1.1 L’addition

Définition 1.1.1. Soit A un ensemble et Ay, Ay, A3, ..., A, sont des sous-ensembles de A
satisfaisant,
2. AiNA; =Q,Vi #j.

On dit que ces ensembles partitionnent A.

Principe combinatoire de la somme : Si A; partitionnent A, alors le nombre d’éléments
dans A est la somme des nombres d’éléments de chacun des sous-ensembles,

n
Al =} |Ail.
i=1

Ceci revient a dire que si une tache peut étre complétée soit de n; fagons ou de n; fagons,
et aucune de ces méthodes sont en commun, alors il y a 11 + 1, fagons de compléter la

tache.

1.1.2 La multiplication

Définition 1.1.2. Soient A et B sont deux ensembles, on définit le produit cartésien A x B
comme étant,
AxB={(ab); ac AetbecB}

Exemple 1.1.3. Si A = {a,b, c} alors,

Ax A=1{(a,a),(ab),(ac), (ba),(bb),(bc),(ca),lcb),(cc)}

Principe combinatoire du produit : Si A; sont des ensembles, alors le nombre de fagons
de choisir un élément de A; et de A et ainsi de suite jusqu’a A, est le produit du nombre

d’éléments de chacun de ces ensembles,
‘Al X Az X e X An| = ‘A1HA2| cee ‘An|

Cecirevient a dire que s’il y a n1 fagons de compléter la tache a; et n, fagons de compléter la
tache a,. .. et n, facons de compléter la tache a,, alorsil y a nyn, . .. n, fagons de compléter

toutes les taches.

Remarque 1.1.4. Dans un produit cartésien 1'ordre d’un couple (4,b) est important, les
couples (a,b) et (b, a) sont différents.
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1.1.3 La soustraction (principe d’inclusion et d’exclusion)

Parmi 25 étudiants, 14 étudient les mathématiques, 10 étudient I'informatique, et 5 étu-
dient les deux. Combien y a-t-il d'étudiants qui n’étudient ni les mathématiques ni l'informatique?
Nous devons avoir 14 — 5 = 9 personnes qui étudient les mathématiques mais pas l'infor-
matique. Et 10 — 5 = 5 personnes qui étudient I'informatique mais pas les mathématiques.
Il reste donc 25 — (9 4+ 5+ 5) = 6 personnes qui n’étudient ni les mathématiques ni 1'in-
formatique.

On peut obtenir ce résultat facilement en utilisant le principe d’inclusion-exclusion qui

donne le nombre d’étudiants ne possédant pas ces deux propriétés, 25 — 14 — 1045 = 6.

Principe combinatoire de I'inclusion-exclusion : Si A; et A, sont deux ensembles de A,
alors on inclue I’ensemble entier, ensuite on exclue (soustraie) les ensembles simples A; et

A, et enfin on inclue (ajoute) 'intersection des 2 ensembles A; N Ay,
|A1 N Az| = |A] — [A1] — [Az| + A1 N As|.

Soit Sy la somme des cardinalités de toutes les intersections de k-uples des A;. On

généralise la formule d’inclusion-exclusion de fagon alternative comme suit [T12],
[ATNAy N -NA =|A —S1+S—S3+ -+ (=DFS + -+ (=1)"S,.. (1.1)

1.1.4 L’égalité (la bijection)
Le principe de la bijection fait que deux problemes ont la méme solution.

Définition 1.1.5. Une fonction f : A — B est dite injective si elle vérifie,

V(x,x) e Ax £ x = f(x) # f(x).
Sens combinatoire : Si deux objets ne sont pas affectés a la méme boite, alors la fonction

est univoque, ou injective.

Définition 1.1.6. Une fonction f : A — B est dite surjective si elle vérifie,
Vy € B,3x € B, f(x) =y.
Sens combinatoire : Le placement d’objets de 'ensemble A dans les boites de 1’ensemble

B ne laisse aucune boite vide.

Définition 1.1.7. Une fonction f : A — B est une bijection si c’est une injection et une

surjection.

Le principe de la bijection : Deux ensembles ont la méme cardinalité si et seulement s’il
existe une bijection entre les deux ensembles. Le principe est en fait applicable a n'importe
quel ensemble, peut importe leur cardinalité.
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Exemple 1.1.8. Il y a autant de sous ensembles de A ayant k éléments que de sous-ensemble
de A ayant n — k éléments. Trouvant une bijection entre les sous-ensembles ? Il suffit de re-
marquer que si B C A est un ensemble de k éléments, alors A \ B sera un ensemble de n — k
éléments. Le processus est inversible et il y a autant de sous-ensembles de k éléments que

de sous-ensembles de n — k éléments.

En plus, si A et B sont des ensembles finis, respectivement de cardinalités 7 et k, alors on

a les égalités suivantes,

1) |B"| = k", 2) |Fonction[A, B]| = k",
3) |Surj[A]l| =n!,  4)|Inj[A,B]| = k&

Rappelons nous les notions suivantes ( x une variable),

- Factorielle décroissante : x* = x(x —1)(x —2)--- (x —k+1),

- factorielle croissante : x* = x(x+1)(x+2)--- (x +k—1).

1.1.5 Existence

Principe des tiroirs de Dirichlet ou principe du pigeonnier, est un principe mathéma-
tiques particulierement simple a énoncer et a comprendre, et qui a plusieurs applications
particulierement intéressantes en mathématiques. Ce principe a été appliqué pour la pre-
miere fois par Peter Dirichlet en 1834. Il nous permet de répondre aux questions de la

forme "Il existe au moins un...".

Le principe du pigeonnier : Si on souhaite placer n + 1 objets ou plus dans n boites, alors

au moins une boite contiendra deux objets ou plus.

Exemple 1.1.9. On veut montrer que dans une classe de 13 étudiants, au moins deux étu-
diants sont né le méme mois. Les boites sont les mois et les objets sont les étudiants. Le
principe du pigeonnier nous affirme donc qu’au moins un mois de ’année désigne plus

qu'un étudiant. c’est a dire qu’au moins deux étudiants sont né le méme mois.

Pour plus d’informations sur le sujet de cette section consulter [DW14, T12].

1.2 Structures élémentaires

Définition 1.2.1. Une classe combinatoire est un ensemble A fini ou dénombrable sur

lequel une application de taille est définit,

|-]: A—= N,

qui associe a chaque élément a € A un entier |a|. Régulierement, on dénote A, I'ensemble

des objets a, de taille n qui utilisent les mémes éléments de A.
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Dans une classe combinatoire, on cherche une formule explicite qui compte le nombre

d’objets de taille n, sous certaines conditions. Cependant, une telle formule n’est pas tou-

jours facile a determiner d"une facon directe. Associer une fonction génératrice ordinaire

au probleme qui code le nombre des objets comme le nombre d’occurrences de z" est une

étape importante dans le processus de la solution [CS19]. Des exemples d’objets : Permu-

tations, Mots, Arbres, Graphes, Chemins, etc.

Exemple 1.2.2. Soit A = {0,1}. L'ensemble de tous les objets est,
(Au)n>0 = {¢,0,1,00,01,10,11,000,001, . ..,110010, . ..}.
Le nombre d’objets possibles de taille 7 est,

‘An| — 27’1.

Définition 1.2.3. On appelle série formelle toute suite (A, ),>o d’éléments a, de A écrite

sous la notation,

A(x) =) apx".

n>0

(1.2)

Par exemple, écrivant quelques séries connues qui ont des coefficients en forme explicite,

2n+1)
(1,2/6,16/120,..., T,/ (2n+1)!,...) <= ) _ T,

n
(L,1,1/2,...,1/n,...) <= ) r _

G ()G =E0)

ot T, sont les nombres tangents qui comptes les permutations alternantes de {1,2, ..

1.

On peut enrichir cette définition par quelques propriétés

1. L’addition : L’addition de deux séries s’écrit,

Ax) +H(x) =) anx" + ) bx" =) dux",

n>0 n>0 n>0
avecd, =a,+0b,, (n>0).

2. La multiplication : La multiplication de deux séries s’écrit,

Ax)H(x) = (Y anx™).(Y bpx) =) dux”,

n>0 n>0 n>0

avecd, = Yo akby—r, (1 >0).

., 2n +
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3. La puissance : La puissance d"une série s’écrit,

Am(x) - (Z anxn)m = Z ﬂl‘lﬂiz . e ailnxi1+i2+“'+im.
n20 it i =n
il/---rimzo

Consultez [L03, Chapitre 2] pour des suites bien connues des fonctions génératrices.

Définition 1.2.4 (Laplace et Euler). Soit a, = (ay,...,a,) une suite de réels ou de com-
plexes. On appelle fonction génératrice ordinaire et fonction génératrice exponentielle sur

I’ensemble des a,, les deux séries formelles Gen et Exp, données respectivement par,

Gen(x) = ) anx". (1.3)
n>0

Exp(x)=)_ an%y:. (1.4)
n>0 :

Exemple 1.2.5. On cite deux exemples,

1. (}) est le coefficient binomial,

k
ny k _ kX n
I{;)(]Jx = k;:)n 0= (1+x)™
2. F, est le n’®"¢ nombre de Fibonacci,
X
LB = i

n>0

Remarque 1.2.6. Il existe une correspondance biunivoque entre une suite et sa fonction
génératrice [CS19]. Cela peut étre représenté par,

(ag,a1,a2,...,ay,...) < Z ax".
n>0

Vous trouverez des fonctions génératrices pour certains nombres dans les sections qui

suivent dans ce chapitre.

Remarque 1.2.7. L'algebre du développement correspondant aux fonctions génératrices
ordinaires est connue sous le nom d’algebre de Cauchy et aux fonctions génératrices ex-
ponentielles est appelée calcul symbolique.

Pour voir plus de détails, des informations sont disponibles dans diverses sources,
notamment [C74, DW14, L03, L17, N69, W06].

Définition 1.2.8. Un poset (partially ordered set) est un ensemble P muni d'une relation
d’ordre <. C-a-d,

1. de réflexivité : Vx € P,x < x,
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2. de transitivité : Vx,y,z € P, si x <y et y <z alors x <z,

3. d’antisymétrie: Vx,y € P, si x <y et y < x alors x =y.

Définition 1.2.9. Soit ¢ : P; — P, une application d’un poset P; vers un poset P,. On dit
que ¢ est un morphisme de posets si ¢ préserve 'ordre des éléments. C’est-a-dire,

x <p y=2E&(x)<p,&(y), VxyeP. (1.5)
Consulter les documents [DP02, M37].

1.2.1 Choisir des objets

On s’interesse au probleme de choisir k objets parmi un ensemble de n objets. Pour
résoudre le probleme, on est en présence de 4 cas par apport a l'ordre et la remise comme

le montre le tableau au dessous.

Choisir k objets parmi n

Sans remise Avec remise

n+k— n+k—1)!
Sans ordre || (}) = PG ( le h = (k!?;—ll))!'

Avecordre | nt = =] n

Maintenant, on s’interesse au nombre de permutations de 17 objets de type 1, n, ob-
jets de type 2, n3 objets de type 3,...,n; objets de type k. On appelle ce nombre par le

coefficient multinomial donné par la formule,

n _(mAmt-+m)t w6
nq,ny, ..., Nk ”1!712!'~-le!

1.3 Objets combinatoires

1.3.1 Mots

Définition 1.3.1. Un alphabet W, est simplement un ensemble fini de lettres.

Définition 1.3.2. Un mot de longueur n sur I'alphabet W est une suite de  lettres,

W= wWiwWy - - - Wy, w; € W.
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On dénote :

— |w| la longueur d’un mot qu’est le nombre de lettres qu’il contient.

— W" I’ensemble de touts les mots de longueur n.
— W* I’ensemble de tous les mots, c.-a-d. : W* =) > W".

— Le mot w = abccddwzzz a pour évaluation abc?d?wz®.

Exemple 1.3.3. Soit W = {a,b}, on a donc :

W? = {aa,ab,ba,bb},

W* = {e€,a,b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab, abb, bbb, baa, bba, . . .}.

1.3.2 Partitions

Définition 1.3.4. Une partition de l'entier n est une suite d’entiers positifs écrit sous la

forme,

avec,

1. Ar > A >

2. M+ A+

Et on dénote,
— Abn
— A
—I(A)=1":
— P(n)
— P(n)
— P(n,k)
— P(n,k,j) :

)\:(/\1,)\2,...,)\]() ou /\:)\1/\2...)\](,

...zAk,

: la partition (partage) de n,
:les parts de A,

la longueur de la partition,

: ’ensemble des partitions de 7,
: le nombre de partitions de ,

: le nombre de partitions de n avec exactement k parts,

le nombre de partitions de 1 avec k parts dont la plus grande est < j,

— On peut écrire A = (1™,2™2, ..., I"), m; est la multiplicité de i dans A.

Exemple 1.3.5.

1. Le partage de 'entier 50 peut s’écrire comme,

50 =(9,8,8,7,5,5,5,3), ou 50 = 98875553.

2. On determine I"’ensemble des partitions des entiers 0,3 et 6 comme suits,
P(0) = {0},
P(3) ={3,21,111},
P(6) = {6,51,42,33,411,321,222,3111,2211,21111,111111}.

3. On calcul aussi,

P(6) =11,

P(6,1) = P(6,5) = P(6,6) = 1,P(6,2) = 3,P(6,3) = 3 et P4(6) =2,

P(6,3,3) =3,P(6,2,3) =1, etainside suite.
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Le nombre de partitions de n en k parts vérifie la relation de recurrence suivante,
P(n,k)=P(n—1,k—1)+P(n—k,k),

avec Py(0) = 1.

On dispose pas d"une formule exacte ( simple ) pour calculer le cardinal de I'ensemble
P(n). Cependant, une formule approximative remarquable a été donnée par l'indien Sri-

nivasa Ramanujan [CG96],

1
4n+/3

On peut définir algébriquement le nombre de partitions par la fonction génératrice sui-

P(n) ~

exp(rtv2n/3). (1.7)

vante,
1

(1—x)(1—x2)---(1—xk)

Remarque 1.3.6. Hardy et Ramanujan ont donnés une formule exacte plus complexe et

=14+ P(1)x+P2)x>+ -+ P(k)x*. (1.8)

modifier plus tard par Rademacher en 1937.

1.3.3 Permutations
Les lecteurs qui sont intéressés par cette section, sont invités a consulter [B68, B04].

Définition 1.3.7. Une permutation ¢ de taille n est une bijection entre 'ensemble E =
{1,2,...,n} et lui méme. Une permutation ¢ de E est,

oc={(,0) | i€E}.

L'ensemble des permutations est noté S[E]. Le cardinal de S[E] est n!. On peut représenter
une permutation comme,

1 2 ... n
o= ou o =0102...0y4.
oy O ... Oy

On note I'ensemble de permutations d’un ensemble de cardinalité n par permutation de S,,.
Exemple 1.3.8. Soit E = {1,2,3,4}. Le nombre de permutations est 4! = 24.
[4] = {1234,1243,1324,1342,1423,1432,
2134,2143,2314,2341,2413,2431

3124,3142,3214,3241,3412,3421
4123,4132,4213,4231,4312,4321}.
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Par exemple On choisit une permutation o de [4] et on 'écrit sous forme matricielle,

1234
o= .
2314

Inversions d’une permutation de [n] : On dit qu’un couple (i, j) € IN? forme une inversion
de la permutation o si,
i<j alors 0; > 0j.

On dénote inv(c) le nombre d’inversion de ¢. Par exemple le nombre des inversions de

’ensemble de permutation [4] est,

3

<
—~

Q
~—

o
1234
1243,1324,2134,
1342,1423,2143,2314,3124
1432,2341,2413,3142,3214,4123
2431,3241,3412,4132,4213
3421,4231,4312
4321

AN U1 = W N -, O

Pour voir 'application de ce principe, consultez la section 3.5 du chapitre 3.

1.3.4 Orbites, décomposition en cycles

Définition 1.3.9. On appelle orbite la partition O, de E qui a comme parts les sous-

ensembles,
O(0;) = {d*(i), k € Z} pourtout i€ E.

1234
Exemple 1.3.10. Reprenant la permutation precedente o = ( 5314 > .Ona,

O1) ={1,0'(1),0*(2)} = {1,238}, O(4) = {4}.
La permutation o admet 2 orbites.

Définition 1.3.11. On dit qu'une permutation ¢ est circulaire de E, si

O, =E, VieE.

1

Définition 1.3.12. Le support d"une permutation ¢ est I'ensemble définie par,
supp(o) = {1<i <n o # i}, (1.9)

Pour I'exemple 1.3.10 , supp(c) = {1,2,3}.
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FIGURE 1.1 — Une permutation circulaire.

Définition 1.3.13. Le point i est dit point fixe pour o si,
o(i) =i.
Dans I’'exemple 1.3.10, le nombre 4 est un point fixe.

Définition 1.3.14. Un cycle de longueur [ (2 <[ < n) est une permutation o, tel que
1. supp(o) = {i1,ia, ..., 71},
2. i, = i]-H eto;, , =ji,avecj=0,2,...,1 -1

Ce cycle de longueur [ est noté (iy, iy, .. ., ).

Définition 1.3.15. Une permutation ¢ de taille n est un cycle si tous ses éléments appar-

tiennent a la méme orbite (Une autre définition).

Remarque 1.3.16. La démarche a suivre pour construire les différents cycles de longueur
n, c’est de prendre 1'élément 1 comme point fixe et faire permuter les autres n — 1 éléments.
- Le nombre de cycles de longueur 4 d"une permutation [4] est,

{(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432) }.

- Le nombre de cycles de longueur 2 d’une permutation [4] s’écrit en cycles disjoints

comme suit,

{(1)(234), (1)(243), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (134)(2), (143)(2),
(124)(3), (142)(3), (123)(4), (132)(4) }.

Remarque 1.3.17. 1. Le nombre de permutations de [n] & un cycle de longueur n égale
(n—1).
2. Le nombre de permutations de [n] composées de k cycles disjoints égale au nombre
de Stirling de premiére espéce c(n, k).
1.3.5 Groupe symétrique

Définition 1.3.18. Une transposition T est une permutation qui échange deux éléments

distincts, en fixant les autres. On note 7(ab) la transposition T qui change a et b, définie
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par,
T(a) =b,7t(b) =a et (i) =1i,Vi ¢ {a,b}. (1.10)

Exemple 1.3.19. La transposition (13) de la permutation 143265 est la permutation 341265.

Définition 1.3.20. Soit E un ensemble non vide. On appelle groupe symétrique sur E,
I'ensemble G des bijections de E dans E, muni d"une loi de composition et d"un élément
neutre. Les éléments de E sont les permutations possibles.

Exemple 1.3.21. Soit E = {1,2,3,4}. o et u sont des permutations de E, alors
0 =2314 € Gy, et u=4312 € G4.

Les compositions de o , o o et ¢! sont,

ocou=4123,
poo = 2413,
ol =3124.

En appliquant la transposition T sur les paires d’éléments de I'ensemble E, alors le groupe
symétrique &, sera construit.
1.3.6 Diagrammes de Ferrers

Définition 1.3.22. Un diagramme de Ferrers F est un ensemble de n points du plan, ayant
les coordonnées (i, j) entieres, tels que (7,j) € F. On écrit,

F={(i,j)eEN* |0<j<k—1 et 0<i<A;—1},

avec A = (A1, Ay, - -+, Ax) une partition de l’entier n.

Définition 1.3.23. Si on transpose les lignes et les colonnes d'un diagramme de Ferrers
d’une partition A, on obtient un diagramme de Ferrers d’une autre partition A. Ce dia-
gramme est appelé le diagramme conjugué. Le partage A= ()Cl,/fz, Az, . .) dont A estle
nombre de parts de A qui sont > i.

Exemple 1.3.24. Le diagramme de Ferrers pour n = 14 , A = (4,3,1,1) et la partition
conjuguée A = (4,2,2,1) sont,



Chapitre 1. Préliminaires 18

. .
. o o
o o o o o
e o o o e o o o
A A

FIGURE 1.2 — Diagramme de Ferrers et leur conjugué.

1.3.7 Tableaux de Young

Définition 1.3.25. Si on remplace les points par des carrés juxtaposés dans le diagramme

de Ferrers, alors on appelle le diagramme résultant le diagramme de Young.

Définition 1.3.26. Un tableau de Young T semi-standard (T'SS) est un remplissage du dia-
gramme de Ferrers de A tel que les entrées (entiers) soient croissantes au sens large sur les
lignes de la gauche vers la droite, et soient strictement croissantes sur les colonnes du bas

vers le haut, c’est-a-dire
{T(,j) <T(@+1,j)} et {T(ij) <T(@Gj+1)}.

Exemple 1.3.27. Un des tableaux de Young semi-standard pour n = 13 et A = (5,4,2,2)
est représenté dans la Figure 1.3.

121 7
3,419

8|8
4 4
212
11

FIGURE 1.3 — Tableau de Young semi-standard.

On peut lire dans le tableau de Young de deux fagons. La premiere est la lecture ligne,
en lisant les lignes de T de la gauche vers la droite et du bas vers le haut. La deuxiéme
est la lecture diagonale de T, en lisant du bas vers le haut sur chaque diagonale D, dans
l'ordre décroissant des k. L” évaluation d’un diagramme de Young T de taille n est une
composition (1, fa, . .., tin), OU y; est le nombre d’occurrences de la lettre i dans T.

Exemple 1.3.28. On lit le diagramme de la Figure 1.3 comme suit,

- Lalecture ligne : 11349 | 22127 | 44 | 88,
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- Lalecture diagonale: 8 | 48 | 24 |12 | 112|374 |9,
- L'evaluation: (2,2,1,3,0,0,1,2,1,0,0,1,0).
Définition 1.3.29. Le nombre de Kostka K}, est le nombre de tableaux de Young de forme

A et d’évaluation p.

Définition 1.3.30. Un tableau de Young T standard est le tableau ayant pour lecture ligne

une permutation (u = (1,1,...,1)).

8 |11
4 10
2161213
113|579

FIGURE 1.4 - Tableau de Young standard.

1.3.7.1 Formule d’équerres

La formule des équerres est une formule qui permet de calculer le nombre de tableaux
de Young standard de A, due a Frame et al [D59]. L'équerre H; ; est défini par les cellules se
trouvant a la droite de (i, ) sur la ligne i et au-dessus de (i, j) sur la colonne j et la cellule

(i,7) elle-méme. 1’équerre correspondant est,

Hij = {( 1)} U{G@ )] >y u{@ )" > i}),

ol h;; = |H; j| la longueur de I'équerre partant de la cellule (i, j).

Exemple 1.3.31. L'équerre partant de l'étoile est de longueur 4, on a donc hp; = 4.

[

Théoreme 1.3.32 (Formule des équerres). Soient n € IN et A une partition de n. Alors on a

la formule suivante qui calcule le nombre de tableaux de Young standard de forme A,

[ (1.11)

ot le produit porte sur toutes les cases du tableau de Young de forme A.

Exemple 1.3.33. Pour le partage (2,2,1) - 5,ona

22 = S =5 tableaux standards de la forme (2,2,1).

Le lecteur est invité a consulter [K70, S90, S13, Y00].
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5| 5 4
3 4 24 3 5
12 13 12
” 3
2 5 2 5
13 14

FIGURE 1.5 - Tous les tableaux standards de forme (2,2,1).

1.3.8 Chemins dans le plan N x IN

L’étude des chemins dans la combinatoire énumérative est intéressante, et des appli-
cations importantes existent dans presque tous les domaines des mathématiques [H10,
HKS03, K65, M79]. On trouve dans [BA17] un apercu général sur les résultats récents sur

le sujet.

Définition 1.3.34. Un chemin nord-est P = (po, p1,. .., Pn), dans le plan discret N x N,
est une suite des pas (nord-est) qui commence par 1'origine (0,0) et se termine au point
(k,n), tel que

(i,j) = (i—1,j—1)4(0,1), pas verticale (nord);
= (i—1,j—1)+4(1,0), pashorizontale (est).

(5,4)

(0,0)

FIGURE 1.6 — Un chemin nord-est de (0,0) a (5,4).

L’ensemble des chemins dans un plan de k pas horizontales et n pas verticales est
énuméré par les coefficients binomiaux (”;(rk). En d’autre terme, les coefficients binomiaux

énumerent tous les chemins allant de (0,0) au point (n — k, k).
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1 1 1 1 1

FIGURE 1.7 — Les nombres de chemins

On peut représenter un chemin sous la forme d’un mot w construit par la concatenation
des deux alphabets {x1, x2,...,x,} et {y1,¥2,...,Ym}. Les x; sont les pas horizontaux dans
le niveau i(i = 1, 1), et les y; sont les pas verticaux dans le niveau j(j = 1,m)( voir 1.8).

M

x%y% X1y1x2Y2 X1 y%xg
Y133Y3 Y1X2Y23 yix3

FIGURE 1.8 - Tous les chemins de (0,0) a (2,2) et les mots correspondants.

1.3.8.1 Correspondance entre tableaux de Young et chemins

Dans un tableau standard de Young de partition A = (k, n), les cases sont remplies de
gauche a droite dans chaque ligne. Si le ieme pas dans le chemin P est un pas horizontal,
entrer le i dans la premiére case non remplie de la premiere ligne. S’il s’agit d'un pas
vertical, entrer le i dans la premiere case non remplie de la deuxiéme ligne. L'illustration
suivante assure cette correspondance,

(4,3)

‘ \235
(0,0) \1467

FIGURE 1.9 - Correspondance entre un tableau de A = (4,3) et un chemin
de (0,0) a (4,3).
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1.3.8.2 Aire de chemin
Soit Ii(p;) le nombre de cases qui se trouvent sous le pas horizontal p;.

Définition 1.3.35. L'aire de P est le nombre de cases (dont 'aire est 'unité de surface) qui

se trouvent sous le chemin, c-a-d :

Aire(P):= Y. h(pi) (1.12)

pi horizontal
Exemple 1.3.36. L'aire de I’exemple dans la Figure 1.6 est égal 10.

Définition 1.3.37. L'énumération de cette aire associée au chemin P donne les coefficients

g-binomiaux,
-5

Exemple 1.3.38. Pour n = 4 et k = 2 on présente les 6 chemins, et le polyndme correspon-
dant,

3
{2] =14+qg+2¢*+¢ +4q*
q

=n wm

i
= wa

FIGURE 1.10 — Tous les chemins et I'aires correspondantes

||
H

e (0,0)a(2,2).

(oW

Le lecteur est invité a consulter [B18, DP02, M79].

1.4 Fonctions symétriques

La théorie des fonctions symétriques a de nombreuses applications en combinatoire
énumeérative, ainsi qu’a d’autres branches des mathématiques comme la théorie des groupes
et la géométrie algébrique [M95].

Soient X = {x1,x2, x3, ...} un ensemble dénombrable et Z[x1, xy, . . .] 'anneau des poly-
ndmes, a coefficients entiers, en les variables x1, xp, . . .. Le groupe symétrique ®x des per-
mutations de X agit de facon naturelle sur ’anneau Z[xy, x2, . . .]. Les polyndmes invariants
par permutation des variables sont dites symétriques et Z[x1, xa, . ..|®* le sous-anneau des

polyndmes symétriques.
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Définition 1.4.1. Soit X = (x1,x,x3,...) un ensemble de variables dénombrables. Une

fonction symétrique homogene est une série formelle invariante sous toutes les permuta-

tions possibles de ses variables x1, x2, x3, . ... On écrit,

f(xw(l),xw(z),xw(3), .. ) = f(xl, X2,X3,.. ) = E anx”.

n>0

1.4.1 Fonctions symétriques monomiales

Définition 1.4.2. Soit A une partition de longueur < n. Pour touta = (aq, a0, ..

on appelle fonction symétrique monomiale tout polynéme m, écrit,
m)\(xll'XZI T /xn) = Zxa/
o

avec x* = x7'x5% ... xy" est un mondme de m,.

Exemple 1.4.3. Pourn = 4,on a

mq (4) = x1+x2+x3+ x4, Mi1111 (4) =0,
my (4) = X1X2 + X1X3 + X1X4 + X2X3 + X2X4 + X3X4,
mo(4) = x3+x5+ x4 x5

(1.13)

., 0y) €N,

(1.14)

Proposition 1.4.4. Pour tout k > 0, l'ensemble {m, | A - k} des fonctions symétriques

monomiales est une base de Z. En plus dimZ; = P(k), le nombre de partitions de k.

Pour voir la démonstration de cette proposition consulter [E19, chapitre 1].

1.4.2 Fonctions symétriques élémentaires et complétes

Définition 1.4.5. La fonction symétrique élémentaire est la somme de tous les produits de

n variables distinctes x; donnée par la formule,

alm) =muy =V xxom,
1<ii<ip<iz <+ <ip<nm

avec eg = mgp = 1.
Exemple 1.4.6. Pour n =4, on a
61(4) = M1 = X1+ X2+ X3+ Xg,

er(4) = mi = x1xX2 + x1x3 + X1Xg + X2X3 + XpXg + X3Xy,

e3(4) = miy = X1X2X3 + X1X2X4 + X1X3X4 + X2X3X4.

(1.15)



Chapitre 1. Préliminaires 24

La fonction génératrice des e, (1) est,
n n
Yo et =TT+ xit). (1.16)
k=0

i=1

Interprétation : On peut donner une interprétation de e3(4) par partition et pour n = 4 (la

premiére colonne de chaque diagramme de TSS),

e3(4) = x1x2X3 + X1X2X4 + X1 X3X4 + X2X3X4.
Remarque 1.4.7. Pour chaque partition A = (A1, A2, ..., Ax), on introduit

€A = €)60, t B
Par exemple pour n = 4, 0ona: ey = (¥1 + %2 + x3 + x4)°.

Remarque 1.4.8. Le sous-anneau Z[x1, Xy, . . .|®* est engendré par les fonctions symétriques

élémentaires.

Définition 1.4.9. La fonction symétrique complete est la somme de tous les produits de n

variables distinctes x; donnée par la formule,

h(n) =Y my = Y. Xiy Xy Xiy, (1.17)

‘/\kk i1<i2<i3<---<ik<n

avec hy = mgp = 1.
La fonction génératrice des hy(n) est
(o] n
Y ot =T —xt) n (1.18)
k=0 i=1
Exemple 1.4.10. Pour n = 3,0n a
) = m=x1+x+x3
h2(3) = mp-+my = X% + x% + X% + X1X2 + X1X3 + X2X3,

h3(3) = mz+my +mp

= X3+ x5+ x5 4 x3x0 + x3x3 + 15x1 + X33 + x¥3x1 + X3x0 + X103,
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Interprétation : On peut donner une interprétation de h3(2) par partition et pour n = 4 (la
premiére ligne de chaque diagramme de TSS),

]
][]

Le mono6me associé a un tableau est le produit de tous les x; (j_1 ). Alors,
h(3) = x3 4 x5 + x5 + x1x0 + X713 + X2X3, .
Remarque 1.4.11. Pour chaque partition A = (A1, Ay, ..., Ag), on introduit
hy = hy, by, -+ - hy,

Par exemple pourn =3,ona: hpy (3) = (x% + x% + xg + x1x0 + x1x3 + x0x3) (X1 + 20 +
X3).

En regardant les deux fonctions génératrices de e, et Iy, on peut conclure les liens
fondamentaux entre les fonctions symétriques élémentaires et completes données par les
relations suivantes,

e(t)h(—t) =1, (1.19)

n
Y (=Dfehty =0, n>1. (1.20)
k=0

1.4.3 Sommes de puissances

Définition 1.4.12. La fonction symétrique somme de puissances est la somme de tous les

n variables distinctes x; donnée par la formule,

pr(n) =Y m =Y xf, (1.21)
i=1

ARk

avec pg = mgp = 1.

La fonction génératrice des py(n) est

Yoptt =y (1.22)
k = . .
k=0 = (1 —xt)
Exemple 1.4.13. Pour n = 3,0on a
p1(3) = my=x1+4x+ 13,
p2(3) = my=x{+x5+x3,

p3(3) = m3=x+x3+ x5
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Remarque 1.4.14. Pour chaque partition A = (A1, Ay, ..., Ag), on introduit

PAr = PyPry s Page

Par exemple pour n = 3,0ona: pp1)(3) = (¥ 4 x3 + x3) (x1 + x2 + x3).

1.4.4 Fonction Schur

Les fonctions Schur ont été introduites par Schur, et elles interviennent de maniere
profonde dans les applications des fonctions symétriques.

Définition 1.4.15. (Combinatoire) Pour toute partition A et tout entier n > 1. On appelle
s, la fonction Schur associée a A notée par,

sa= Y. «xl, (1.23)

TETSS(A)
ol TSS sont tous les tableaux semi-standards définirent en 1.3.26.

Exemple 1.4.16. Les tableaux semi-standard de A = (2,1) pour n = 2 sont,

2 2

s L2

FIGURE 1.11 - Les deux tableaux semi-standards de A = (2,1) pour n = 2.

Et la fonction de Schur s’écrit,

Sy1 = X%X2 + x%xl.

Pour s’enrichir et avoir plus de détails sur les fonctions symétriques, consultez la docu-
mentation [E19, F74, M37, M60, M95, Ma79, MR15, S82, S91].

1.5 Coefficients binomiaux et bi’nomiaux

1.5.1 Coefficients binomiaux

Le Traité du triangle arithmétique est une des ceuvres les plus célebres de Pascal. Ce-
pendant, les historiens se sont contestés a Pascal l'originalité de cette découverte, bien
qu’ils trouvait déja ce triangle en Inde, chez les musulmanes (Omar khayydm) et méme
chez de nombreux auteurs occidentaux du XV I¢ siecle [G19, B93].

Définition 1.5.1. Soient n,k € IN avec k < n. On appelle coefficient binomial le nombre

(%) qui égale au nombre de sous-ensembles a k éléments d'un ensemble de 7 éléments. Ces
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coefficients peuvent étre obtenus a partir de la fonction génératrice comme les coefficients

dans le développement de 1'expression,

(1+x)" = f (Z) x*, (1.24)

ny n! k<
k) " -0 ="

Comme propriétés déja établies, on a

avec,

1. la relation de la symétrie,
2. la relation de récurrence,
n\ (n-—1 n n—1
k) k k—1)

En placant les valeurs des coefficients binomiaux dans un tableau de forme triangu-

Pour plus d’identités, voir [R68].

laire, on obtient le triangle de pascal.

n\k 012 3 4 5 6 7 809
0 1

1 11

2 121

3 133 1

4 146 4 1

5 1510 10 5 1

6 161520 15 6 1

7 172133 21 7 1

8 18 2856 70 56 28 8 1
9 19 36 84 126 126 84 36 9 1

TABLE 1.1 — Triangle de Pascal.

1.5.2 Coefficients bi*nomiaux

Bondarenko [B93] a donné une interprétation combinatoire des éléments (i), de tri-
angle de Pascal généralisé, comme étant le nombre de fagons différentes de répartir k objets
uniformes sur n boites, chaque boites pouvant contenir au plus s objets, 0 < k < sn.

Les coefficients bi*moniaux sont une extension naturelle des coefficients binomiaux, et
ils sont définis de la maniere suivante ([AB87, B86, B93, SH79] et récemment Belbachir et
al [BBKOS] ),
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soient s > 1 etn > 0 deux entiers, pour un entier k = 1,2, ..., sn, le coefficient bi*monial

(1), est défini comme étant le k-ieme coefficient dans le développement,
sn n
(1+x+x2+---+xs)”=Z()x", (1.25)
S

avec (), = O pour k < 0ouk > sn.
Remarque 1.5.2. Sis = 1, alors (}); = () est le coefficient binomial classique.

Une expression via les coefficients binomiaux,

") = " ]:1>...<j5.1>. 1.26
<k>s ]’1+j2+;+]'sk (]1> (]2 ]5 ( )

Exemple 1.5.3. Pour s = 2 et n = 2 on écrit la formule de bi’nomial,

2 2
A+x+22)2=Y (7) 2
k=0 k

2

et comme,

dong,
(1+x+x2)% =1+ 2x + 32 4+ 2> + 2%,

On présente ici quelques propriétés déja établies dans la literature des coefficients

n n
<k>s N <Sfl - k) s, (127)

2- La relation de récurrence longitudinale

<Z>s B mio <: _ ;)s (1.28)

3- La relation de récurrence diagonale

@ N mi:o <:1> (k " m>1 (1.29)

Le théoreme de Moivre [M67] au dessous donne une expression qui exprime les coef-

bi*nomaux,
1- La relation de symétrie

ficients bi*nomiaux avec un unique symbole de sommation.
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Théoréme 1.5.4. L'identité suivante est satisfaite,

<Z>S _ Lk/g)m(_l)j <7> (k _j(i:11)n — 1>' (1.30)

On présente les coefficients bi*nomiaux pour s = 2 par le tableau de forme triangulaire

suivant,
n/k 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 1
1 1 1 1
2 1 2 3 2 1
3 1 3 6 7 6 3 1
4 1 4 10 16 19 16 10 4 1
5 1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1
6 1 6 21 50 90 126 141 126 90 50 21 6 1

TABLE 1.2 — Triangle des coefficients bi*nomiaux s = 2

1.6 Nombres de Stirling

Cette section est consacrée a 1’étude des nombres introduits au xviii® siecle par James
Stirling et intervenant en particulier en théorie des probabilités et dans 1’étude de la fia-
bilité de certains circuits électroniques. Il en existe deux especes, nommés les nombres de
Stirling de premiere espece et les nombres de Stirling de deuxieme espece [S30, DW14].
Diverses notations sont utilisées pour les nombres de Stirling, mais celles que ’on utilisent

sont,
o ¢(n, k) pour les nombres de Stirling de premiére espéce,
o S(n, k) pour les nombres de Stirling de deuxiéme espece.

Répondant aux deux questions suivantes,

» Q; : Combien y a-t-il de permutations de [#] qui contienne exactement k cycles?

» Q, : Combien y a-t-il de partitions de [1] en k blocs?

1.6.1 Nombres de Stirling de premiere espéece

Dans cette section, on étudie les propriétés élémentaires des nombres de Stirling de
premiére espece (non signé) ainsi que leur interpretation combinatoire (voir [K92]).

R; : On sait que le nombre de permutations de [3] est 6, comme il est montré au dessous,

3] = {123,132,213,312,231,321}.
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Maintenant, cherchant une autre configuration qui consiste a déterminer tous les cycles
possibles de [3],

(123)(132)  ((1)(23))((12)(3))((13)(2))  ((1)(2)(3))

1 cycle 2 cycles 3 cycles
L'exemple précedent peut se généraliser sur k cycles de [n].

Définition 1.6.1. Le nombre de permutations de [n] qui fournissent exactement k cycles
est le nombre de Stirling de premiére espece c(n, k).

En gardant le méme principe, le nombre de Stirling de premiére espece peut étre interpre-
ter comme la somme de touts les produits de n — k éléments de 'ensemble {1,2,...,n —1}. Par
exemplec(5,2) =1-2-3+1-2-44+1-3-442-3-4=050.

1.6.1.1 Relations de recurrence

Utilisant le principe de 1’élément distingue. Pour se fair, on applique le principe sur le
dernier élément a, de l'ensemble A, = {ay,4az,...,a,}.
On est en présence de deux cas,
Cas 1: a, est un point fixe. Ceci revient a dire qu’il y a une seule fagon de chercher le
nombre de permutations de [n — 1] en k — 1 cycles, c’estc(n — 1,k — 1).
Cas 2 : g, est un élément. Ceci revient a dire qu’il y a n — 1 fagon de placer a, dans les
permutations de [n — 1] qui contient exactement k cycles, c’est (n — 1)c(n — 1, k).
En résumant, a partir de ces deux cas, le nombre de permutations de [n] en k cycles est

fournit par la recurrence suivante,
c(nk) =cn—1,k—1)+ (n—1)c(n—1,k). (1.31)

avec c(0,0) =1etc(n,0) = 0lorsque n > 0.
A partir de cette recurrence, on peut illustrer le triangle du Stirling de premiére espece

qui est de méme format que celui du Pascal.

n/k 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1

5 0 24 50 35 10 1

6 0 120 274 225 8 15 1

7 0 720 1767 1624 735 175 21 1

TABLE 1.3 — Nombre de Stirling de premiére espeéce.
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Une autre fagon de voir ces nombres, comme étant des coefficients des polynomes x"

dans la base x¥. C-a-d, on peut écrire de fagon unique le polynéme x" comme combinaison
linéaire des polynomes x*.

Définition 1.6.2. Les nombres de Stirling de premiere espéce sont les nombres qui figurent

comme coefficients dans la base x”,

¥ = Z c(n, k)xk, (1.32)

avec, X" = x(x+1)(x+2)--- (x +n—1).

Exemple 1.6.3. x" = x(x +1)(x +2)(x +3) = 6x' + 1122 + 623 + x* = c(4,1)x! +
c(4,2)x% +c(4,3)x% +c(4,4)x*.

Séries génératrices

Théoréme 1.6.4. Pour tout k € IN, on a

iy _ X" log" (14 x
Zk(—1)" Ke(n k)= = g(k!). (1.33)
n=
Démonstration. On a,
0 n
1+x)Y = Y vy,
n=0 n
[ee) n K x}’l
= n;)(k;)S(n,k)y )/
(o) n n 8
= L st
=0 n=
en autre et d’apres le développement de Taylor on a,
® Jog"(1+ x)
_ log(1+x) _ ) k
(1+2)? = oxprsen = ) BL TN,
par identification, on trouve
i ~ X" logh(1+x
Y (1) el Yy = OB,
n=k
O

Voici une formule explicite assez importante pour les nombres de Stirling de premiere

espece.
n! 1
c(n, k) =— D — (1.34)
k! n1+n2J;+nk:n ning ... N
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1.6.2 Nombres de Stirling de deuxiéme espece

R; : Pour donner une idée global, regardant la configuration au dessous qui montre le

nombre de facons de ranger trois boules numéroté de 1 a 3 en blocs (k = 1, 3).

FIGURE 1.12 — Les nombres de Stirling de deuxiéme espece S(3,k) = 1,3, 1.

Définition 1.6.5. Le nombre de partitions de [n] en k blocs est le nombre de Stirling de
deuxieéme espece S(n, k).

1.6.2.1 Relations de récurrence

Premiére relation : Utilisant le principe de 1'élément distingue. Pour partitionner 1] en k
blocs, il faut partitionner [n — 1], puis le dernier entier.

On est en présence de deux cas,

Cas 1: On peut partitionner [n — 1] en k — 1 blocs, et il reste une seule fagons pour le der-
nier entier, dans ce cas c’est le nombre S(n — 1,k — 1).

Cas 2 : On peut partitionner [n — 1] en k blocs, et il reste k fagons pour le dernier entier,

dans ce cas c’est le nombre kS(n — 1, k).

Ce qui reste est de regrouper les deux cas. Alors, on peut écrire la relation de recurrence
du nombre de Stirling de deuxieme espece,

S(n,k) =S(n—1,k—1)+kS(n—1,k), (1.35)

avec 5(0,0) =1 et S(n,0) = 0 lorsque n > 0.

A partir de cette recurrence, on peut illustrer le triangle du Stirling de deuxiéme espéce
qui est du méme format que celui du Pascal.
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n/k 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1

1 0 1

2 01 1

3 01 3 1

4 01 7 6 1

5 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 99 65 15 1

7 0 1 63 301 350 140 21 1

TABLE 1.4 — Nombre de Stirling de deuxieme espece.

Deuxiéme relation : Considérons cette fois le bloc dans lequel n apparait. Le choix de
placer certains entiers /, (I = 0,...,n — 1) dans ce bloc est (”?1). Cela dire qu’il nous reste
de placer n — 1 — [ entiers dans k — 1 blocs. Donc la recurrence est :

S(n, k) :E(”?1>S(n—1—l,k—l). (1.36)

1=0
Une autre fagon de voir ces nombres, comme étant des coefficients des polyndmes x"
dans la base xk. C-a-d, on peut écrire de fagon unique le polyndme x" comme combinaison

linéaire des polynomes x-.

Définition 1.6.6. Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce sont les nombres qui fi-

gurent comme coefficients dans la base x%,

=Y S(n, k)xk, (1.37)

avec, Xk = x(x —1)(x —2)--- (x —k+1).

Exemple 1.6.7. x* = S(4,1)x} 4+ S(4,2)x2 + S(4,3)x3 + S(4,4)xt = xL + 7x2 + 623 + 2.
Définition 1.6.8. Le nombre total de partitions de [n] sur touts les blocs est le nombre de
Bell,

B, = 2 S(n,k). (1.38)
k=0

Les premieres valeurs des nombres de Bell sont les suivantes,

n\012345678 9 10 ...
B, |11 2 515 52 203 877 4140 21147 115975 ...

1.6.2.2 Formules explicites

Théoréme 1.6.9. Pour tout (1,k) € N? on a,

k
S(nk) = % Y. (-1 <k> (k—i)". (139)
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Pour voir plus de détail sur cette formule voir [C74, SPS01].

Démonstration. (Preuve combinatoire) On sait qu’il y a k" fagons de ranger n boules dif-
férentes en k urnes différentes. Mais dans notre cas les urnes ne doivent pas étres vides.
Pour corriger ce mécanisme, on doit retirer les cas ot1 les urnes sont vides. On a (’f) fagons
de choisir i urnes vides et (k — )" fagons de ranger n boules sur k — i urnes. Maintenant,
le probleme est qu’on a retiré i + 1 fois les cas ot aux moins i + 1 urnes sont vides. Il faut
donc les ajouter au fur et a mesure a nouveau de cette fagon,

R (’;) (k—1)",
o <’2‘> (k—2)",

k -k
(-1’ ( ) (k— iy,
- i
Finalement, on doit retirer les cas ol les urnes sont ordonnées, car pour les nombre de

Stirling de 2/¢™¢ espece les groupes sont identiques (blocs). Alors, on obtient la formule,

B =gL (e

O]

Voici d’autres formules explicites assez importantes pour les nombres de Stirling de

seconde espece.
v
S(n k) == !

I TR
k! 1y 11120 ]

(1.40)

S(n, k) = Y. 11272 .. k%, (1.41)
ri+rp+-+re=n—k

Séries génératrices

Comme on a vu dans la section des séries génératrices que plusieurs importantes
suites, possedent des séries génératrices ordinaires et exponentielles, c’est le cas de la suite
des nombres de Stirling de deuxiéme espece. Pour k € IN, on a

k

X
7;(5 (. )z (1—x)(1—2x)...(1_kx>' (1.42)
2, S(n.k) "_(e"k—!l)’" (1.43)

n>k

Pour s’enrichir au niveau de démonstration voir [S99, DW14].
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Note : Henry Goud dans ces travaux [G60a, G60b] a pu établir un lien entre les deux
nombre de Stirling de deuxieme et de premiére espece par la relation,

S k—14+\ [ 2n—k -
S(n’k)_g<k—k+j> <k_k_],>c(n—k—|—],]). (1.44)
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Chapitre 2

Fonction symétrique élémentaire

généralisée

Introduction

Dans ce chapitre, d'une part, on propose une extension de la fonction symétrique élé-
mentaire pour interpréter les coefficients bi’nomiaux et leurs analogues. D’autre part, se-
lon cette fonction, on donne une interprétation de ces coefficients par les chemins dans
le plan IN x IN et par les pavages des rectangles 1 x n. Enfin, certaines identités de ces
coefficients seront établies. Ces résultats sont la suite du travail effectué par Belbachir et
Benmezai [BA14].
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I existe de nombreuses généralisations possibles du triangle de Pascal, comme.

e Pyramides de Pascal. Soit 7 > 2 un entier (la dimension), et considérons 1’application

p:N' — N
(ny,...,n,) <n1+--.+n’>.

ni,..., Ny

L’application p fournit le nombre de fagons de diviser un ensemble de n; + - - - +
n, objets distincts en sous-ensembles disjoints par paires S; de cardinalité n;,i =
1,...,r. Lorsque r = 2, I'application renvoie les coefficients binomiaux classiques
dans le triangle de Pascal, (pour plus de détails, voir [B86, B93]).

o Triangles arithmétiques avec la regle de Pascal. C’est le terme qui a été utilisé pour le
triangle original par Pascal lui-méme. Soit maintenant les deux suites réelles (a,) et
(by) données avec ag = by. Ensley [E13] a défini I’objet du triangle arithmétique gé-
néralisé (TAG, en abrégé) pour (a,) et (b,) comme suit. Soit G(n,0) = a,, G(n,n) =
b, et

Gnk)=Gn—-1,k—1)+Gn—-1k) si 1 <k<n-1

H. Belbachir et L. Szalay [BS14] ont établi un concept plus général de triangles
arithmétiques généralisés.

o Triangles de Pascal hyperboliques. Belbachir et al. [BN16] ont introduit une nouvelle
généralisation du triangle de Pascal. On I’appelle le triangle de Pascal hyperbolique
car le contexte mathématique remonte aux pyramides régulieres sur le plan hyper-
bolique. Ils ont décrit précisément la procédure permettant d’obtenir un type donné
de triangle de Pascal hyperbolique a partir d"une pyramide. L. Németh [N16] a in-
troduit ce type dans les pyramides de Pascal.

e Triangles de Pascal généralisé [B86, B93, BBKO08]. Voir la Section 1.5 du Chapitre 1.

2.1 Pavages des rectangles 1 x n

Dans cette section, on va étudier le nombre de fagons dont un pavage rectangulaire
1 x n peut étre coloré avec des carrés de deux couleurs. ou un mélange de carrés 1 x 1 et
de dominos 1 x 2.

2.1.1 Pavage de deux couleurs

Soit T" désigne le nombre de fagons de colorier un pavage de n carrés avec deux
couleurs. On constate qu’il y a deux fagons de colorier un pavage de n carrés sachant
le nombre T"~!. Le dernier carré ajouté au pavage de n — 1 carrés soit coloré ou non. Il
apparait donc que nous avons la relation de récurrence,

T" = 27" 1,
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En itérant la récurrence avec la condition initiale T = 1, on a
T"=2T""1=2Q2T" %) = ... =2".

Exemple 2.1.1. Soit un pavage de 3 carrés, il y a 8 fagons possibles de colorier ce pavage.

FIGURE 2.1 - 8 pavages avec deux couleurs.

2.1.2 Pavage de k carrés en rouges
Soit T"* désigne le nombre de facons de colorer un pavage 1 x n avec k carrés rouges
et n — k carrés verts. On constate qu’il y a deux possibilités,
1. Le dernier carré du pavage est rouge et le nombre possible des pavages est T"~1+~1,
2. Le dernier carré du pavage est vert et le nombre possible des pavages est T" %,

Dong, il est bien évident que nous avons la relation de récurrence,
Tn,k — Tnfl,kfl + Tnfl,k (2 1)

Remarque 2.1.2. Le nombre de fagons de choisir k carrés parmi n est exactement le coeffi-

cient binomial (7).

Remarque 2.1.3. Le nombre de fagcons de remplir un pavage 1 X n avec des carrés et des

dominos est donné par le nieme nombre de Fibonacci F,. Tel que,

F=1 F =1 F,=F,_ 1+F, >, n>2. (2.2)

2.2 Les coefficients g-binomiaux

Le g-analogue d'un théoréme, d’une identité ou d’une expression est une généralisa-
tion impliquant un nouveau parametre g qui se spécialise en le théoréme original lorsque
I'on prend le cas limite ot1 g tend vers 1. Les premiers g-analogues furent les séries hyper-
géométriques basiques, introduites au XI1X* siecle. Pour plus d’informations voir Exton
[E83].

Définition 2.2.1. — Soit n € N, on définit son g-analogue [n], comme un polynéme
eng,

1-4"

1—¢q°

g =1+q+q +-+4"" =
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— Ensuite, le g-factoriel est définit de maniére naturel comme,
[ng! = [nlg[n — g - -~ [2]4[1]4.
Remarque 2.2.2. On note que si g = 1 alors,
mi=1+1+---+1=n,

[n]1! = nl.

Définition 2.2.3. Le g-analogue du coefficient binomial, appelé aussi le polynéme de Gauss
[1], est défini pour 0 < k < n par,

[Z] q - [k]za'[[:ll]i'w (2.3)

ol [k]qzl = () est le coefficient binomial classique.

Les coefficients g-binomiaux satisfont les relations de la symétrie et de récurrence sui-

vantes.
= , pour k <n, (2.4)
[k g n—kj,
n cn—1 n—1
Zq[ } +[ },pourlgkgn. (2.5)
[kL k . k—1 q

Soit E un espace vectoriel de dimension 7 sur le corps F; de g éléments. Andrews
[A98], a montré que [Z]q compte le nombre de sous-espaces vectoriels de dimension k tel

que,

H _ @ -0@" —a)(q" ") (" =g [l
kl, @ =1 —q)(q"—q*) (" —q1)  [klgt[n —Klg!
Dans [K71], Knuth donna une interpretation combinatoire des coefficients [Z]q comme

étant le nombre de partitions dont le diagramme de Ferrers s’inscrit dans un rectangle
k(n — k), pondéré par la taille de la partition. C’est-a-dire,

R

(n—k)x
ouA= ()\1,/\2,...,/\k) avec) <A <Ay < < A §n—k,et\/\ ‘: Y A

Exemple 2.2.4. Par exemple le coefficient [‘21] g = 7* + ¢° + 24> + q + 1. Cela nous donne
un total de six partitions distinctes qui correspondent a un rectangle 2 x 2 et que celles-ci
comportent une partition du nombre 4, une du nombre 3, deux du nombre 2, une de 1 et

une de 0.
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Ce nombre est souvent réinterpréter en termes de nombre d’inversions comme suit,

n inv w
B

inv w € C(1k2n-k)

ouC (1k2”*k ) est 'ensemble des mots w = wiw; - - - w, composés en k lettres du nombre 1
et n — k lettres de 2. Le nombre d’inversions de w, est le nombre de i < j tel que w; > w;.

Exemple 2.2.5. Pour le nombre [g]q I’ensemble des mots est,

C(1222) = {1122,1212,1221,2112,2121,2211},
q

¢ ¢ ¢ 7 9
ce qui fait, [%]q =+ +2¢+q+1.
En d’autre terme, on sait que les coefficients g-binomiaux se manifestent dans ’expres-

sion,
n

B n—1 1o n
[T +4" ") :kg)qzk(k b [k] «k, 2.7)

k=1 q

2.3 Les analogues des coefficients bi*’nomiaux

Warnaar [W97] a introduit un g-analogue des coefficients bi*nomiaux. Esuite, Il a don-

née a ses coefficients une interprétation combinatoire.
Définition 2.3.1. Pour p =0, ..., s, on définit les coefficients g-bi’nomiaux comme,

m " Y e e m m [jsl]’ 2.8)

S jitjattjs=k 12 Js

avec [Z]gp ) =0 pour k > sn et [g]ip) = 0k (Symbole de Kronecker).

Maintenant, On présente quelques propriétés de la symétrie et de la récurrence comme

suit,
(p) (p) (0) (r)
) CIC D R L (2.9)
k], sn—ks_p k|, sn—k|, '
(p)  s—p (m) (m)
n] = E m(n-1) | 1 " + i n(s—p)-m |7~ 1 ! (2.10)
k 1 k 1 k '
s m=0 —mjs m=s—p+1 —mjs

Une autre variante était proposée par Belbachir et Benmazai [BB14]

(s) ,
[Tl] = Z Ln} Lﬂ} . Ln} q r=1 (]27)(_1)’%1*2?:1 i, (2.11)
klg jitiate o=k UL U2 s

aveca = expiSZT”1 2= —1.
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En plus, les derniers auteurs ont proposé le coefficient g-bi*nomial de k-ieme terme du
produit.

n—1 ) ) sn [y
I (1 +qz+- -+ (qu)S) =Y H zF, (2.12)
j=0

k=0 q

IIs ont aussi suggéré dans [B18] de définir les coefficients p, g-bi*nomiaux par,

(s) , .
["] = L m W m g1 () phra O (—1)kg= X, (2.13)
k pa  jitjptetjs=k Uldpg U2l pq Slpag

Le p, g-analogue des coefficients bi*nomiaux satisfait la relation,

n—1 S ) ) ns Iy (s)
I1 <Z(PJX)t(q]y)“> =), [k] XSTRY, (2.14)

j=0 \t=0 k=0 L*1pgq

Ces coefficients satisfont les récurrences,

n+1r> 3 e [ n ]@
=) p"qY A (2.15)

[ kb j=0 k=jlpq

(s) 5 S (s)
[n;:l] - ans—kﬂqkﬂ [ki } . (2.16)

pa j=0 I pg

2.4 Fonction symétrique élémentaire généralisée

Plusieurs extensions et commentaires sur ces coefficients ont été étudiés dans la litté-
rature. Par exemple, Bondarenko [B93] donna une interprétation combinatoire des coef-
ficients bi*nominaux (}), comme étant le nombre de différentes maniéres de distribuer k

boules parmi n o1 chaque urne contient au plus s boules.

On désigne par x; le nombre de boules dans une urne, l'interprétation combinatoire
précédente donnée par Bondarenko est équivalente a évaluer le nombre de solutions du
systeme

{a1+az+---+an=k, 217
0<w,00,...,0, <,

Voir aussi, [BBKOS].

En utilisant (2.17), une nouvelle fonction symétrique est donné pour interpréter les

coefficients bi’nominaux et leurs analogues comme suit.

Définition 2.4.1. Soit s un entier positif. On définit la fonction symétrique élémentaire
généralisée par,

E,((S)(n) = E,((S)(xl,xz, e Xy) = Z xilxéz coexn, (2.18)
iy +ig+-+in=k
0<iy,iz,+ in<s
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avec Ef'(n) =1, EP(n)=0si sn<k<o0.

Exemple 2.4.2. On pose s = 2.

1 | EP 1) =1 EP1) =x EP (1) =2
2 | EP@)=1 EPQ) =x +x, EP2) =x2+ 2+ x11
EP Q) = 2x+ x5 EP(2) = 2222
(2) 2y (2) (qy (2) (2} - +2 4 42 1 42
3 E;”(3) =1 Ef”(B)=x1+x+x3 E;7(3) =x7+ x5+ x5+ x1x00+
X2X3 + X1X3

La fonction symétrique élémentaire généralisée satisfait la relation de récurrence sui-

vante.

Proposition 2.4.3. Pour s entier positif, on a

EYn) =Y. x{zEIES_)].(n —1). (2.19)
j=0
Démonstration. On sait que,
E,Es)(n -1) = E,ES)(xl,xz, ce X)) = Z xilxéz . -x;":ll

i1 ip iy =k
0<iy, iz, gp-1<s

alors,
S . S . . . .
j (s) _ ] 11,02 In—1
)y ank_j(n -1) = Y xn > X xn
]:O ]:O i +ig A, 1=k
0<iy,ig, iy—1<s
I il i2 infl in
= > Xy X5 X T X

iy i+t Hin=k
0<iy,iz,  jdn-1,in<s

— E¥ ).
O]

Remplacant (x1,%xp,...,%,) par (1,9,...,4" ') dans la Proposition 2.4.3, on obtient le
résultat de Belbachir et Benmezai [BB14] (Théoreme 2.5, Relation (13)).

Corollaire 2.4.4. Les coefficients g-bi*nomiaux satisfont la relation de récurrence suivante,
(s) s (s)
n n—1
=Y g0V . 2.20
= q

Comme les coefficients bi*nomiaux, ces coefficients sont construits a travers le s-triangle
de Pascal, connu sous le nom de ”g-analogue de s-triangle de Pascal”. Appliquant la rela-
tion de récurrence (2.20), on peut illustrer le triangle des coefficients g-trinomiaux.
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n/k 0 1 2 3 4
0 1

1 1 1 1

2 1 1+¢g 1+4g+ ¢ q+q*> ¢
3 1 1+g+4? 14+q+2¢*+3°+¢*
4 1 14+g+2¢°+¢+q* 1+9+2¢>+2¢° +29* +¢* +¢°

TABLE 2.1 — Tableau des valeurs de coefficients g-trinomiaux.

~24,...,4"!) dans la Proposition 2.4.3, on ob-

Remplagant (x1,x2, ..., x,) par (p"~ 1, p"

tient le résultat suivant,

Corollaire 2.4.5. Les coefficients p, g-bi’nomiaux satisfont la relation de récurrence sui-

vante,

(s) s (s)

”] = Y gt {” - 1]

=Y g . (2.21)
[k pa  j=0 k=jlpg

Comme les coefficients bi*nomiaux, ces coefficients sont construits a travers le s-triangle
de Pascal, connu sous le nom de ”p, g-analogue de s-triangle de Pascal”. Appliquant la re-
lation de récurrence (2.21), on peut illustrer le triangle des coefficients p, g-trinomiaux.

n/k 0 1 2 3 4

0 1

1 1 1 1

2 1 p+gq P>+ pq+q° P q+pe® pq°
3 1 pP+pg+q’ p*+ g+ 20747 + pg® + ¢
4 1 P+ q+piP+q

TABLE 2.2 — Tableau des valeurs de coefficients p, g-trinomiaux.

Remarque 2.4.6. Remplacant s = 1 dans la Définition 2.4.1, on obtient immédiatement
la fonction symétrique homogene élémentaire ex(n) = ex(x1,x2,- -+, x,), qui donne les

coefficients bi*nomiaux et leurs analogues.

Par identification des Relations (1.28), (2.20) et (2.21) avec la relation de la Proposition
(2.4.3), on aura les résultats suivants.

Corollaire 2.4.7. 1- E,ES)(L L., 1) = (P

(s)
n
2 E¥1,q,...,q4" 1) = H )

3- EIES) (pn—ll pn—Zq’ .
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2.5 Interprétation des coefficients bi’nomiaux et leurs analogues

par les chemins

Dans cette section, on utilise le nombre des chemins dans le plan IN x IN entre deux
points pour interpréter les coefficients bi*nomiaux (})..

Théoréme 2.5.1. Pour 0 < k < sn, soient u; = (0,0) et v; = (k,n — 1) deux points. Le
nombre de chemins dans le plan IN x IN allant de u#; a v; en prenant au maximum s pas
dans la direction Est (Est-Nord ) est exactement les coefficients bi*nomiaux (i),

Démonstration. On sait que les coefficients bi*nomiaux sont des spécialisations de la fonc-
tion symétrique élémentaire généralisée. Dongc, il suffit d’interpréter cette fonction par les
chemins. I est facile de voir que la fonction symétrique élémentaire généralisée est une
fonction génératrice de poids des chemins entre deux points. Pour chaque variable unitaire
X; en Elgs) (n), on associe un pas unitaire horizontale (Est) pour chaque P, et si on suppose
que chaque chemin commence par 17 = (0,0), il se termine stirement par v; = (k,n — 1)
avec au plus s pas dans la direction Est. Alors, les coefficients bi*nomiaux sont le nombre

des chemins associés a EIES) (n) (voir la Figure 2.2). O
La Figure 2.2 montre l'interprétation des chemins pour n = 3,s = 2 etk = 4.

X3 X3 X3 X3
01 01 01 01

X2 X2 X2 X2 | X2

X1 | X1 X1 X1 X1 | X1 X1

241 Uy 251 251

X3 X3 X3 X3
0 (%1

X2 X2 | X2

X1

Uy U

FIGURE 2.2 — Les six chemins allant de (0,0) a (4,2). Ces chemins sont asso-
2)

ciéssaE,” (3) = x%x% + x%x2x3 + x%x% + x1x§x3 + x1x2x§ + x%x%.
Pour calculer 'aire de chemin, on doit placer des carrés unitaires en dessous (au-
dessus, respectivement) et a droite (a gauche, respectivement) dans la grille des chemins
définis par le Théoreme 3.3.3. Donc, on établit deux résultats comme suit.

Proposition 2.5.2. Soient les entiers positifs 1, k, et s > 1. Le nombre g-bi*nomial (resp.
p, g-bi*nomial) est une fonction génératrice de g (resp. de deux variables p et q), pour des
partitions avec k parts tel que chaque part apparait au plus s fois et la plus grande part est
< n — 1. Ce nombre est défini dans un diagramme k x (n — 1), comme suit

(s)
[’Z] - ¥ g, (2.22)

q AC(n—1)k
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et

(s)
n c
[k] _ oy g, (2.23)
P4 AC(n—1)k
respectivement, ot A = (A1, Ay, ..., Ap)avec0 < Ay < Ap < -+ <A <n—1, A; # Ajyq
pouri>1,Af = (n—1) — A et |A| =LA,

Démonstration. On utilise une interprétation par les chemins associés. Chaque partition
qui correspond au diagramme k x (1 — 1) est déterminée uniquement par un chemin allant
de (0,0) a (k,n — 1) défini dans le Théoreme 3.3.3. Ensuite, on prend le poids du chemin
pour étre le poids de la partition associée. O

La Figure 2.3 montre cette interprétation pour n = 3,s =2 etk = 4.

01 U1 U1
—— *— L ——
IZ51 uq uq
A=(0,0,1,1) A =(0,0,1,2) A =(0,0,2,2)
A =(2,2,1,1) A¢=(2,2,1,0) A =(2,2,0,0)
01 01 01
o—— o——
uq uq uq
A=(0,1,1,2) A=(0,1,2,2) A=(1,1,2,2)
A =(2,1,1,0) A =(2,1,0,0) A =(1,1,0,0)

FIGURE 2.3 — Les six chemins allant de (0,0) a (4,2). L'exposant de g (sur p,

respectivement) dans le poids de chaque chemin est donné en comptant le

nombre de carrés qui correspondent en dessous (au dessus, respectivement)
et a droite (respectivement, a gauche) du chemin.

Corollaire 2.5.3. Le nombre g-binomial (resp. p, g-binomial) est une fonction génératrice
du nombre de partitions en k distingues parts et la plus grande parts est < n — 1. Ce
nombre est défini dans un diagramme k x (n — 1), comme suit

n _(k
M Y g, (2.24)
q AC(n—1)k
n _ k(K c
H —p B0 Y g, (2.25)
p.q AC(n—1)k

respectivement, tel que A = (A1, Ap,...,Ax), avec 0 <Ay <Ay < <A <m—1, Af =
(Tl — 1) —A; et ’/\’ =) A
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2.6 Quelques identités des coefficients g-bi’nominaux

Dans cette section, on aborde deux identités pour les coefficients g-bi’nomiaux. Pour
la démarche de la preuve, on utilise I'approche des chemins et la Relation (2.12) pour la

premiere et la deuxiéme identité, respectivement.

Proposition 2.6.1. Pour 0 < k < sn,ona

(s) i (s)
n:| . (nil)kibn(nfl) |: n :|
=q 2 . (2.26)
[k g sn—k .
Démonstration. Soient,
nl® )
[k] =27, (2.27)
q p
n (s) )
s, T 229
q /

e w(P) estle poids de chaque chemin P allant de (0,0) a (k,n — 1) avec au plus s pas
dans la direction Est,
e w(P') estle poids de chaque chemin P’ allant de (0,0) a (sn — k,n — 1) avec au plus
s pas dans la direction Est.
Assumant que
e Le poids le plus élevé est associé au chemin commengant par (0,0) et se termine

. sn(n—1)
par (sn,n — 1), cequivautq z ;

e Le poids total de la grille entre le point (0,0) et le point (k,n — 1) est égal a g("~Vk.

Dong, pour chaque chemin P, il n’existe qu'un chemin P/, tel que

g ) = g5 (= Dk=w(p)),

Comme Yp =Ly d’apres le Théoréme 3.3.3 et la Relation (1.27), on obtient

(s)
n w(P' sn(n—-1) n— —w
P’ P

S”(”’l),n,
W &)
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Donc

‘ (s)
(ﬂ*l)k* bﬂ(l;*l) ‘
sn—k

n

q
]

L’identité g-Chu-Vandermonde peut étre étendue au g-analogue des coefficients bi*nominaux

comme suit.

Proposition 2.6.2. On a,

ou

[, =&l
"Ll

(s) (s)
[knf } 7", (2.29)
q g
(s) (s)
e
q q

Démonstration. Considérons le coefficient polynomial de x* dans le produit,

Par la Relation (2.12) ce coefficient polynomial est |

n+m—1

I1

j=0

(1+g/z 4+ (qu)s)

n+m-—1

[T Q+4z+--+(¢2)%).

j=0

n

iy ) On a aussi
q

|
—_

(1 +qz+ o+ (qu>s>

| ());

| o
[ay

m

(1+gz 4+

—.
o

en appliquant deux fois la Relation (2.12) a droite, on trouve

n+m—1

[1

j=0

ou

(1+ gz 4+ (qu>5)

n

111(1+qu+---+ (72))

m—1 s
14+_qn+jz_+ o qn+jz
1 )
(s) m (s) .
ns [;}:] Zki [m] (an)]
q J1q
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Par conséquent, on trouve

[n-+7n}(” ¢ [n}@>[ m }“’qn@n
kol Sl =il

LB
k = k—j g L

q ]

ou

Corollaire 2.6.3. Pourn > 0ets > 1,0na

2m]® e & (0] k
[sn] =q 2 Z [k] q. (2.31)

q k=0 q

Preuve. Via les deux Propositions 2.6.1 et 2.6.2, on a
2
Fﬂ@:i[n]@rr%hw%ni<m@>%
snl, {Zlsn—k], |k = \ Lkl,

Remarque 2.6.4. D’une maniére similaire, on peut trouver facilement le p, g-analogue des

O]

identités (2.26), (2.29), (2.30) et (2.31) pour le cas des coefficients p, g-bi*nomiaux.

2.7 Interprétation des coefficients g-bi’nominaux par les pavages

Soit T , est I’ensemble de tous les pavages de tailles (n + k — 1) carrés, en utilisant
exactement k carrés rouges et n — 1 carrés verts avec au plus s carrés rouges successifs.

Soit également 4“7 le poids du pavage T. On calcule wt pour chaque T € Tfl/k comme suit,

1. Attribuer un poids pour chaque carré du pavage. Un carré vert recoit toujours le
poids 1. Le carré rouges recoit le poids g™, tel que m est égale au nombre de carrés
verts a gauche de ce carré rouges dans le pavage.

2. Calculer wr en multipliant le poids 4™ de tous les carrés rouges.

Théoreme 2.7.1. Le coefficient g-bi*nomial est obtenu en faisant la somme des poids de
tous les pavages de T, ,. C'est,

a1 ®)
M = Y 4" (2.32)

q TeT;‘/k

Démonstration. Notez qu’il existe une bijection évidente entre cette interprétation par pa-
vage et l'interprétation des coefficients g-bi*nomiaux par les partitions associés aux che-
mins. Pour chaque pavage de taille (n + k — 1), et de k carrés rouges dont au plus s suc-
cessifs et n — 1 carrés verts, on construit un chemin associé allant de (0,0) a (k,n — 1).
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Chaque carré vert représente un déplacement d’une unité vers le Nord et chaque carré
rouges représente un déplacement d’une unité vers 1'Est (voir la Figure 2.4).

Cette bijection donne clairement le méme nombre de pavages et de partitions/chemins.
I ne reste plus qu’a montrer que le poids du pavage et le poids de partitions/chemins as-
sociés sont les mémes. Pour voir cela, notons qu’on peut calculer le poids du chemin en
additionnant une colonne a la fois. Autrement dit, étant donné que chaque colonne cor-
respond a un déplacement a droite, le poids de cette colonne est donné par le nombre de
déplacements vers le haut qui précédents ce déplacement a droite dans le chemin. C’est
précisément ainsi que nous calculons le poids de nos pavages, puisque le poids de chaque
carrés rouge est déterminé par le nombre de carrés verts qui le précedent. Par conséquent,
la bijection entre les chemins et les pavages préserve le poids. Puisque [Z]l(;) compte le
nombre de partitions dans un diagramme de taille k x (1# — 1) pondéré par la taille de la
partition, il compte également le nombre de (1 + k — 1) pavages avec k carrés rouges et
n — 1 carrés verts pondérés comme décrit ci-dessus. O

Par exemple, le poids du pavage est g°+9+1*1 = 42, comme le montre la Figure 2.4.

FIGURE 2.4 — On voie ici une correspondance entre le pavage et leur chemin
associé. Le pavage regoit le poids ¢ et le chemin de partition 2.

Corollaire 2.7.2. Le coefficient bi*nominal (}), compte le nombre de facons de paver un
rectangle de longueur n + k — 1 en utilisant k carrés rouges et n — 1 carrés verts avec au
plus s carrés rouges successifs.
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Chapitre 3

Nombres de Stirling généralisés

Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier la généralisation des nombres de Stirling de premiere
espece. Cette étude se fera dans les deux versions : classique et analogue. Cette généra-
lisation s’appuie essentiellement sur la fonction symétrique E,ES) (n) proposée au chapitre
2. D’un coté, ces nombres apparaissent comme des coefficients de x* dans l’expression

7;01(3(5 +jx71 + - + 7 1x 4 ). De l'autre c6té, le triangle formé par ces nombres re-
présente une généralisation naturelle du triangle de Stirling de premiére espece. On donne
aussi une interprétation combinatoire de ces nombres dans le cas classique en terme des
s-uplets de permutations de [n] avec k cycles, de plus on utilise le principe de la statis-
tique d’inversion sur ces cycles dans le cas des analogues. Pour terminer, un lien entre les
nombres de Legendre-Stirling et les nombres de Stirling généralisés de premiere espece

sera établie, ainsi de nouvelles formules et propriétés utiles seront proposées.
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3.1 Nombres de Stirling généraligés

Dans la littérature, on trouve plusieurs généralisations sur les nombre de Stirling [M19].
Hsu et Shiue [HS98] ont montré que diverses généralisations bien connues des nombres
de Stirling de premiére et de deuxiéme espéce peuvent étre unifiées. Les nombres de Stir-
ling dues a Riordan [R12] appelés nombres de Stirling associés, a Comet [C74] et Howard
[H80] appelés nombres de Stirling s-associés et aussi, a Carlitz [C79] appelés nombres
de Stirling pondérés et d’autres sont des cas particuliers. Howard [H80], Broder [B84] et
Belbachir et al. [BBB14] ont utilisé des méthodes combinatoires pour étudier certaines pro-
priétés de certains nombres de Stirling généralisés. Cependant, Carlitz [C79, C80] a utilisé

les fonctions génératrices.

Les nombres r-Stirling représentent une certaine généralisation des nombres de Stirling
classique, qui ont été nommés par Nielsen [N06] en ’honneur de James Stirling, et qui les a
calculés dans sa "Methodus Viflerentialis" [S30] en 1730. Ils comptent le nombre de certaines
permutations restreintes ou certaines partitions restreintes [B84]. Pour tout r positif, on

peut définir ces nombres comme suit,

e Le r-Stirling de premiere espece ¢,(n, k) est le nombre de permutations de [n] en k
cycles, tel que les nombres 1,2,...,r sont dans des différents cycles.

e Le r-Stirling de deuxiéme espeéce S, (1, k) est le nombre de partitions de [n] en k blocs,
tel que les nombres 1,2, ..., r sont dans des différents blocs.

On note que, les Stirling classiques peuvent s’exprimer comme,
c(n,k) =c1(nk), et S(nk)=Si(nk) n>0.

Les nombres r-Stirling satisfont la méme relation de récurrence que les nombres Stir-
ling classiques, sauf pour les conditions initiales.
Les nombres r-Stirling de premiere espece satisfont la récurrence,

cr(n,k) = 0, n<r (3.1)
cr(n k) = 0k, n=r (3.2)
c(n k) = (m—De(n—=1k)+c;(n—1,k—1), n>r, (3.3)

ou1 Jy , est le symbole de Kronecker.
Aussi, les nombres r-Stirling de deuxieme espece satisfont la récurrence,

S,(n,k) = 0, n<r (3.4)
Se(n,k) = 0O, n=r (3.5)
Si/(n,k) = kS;(n—1,k)+S,(n—1,k—1), n>r. (3.6)
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Mihoubi et Maamra [MM12] ont introduit une généralisation des nombres de r-Stirling
de deuxiéme especes appelés (r1,...,rp)-Stirling. Ils comptent le nombre de k-partitions
de [n], dont les éléments de chaque part P, ;—;, , sont dans des parts distingues.

Gould [G61] et Carlitz [C33], ont étudié Le g-analogue des nombres de Stirling de
premiere et deuxieme espece, respectivement. Leurs relations de récurrences sont données
par,

e Les nombres g-Stirling (non signé) de premiére espeéce sont notés par c[n, k|, et sa-

tisfont,
cnkly =cn—1k—1];+ [n—1)cln —1,kl;, n>1, c[0,k] = dyy. (3.7)
e Les nombres g-Stirling de deuxiéme espece sont notés par S|n, k| et satisfont,

S[n kg = Sn—1,k— 1], + [k|;S[n —1,k|;, n>1, S[0,k] = by (3.8)

En arrivant a la fin de ce travail, qu’on a su que la fonction symétrique E ,ES) (étudie
au deuxieme chapitre) existe déja sur une autre dénomination équivalente dans 1’article
de Doly et Walker [DW92], appelée fonction symétrique complete modulaire. Fu et Mei
[FM20] et Grinberg [G04] ont indépendamment introduit la méme fonction E ,Es). Grinberg
'a appelé fonction symétrique de Petrie, tandis que Fu et Mei l'ont appelée fonction symé-
trique tronquée. Ce qu'il faut dire, que notre approche est basée sur le faite qu’on cherche
essentiellement une fonction symétrique qui refléte le principe de manipuler une permu-
tation de [n] sur le partage k dont la plus grande part est s. En autre, c’est une pensée

énumérative et pas algébrique.

3.2 Nombres de Stirling généralisés de premiere espeéce

Dans cette section, on propose une généralisation des nombres de Stirling de premiere
espéce en utilisant la fonction symétrique E ,Es), alaquelle on donne une définition récursive
et une fonction génératrice ordinaire. Certes, il faut noter que la classe combinatoire, dans

ce cas, représente le nombre de cycles possibles a construire.

Récemment, Egge [E10] a donné pour les nombres de Legendre-Stirling de premiere

espece, notés [[}]] une définition récursive,

[{l] = (=] e 73] o5

n 0
avec [g] = o0, [i] = dox-
Ensuite, une interprétation combinatoire en termes de paires de permutations de [n] avec

k cycles, dans lequel [[}]] est introduit pour la premiere fois par Andrews et Littlejohn
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[ALO09] via,
<;x>m::§:(—1yﬂk[[2]]xh (3.10)
k=0
avec < x >,=x(x—2)(x —6)--- (x —n(n—1)).

Définition 3.2.1. Pour tout entier positif 7, notons c(*) (1, k) les nombres de Stirling géné-
ralisés de premiere espéce, qui sont donnés par les conditions initiales,

¢ (n,0) = 8,0, (0,k) = oz,

et la relation de récurrence,

c®) (n, k) = Y (n— e (n—1,k—s+7), (3.11)
j=0

avec c(s)(n, k) =0 saufsi s <k <sn.

Si on fait remplacer 1’élément x; par i dans E,Es) (n), alors les suites formées par ce chan-

gement représentent les nombres de Stirling généralisés de premiere espece c*) (1, k). En
effet, de la Définition 3.2.1 et la Définition 2.4.1 on donne la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. Pourn > let s <k <sn,

k) =E (1,2,...,n—1). (3.12)

sn—k

Démonstration. Remplacant n = 2, on a

S
c®(2,k) = ) 1,k —s+7),
i=0

- s Eéi)_k_j@)f

]

Supposons que cette hypotheése soit vraie pour n. Nous montrons que cela reste vraie pour
n—+1,
S .
n+1,k) = Y ()9 (nk—s+j),
]':

= g<n>fE§;>_k+s_j<n ~1),
]:

s .
= 2(”)] 2 142% ... (g —1)%1,
j=0 a4+, =sn—k+s—j
= ) 1M2%2 . .n*,  (a,varie avecj)
apFay+...+a,=sn—k+s

_
- Es(n+1)—k(n)'

o
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D’apres le principe de I'induction la preuve est complete. ]

Il est facile de constater qu’a partir de la relation de récurrence et les conditions initiales
dans la Définition 3.2.1, on peut construire la table des nombres de Stirling généralisés et
on le nome "s-Stirling de premiere espéce". Comme exemple, on construit le triangle du 2-
Stirling de premiere espece ¢ (1, k).

n\k 0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10
0 1

1 0 01

2 0 01 1 1

3 0 0 4 6 7 3 1

4 0 0 36 66 85 54 25 6 1

5 0 0 576 1200 1660 1270 701 250 65 10 1

TABLE 3.1 — 2-Stirling de premiere espece c?) (1, k).

Selon la relation de récurrence (3.11), nous montrerons ci-dessous que c®) (1, k) est le
coefficient du k™ terme du produit.

Théoréme 3.2.3. On a,

I
_

n

(F+j T I ) Zc (3.13)

-
I
o

Démonstration. Remplacantn =1, on a
S
F=0+0xx+--+0xx T +1xx = Zc(s)(l,k)xk.
k=0

Supposons que cette hypotheése soit vraie pour n. Nous montrons que cela reste vraie pour
n+1,
n

H(xs —|—jx571—|—-~—{—]’571x—|—]'5), — (xs—l—i’lxsfl—l—-”—i—i’lsflx—i—ns),
j=0

n—1
% H(Xs _‘_]'xsfl 4. _|_]-sflx _i_]'s),
j=0
s sn
= Yl Y
j=0 k=0
s(n+l) [ s
= ) lz el (nk—s+j)

k=0
s(n+1)

= Zc (n+1,k)x

Par hypothese d’induction et la Relation (3.11), la preuve est complete. ]
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Maintenant, on peut donner une relation entre ces nombres et les nombres de Stir-

ling de premiere espece. Les nombres s-Stirling, en faite, sont la somme des produits

des nombres de Stirling partitionnés en j;;—; s cycles sous certaines conditions comme

le montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.4. On a,
¢®) (n, k) = Y oe(mjr) x - x c(n,js)(—1)kaXe=1"h,
j1+"'+js:k

2

avec g = ¢'sH.

. ; 21
Démonstration. Pour a = e's+1, on peut remarquer que

S

T+x+--+x=][(x—4a").

r=1
Alors par le Théoreme 3.2.3, on a
sn n—1
2 C(S)(fl,k)xk — (xs +jxs—1 4. +js—1x _’_]’S),
k=0 j=0
n—1 . .\ s—1 .\ S
— x*J] <1+ <]> +o 4 <]> + <]> )
0 X X X
1 nsn_l . . \s—1 ©\S
= (3) T+ ++ 67+ )

j=0

1
en remplacant z = =

- (1) TII16- o,

j=0r=1
s n—1
= (j—a'x).
r=1 j=0
Par la Relation (1.32) et remplagant x = —a’x, pourr =1, ...,s, on obtient

:Xn:c(s)(n, k)b = ﬁ i c(n, k) (—arx)k ,
-0

r=1k=0
n . . . n i . .
= Y cmp) (=Dl x - x Y e(n, o) (—1)Fatx,
1=0 js=0

Sn

= c(n,jp) X ---xc(n,js)(—1 kaZﬁ:ler xk_
/ ]

k=0 Lj1+-+js=k

(3.14)
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Par identification, nous obtenons

k)= Y (i) x - xc(n,js) (1) ak=1,
jittjs=k

3.3 Interprétation combinatoire de s-Stirling

Rappelant que les nombres de Stirling de premiere espece comptent les permutations
de [n] en k cycles. Dans cette section, on donne une interpretation combinatoire cyclique
pour les nombres s-Stirling de premiére espece. Pour arriver a cette fin, on a besoin de don-
ner la définition suivante, les maximas de cycle d"une permutation donnée sont les nombres
qui sont les plus grands dans leurs cycles. Par exemple, si 7 = (1,3,5)(2,6,8)(7)(4,9)(10)
est une permutation de Sy, écrite en notation cyclique, les maximas de cycle sont alors
5,7,8,9 et 10.

Définition 3.3.1. Les s-uplets de permutations de Stirling généralisés de longueur n sont
les s-uplets (1, .., 7) avec 7y, ..., s € S, pour lesquels les critéres suivants sont véri-
fiés,
1. Pour tout1 < j < s —1, le nombre de cycles de 7; est supérieur ou égal au nombre
de cycles de 7tj, 1.
2. Pour tout1 < j <s—1,les maximas de cycles de 7j+1 sont inclus dans les maximas

de cycles de ;.

Exemple 3.3.2. Pour n = 3 ets = 2, les paires de permutations possibles de Stirling géné-
ralisés (711, 712) de longueur 3 sont,

2 | (123,123) (123,132) (132,123) (132,132)
3| ((1)(23),123) ((1)(23),132) ((13)(2),123) ((13)(2),132)
((12)(3),123) ((12)(3),132)

Théoreme 3.3.3. Pour n > 1ets < k < sn, le nombre des s-uplets de permutations de

Stirling généralisés (713, ..., 7Ts) de longueur n ayant simultanément k cycles est c(®) (n,k).
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Démonstration. Soit p'®)(n,k) le nombre des s-uplets de permutations de Stirling générali-
sés (1, ..., ms) de longueur n ayant ensemble exactement k cycles. Il est clair que,

p®) (1,0) = 6,0 et p(0,k) = dox,

donc en vertu de la Relation (3.11) il suffit de montrer que si n > 0 et k > 0 alors,

S .
p) (k) = p®(n—1,k—s)+ Y (n— 1Vp®) (n—1,k —s+7). (3.15)
=1

Pour un s-uplet (7, ..., 77s) de permutations du s-Stirling de longueur 7, le 1 est un point
fixe dans 7t si et seulement s’il s’agit d’un point fixe dans chaque 7; € {7y, ..., Ts_1}

(condition 2 de la Définition 3.3.1). Les s-uplets (71, ..., 7ts) dans lequel le 1 est un point
fixe dans chaque 7; € {m,..., 7} sont en bijection avec les s-uplets (o7, ...,0s) de lon-
gueur 1 — 1 ayant ensemble exactement k — s cycles en supprimant le 1 de chaque permu-
tation et en diminuant toutes les autres entrées de 1, c’est le nombre p®) (n — 1,k — s).

Chaque s-uplet (71y,...,75) dans lequel le 1 est un point fixe uniquement dans 71; €
{m, ..., m_;} peut étre construit uniquement en choisissant s-uplet (1, ...,05) de lon-
gueur n — 1 ayant ensemble k — (s — j) cycles, augmentant chaque entrée de chaque per-
mutation de 1 et insérant le 1 comme point fixe dans chaque permutation o; € {07,...,05_;}
et comme nouvelle entrée dans chaque permutation o; € {Us, TP ,(75}. Il y a un une
seule fagon d’insérer le 1 comme point fixe dans chaque permutation o; € {01, cee, Os_ j},
et il existe (n — 1)/ facons d’insérer le 1 comme nouvelle entrée dans chaque permutation
0; € {0s_j41,...,04}, C'est le nombre (n — 1)/p®)(n — 1,k — s + j). Ainsi la Relation (3.15)
est vérifiée. O

Définition 3.3.4. Le nombre harmonique est la somme des inverses des k premiers entiers

naturels non nuls,

1 1
He=1+4 -+ -+
k=1+5+ 0+

Selon le Théoreme 3.3.3, les nombres de Stirling généralisés, c(s) (n, k), satisfont les iden-
tités suivantes.
Proposition 3.3.5. On a,

@ c®(n,5) = [(n— DI = [e(n, DI,

(i) c®(n,s+1)=[n—1)1""en,2) = [(n—1)1° Hyq,

(i) ¢ (n,sn) =1,

(iv) c®(n,sn—1) =c(n,n—1)=(3),

) 5o (—1) k() (n,k) = 0si s est impair,

vi) [[1]] =n xc@(n,2).
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Démonstration. (i) Pour chaque permutation 71; € (711, ..., 7;), il existe (n — 1)! facons

pour permuter 71; dans un seul cycle. Doncil y a
[(n =11 = [e(n, )P
fagons pour permuter (71, ..., 7Ts) ensemble dans s cycles.
¢ (n,5) = [(n — 1)1 = [e(n, 1))

(i) Il est facile de voir que 717 a exactement deux cycles et chaque 71; € {mp,..., 7} a
un cycle, car 711, 71y, . . . et 7T, ont ensemble exactement s + 1 cycles. Ainsi, il existe
c(n,2) fagons de permuter 711 en deux cycles et (n — 1)! fagons de permuter chaque

1 € {my,..., s} enun cycle . Ainsi,
Om,s+1)=[(n—1)"e(n,2),
et comme c(n,2) = (n —1)! H,_1 on obtient,
¢ (n,s+1) =[(n—1)1° H,_1.

(iii) La preuve que c®)(n,sn) = 1 est triviale, puisque chaque 7; € {rmy,..., 75} a
exactement 1 cycles.

(iv) Chaque 7; € {my,...,m5_1} an cycles et 7ty a n — 1 cycles, parce que 71, 7, . . ., 7Ts
ont ensemble exactement sn — 1 cycles. Par conséquent, en vertu de (iii), il y a une
seule facon pour construire chaque 7; € {my,...,m_1}. Etilya c(n,n — 1) fagons
pour permuter 77 en n — 1 cycles. Donc,

O (n,sn—1)=c(n,n—1) = (Z)

(v) Du Théoreme 3.2.3, on peut avoir

sn n—1
2(—1)5”_kc(5)(n, k)xk = x° H(xs — T e (S1)5).
k=0 =1

Remplagant x = 1 et prenant s impair, on obtient

sn n—1
Y (1)K k) = Ax [T —j+7+-+ (=1,
k=0 j=1

n—1
= Ox [J(A—j+/7+-+ (1)),
j=2
= 0.
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(vi) Remplacant s = 2 dans (i) on obtient,
c®(n,2) = [(n—1)1*.
En d’autre part, les Relations (3.9) et (3.10) donnent,
H’IH =nl(n—1)!=n[(n—1)172.
Dong,
Hn” =nxc?(n,2)
1
O

La relation entre les nombres de Stirling généralisés pour s = 2 et les nombres de

Legendre-Stirling est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.3.6. Le nombre de paires de permutations de Legendre-Stirling (1,02) de

longueur n est exactement le nombre de paires de permutation de Stirling généralisés

(711, 712) de longueur #, ie :

Lo - L[]

Démonstration. De la Relation (3.10), on a

3 HZH o= TG+ G+ 1)

k=0 j=0

Prenant s = 2 dans le Théoréme 3.2.3, on obtient

H

n—

k=0

—.
Il
o

Remplagant x = 1 dans les Relations (3.16) et (3.17), on aura

Lo - L[]

k=0

3.4 Analogues des nombres de Stirling généralisés

Z()(nk qu%—]x%—]): (x* +i(j+x)).

(3.16)

(3.17)

Maintenant, nous sommes en mesure de proposer une définition des analogues de

Stirling généralisés de premiére espece.
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Définition 3.4.1. Pour tout entier positif 1, on note CL(IS) [n, k| (resp. cés,% [n,k]) les nombres
g-stirling généralisés (resp. p, g-stirling généralisés) de premiere espéce, qui sont donnés

par les conditions initiales suivantes,

0 = i, 0] = 6u0, [0,k = 5[0, K] = S,

et les Relations de récurrences,

S

c,(;) (k] =) [n— 1]{,c,(f) n—1,k—s+7j], (3.18)
=0

cﬁf,; [,k =) [n— 1]é,,qc§,f) m—1k—s+]], (3.19)
=0

avec cfis) [n, k| = Cés,) [n,k] = 0saufsi s <k < sn.

Ces nombres, comme les nombres de Stirling généralisés de premiere espéce, sont
construits a travers le premier triangle s-Stirling, on le nomme “g-analogue (resp. p,q-
analogue) de s-Striling de premiere espece ”. Pour illustrer la relation de récurrence (3.18),
on construit le g-analogue de premier triangle 2-Stirling.

n\k 0 1 2 3 4 5 6
0 1

1 001

2 001 1 1

3 0 0 1429+¢*> 2+3q+¢* 3+3q+g> 2+q 1

TABLE 3.2 — Le g-analogue de 2-Stirling de premiére espéce.

De méme pour la relation de récurrence (3.19), on construit le p, g-analogue du premier
triangle 2-Stirling.

n\k 0 1 2 3 4

0 1

1 001

2 00 1 1 1

3 0 0 P*+2pq+q*> P*+¢*+2pg+p+q pP*+¢*+2pq+p+g+1

TABLE 3.3 — Le p, g-analogue de 2-Stirling de premiere espeéce.

Faisant une comparaison de la Définition 3.4.1 avec la fonction symétrique élémentaire

généralisée EIES) (n) etla Relation (3.18) (resp. (3.19)) et par une pensée inductive on trouve.

Proposition 3.4.2. Pourn > let s <k < sn,

e [k = ES., (1120, (1 =10,) (3.20)
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) n, k] = E®) ([1]’% P 1]M) . (3.21)
En utilisant cette proposition, nous pouvons également proposer la définition suivante
pour les analogues des nombres de Stirling généralisés.

Remarque 3.4.3. Le nombre du g-Stirling (resp. p, ¢-Stirling) généralisé de premiere es-

(s) (s) n—1

pece ¢y’ [n, k] (resp. cpq [, k]) est défini comme les (; ;). sommes des produits possibles,

chaque facteur apparait au plus s fois dans chaque produit, qui peut étre formé a partir des
(n — 1) premiersg-nombres [1],, [2],, ..., [n — 1], (resp. p,g-nombres [1],,, [2]pq4, ..., [n —

1p,9)-

Pour illustrer,

2 2
o' B2 = [GRE e B,3) = 12y + [l
2 2 2
o B A = R0+ gl e 35 = [+ 2 ) [3,6] = 1.
De plus, les résultats suivants apparaissent comme des analogues naturels du Théoreme
3.2.3.

Théoréme 3.4.4. On a,

I}xqt[/ +---+[]]Sl Zcq [n,k]x

TGS+ (g - [t 4+ [115,) = Y eyl K]a*
k=0

j=0
Démonstration. A partir des Relations (3.20) et (3.21) données dans la Proposition 3.4.2, on
utilise la méme méthode de la preuve proposée dans le théoreme 3.2.3. O

La méthode de la preuve utilisée dans le Théoreme 3.2.4 peut étre appliquée a leurs
analogues.

Théoréme 3.4.5. On a,

Cb(is)[n,k] = Z Cq[n/jl] X e X Cq[i’l,]'s](—l)kazizl rjr/
Jitetjs=k
et
c;f;[n,k] = Y cpaln ] x - xepgln, il (=1)kak i,
Jitetjs=k

3.5 Interprétation combinatoire des analogues des nombres de
Stirling généralisés

On sait que les minimas d’un cycle d'une permutation donnée sont les nombres les
plus petits dans leurs cycles. Par exemple, si 1 = (135)(268)(7)(49) est une permutation
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écrite en notation de cycle dans So, alors les minimas de tous les cycles sont 1,2,4 et 7.

Le nombre d’inversions d'une permutation 7w = 0y ...0, € &, est,
inv(mt) = {(i,j) : i < j, i > 0j}.

La statistique d’inversion dans I'histoire remonte aux travaux de Cramer (1750), Le-
zout (1764) et Laplace (1772). Netto a énuméré les éléments du groupe symétrique par la
statistique d’'inversion en 1901 [N01], et en 1916 MacMahon [M16] a donné le développe-
ment du g-factorial ¥_ce, 400 = [n],!.

Maintenant, avant de donner la formule de g-Stirling généralisé. Procédant en premier
lieu, a un arrangement dont lesquels les cycles de chaque permutation 7r; donnée dans
la Définition 3.3.1, seront organisés dans l'ordre croissant de gauche a droite selon les
minimas de chaque cycle. En deuxiéme lieu, apres avoir supprimé les parentheses des
cycles, on considere tous les cycles de chaque 7t; € (711, ..., 7T5) comme un seul cycle et on

(<)

note ces nouvelles permutations par 7,
Exemple 3.5.1. Pour la permutation 77 = (1,3,5)(2,6,8)(7)(4,9) on a (=) = 135268497.

Définition 3.5.2. Soit Qs (1, m) I'ensemble de toutes les s-uplets de permutations de type
(7‘(§< ..., 7'[5( S’C)) associé a toutes les s-uplets de permutations de Stirling généralisé

(711, ..., 7s) de longueur n ayant simultanément m cycles.

Théoréeme 3.5.3. Le nombre g-Stirling généralisé de premiere espece c,(f) [n, k| est donné

par,

) n, k] = Z qm mo(m™), (6:22)

(<) (e

ou la somme couvre toutes les s-uplets de permutations (711* e, T )> associées a
toutes les s-uplets de permutations de Stirling généralisé (711, . .., 75) de longueur n ayant
simultanément k cycles.

Démonstration. En vertu de la Relation (3.18) il suffit de montrer, pour n > 0 etk > s, que

Yo inv(nfg’c)> (9 :
) q = —1,k—s]+ Y [n—1] cq In—1,k—s+j.
(ﬂgé'c) ..... n£§’6)>eQ(n,k) j=1

Pour ce faire, notons d’abord que par la condition 2 de la Définition 3.3.1, si (713, . . ., 715 est
une s-uplet de permutations de Stirling généralisé de longueur n alors, n est un point fixe
dans 71, ssi il est un point fixe dans tout 77; de {7y, ..., 71s_1 }. Les s-uplets (7, . . ., 775 ) dont
lequel 1 est un point fixe dans chaque 7t; de {3, ..., 7 }, sont en bijection avec les s-uplets
(01, ...,05) delongueur n — 1 qui ont simultanément k — s cycles, cela se fait en supprimant
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n de chaque permutation. Donc, par la Définition 3.5.2 les s-uplets (n%g’c), ceey NS(S'C)>

de longueur n sont aussi en bijection avec (Ul(g,c)/ . .,US(S’C)) de longueur n — 1 ce qui

conclure le nombre cgs) [n —1,k —s]. Chaque s-uplet (71, . .., 75) dont lequel n est un point

fixe seulement dans 71; de {7‘[1, e, Tl ]-} peut étre construit uniquement en choisissant s-
uplet (04, . ..,05) de longueur n — 1 qui ont simultanément k — (s — j) cycles, se faisait par
I'insertion du n comme point fixe dans chaque permutation o; € {(71, cen, as_j} et comme
une nouvelle entrée dans 0; € {0;_j11,...,05 }. On compte c®)(n—1,k—s+j) des s-uplets
(01,...,05) et donc les s-uplets (Ul(g,c), el S(S’C)) vont contribuer par la quantité cf]s) [n—
1,k — s + j], par ailleurs il existe une seule fagon d’insérer n comme un point fixe dans

chaque 0; € {(71, .. .,O'S_]'} cela implique que le poids total de n dans <0_1(§,c), eee, USJ{”)

s—j times

e e .
est qO + - +0 = 1. Ensuite il y a aussi (n — 1)/ fagons d’insérer n comme une nouvelle

entrée dans o; € {(TS,]-H, .. .,(Ts}, cela implique que le poids total de n dans (Ti(s’c) de

{‘75(31)1' ey gg,c)} estl+q+---+4"2 = [n— 1], Le poids total de toutes les permuta-
tions (‘Ts(i"i)lf e, as(g’c) ) est [n — 1]{7. On résume que la Relation (3.18) est construite. [

Exemple 3.5.4. On se réfere a 'exemple 3.3.2, les paires de permutations de Stirling géné-
ralisée (711, 712) de longueur 3 qui ont simultanément 3 cycles sont,

((1)(23),123) — ((1)(23),132) — ((13)(2),123)—
((13)(2),132) — ((12)(3),123) — ((12)(3),132),

Cependant, suivant notre procédé les paires de permutations (ngg,c)’ ngg,c)) sont,
(123,123) — (123,132) — (132,123) — (132,132) — (123,123) — (123,132).

On trouve,
C1§2) [3/ 3] — qinv(123)+inv(123) + qinv(123)+inv(132) + qinv(132)+inv(123)
+ qinv(132)+inv(l32) + qinv(123)+inv(123) + qinv(123)+inv(132)
=2+3q+4%

Remplagant s = 1 dans le Théoreme 3.5.3, on obtient le résultat intéressant de Gessel
[GVS5].

Corollaire 3.5.5. Le nombre g-Stirling de premiére espece ¢, [n, k| est donné par,

inv( (=0
cqln, k] = Z q (= ), (3.23)
(£ eQ(nk)

ott la somme couvre toutes les permutations 71(=) associées a 7 de longueur 1 et qui ont
k cycles.
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D’une fagon similaire a la Proposition 3.3.5, il est facile de voir a partir du Théoreme
3.5.3 et du Théoreme 3.4.4 que les analogues du nombre de Stirling généralisé satisfont les

identités suivantes.

Proposition 3.5.6. On a,
@) c,gs) [n,sn] =1;
(ii) c,gs) (n,s] = [[n—1,!]" = [c[n,1]];
(iii) Zi”zo(—l)s”*kc,(;) [n,k] = 0sis est pair.
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Chapitre 4

Log-concavité des coefficients
bi®nomiaux et leurs analogues

Introduction

L’étude de la log-concavité et 'unimodalité seront 1’essentiel de ce chapitre. L'objec-
tif est d’arriver a appliquer l'inégalité énoncée dans la définition de la log-concavité sur
les différentes suites représentants la fonctions symétrique élémentaire généralisée. Pour
concrétiser cet objectif, on fait appelle aux techniques et outils de I'interprétation combi-
natoire des déterminants proposés par Gessel et Viennot, afin de les utiliser dans le for-
malisme de la preuve du théoréme principal. Ce principe de déterminant est appliqué par
Sagan dans son Article intitulé “Log concave sequences of symmetric functions and analogs of
the Jacobi- Trudi determinants”.

Par la suite, on applique le principe général de cette preuve sur le triangle de Pascal
n] (s)

généralisé. En plus, on montre que les coefficients g-bi*nomiaux [} g sont fortement g-log-

no+juc](s)
ko—jpq

Ce qui nous permis d’établir 'unimodalité des coefficients bi*nomiaux (i), et leurs suites

concave, ainsi leurs suites situées sur les transversales { [ } restraint par aff > 0.
j=0

situées sur les transversales.
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4.1 Généralité sur la log-concavité et I'unimodalité

Les suites unimodales et log-concaves apparaissent naturellement en combinatoire, en
algebre, en analyse, en géométrie, en informatique, en probabilité et en statique. Nous
renvoyons le lecteur aux documents de Stanley [S89] et Brenti [B89, B94] pour les divers

résultats et techniques sur ces propriétées.

Voici un apergu sur certains définitions et théoremes utiles dans le reste du travail.

Définition 4.1.1. Une suite {ag, a1, . .., a; } de nombres réels est appelée log-concave si a? >
ai_qaipppouri=1,..., k—1.

Définition 4.1.2. (Définition équivalente) Une suite {ag,a1,...,a,} de nombres réels est
appelée log-concave sia;a; > a; 1a;1pour1 <i <j<k—1

Définition 4.1.3. Une suite {ag, a1, ...,a;} de nombres réels est dite unimodale s'il existe
unindice 0 < j <k, telquea; <a; 1 pouri=0,...,j—leta; >a;qpouri=j,..., k—1.

Remarque 4.1.4. On dit qu’il n’y a pas de zéros internes s’il n'y a pas trois indices 0 < i <
j<d<ktelsquea;a; #0eta; =0.

Théoréme 4.1.5. [B89] Une suite log-concave {ap, a1, ...,ax} sans zéros internes est aussi

unimodale.

Théoreme 4.1.6. [B89] Une suite log-concave {ag,a1,...,a;} sans zéros internes est log-
concave si et seulement si elle est strictement log-concave.

Exemple 4.1.7. Les éléments du triangle de Pascal forment une suite log-concave en k car,

B> (k+Dm—k+1)
(kﬁ1)<kil) B k(n —k) =1

Définition 4.1.8. Une suite de polyndmes (ax(q)), est g-log-concave si ax(q)? — ax_1(q)ax41(q)
a des coefficients non négatifs en 4.

Définition 4.1.9. Un polynome ay(q) est dit étre un g-analogue d’un entier aj si ax(1) = a.

Définition 4.1.10. Une suite de polyndmes (ax(q))}_, est fortement g-log-concave si a;(q)a;(q) —
a;_q (q)ajH (q) a des coefficients non négatifs en g pour 1 <i < j.

Exemple 4.1.11. Le coefficient g-binomial [Z]q est le g-analogue du coefficient binomial
(}) et le g-Stirling du deuxiéme espeéce S, (1, k) est le g-analogue de Stirling du deuxieme
espece S(n, k).

Le lecteur est invité a consulter [B90, L90, S92, WW91].
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4.2 Un peu d’historique

Les premiers résultats obtenus sur 1'unimodalité et la log-concavité pour les éléments
du triangle de Pascal sont di aux Tanny et Zuker [TZ74]. Vous trouvez au-dessus quelques
résultats déja réalisés dans la littérature.

1. Les suites des coefficients binomiaux { () } (>0 sont log-concave,

. lesnombres de Stirling non signés de premieére espece {s(, k) },, sont log-concave,

2
3. les nombres de Stirling de second espéce {S(1,k)},, ;o sont log-concave,
4. Les nombres Eulériens { A(, k) };~, sont log-concave,

5

. Les suites corresponds a des transversales dans le triangles de Pascal {(”;k) }k>0 et
{(”*k”‘k) }k>0 [TZ74, TZ76] sont log-concave,

6. Belbachir et Szalay [BS08] ont traité la log-concavité dans les transversales des tri-
) Loz sz u-+ak u-+ak :
angles de Pascal ordinaire et généralisé {(U LK) }kzo et {(v H .Bk)s }kzo sous certaines

conditions sur les parametres «, B, u et v.

7. Ahmia et Belbachir ont étudient exhaustivement la log-concavité, la log-convexity
et 'unimodalité des suites et des polynomes associés au triangle de Pascal géné-
ralisé et les analogues du triangle de Pascal [AB12, AB18, ABq18, AB19, ABq19,
AB20].

Le premier résultat obtenue de la g-log-concavité des éléments du g-triangle de Pascal

est dii a Butler [B90], qui a montré que la suite des coefficients g-binomiaux [Z]q est g-
log-concave. Krattenthaler dans [K89] a prouvé la conjecture de Butler [B87] affirmant
que le polynome [Z]q [T]q - [kfl]q [l_":l]q a des coefficients non négatifs en g. Ensuite, Sagan
[S92] a généralisé les travaux cités précédemment, en utilisant la théorie des fonctions
symétriques et l'interprétation combinatoire des déterminants associés aux chemins dt au
Gessel et Viennot [GV85]. De plus, Sagan a montré que les suites {ex(1) }n>0, {ex—;(n +
7)}iz0, {hk(n) }uso et {hx_j(n + j) }j>0 sont tous fortement g-log-concaves si {(x;),};>1 est
fortement g-log-concave. Répondant a une question de Sagan sur la g-log-concavité forte
de certaines suites de fonctions symétriques, Su et al [SW11] ont prouvé que les suites
{exo—jp (1o +ja) }i>0 et {hx,—jg(no + ja) } j>0 sont fortement g-log-concaves, et cela implique
la g-log-concavité forte des suites des polyndmes situées sur les transversales du g-triangle

de Pascal {[Zof]g] } avec aff > 0.
0P =

Maintenant, motivé par les résultats décrits auparavant, on commence a étudier la log-

concavité et 'unimodalité des suites associées par la fonction élémentaire généralisée.
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4.3 Chemins et étiquetage

On a expliqué dans le deuxieéme chapitre, que la fonction élémentaire généralisée E]ES) (n)
est interprétée comme étant une fonction génératrice des poids pour chaque chemin figu-
rant entre les deux points u; = (0,0) et v; = (k,n — 1) avec aux plus s pas horizontaux.
Cette section est consacrée a la présentation de certaines notations et terminologies, afin
de les utiliser comme des outils pour mieux manipuler le formalisme des démonstrations.

Soit Pi’k I'ensembles de tous les chemins possibles entre les deux points u; = (0,0) et
v1 = (k,n —1) avec aux plus s pas horizontaux. Pour chaque chemin P = (p1, p2, ..., Pkin-1) €
PS

o, On associe un étiquetage E (%) et ca pour chaque pas horizontal comme suit,

L(p;) = (le nombre des pas verticaux p; qui précedent p;) + 1.

Apres cette notation, on peut écrire E ,ES) comme suit,

E,Es)(n) =) x avec xf = HxL(p;)f (4.1)
PeP: | picP

xP représente chaque monome de la fonction étiquetée E ,ES) (voir figure 4.1).

(s)

Remarque 4.3.1. Si le monome de la fonction E;”’ est représenté par un paire de chemin
(P, P,), alors la notation s’écrit

xPrxP2 = xPil2,
(1 01 U1
. ... ..
. ) x
-pil E? — étiquetée - - 2 L
_— "
1 palbs 1o RESESY
Ui Uy Ui

FIGURE 4.1 - Tllustration x2x, de E\”) (3) par I'étiquetage E(2).

Les définitions décrites au dessous jouent un role important dans la compréhension du
Théoreme 4.4.1. En effet, I'idée est de prouver 'inégalité,

[ES () — B (n)ES), (n) > 0.
Notation : u — v : u est le point initial du chemin P et v le point d’arrivée.
Définition 4.3.2. Soient 1, i> vy et up i v7. On définit I'involution ¢ par,
¢(P1, Po) = (P, ), (4.2)

vérifiant,
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1.SiPNP, =@, alors P, =Py etP, =P,
’ P P, ’ P, P
2. PLNP,# @, alors P, =u; — vy —> v et Py = up — vy — 0y,

avec, vy est le point du dernier croisement de P; et P,, tel que le niveau de v contient au
plus s pas horizontaux. En d’autre terme, l'involution ¢ commute les deux portions qui
situent juste apres vy (voir la Figure 4.2).

U1 - %1
S (R (%] - J_._Ziz
I 00 I (%)
| v |
pzklz,r. . péE‘Z,r
. U1 . 11
P Py
FIGURE 4.2 - L'involution ¢.
Définition 4.3.3. On considere la translation 7; définie par,
Td(Pl,Pz) = (P{,le), (43)

avec P] est le chemin P; translaté par un pas dans la direction d = W ou S et P reste le
méme chemin P.

Définition 4.3.4. Soit I'involution ¢, qui a un sens commutative, définie par,
o(P, P,) = (P}, Py), (4.4)

dont P| est le méme chemin que P> mais translaté pour commencer du point initial de P;
et vice versa pour P, (expliquée dans la Figure 4.3).

B . . P{

FIGURE 4.3 — L'involution o.
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4.4 Résultats principaux

Le théoréme cité au dessous est le principal résultat obtenu de ce Chapitre. On prouve
que nombreuses suites de fonction symétrique E ,ES) (n) sont log-concave. Une conséquence
directe de ce résultat est que les coefficients bi*nomiaux et leurs analogues sont log-concave.
Cette propriété est étudiée sur les trois niveaux : horizontal, vertical et sur la transver-
sale. La condition exigée sur la suite (x,),>1 dans E,ES) (n) est quelle soit fortement x-log-

concave.

Théoréme 4.4.1. Si la suite des polyndmes (x,),>1 est fortement x-log-concave, alors les
suites suivantes,

1. (EX (1))iso,
2. (Y (n))ns0,
3. (B (n+))j<k

I’ont aussi.

Démonstration. 1. Pour # fixe.

Tout d’abord, nous allons prouver 1'inégalité,
2
ES ()] = B mES, (n) 22 0. (45)

A partir de I'étiquetage E®) et de la Relation (4.1), on peut réécrire 'Inégalité (4.5)
comme suit,

[E;Es)(n)]z — B (mES) () = Y (~1)PPah, (4.6)

k+1
Py,P

— o= (kn—-1)etv,=(k+1,n-1),

— 1y = (0,0) est le point de départ de P,

— up = (1,0) est le point de départ de P,

_ (1) PPy _ +1 siv; estle dernier point de P et v; est le dernier de P,
—1 sio; estle dernier point de P; et v; est le dernier de P,.

Appliquer l'involution ¢ donnée par la Définition 4.3.2 sur chaque monéme x1f2

associé aux paires de chemins (P, P,) avec le signe —1 en Relation (4.6), on obtient
toujours au moins un mondme x"i%2 associé aux paires de chemins (P}, Py) avec le
signe +1 égal a xP1P2 (i. e. xPiP — xPiPr — 0) en Relation (4.6), parce que P; et P,
commencent sur la méme ligne horizontale (un exemple est donné dans la Figure
4.4). Cela implique 'existence d’une injection entre 'ensemble des paires de che-
mins (Pj, P;) et 1’ensemble des paires de chemins (P;, P»). Ainsi, I'Inégalité (4.5) est
vérifiée.
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Enfin, pour prouver
ES ()ES (n) — E®). (n)E®) >y 0, pourl <k, 4.7
1 (1’1) k (1’1) 1_1(1’1) k+1( ) pour ( . )

on utilise la méme approche avec u, = (k — 1+ 1,0) comme nouvelle condition. On
peut pas appliquer un changement sur le v, car le u; est fixe, cela dit qu'on peut
pas dépasser k + 1.

Par exemple, si nous prenons n = 3,1 = 1, k = 2 et s = 2 alors I'Inégalité (4.7) est
vérifiée car,
EPBEYB) ~EYBEYB) = (n+x+x)(d+3+13+an

2 2, .2
x1x3 + X2x3) — 1.(x7x2 + x1X5 + x7x3

+ +

x1X3 + x3x3 + X2X3 + x1X%3)

x1(x}) 4 x1(x3) 4 x1(x3) + x1(x1x2)

x1 (x1x3) + x1(x2x3) 4 x2(x3)
x2(x3) 4+ x2(x3) + x2(x1%2)
x2(x123) + x2(x2x3) + x3(x3)
x3(x3) + x3(x3) + x3(x1%2)
x3(x133) + x1(¥2%3) — (%

xlx% + x%xg, + x1x§ -+ X%X3

+ 4+ + + o+ o+

xzxg + x1%2X3)

>x 0.

U1 U3 . o 01 02
| 00
! !
1 . I — . '
| |
! !
| |

— — — —e . - — — —e

231 Uz 251 uz
X123 (x1x3)x3

FIGURE 4.4 — L’application de l'involution ¢ sur les deux termes soulignés
ci-dessus.

Remarque 4.4.2. Notez que la configuration (P;, P,) — (P], P) corrige le degré.

2. Pour k fixe.

Du premier cas, on sait que pour établir la x-log-concavité forte de (E,((S) (1))n>o0 il
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suffit de prouver,

>0, (4.8)

avecn > met,

— vy =(k,n—1)etvy, = (k,n),

— uj = (0,0) est le point de départ de Py,

— up = (0,n —m + 1) est le point de départ de P,

— (-1 PP _ +1 sio; estle dernier point de P et v est le dernier de P,
—1 sio; estle dernier point de P et v; est le dernier de P,.

En appliquant I'involution ¢ donnée par la Définition 4.3.2 sur chaque mondme

xP1P2 associé aux paires de chemins (P;, P») avec le signe —1 dans (4.8), on obtient

au moins un mondme x1

dans (4.8) et satisfait,

/ .z . . .
P2 associé aux paires de chemins (P;, P;) avec le signe +1

P!P} PP __
xrr—x =Y Hxﬂixbi - Hxll,'*lxb,%»l s
i i

ou a; < b; pour tous i, parce que P; et P, se terminent sur la méme ligne verticale
et y est un mondme fixe (tout ce qui se trouve au sud-ouest de vy), voir la Figure
4.5. Ainsi, si (x,),>1 est fortement x-log-concave alors xPiP — xPiP2 >, 0. Donc
I'Inégalité (4.8) est vérifiée.

Par conséquent, la suite (EIES) (n))n>0 est x-log-concave.

Par exemple, sin = 3,m = 2,k = 2 et s = 2 alors on trouve dans (4.8) les deux

E®?)-monomials comme il est indiqué au dessous et dans la Figure 4.5

PP 2
xR = xixoxs = x1x2(x1x4),

!/ D/
xhP = x1x3x3 = x1%2(x2%3).
On remarque que x1x2(x2x3) — x1x2(x1x4) >x 0 si (x,)n>0 est fortement x-log-

concave.

3. Pour n et k fixes.

Maintenant, nous allons illustrer le cas général

ES (n)E® (m) — E® (n + 1)EY

) Pim—1) >0, (4.9)

avecm <n, k<l <smetk+n=1+m.



Chapitre 4. Log-concavité des coefficients b nomiaux et leurs analogues 73

X X2
. r,,,* 02 . Z)z
I
|
X1 + X X X
u2.—1¢—1. U1 Uz 1 -——3——- (%]
:UO :ZJO
Xy | ¢ Xy |
¢----- 3 —_— .
| |
| |
| |
l/ll& . . u16 . .

FIGURE 4.5 — L'application de l'involution ¢ sur les deux E(?)-monomiaux
ci-dessus.

Ainsi, il suffit de prouver

Y (—1)nPxPP > 0, (4.10)
Py, P,

avec,

— v =(kn—1)etvy = (k—1,n),

— 1y = (0,0) est le point initial de P,

— up = (k—1—1,n—m+ 1) est le point initial de P,

+1 siv; estle dernier point de P et v; est le dernier de P,

— (=1\hP =
(=1) —1 sio; estle dernier point de P; et v; est le dernier de P,.

Pour vérifier I'Inégalité (4.10), il suffit de montrer que pour chaque mondme x"1"2
de paires de chemins (Py, P») avec signe —1, il existe au moins un mondme xPI'BY
de paires de chemins (Py, P)') avec signe +1, tel que B > xPiP2 Pour ce faire,
nous combinons entre les deux approches précédentes, dans lequel on utilise les

trois applications des Définitions 4.3.2, 4.3.3 et 4.3.4 dans la composition suivante,

n—m+1_k—I m—n—1_1—k
oy Ty ¢ T Ty

—1
(P, Py) 250 (P, Py)

(P, Py (4.11)

Puisque, apres TVTll et avant le traitement de ¢ les chemins P et P, se terminent sur
la méme ligne verticale (ne commence pas sur la méme ligne horizontale), et par
la x-log-concavité forte de (x,), (I'approche du second cas), on obtient nécessaire-
ment dans la premiere partie de la Composition (4.11),

xFiB > PP (4.12)

Avant d’appliquer ¢ dans la deuxiéme partie de la Composition (4.11), P; et P, com-
mencent sur la méme ligne horizontale, de sorte que pour chaque x,, correspond
un x;, ('approche du premier cas). Cela donne,

/! D/ /1 DI
xNP = xPrP (4.13)
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Nos applications sont donc toutes des injections. Par conséquent, de (4.12) et (4.13),

on obtient
P//P// P P
X172 > x 102,

L’'inégalité est vérifiée.

Par exemple, sin = 4,m = 3,k = 2,] = 3 et s = 2 alors on trouve dans (4.10) les deux

E®)-monomiaux suivants comme indiqué dans la Figure 4.6

PP 2.2 2
xR = xxgxs = x7x2(x2x5),
/ D/
PP = xxoxaxy = xap(xaxy),
/! DI
i = x%xzxyq = x%xz(x3x4).
/! DI / D! /1 DI
On remarque que PP = xPiPa et xPiP2 — xPiP2 > 0, parce que (X,),>1 est fortement
x-log-concave. O

4.5 Applications

En guise d’applications les corollaires ci-dessus sont des résultats immédiats du théo-

réme principal.

Corollaire 4.5.1. Pour s > 1, les suites suivantes sont fortement g-log-concave,

{8 RN (U AR (S

et donc sont g-log-concave.

Corollaire 4.5.2. Pour s > 1, les suites suivantes sont log-concaves

e W (G5

et donc sont unimodales.

Appliquant la méme approche que celle proposée respectivement dans le premier et le
deuxiéme cas du Théoréme 4.4.1, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 4.5.3. Pour s > 1. Si la suite (x,),>1 est polynomiale en g avec des coefficients
non négatifs, alors pourn > metl > kona,

@ ES (m)E® (m) >, EY, (m)EE), (m).

De plus, si la suite des polynomes (x,,),>1 est fortement g-log-concave, alors

®) EF(n)E® (m) >, EY (n + 1)E®) (m —1).
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En vertu du Théoréme 4.5.3, on arrive au résultat suivant qui est une généralisation
d’un résultat de Sagan [Sa92].

Corollaire 4.5.4. Pour n > m et > k, on a les inégalités suivantes,

[n} (s) [m} (s) N [ n ](S)[ m ](S)
_q 7
kq I . k—lq l+1q

B = T
-q .
k q ! q k q ! q

A partir des Théoremes 4.4.1 et 4.5.3, et selon 'approche de Su et Wang [SW11], on a

le théoréme suivant.



Chapitre 4. Log-concavité des coefficients b nomiaux et leurs analogues 76

|
l (%) (%]
: . . . —
|
' -1 . ro-=01
|
|
U - - - l — o Uy —— ‘
P N Py |
|
}
P{/ P{/ :
Uy 231
X2 X9 X3X
1424344

FIGURE 4.6 — L'application de la Composition (4.11) dans ’exemple au des-
sus.

Théoréme 4.5.5. Si la suite des polynomes (x,),>1 est fortement g-log-concave, alors pour
les entiers fixes w, 5, ng et ko satisfont af > 0, et sny > ko, la suite des polyndomes

(s) ;
(B o+ )
est fortement g-log-concave.

Démonstration. On sait que « et § ont le méme signe, alors il suffit de prendre a la fois « et B
positif. Ainsi, pour montrer que la suite des polyndmes (E,EZ)_ 8 ].(no + zxj)) 0 est fortement

j>
g-log-concave, il suffit de prouver que

ES (E[ (m) >4 B y(n+ @) E[Jy(m — a), (4.14)

oul > k,n>maveck =ky—pj, | =ko— Bi,n =no+aj, m=ng+aipourj > i.
Appliquant le Théoreme 4.5.3 (a) et (b) a plusieurs reprises, on obtient

B g(n+a)BS g (m —a) <q B y(n+a—D)Eg(m —a+1) <g -+ <q B y(n)Ef (m)

et

ESs

Ainsi (4.14) est vérifiée.

(”)E§2ﬁ<m) =g El(cs—)ﬁ+1<”)El(?ﬁ—1(m> Sqc Sy ES (m)E (m),

Prenant (xq,%2,..., Xpytja) = (1, 4,..., g"0*/%=1) dans le Théoréme 4.5.5, on obtient.

Corollaire 4.5.6. Soit ny, ko, &, B quatre entiers non négatifs, ot sng > ko. La suite suivante

7 (8)
o —l—]tx] .
s , >0,
{[ko—],@ q }j>0 g

est fortement g-log-concave,
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donc g-log-concave.

Prenant (xq,x2,...,Xs+ja) = (1,1,...,1) dans le Théoréme 4.5.5 on obtient le résultat

suivant.

Corollaire 4.5.7. Soit ny, ko, &, B quatre entiers non négatifs, ot sng > ko. La suite suivante

{<Z§i;g>s}j>o’ ap >0,

est log-concave,

donc unimodal.



78

Conclusion

Regarder le triangle de Pascal généralisé, ces éléments (), et la théorie des fonctions
symétriques, nous a permis de construire la fonction E ,ES) (n) et obtenir plusieurs résultats.
Premierement, on a pu faire une extension du travail de Belbachir et Benmezai [BB14], out
cette fonction a été grandement utilisée. Des interpretations combinatoires par les chemins
dans le plan IN x N et par les pavages ont été établis pour les coefficients (i), et leurs

analogues, respectivement.

Deuxiéemement, cette fonction nous a appris qu’en remplagant chaque indéterminé x;
par l'entier i, alors un autre triangle arithmétique s’illustre. Les éléments de ce triangle
représentent les nombres de Stirling généralisés de premiere espece. Effectivement, une
interpretation combinatoire de ces nombres comme des s-uplets de permutations de [n]
avec k cycles a été abordée. De fagon similaire, les analogues de ces nombres ont été inter-
prétés par les statistiques d’inversions sur les méme s-uplets de permutations.

Parfois, utiliser les approches analytiques directes pour prouver la log-concavité et
l'unimodalité des suites est difficile, c’est bien que le cas de notre travail. Cependant,
cette fonction symétrique nous a aidé a appliquer I'approche proposée dans le travail de
Sagan [Sa92] pour prouver la log concavité et I'unimodalité des suites des coefficients
bi*nomiaux (}), et leurs analogues.

Ce travail ouvre quelques perspectives de recherche :

o Le travail effectué sur I'unimodalité de polyndme de Gauss (le g-binomial en tant que
polyndme en g) par Pak et Panova [PP14], nous laisse voir I'importance de cette résultat
par les coefficients g-bi*nomiaux .

o Certaines généralisations des nombres de r-Stirling peuvent étre réfléchies et construites
en utilisant les fonctions symétriques EIES) (n).

o La fonction symétrique Schur S, (1) d"une partition A peut étre généraliser. Par exemple,
on peut définir la fonction Schur généralisée S/(\S) (n) en terme de la fonction symétrique
E,ES) (n) comme,

s = det(ES),,-ﬂ)lgi,jgn-

Il serait trés intéressant d’étudier les propriétés de cette fonction Schur.
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Résumé TLe domaine de cette these est la combinatoire énumérative, notamment la
combinatoire des fonctions symétriques et des interprétations combinatoires. Dans un pre-
mier temps, on propose une fonction symétrique qui interprete les coefficients bi*nomiaux
et leurs analogues. On donne aussi des identités de symétries et de récurrences dans le cas
des analogues. On obtient ainsi donc de nouvelles interprétations combinatoires par les
chemins dans le plan IN x IN et par les pavages. Ensuite, on étudie des nouvelles suites
générées par cette fonction que nous l'ont appelons les nombres de Stirling généralisés.
En terme d’interprétation combinatoire, ils représentent le nombre des s-uplets de per-
mutations de [n] avec k cycles. Enfin, inspirant de Sagan, on prouve la log-concavité des
coefficients bi*nomiaux en utilisant le croisement de deux chemins, sous certaines restric-
tions, pour vérifier I'inégalité de cette propriété.

Mots clés : Log-concavité, Unimodalité, Fonctions Symétriques, Tableaux de Young, Per-
mutations, Inversions des Permutations, Stirling généralisés, Chemins, Pavages.

Abstract The field of this thesis is enumerative combinatorics, in particular the com-
binatorics of symmetric functions and combinatorial interpretations. First, we propose a
symmetric function that interprets the bi*nomial coefficients and their analogues. We also
give identities of symmetries and recurrences in the case of analogues. We thus obtain new
combinatorial interpretations by paths in a plane and by tilings. Then, we study new se-
quences generated by this function that we call the generalized Stirling numbers. In terms
of combinatorial interpretation, they represent the number of s-uplets of permutations of
[n] with k cycles. Finally, inspired by Sagan, we prove the log-concavity of bi*nomial coeffi-
cients by using the crossing of two paths, under certain restrictions, to verify the inequality
of this property.

Key words : Log-concavity, Unimodality, Symmetric Functions, Young Tableaux, Permu-
tations, Inversions of Permutations, Generalized Stirling, Paths, Tiling.
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