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Résumé

La présente these porte sur I'analyse des instabilités 3D des poutres a parois minces en présence des
charges axiales et de flexion, couramment appelées flambement et déversement. Dans le cas des
poutres non retenue latéralement en plus des modes classiques de flambement en flexion (Flambement
Eulerien) les modes de torsion et les modes couplés flexion torsion contrdlent les instabilités de ces
structures. Dans la pratique d’ingénieur comme dans les réglements en vigueur, comme les Eurocodes,
le dimensionnement des structures se fait souvent selon le premier mode. Dans ce cas, la résistance peut
étre tres faible dans les éléments trés élancés. Une premiére solution consiste a augmenter les dimen-
sions de la section au dépens du poids. Elle devient alors tres inefficace. L’autre solution avantageuse
consiste a recourir aux appuis latéraux dans le but de réduire I'effet des instabilités (entretoises). En
présence des structures retenues latéralement, le flambement et le déversement sont prédominants
par les modes supérieurs. Des solutions analytiques sont développées pour les modes supérieurs de
flambement des barres simplement appuyées avec des sections transversales quelconques. D’autres so-
lutions analytiques sont proposées pour le calcul des modes supérieurs de déversement des poutres a
parois et a section doublement symétrique sollicitées initialement en flexion avec des charges excen-
trées. Pour des cas plus généraux, un modele en éléments finis est adopté. En présence des structures
poutres a parois minces et section ouverte, le gauchissement est important en présence de la torsion,
pour cela, des éléments poutres 3D a 7 degrés de liberté (DDL) par nceud sont considérés. Le modéle est
capable d’analyser les modes supérieurs de flambement des barres sous compression ou les modes de
déversement des poutres initialement en flexion. Les résultats analytiques et numériques des présents
modeles sont comparés aux résultats des simulations par éléments finis en utilisant les codes commer-
ciaux « Abaqus » et « Adina » et par les résultats trouvés dans la littérature. L'efficacité des solutions
analytiques et de I'approche numérique proposées sont vérifiées avec succes. Par ailleurs, la vérification
de la résistance au flambement et au déversement selon I'Eurocode 3 a été présentée. Une attention
particuliére est portée sur les modes de flambement en torsion et en flexion-torsion qui ne sont pas pris

en compte dans I'Eurocode 3. A la fin, quelques solutions s’appuyant sur des exemples sont proposées



afin de couvrir la résistance parfaite des barres et des poutres en présence d'instabilités. Cette proposi-
tion rend les structures en acier plus performantes et plus attractives lorsque les effets des instabilités

sont limités au minimum.

Mots clés : poutre; barre ; flambement; déversement, Eurocode 3; éléments finis; mode supérieur, sec-

tion ouverte.



Abstract

The present thesis investigates the flexural-torsional buckling of struts under axial loads and lateral buck-
ling of beams initially in bending. In the highlight of braced structures, the buckling and lateral buckling
stabilities are predominant by the higher buckling modes. For this purpose, analytical solutions are de-
rived for higher 3D buckling modes of simply supported struts with arbitrary cross-sections. Closed-form
solutions are also investigated for lateral buckling strength of beams with doubly symmetric cross-sec-
tions under eccentric loads (load height parameter). For more general cases, the finite element approach
is adopted. In presence of torsion, warping is of primary importance. For this aim, 3D beams with 7
degrees of freedom (DOFs) per node are adopted in the analysis. The model is able to carry out higher
buckling modes of bars under compression or lateral buckling modes of beams initially in bending. The
analytical and the numerical results of the present models are compared to finite element simulations
of some commercial codes « Abaqus » , « Adina » and to some available benchmark solutions of the lit-
erature. The efficiency of the closed-form solutions and the numerical approach is successfully verified.
In addition, the resistance of buckling and lateral buckling according to Eurocode 3 was presented. A
particular attention is pointed out to torsion and flexural-torsional buckling modes not considered in
Eurocode 3. At the end, some solutions based on examples are proposed in order to cover the full
strength of columns and beams in presence of instabilities. This proposal makes steel structures more

performant and attractive when effects of instabilities are limited at a minimum.

Keywords: beam; barre; buckling; lateral buckling, Eurocode 3; finite element; higher mode, open sec-

tion.
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Actuellement, I'optimisation des structures consiste a rechercher les formes a poids minimal sans
perte de résistance ce qui conduit a recourir a des structures de plus en plus minces et élancées. Cette
tendance est recherchée dans tous les domaines de I'ingénierie comme I’aéronautique, I'industrie auto-
mobile et la mécanique. Dans le domaine du génie civil, cette solution est courante dans les structures
en acier. Avec I'amélioration de la qualité et la résistance des structures en béton (Béton a haute résis-
tance, Bétons fibres) et des structures en bois (lamellé collé), la méme tendance est observée (poids

minimal, résistance optimale).

La plupart des structures a parois minces ont des formes de sections ouvertes. Il en résulte des éléments
ayant une faible résistance a la torsion. En présence des structures poutres a parois minces et a section
ouverte, I'analyse globale est compliquée par le fait que la flexion et la torsion sont couplées, de plus la
torsion est accompagnée par le gauchissement. Du point de vue comportement, ces structures sont do-
minées par les instabilités globales (flambement, déversement) ou locales (voilement, distorsion) et
aussi par des phénomeénes de torsion (torsion non uniforme). C'est la raison pour laquelle le domaine de
recherche a parois minces devient attractif et intéresse de nombreux chercheurs a travers le monde.
Tout d’abord, il est important de savoir que la théorie classique du flambement d’Euler [1,2] en flexion
n’est plus valable pour la stabilité des poutres a paroi mince ol un comportement 3D est présent et ou
les instabilités 3D sont caractérisées par des modes en flexion et en torsion qui peuvent étre présents
soit couplés ou découplés. A notre connaissance, les premiers travaux sur le comportement 3D des

poutres a parois minces sont disponibles dans des ouvrages de référence [1, 3-8].

En plus des phénomeénes des instabilités, les imperfections gé¢ométriques créent une perte de résistance
par rapport a la charge critique élastique, selon I'approche de Tetmayer, la théorie d’Engisser et la for-
mulation de type Aytron-Perry [1, 9, 10]. Pour le calcul de ces structures, deux stratégies sont alors pos-
sibles, la premiere consiste a adopter des solutions efficaces de résolution itérative du probléme non
linéaire. Le flambement, les imperfections géométriques et matérielles sont tous inclus dans l'analyse.
Dans ce cas, le temps de calcul nécessaire devrait étre important en présence de structures avec de
grands nombres de degrés de liberté. Cette procédure est couramment adoptée dans le domaine aéro-

nautique [11, 12].
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La deuxiéme stratégie est suivie dans les codes de conceptions de génie civil comme dans les Eurocodes
3, 4 et 5 [13-15]. Dans ces codes, les charges critiques de flambement sont d'abord obtenues par la
théorie linéaire élastique. Des solutions analytiques sont suggérées pour des cas simples et le recours a
des simulations numériques est nécessaire dans des cas plus généraux. Dans ce cas, les charges de flam-
bement sont obtenues en résolvant le probleme des valeurs propres. Dans cette étape, les charges de
flambement sont évaluées dans le cas d'éléments parfaits. Les effets des imperfections géométriques et

matérielles sont pris en compte dans la deuxieme étape de la conception.
Dans I'Eurocodes 3 [13], la résistance au flambement d’une barre de section A et d’une limite d’élasticité

. . . . . )z PP S N
fyse base sur le facteur de réduction . Ce coefficient est fonction d’élancement réduit A ou 4 = /P—rd =
cr

Af . . . ‘o . . i
fp—y et les imperfections géométriques fournies par les courbes européennes (ao, a-d). (Plus de détails
cr

a la section 2.3 au chapitre 2 du présent travail). La variation du facteur de réduction y en fonction du
rapport a.=P./Af, est présentée ci-dessous pour les quatre courbes de flambement (a-d). On remarque

que:

a- Lorsque la charge critique P et la résistance parfaite Nrg coincident (aer = 1), le coefficient yest
proche de 0,5. La perte due au flambement est alors proche de 50%.

b- Lorsque P est inférieur a Nrg (aer < 1), le coefficient y est inférieur a 0,5. La perte due au flambe-
ment est supérieure a 50%.

c- Afin d’améliorer la résistance au flambement, la valeur du facteur de réduction doit étre proche
de 1, Cette condition ne peut étre remplie que si la charge critique de flambement P est plus

élevée que Nyqg. Pour atteindre cette valeur P doit étre supérieur a 15 fois Nyq.
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Figure 1: Variation du facteur de réduction y en fonction du rapport ac-=Pc-/Af,.

Dans les solutions réglementaires (Eurocode 3, EC3), I'analyse de flambement est basée sur des hypo-
theses plan 2D (en flexion : type Euler), de plus la résistance d’un élément au flambement et au déver-
sement est effectuée selon le premier mode. Lorsque la charge de flambement est inférieure a la résis-
tance maximale, les remarques (a, b) sont observées, La perte due au flambement devrait étre impor-

tante et peut dépasser 50%. L'avantage des structures a parois minces devrait alors étre moins attractif.

Une solution possible pour améliorer la résistance des éléments au flambement et au déversement
consiste a accroitre les dimensions de la section droite ou d’adopter les profilés de nuances d’acier plus
élevés. Ces solutions ne sont pourtant pas économiques. Une autre stratégie possible et plus efficace
pour limiter les instabilités et augmenter la capacité portante des éléments est le recours aux maintiens
latéraux (Bracing en anglais). Dans ce cas, le flambement et le déversement sont prédominants par les
modes supérieurs. De nos jours, cette solution est couramment adoptée dans les conceptions de génie
civil, c’est le cas des poutres et des colonnes montées dans les batiments ou des contreventements
latéraux dans les ponts. Ces solutions sont adoptées dans la pratique, mais de facon empirique. On sait
gue sans ces éléments secondaires, la résistance totale du batiment n’est pas garantie et le risque de

défaillance due a des déformations hors plan est présent.
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Objectif de la thése

Un premier objectif de cette recherche consiste a développer des modeles théorique et numérique pour
le calcul des modes supérieurs de flambement et de déversement des poutres a parois minces et a
sections ouvertes. Ces modes apportent une compréhension plus raffinée sur la stabilité de ces
éléments.

Un second objectif, qui constitue une finalité concréte de ce travail est d’établir une méthode de
vérification permettant d’évaluer correctement la résistance au flambement et au déversement des
poutres en tenant en compte des effets des maintiens latéraux et ce afin de contréler et limiter les

phénoménes d’instabilité et de couvrir la résistance parfaite des poutres.

Ce mémoire est structuré en Cinque chapitres principaux ainsi que suit:

Le premier chapitre, comprend un bref apercu sur les différentes théories de torsion, ol nous nous
intéressons plus particulierement a la torsion non uniforme dans les poutres a parois minces et a sections
ouvertes. Nous donnons les principaux parametres propres a la torsion non uniforme ainsi que le modéle
de Vlasov ol nous considérons un comportement linéaire. Afin de montrer I'efficacité de ce modele, une
étude comparative entre le modele de Vlasov et la simulation par éléments finis avec le code Abaqus a
été présentée. Nous nous appuyons sur le modele de Vlasov a partir duquel I'énergie de déformation
qui permet d’étudier les instabilités dues au Flambement et au déversement des éléments a parois
minces et a sections ouvertes a été obtenue.

Le deuxieme chapitre, est consacré a une analyse analytique du flambement des barres a parois minces
et a section ouvertes sous a une charge axiale de compression. En se basant sur la méthode de Ritz, des
solutions analytiques sont développées pour le calcul des modes supérieurs de flambement ou nous
considérons différentes sections : double symétrique, mono-symétrique et asymétrique (arbitraire).
Nous présentons par la suite, une analyse réglementaire du flambement selon la norme européenne

I’Eurocode 3.

Dans le troisieme chapitre, nous traitons le probleme de déversement des poutres a une section en | bi-
symétriques, en considérant les cas de charges : charge répartie, charge concentrée et a deux moments
égaux. En se basant sur la méthode de Ritz, des solutions analytiques de moment de déversement au

mode k ont été développées. L'influence de la position de la charge par rapport au centre de torsion est
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prise en compte. Une évaluation réglementaire selon I’'Eurocode 3 de la résistance au déversement a été

présentée.

Dans le quatrieme chapitre, un modéle en éléments finis pour le calcul des poutres a parois minces et a
sections ouvertes est développé ol nous considérons un comportement linéaire. Dans ce modele, des

éléments poutres 3D a 14 degrés de liberté sont considérés.

Le cinquieme chapitre est consacré a la validation des modéles théorique et numérique proposée dans
ce travail, pour ce faire des exemples ont été traités et comparés aux résultats des simulations par élé-
ments finis en utilisant les codes commerciaux « Abaqus » et « Adina » et par les résultats trouvés dans
la littérature. Par ailleurs, la résistance au flambement et au déversement des poutres avec et sans main-
tiens a été examiné. Des exemples sont établis pour étudier I'influence des maintiens latéraux sur la

capacité portante et justifiant par la méme occasion I'importance des modes supérieurs.
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Chapitre 1 : La torsion des barres a parois minces avec section ouverte

1.1 Introduction

L'utilisation des éléments a parois minces et a section ouvertes répond a des exigences
technologiques telles que la bonne rigidité et la |égereté de la structure. Or, ces éléments préservent des
particularités qui doivent étre prises en compte dans leur analyse, en particulier la résistance a la torsion.
Il est impossible de négliger les effets de la torsion pour I’étude des instabilités. L'application brutale de
modele classique de poutre (Euler-Bernoulli) conduit a des prédictions erronées et donc a un
dimensionnement incorrect, du fait de leurs rapports géométriques particuliers et de la grande
déformabilité en torsion due au gauchissement. Pour pallier ces limitations de la théorie des poutres,
Vlasov [3] a été amené a construire des théories de poutres plus fines incorporant en particulier la

possibilité de gauchissement des sections droites dans les transformations envisagées.

La théorie de la torsion des poutres élastiques développée au siecle dernier par Navier et Saint Venant
a recu une extension importante, due essentiellement a Timoshenko [1] et Vlasov [3] et subsidiairement
a Wagner [16], Goodier [17] et d’autres. La théorie de la torsion comprend deux parties : la torsion
uniforme de St. Venant et la torsion non uniforme de Vlasov. La réponse en torsion d'un élément dépend
des conditions aux limites et de la forme d'une section transversale. La torsion de Saint-Venant est
prédominante pour les membres avec une section pleine, tandis que la torsion de Vlasov est

prédominante pour les sections ouvertes a parois minces.

Ce chapitre est consacré a illustrer le phénomeéne de la torsion dans les poutres ayant des sections a

parois minces ouvertes ainsi qu’a exposer le modele de Vlasov qui est associé a ce type de poutre.

1.2  Types de section droite

Les sections peuvent étre classées en deux catégorie principales : les sections massives et les sections
a parois minces et pour ces derniéres on différencie les sections fermées et les sections ouvertes.
La section est massive si ses diverses dimensions sont du méme ordre de grandeur (figure 1.1 -a).
Une piece est dite a parois minces si elle est composée d’éléments (parois) dont I'une des dimensions, -
I’épaisseur-, est faible vis-a-vis des deux autres. Soit I’épaisseur t des parois, la largeur b de la section et

la longueur L d’une piéce. Lorsque les proportions satisfont les relations:

<01 et -<01 (1.1)

S| et
~ T
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Selon Vlasov [3], la piéce considérée peut étre classée comme barre a parois minces quelle que soit la
forme de sa section. La section d’une piéce de ce genre est fermée, tubulaire ou en caisson si elle
contient une ou plusieurs cavités (figure 1.1-b) ou, dans le cas contraire ouvertes (figure 1.1-c). De telles

sections peuvent étre décrites par la ligne moyenne de leurs parois si on fixe I'épaisseur en chaque point

EEEEENEEREEEE —
| +—Tole pliée

(a) (b) (c)

de cette ligne [18].

Figure 1.1 : Section droites typiques : a) massives ;(b) fermées a parois minces ; ouvertes a parois
minces.

1.3 Etude de la torsion

Dans le cas général, la résistance d’une barre sollicitée par un moment de torsion peut se
décomposer en deux modes de résistance : d’une part la torsion uniforme ou de Saint Venant et d’autre
part la torsion non uniforme (Warping Torsion en anglais). L'influence de la torsion non uniforme est
faible, et souvent négligeable, pour les sections massives et fermées, alors qu’elle peut étre trés

importante dans les sections ouvertes [19].

1.3.1 Torsion uniforme

Dans les poutres a section massives, la torsion s’appuie sur le principe de Saint-Venant formulé en 1855
(appelée St-Venant). La torsion uniforme de St-Venant suppose la conservation des sections planes,
c’est-a-dire la nullité de la contrainte normale en tout point de la section droite. Il n’existe que des

contraintes de cisaillement (dites aussi tangentielles) qui sont tangentes au contour de la section.

Dans I'étude de la torsion uniforme, on admet les hypothéses fondamentales de la statique des barres

et de la résistance des matériaux, c’est-a-dire :

e Les déformations sont petites par rapport aux dimensions du corps
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e Le matériau est continu, homogene et isotrope.
e Laloi de Hooke est applicable.
e Les sections transversales conservent leur forme.

Considérons une barre cylindrique soumise a deux moments de torsion My égaux et opposés, appliqués
sur les sections extrémes (voir figure 1.2). La déformation due a la torsion est caractérisée par I'angle de
rotation & d’une section située a I'abscisse x d’une section origine. L’angle de rotation spécifique 6 (x)
d’un élément de barre de longueur dx, est alors défini par la relation suivante, qui est I’équation

différentielle du premier ordre de la torsion uniforme:

My
0, = o (1.2)

Avec :
G : Le module de cisaillement.
It : Moment d'inertie de torsion uniforme.
Gl : rigidité de torsion uniforme.

Dans cette formule, la notation (.') signifie la premiére dérivation par rapport a la variable x. La solution

de I'équation (1.2) donne un angle de torsion linéaire le long de la poutre.

Dans le cas d’une section circulaire, les contraintes varient proportionnellement de zéro au centre de la

section, jusqu’a la valeur maximale a la fibre extréme (figure 1.2).

M

Figure 1.2 : Torsion d’une barre cylindrique.

M,

Tmax
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La distribution des contraintes de cisaillement dues a la torsion uniforme dans une section massive
guelconque ne se préte pas a une formulation analytique simple. Nous pouvons avoir recours a I'analogie
de la membrane (qui permet de déterminer la grandeur et la direction des contraintes tangentielles) pour
résoudre le probléeme. A l'aide de cette analogie, il est possible d’établir les contraintes de cisaillement
dans le cas d’une section rectangulaire ayant une hauteur b et une épaisseur t, les contraintes
tangentielles ront I'allure donnée par la figure 1.3 et zmaxSe produit au milieu du grand coté. Les valeurs

exactes de zmax et de I: donnés dans les tableaux 1.1 et 1.2.

t
<+“—>
A
d t »
A ~
-
Pl
"l
// I
Tmax
1
b
44
/l)/’/ Tmax b
N
>
S
v S
b
-<10
t
v
b
->10
t

Figure 1.3 : Contraintes tangentielles de torsion dans une section rectangulaire.

Section Tmax I
. Mx 3
Rectangulaire avec b/t < 10 B bt
a bt?
3M 1
Rectangulaire avec b/t > 10 ~—Z ~ = bt3
bt? 3

Tableau 1.1 : Valeurs de 7maxet de I pour une section rectangulaire.
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La torsion des barres a parois minces avec section ouverte

Les coefficients o et fsont donnés par le tableau suivant :

b/t 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 4.0 6.0 8.0 10.0
a 0.208 0.231 0.246 0.258 0.267 0.282 0.299 0.307 0.313
p 0.141 0.196 0.229 0.249 0.263 0.281 0.299 0.307 0.313

Tableau 1.2 : Coefficients aet .

Dans le cas des sections se composant d’éléments rectangulaires étroits (b/t >10) (on parle alors de
section ouverte a parois minces, voir figure 1.4), la valeur maximale zmax de la contrainte tangentielle dans

chaque élément n est alors donnée par I'équation suivante, basée sur le principe de I'analogie de la

membrane :
Tmax = %tk (1.3-a)
Ou:
Ie=3 Y0 biti (1.3-b)
avec:

n : Nombre du segment qui composent la section.
bk : longueur du segment "k".
tx : épaisseur du segment "k".

Figure 1.4 : section ouverte a parois minces.

11
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1.3.2 Torsion non uniforme des sections ouvertes

La théorie de la torsion non uniforme des poutres ayant une section bi-symétrique en | a été développée
par Timoshenko [2]. Wagner [16] a étendu cette théorie aux sections ouvertes de forme quelconque et
Vlasov [3] a édifié une doctrine compléte de la torsion non uniforme des poutres a parois minces a

section ouverte et fermée.

Sous l'effet d’'un moment de torsion, les barres ayant une section a parois minces ouverte se déforment
hors de leur plan : on dit qu'elles « gauchissent », Lorsque leur gauchissement est empéché par des con-
ditions d’appui adéquates, il amene en plus des contraintes de cisaillement, des contraintes normales
trés importantes qui peuvent se propager notablement dans la zone intérieure de la section et dominer
son comportement global. En d'autres termes, la section a tendance a résister a la torsion par flexion
hors plan des ailes. Ce cas s’appelle torsion non uniforme et la solution de Saint Venant perd son statut

de solution idoine.

Ce concept s'explique plus facilement par I'entremise d'un exemple : Soit une poutre console dont la
section mince est ouverte (section en |) et soumise a son extrémité libre a un moment de torsion My

(Figure 1.5).

Figure 1.5 : Poutre console soumise a un moment de torsion M.

Si nous représentons les déformations de la barre a I'abscisse x (Figure 1.6), nous constatons que

déformation de la section a I'abscisse x peut étre décomposée en :

12
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- Un déplacement angulaire & par rapport a son axe longitudinal x, di aux flux fermés des contraintes

tangentielles 7, , qui, constituent le moment de torsion uniforme Ms, (Saint-Venant).

- Un déplacement latéral v des deux semelles du profilé, di aux flux de contraintes normales cw et

tangentielles 7w, qui, constituent le moment de torsion non uniforme M.

L1 | Ty N~ //T/ -
PN
<N N

N\ e
\ g
\\\\\//// //\
T, — " : N : | e )// |
%
v
v
Torsion non uniforme Torsion uniforme
Flux des contraintes tangentielles iy
Tw Tv lT
[P —— Essssss

Figure 1.6 : Décomposition des déformations de la section et contraintes tangentielles induites.
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En torsion non uniforme pure, le moment de torsion intérieur Mo dans une section droite quelconque

d'une barre, est repris par un couple d'efforts tranchants Ty, égaux et opposés, dans les deux ailes du

profil (figure 1.6). Sous I'effet de ce couple de forces Ty, chaque aile fléchit, I'une vers le bas et I'autre

vers le haut. A ce couple d'efforts tranchants T, correspond dans les ailes un couple de moments M,

égaux et opposés. La résultante statique de ce couple de moments est nulle dans chaque section. Le

bimoment de torsion B» dans la section considérée désigne I'ensemble de ces deux moments M égaux

et opposés. Le bimoment est donc I'effort intérieur qui provoque le gauchissement des sections.

Dans le cas des sections ouvertes a parois minces (section en 1) sollicitées en torsion, on remarque que

la torsion non uniforme est toujours accompagnée de la torsion uniforme. Alors, le moment de torsion

appliqué est équilibré par une combinaison de moment de torsion uniforme ainsi que le moment de

gauchissement da aux efforts de cisaillement T, dans les semelles, donc :

My = Mg, + M, = GL, X+ Tyh

Ms, : le moment de torsion de Saint Venant, (générant de la contrainte tangentielle )

Mo : le moment de la torsion gauchissement, (générant de la contrainte normale o).

Dans I'hypotheése des petits déplacements, on peut exprimer v en fonction de & par la relation:

Le déplacement latéral de la semelle v est relié au moment fléchissant M, par :

2
M, = —EI, =Y

Z dx?
Ou I;est le moment d'inertie quadratique.

L'effort de cisaillement T, est définit comme étant la dérivée premiére de M,, donc :

dM
T, = &=
y dx

En tenant compte de (1.5) et (1.6), (1.7) devient:

h d36,
Ty - IZE dx3
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Le moment de la torsion de gauchissement développé au niveau d'une semelle s'écrit:

M, = Tyh (1.9)

Donc My s’écrit :

h2 d36y

M, =Tyh = —EIZ7 e (1.10)

On définit I» comme étant le moment d'inertie sectorielle :
2
I, =2 (1.11)
2
En remplacant (1.11) par sa valeur, I'équation (1.10) devient
_ d3e,
M, = —Elwﬁ (1.12)

En fin, I'équation différentielle reliant le moment de torsion My et I'angle de torsion est donnée par :

doy d36,
——EI
dx @ gx3

M, = Mg, + M, = GI;

(1.13)

ou:
lo : Moment d'inertie de gauchissement.

E I»: rigidité de la torsion non uniforme.

L'équation (1.13) a été mise en évidence pour la premiere fois par Vlasov [3], elle est a rapprocher de
(1.4), et lie le moment de torsion appliqué a I'angle de torsion dans la poutre, en fonction des inerties
de torsion de Saint Venant et de gauchissement. Elle est d'application pour I'étude de la torsion non
uniforme des poutres a parois minces et section ouverte. La solution de I'équation (1.13) donne un angle
de torsion non linéaire le long de la poutre.

La solution de I'équation (1.13) dépend, comme toute équation différentielle, des conditions frontieres
du probléme spécifique étudié. Pour une poutre encastrée parfaitement a I'une de ses extrémités et
soumis a un moment de torsion extérieur My, a son autre extrémité libre, les conditions se traduisent
par les équations suivantes :

f(x=0)=0,0x=0)=0, 8”(x=N=0et M (x=1)=Mp

A partir de ces conditions on peut résoudre I'équation (1.13). On obtient ainsi :
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La torsion des barres a parois minces avec section ouverte

Mo
0, =
Gl

GI¢L?
K =
\I El,

ch, sh ,th: fonctions hyperboliques .

ou:

L'effort de gauchissement est défini par :

6x(x) =

a6

1.4

—(x — %th([() — %sh (gx) +%th(K) ch (%x))

= GM—Z(I —ch (%x) + th(K)sh (%x))

(1.14-a)

(1.14-b)

(1.15)

Caractéristiques de torsion des sections a parois minces

On complete les caractéristiques géométriques habituelles de la section tels que: le centre de

gravité, I'aire de la section et les moments d'inertie statiques et quadratiques (S, Ix, /1y, .

. .) par des

caractéristiques géométriques faisant intervenir la torsion non uniforme. En particulier : le centre de

torsion, la cordonnée sectorielle, le moment d'inertie de gauchissement et de torsion uniforme.

1.4.1 Moments d'inertie

Les moments statiques et quadratiques classiques (liés a la théorie des poutres), sont Donnés par les

relations suivantes:
A=[dA , S;=[zdA

IL,=[,z*dA , I,=[,y*dA ,

S, = fAydA (1.16)

Iy, = [,yzdA (1.17)

Zv

v

dA

Figure 1.7 : Sections ouvertes a parois minces : les moments statiques et quadratiques classiques.
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Chapitre 1 : La torsion des barres a parois minces avec section ouverte

Dans I'analyse des poutres a parois minces et profils ouverts, les coordonnées d'un point qui se trouve
sur le contour de la section transversale, est repéré par rapport aux axes principaux centraux. La position
de I'origine et de la direction de ces axes principaux est définie par les trois conditions données par les

équations suivantes:

Sy = fAZdA =0 (1.18-a)
S, = fAydA =0 (1.18-b)
L, =[,yzdA =0 (1.18-c)

Les deux équations (1.18-a et 1.18-b) sont utilisées pour localiser I'origine des coordonnées principales.
Ce point particulier est appelé: " le centre de gravité de la section transversale". L'équation (1.18-c)

donne la direction des axes principaux.

1.4.2 Coordonnée sectorielle

On introduit une nouvelle coordonnée, appelée coordonnée sectorielle w(s), gu’on définit de la maniére
suivante. Soit M; I'origine de I'abscisse curviligne du contour I du profil ouvert (figure 1.8). Cest le centre
de torsion. On considere un point D, appelé pble, et les deux extrémités M et M; d’'un segment
élémentaire de longueur ds. Si r désigne la distance entre le pble D et la tangente au contour au point
M, alors la coordonnée sectorielle du point M est définie par le double de I'aire du triangle DMM1 (au

signe pres).

Vz

Figure 1.8 : Détermination de la Coordonnée sectorielle.

Soient w, wp les surfaces sectorielles qui correspondent respectivement aux poles C et D. L'aire du

triangle CMM3, selon la figure 1.9, est donnée par [20] :
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Chapitre 1 : La torsion des barres a parois minces avec section ouverte

CMM, = CAM — CBM, — BAMM, (1.19)

D'ou:

aire(CMMy) =3 [(y = yo) + dyl[(z — zc) + dz] — (z — 2. +3dz) dy =5 (y —y)(z —z)  (1.20-a)

L'aire du triangle DMM; est donnée par:
. 1 1 1
aire(DMM,) =3 [(y — yq) + dyl[(z — zq) + dz] — (2 — 24 + 3dz) dy =5 (y — ya) (2 — zq)  (1.20-b)

G » Y

v
z

Figure 1.9 : Détermination des surfaces sectorielles.

Comme la surface sectorielle est le double de I'aire balayée par le point M, en se déplacant sur le contour

transversal de la section par rapport a un péle quelconque, on a :

dw, =2 X aire(CMM,) = (y —y.)dz — (z — z.)dy (1.21-a)

dwp = 2 X aire(DMM,) = (y —yz)dz — (z — zz)dy (1.21-b)
La déférence des deux surfaces sectorielles (1.21-a) et(1.21-b) donne :

d(wc — wp) = wp + (2 — 24)dy — (Ve — Ya)dz (1.22)
L'intégration de I’équation (1.22) donne:

we =wp + (2. —23)y — (Ve —ya)z + Co (1.23)

OU Cp est un constant arbitraire, dépendant du point initial a partir duquel on mesure les surfaces

sectorielles.
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Chapitre 1 : La torsion des barres a parois minces avec section ouverte

On suppose que le point Mi(y1, z1) est I'origine des arcs s et en supposant que les surfaces sectorielles
wc, ap sont également comptées a partir de ce point, c'est a dire que pour s=0ona @wc = wp=0. D'apres

ces conditions:

Co=—(zc = za)y1 — Ve = Ya) 1 (1.24)
Aprés avoir remplacé Cp par sa valeur, I'équation (1.23) devient :

w=wc=wp+ (2. =2y —y1) = W —ya)(z — 2z1) (1.25)
A partir de la relation 1.25, on constate que l'unité de ® est le m2.

Les caractéristiques sectorielles sont définies par rapport au centre de torsion, elles sont données

par :

S =fwddA , 1,=[ w*dA
w fA w fA } (126)

Swy = [jzwdA , Sy, = [,yodA

1.4.3 Centre de torsion

Le centre de torsion (shear center en anglais) est un point ou le moment des forces engendrées par les
contraintes dues a I'effort tranchant est nul. Pour déterminer les coordonnées du centre de torsion d’un
profil ouvert, il existe deux méthodes. La premiere consiste a déterminer les contraintes de cisaillement
de flexion. La seconde fait appel a la notion d’aire sectorielle. Dans cette partie, nous présentons le calcul

du centre de torsion par la deuxieme méthode (la méthode sectorielle).

Le centre de torsion a pour propriété de rendre la surface sectorielle orthogonale aux coordonnées

(v, z) mesurées dans les axes principaux centraux d'inertie, ce qui se traduit par :
J,ywdA=0 J,z0dA =0 (1.27)
Apres avoir remplacé (1.24) par sa valeur, on trouve:

|, yop dA— [, y*(zc — 24) dA — [,(yc — ¥a) zydA = 0 (1.27-a)

[, z0p dA— [, 2*(y. — ya) dA — [,(zc — 24) zydA = 0 (1.27-b)
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Chapitre 1 : La torsion des barres a parois minces avec section ouverte

Zv

Figure 1.10 : Détermination du centre de torsion.

En identifiant ces deux expressions (1.27-a) et (1.27-b), on trouve les coordonnées (xc, yc) du centre de

torsion, par rapport a celles du point D:

I [, wp zdA-ly; [, wp ydA

Ye=Yat+ Il —1Z,
Y (1.28)
_ ly [, wp ydA-Iy; [, wp zdA
Zc = Zq — 12
Lly-12,

Dans le cas particulier ou les axes y et z de la section sont des axes principaux, I'équation (1.28) de-
vient:

[, op zdA

Ve =Ya+ 5T —
Y (1.29)

Jp0p ydA

Ze =24~

En général, le centre de torsion n’est pas confondu avec le centre de gravité. Mais il se trouve sur le plan
de symétrie du profil. Donc, si le profil a au moins deux plans de symétrie, le centre de torsion se trouve
au centre de gravité. Le tableau 1.3 donne la répartition de la coordonnée sectorielle principale des

profils ouverts, la position du centre de torsion et I'expression du moment d'inertie de gauchissement

en fonction des caractéristiques géométriques de la section.
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Section Coordonnée sectorielle @ (m?) Caractéristique de torsion
y bh' '
OB, Wy == h=h-t
- ? t;h3n?
@ F\a) 24
f”f[?"d] oy
; I
m;[:i-‘_‘~«,, . z, = ( z)1 n'
(Iz)l + (Iz)Z
= —bl(hz_zc) , 0)2 = ZC%
- I, = )1 (R = 2.)? + (I,)2(2.)?
('J:Fﬂ”' w zJ)1 c zJ)2\%c
4 tW !
b' = - ; h=h—tf
iy [
oo b2
yC = 'ty
thf+T
n' h'(b' -y
W1 = Y5, W2 = M) > o)
ey 1
Iy ik Iw — 6 (b/ _ 3yc)b,2h,2tf + IZyCZ
. C.
*G
G 1c Gauchissement négligeable I,=0

(1,); (1,), : moment d’inertie de la semelle supérieure et inférieure.

Tableau 1.3 : Caractéristiques de torsion des sections a parois minces.

De nombreux logiciels de calculs de pieces permettent de trouver I'aire d’une section ouverte a parois
minces quelconque, la position de son centre de gravité ainsi que le centre de torsion, la valeur des
moments quadratiques axiaux et principaux. La méthode utilisée n’étant généralement pas donnée par

le fournisseur ou le créateur du logiciel.
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1.5 Bimoment

Par définition le bimoment est une grandeur statique, il s'exprime en force par longueur au carré (i.e.
kn.m?). Il se produit lors de lapplication des charges transversales ou longitudinale suite, au
gauchissement. Le bimoment peut étre positif ou négatif comme les autres éléments de réductions.

Le bimoment crée dans un profil ouvert, par une charge N appliquée dans le sens longitudinal en un
point k, est donnée par :

Ou:
wy, : est aire sectorielle de la section au point k.

Le bimoment provoqué dans un profil ouvert par les charges transversales est définie par :

B, = EI,0) (1.31)

Pour une poutre console sous moment de torsion Mo en bout, I'effort de gauchissement le long de la

poutre a I'expression suivante :
— Mol LW K
B,y (x) =2 (sh (5x) = th(x) ch (% x)) (1.32)
Le bimoment peut étre aussi calculé a partir des déformations normales par la relation suivante :
B, = [, Ewe, (1.33)

Cette équation est aussi équivalente a celle donnée par la théorie classique M,, = fA Eze,.

1.6 Modeéle de Vlasov pour les poutres a parois minces et a sections ouvertes

On consideére un élément a parois minces et a section ouverte dans un repére 3D (figure 1.11). Les
axes y et z sont les axes principaux d’inertie. Le centre de torsion C est repéré par ses coordonnées (yc,
z¢). Un point M est défini sur le contour par ses coordonnées y, z et @ ou o la coordonnée sectorielle,
définit le gauchissement de la section en ce point. Les hypothéses fondamentales utilisées dans le

modele de Vlasov sont les suivantes :

1. Le corps est constitué d'un matériau homogene et isotrope.

2. Lasection droite est indéformable dans son plan.
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3.
4.
5.

Les propriétés mécaniques du matériau tant en compression qu'en traction sont les mémes
On ne tient pas compte de l'influence locale des forces extérieures.

On considére que les variations des contraintes de cisaillement sur I'épaisseur des parois sont
négligeables, autrement dit, on néglige la distorsion des parois sur leur épaisseur.

La loi de comportement est élastique linéaire (Loi de Hooke). E et G sont les modules d’élasti-
cité longitudinale et transversale.

Les déformations tangentielles sont nulles le long du contour.

Pz P ’

M(x,y,z, @)

Figure 1.11 : Poutre a parois minces et a section ouverte.

En utilisant les deux premiéres hypothéses, les déplacements vy, et wy, du point M peuvent étre

exprimés en fonction de ceux du centre de torsion C par les relations suivantes (Mohri [21], [22]) :

Uy

Wy

=v—(z—2z.)sinb, — (y —y.)(1 — cosb,) (1.34-a)

=w+ (y—y.)sinf, — (z — z.)(1 — cosb,) (1.34-b)

Dans ces équations, v et w sont les déplacements transversaux de centre de torsion et & est I'angle de

torsion. On peut trouver le déplacement longitudinal uw par la condition de nullité de déformation

tangentielle dans la surface moyenne (deuxieme hypothése). En se rapportant au systéme de

coordonnées curvilignes M:,, ayant les axes tangent et normal a la paroi de la piece (Figure 1.12), En

désignant par v:et w: les composantes du déplacement du point M dans cette base.
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Figure 1.12: Les axes tangent et normal a la paroi de la piéce.

On obtient pour les déplacements tangentiel v.et w; normal les expression suivantes:

Vv, =vycosa+wysina
{t M M (1.35-a,b)

Wp = Wy COS @ — Vy Sina
Dans ces relations, « représente l'angle entre I'axe y et la tangente M. Apres avoir remplacé les

équations (1.34) par leurs valeurs dans (1.35), on obtient:

{vt=vcosa+WSina+hSin9x+T(6059x—1) (1.36-a,b)

w; = —vsina +wcosa +rsinf, —h(cos b, — 1)

h(s) et r(s) sont les coordonnées du centre de cisaillement C dans la base M. La figure (1.12), nous

permet d'écrire les équations suivantes :

%zo (1.37-a)
dy =dscosa (1.37-b)
dz =dssina (1.37-c)
dw = hds (1.37-d)

Conformément aux hypotheéses, la déformation tangentielle de Green le long du contour égale a zéro,

ona:

6uM 6Ut aUt 617,_» 6wt aWt
Eys=—F+—+——"""+——"-=0 1.38
xS das dx dx 0s dx 0ds ( )
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Comme le déplacement v: et w: sont déja donnés par les équations (1.36), nous en déduisons le
déplacement longitudinal u, et en tenant compte de (1.37), et en résolvant (1.38) on

obtient (Mohri,[21]) :
uy =v—yW cos, +w'sinb,) — z(w' cos 6, —v'sin6,) — wby (1.39)

Les expressions de déplacements M données par Egs. (1.34) et (1.39) sont non linéaires et dépendent
de I'approximation donnée aux fonctions cos 6 et sin 6. Le modéle de Vlasov peut étre obtenues a partir
de (1.34-a), (1.34-b) et (1.39) en utilisant 'approximation cos & =1, sin 6 = 6 et en ignorant les termes

non linéaires quadratiques supplémentaires obtenus. Les déplacements linéarisés de M sont alors:

uy =u—yv' —zw' — wo, (1.40-a)
vy =v—(z—2.)0, (1.40-b)
wy =w— (Y —y:)0y (1.40-c)

Le modele de Vlasov obtenu ne comporte que quatre parametres cinématiques : u, v, w et 6, comme un
modele classique de poutre a section indéformable de type Euler-Bernoulli. En effet, le déplacement hors
plan des points de la section ne dépend que de la variation d@/dx de I’angle de torsion le long de la poutre
(i.e. la courbure de torsion) et des propriétés géométriques initiales de la section a travers la fonction w.
Le champ de déplacement (1.40) est adopté par plusieurs auteurs dont Mohri [23], Trahair [24], Barsoum
[25] et Bazant [26]. lIs considérent un comportement linéaire. Toutes les solutions réglementaires de

I’'Eurocode 3 ont comme base la cinématique (1.40) (Mohri [23]).

Connaissant les déplacements des points de la surface moyenne de la poutre, nous pouvons maintenant
trouver la déformation de cette surface en un point quelconque M. Le tenseur de Green incluant les

grands déplacements est défini par :
. du;
l(%_kﬂ_kaﬂaﬂ) (1.412)

[ —
Y 2 6x] aXi aXi aX]

Pour le cas des poutres a parois minces, le tenseur de déformation longitudinale est divisé en

déformations linéaires et non-linéaires comme suit :
Exx = &+ &g (1.42)
Avec :
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g=u —yv" —zw" — w6y (1.42-a)
Eq = %(v’2 +w'” + R202) + (y — y)w'0; — (z — z.)v'0;, (1.42-b)
R? = (y = y)* + (z — z.)* (1.42-c)

La formule (1.42) montre que les déformations &« le long de la ligne de profil x = cte s'obtiennent par
addition d'une part des déformations dépendant des coordonnées y et z d'un point de la ligne de profil
et calculés selon la théorie des poutres (surface plane), et d'autre part des déformations de gauchisse-

ment, calculées selon la théorie de torsion non uniforme.

Les déformations tangentielles sont données par les expressions suivantes :

1 dw\ .,
ey =—3(z— 2z + ﬁ) 0. (1.43-a)
1 dw\
Exz = E(y — Y~ a_c;)) Ox (1.43-b)

En utilisant la loi de Hooke entre les contraintes et les déformations, on peut déterminer la contrainte

totale odue a la torsion-fléchie. On prend I'équation (1.42) donnant les déformations linéaires (Vlasov),

on obtient :
o=Ee (1.44)
c=E@ —yv" —zw'" — wb,') (1.44)

L’effort normal N, les moments de flexion M, et M; et le gauchissement sont reliés au déformation par

les relations suivantes:

N = fA EgdA = EAU (1.45-a)
M, =[ EeizdA = —EL,w" (1.45-b)
M, = [, EgydA = EIv" (1.45-c)
B, = — [,EgwdA = EI,6y (1.45-d)

L'équation 1.44 est donnée sous forme algébrique. En utilisant la relation entre les éléments de

réduction et les courbures, on arrive a :
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o =oy + o5 + g, (1.46)
Avec:

oy = % Compression ou traction (1.46-a)

0 =0y +0, = %y + 1\1/1_:Z Flexion dans les deux plans (1.46-b)

Op = %w(s) Gauchissement (1.46-c)

L'équation (1.46), montre que les contraintes normales o superposition des contraintes réparties
dans la section x = cte suivant la loi des sections planes, et des contraintes (ow) qui varient avec l'arc s

suivant la loi des surfaces sectorielle.

1.7 Exemple : Etude comparative

Dans cette partie, on donne un exemple numérique afin de comparer entre la théorie de Vlasov et
la simulation par éléments finis. Les résultats numériques sont obtenus avec le code Abaqus [27] pour
lequel I'éléments poutres B310S est choisi. L’élément poutre B310S a deux nceuds a sept degrés de
liberté par nceud, il tient compte du gauchissement et il utilise des fonctions de forme cubique.ll se
définit ainsi : (B : Beam ;3 : A three-dimensional (3D);1 : Linear case ; OS :Open Section)

On considére une poutre console de longueur L = 3m constituée par un profil /PE 300 en acier S235.
L'encastrement est supposé parfait. La poutre est soumise a un moment de torsion de 1kN.m a son

extrémité libre figure (voir figure 1.13).

b
CGF 3 4 b=150mm
1KN.m 7 ; h =150 mm
X : G.Cle w tr=10.7 mm

y tw :7.1 mm

v

3m

Figure 1.13 : Caractéristiques géométriques et sollicitation.
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Chapitre 1 : La torsion des barres a parois minces avec section ouverte

La figure (1.14) présente la variation de I'angle de torsion le long de la poutre, calculé analytiqguement
selon I’équation (1.14) et numériquement avec Abaqus (B310S). D'aprés ces courbes, On remarque que
I’'angle de torsion augmente en allant de I’encastrement vers I'extrémité libre. Il est constaté un accord

probant entre la théorie de Vlasov et Abaqus.

0.14
6, (rad)

0.12

0.10

0.08

0.06

Théorie de Vlassov

0.04
® Abaqus B310S
0.02
X(m
0.00 ( )
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figure 1.14 : Variation de I'angle de torsion le long de la poutre.
La figure (1.15) donne la variation du gauchissement le long de la poutre. Les solutions analytiques sont
obtenues a partir de la relation (1.15). Le gauchissement est croisant quand on passe de I’encastrement

vers |'extrémité.
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0.07
6,' (rad/m)
0.06

0.05

0.04 Théorie de Vlassov

® Abaqus B310S
0.03

0.02

0.01

x(m)
0.00

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Figure 1.15 : Variation du gauchissement le long de la poutre.
La figure (1.16) présente celle du bimoment le long de la poutre, calculé analytiquement selon (1.32). Le

bimoment varie hyperboliquement. Il diminue en allant de I' encastrement vers I'extrémité libre.

1500
2
B, (Nm?)
o
1200 Théorie de Vlassov
® Abaqus B310S
900
600
300
0 x(m)
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figure 1.16 : Variation du bimoment le long de la poutre.
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Sur la figure (1.17) est représentée la variation des contraintes normales au niveau des extrémités des
semelles. (Point de section C; et C;) le long de la poutre. On peut voir que les contraintes normales

diminuent en allant de I' encastrement vers I'extrémité libre.

120
O-X"(Mpa) Théorie de Vlassov en C1
® AbaqusB310SenCl
80 Théorie de Vlassov en C2
A Abaqus B310S en C2
40
0
0 1 1 1 1 1 3.0
-40
-80
120 4

Figure 1.17 : Variation des contraintes normales aux angles (C1 et C;) des semelles le
long de la poutre.

Dans cet exemple étudié, les courbes théoriques et numériques se superposent parfaitement, puisqu'on
ne peut méme pas distinguer les courbes. L'erreur maximale observée entre les courbes théoriques et

celles traitées avec Abaqus est de 0.9 % et est probablement due aux arrondis inévitables.

La grande majorité des logiciels ne considérent pas le phénomeéne de gauchissement et implémentent
la théorie de torsion de St-Venant qui néglige les effets du gauchissement. On prend comme un exemple
le logiciel Robot Structural Analysis [28], si on compare les résultats obtenus précédemment dans le cas
de I'angle de torsion avec les résultats traités avec le code de calcul Robot Structural Analysis (Voir figure
1.18). On remarque que les courbes obtenues présentent un écart évident et une nature différente
(droite dans le calcul avec Robot) et (d’allure parabolique) obtenue précédemment. L'écart relevé entre
les 2 courbes tient au fait que le principe fondé par Robot sur Saint Venant ne fournit pas le

comportement réel de la poutre a paroi mince.
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0.20

0.18

0.16

0.14
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0.10

0.08

0.06
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0.02
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Théorie de Vlassov

6, (rad)

® Abaqus B310S

Robot structural Analysis

x(m)

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figure 1.18 : Comparaison entre la théorie de Vlasov et la simulation par Robot Structural Analysis.

1.8 Energie de déformation des poutres a parois minces et a sections ouvertes

L'énergie de déformation de I'élément en présence de la torsion est :

1 1 ,
U=- fL [ EeldAdx +- [ GI.(65)dx (1.47)

Le dernier terme correspond a I'énergie de déformation des contraintes tangentielles de St Venant. En

tenant compte de (1.42), I’équation (1.47) devient :

1 1 ,
U= [ ECf +2eien + ef)dAdx + [, G1.(8)%dx (1.48)

Dans le domaine élastique nous pouvons facilement négliger certains termes non-linéaires qui sont plus

petits par rapport aux autres dans les relations des déformations alors, la contribution e,%lde est négli-

gée. On a alors:

1 1 ,
U=_| [,EefdAdx + [, GI.(0)%dx + | [, EeiendAdx (1.49)

L'énergie de déformation ainsi obtenues peuvent étre présentés sous la forme :

U == Ul+Unl

Avec :

(1.50)
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U =1 [ EefdAdx + ~J, G1.(67)%dx (1.50-a)
U, = fL [ E€igndAdx (1.50-b)

En remplacant les déformations par leurs valeurs et en tenant compte des propriétés géométriques des

axes centraux principaux, on obtient:
U, = % [ (EA@)? + EL(v")? + EL,(w")? + El,(6})?) dx + % J, GI.(63)?dx (1.51)

De la méme maniére, en basant sur les équation (1.42-a, c) et en tenant compte des propriétés géomé-

triqgues des axes centraux principaux, la deuxiéme partie de I'énergie de déformation Un est donnée

par:
Unl = Unl(N) + Unl(My) + Unl(Mz) + Unl(Ba)) (1.52)
Avec:
1 2 1 2 Io 12 rnt rnt
Uy(N) = fLN (Ev towe ;9,( +2z.v' 0 —yw Bx) dx (1.52-a)
Unl(My) = fL My(ﬁze;v’cz +v” x) dx (1.52-b)
Unl(Mz) = - fL Mz(ﬁye;(cz - Wugx) dx (1.52-C)
Un(Bo) = — fL ﬁwealcz dx (1.52-d)

By, Pz, P sont les coefficients d’asymétrie appelés :coefficients de Wagner . Ip est le rayon de giration.

Ils sont définis comme suit :

By = zi,zfsy(yz +22)dS -y, (1.53-a)
Be =5 Js20? + 29 dS = 7 (1.53-b)
Bow = ifsw(y2 +2%)dS (1.53-c)
lo =204 y2 4 72 (1.53-d)
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L’énergie de déformation permet d’étudier les instabilités globales des éléments a parois minces et a
sections ouvertes. Dans les problemes de flambement des barres, seules les charges axiales sont appli-

quées (N # 0 et M, = M, =f3» =0). L'expression de |'énergie de déformation est alors réduite a :

Les charges de flambement en flexion pure, en torsion pure ou en flexion-torsion peuvent étre calculées

a partir de (1.54).

Dans le cas du déversement de poutres chargées initialement en flexion autour de I’axe (y-y), les con-

traintes résultantes sont réduites a M, (My # 0 et N = M, = f»=0). L'énergie de déformation est alors :

U= Ul+Unl(My) (155)

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord présenté les différentes théories de torsion, en nous
concentrant plus particulierement sur la torsion non uniforme qui affecte les poutres a parois minces et
a sections ouvertes. Dans ce type de poutres, le comportement en torsion est fortement influencé par
le gauchissement. La torsion non uniforme fait intervenir des nouveaux parametres quantités (statique,
mécanique et géométrique) qui s'ajoutent a ceux, déja, utilisés dans la méthode des sections planes.
Ensuite, nous avons présenté le modele de Vlasov pour le calcul des poutres a parois minces et a sections
ouvertes, Ce modele est basé sur les hypothéses des petites déformations et de I'indéformabilité de la
section transversale dans son plan. Puis, une étude comparative entre la théorie de Vlasov et les
simulations du code commercial Abaqus en utilisant I'’élément B310S. Les résultats montrent un tres
bon accord entre la théorie de Vlasov et I'élément de poutre B310S. Finalement, I'appui sur les
déplacements de Vlasov, nous a permis d'obtenir I'énergie de déformation qui permet d’étudier les
instabilités globales (le Flambement, et le déversement) des éléments a parois minces et a sections

ouvertes.
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Chapitre 2 : Flambement des barres a sections
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Chapitre 2 : Flambement des barres a sections minces ouvertes avec modes supérieurs

2.1 Introduction

En abordant les structures a parois minces, on doit immédiatement considérer le phénomene de
flambement qui se produit dans tous les systemes ou éléments soumis a des contraintes de compression.
Le flambement peut se manifester sous diverses formes selon les spécificités de la section transversale.
Le phénomeéne auquel on se réfere le plus souvent est le flambement dit « par flexion » car le mode
d’instabilité fait apparaitre de la flexion dans la barre. Dans certains cas particuliers, la résistance au
flambement d’une barre peut étre gouvernée par un mode d’instabilité beaucoup moins connu : il s’agit
du flambement par torsion ou par flexion-torsion. La nature complexe de ces types de flambements
réside dans le fait que la charge critique réelle de telles barres peut étre inférieure a celle prédite par la
formule d'Euler en raison de leurs faible raideur torsionnelle.

La figure 2.1 montre les modes d’instabilité ainsi que le déplacement de la section droite a mi-longueur
d’une barre soumise a un effort de compression supposé appliqué au centre de gravité, selon le type de

section pour lequel le mode concerné peut représenter un mode potentiel de flambement.

Figure 2.1 : Modes de flambement d’une barre simplement comprimée. (a) Flambement par flexion,
(b) Flambement par torsion et (c) Flambement par flexion-torsion.
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La théorie du flambement par flexion-torsion est présentée dans différentes référence Timoshenko [1],
Goodier [17], Bleich [29], Wagner et Pretschner [30], Ostenfeld [31], Kappus [32], Lundquist et Fligg [33]
et Hoff [34]. Tous ces auteurs se sont basés sur les hypotheses de l'indéformabilité de la section
transversale dans son plan.

Lorsqu’une barre non maintenue latéralement soumise a une charge axiale de compression, la charge
critique la plus faible sera toujours obtenue pour le premier mode c’est-a-dire que la barre, flambera
toujours dans son premier mode. En revanche, sil’on considére le cas d’'un maintien latéral a mi-hauteur
d’un poteau s’opposant au déplacement transversal de la section, sans s’opposer a sa rotation autour
de I'axe du poteau (voir figure 2.2), ce maintien apporte une rigidité latérale supplémentaire aux
extrémités de la barre. Cette rigidité supplémentaire est trés importante puisqu'elle influence le mode
de flambement. Si le maintien est trés rigide, le flambement par torsion peut devenir déterminant car la
longueur de flambement par torsion est la longueur de la barre, alors que la longueur de flambement
par rapport a I'axe de faible inertie est la moitié de la longueur de la barre. Le maintien a amélioré la
résistance au flambement de maniére a modifier le mode de flambement, en d’autres termes, la barre

flambera selon le deuxieme mode qui est un mode supérieur de flambement.

a:Type Beam brace

\\I \b3 Truss brace

| —_c: Strut brace

Figure 2.2 : Poteau en compression avec maintien latéraux type poutre (a), treillis (b) ou barre (c).
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Dans I'Eurocode 3, aucune méthode de calcul permettant de prendre en compte la présence des
maintiens latéraux ou en rotation dans |'évaluation de la charge critique de flambement. Cette
configuration est pourtant tres fréquemment rencontrée dans la pratique. Les maintiens latéraux ou en
torsion sont placés empiriquement afin qu’ils aient suffisamment de résistance et de rigidité pour
empécher le flambement des membrures qu’ils supportent.

Face a cette problématique, ce chapitre a pour principal objet de développer des expressions analytiques
qui permettent de calculer les modes supérieurs de flambement. Ces modes de flambement présentent

un grand intérét dans la conception des barres contreventées.

2.1 Modéle analytique pour I’analyse du Flambement 3D

Considérons une barre a section transversale ouverte et a parois minces, sollicitée par une charge de
compression P appliquée au niveau de centre de gravité de la section transversale (figure 2.3). Le
flambement est caractérisé par I'apparition des déplacements v et &x. Dans I'étude de flambement, en

plus des hypothéses déja données au paragraphe (1.6), nous admettons que :

a- Les déplacements considérés sont ceux dus d'une part, a la flexion de la colonne dans le plan
d'inertie Faible de la section transversale et, d'autre part, a son raccourcissement ;

b- 1l n'y a pas de contraintes résiduelles ;

c- lln'ya pas de déformée initiale et la piece est donc parfaitement rectiligne ;

d- Les charges de compression sont parfaitement centrées sur les centres de gravité des sections
extrémes ;

e- Les appuis sont des rotules parfaites.
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M (% y.2,4)

RN

Figure 2.3 : Analyse de flambement 3D des poutres a parois minces.

D’apreés la relation (1.54), I'énergie de déformation est alors donnée par la forme suivante :
U= %fL(EA(u’)Z +EL(v'")? + EL,(W")? + E1,(8;)? + G, (69)?)dx + [, N Gv’z +-w'? +
1309,’(2 + z.v'0; — yCW’B,’C) dx (2.1)
Le travail des forces extérieures est donné par :
W = [ (p,w) dx (2.2)
Le potentiel total de I'élément est alors :

N=u-w (2.3)

En portant les équations (3.1, 3.2) dans I'équation précédente (3.3), on aura :
L

1L 2 "2 "2 12 "2 1,2 1,2  Igp,2
Hzgfo(EAu +ELv" +EL,w" + G108 +EL,0) )dx+f0 N(Ev +ow” 207 +

z.v'0, —yCW’H,’C) dx — fOL(pxu) dx (2.4)
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Dans le cas des barres simplement appuyées sollicitées par une charge concentrée P appliquée au niveau

de centre de gravité (N=-P=cte). Le potentiel est alors Mohri [21]:

L
1 L n n ! n
M= Efo (ELv"™ + EL,w'" + GI,0f +El,6} )dx — Pf

1,2 1,2 I 2
(—v’ +ow" +20 +
0

2 2
z.v'0,, —yCW’H,’C) dx (2.5)

Pour une barre simplement appuyée en flexion et en torsion, on a les conditions aux limites suivantes:

v(0)=v(L)=0 (2.6-a)
w(0)=w(L)=0 (2.6-a)
0,(0) =6,(L) =0 (2.6-a)

2.2 Détermination des modes de flambement d’ordre supérieur

Des solutions analytiques donnant les charges critiques de flambement des barres avec différentes
sections ouvertes sollicitées par une charge de compression sont proposées dans la bibliographie [1] [4]
[5]. Les méthodes de Ritz et de Galerkin sont les plus utilisées dans ces études. La méthode de Ritz est
basée sur la minimisation du potentiel total /1. La méthode de Galerkin est appliquée aux équations
différentielles d’équilibre obtenues par application des variations au potentiel total 1. Dans notre cas
d’étude la méthode de Ritz est adoptée. Dans le cas ou la charge critique correspondant au premier
mode est recherchée, les composantes de déplacements sont approximées par un seul terme sinusoidal
correspondant a un mode symétrique. Les fonctions utilisées dans ce cas pour approcher les

déplacements v, w et &x correspondant au mode 1 sont:

v(x) = vysin (nTx)
w(x) = wysin (%) (2.7-a,¢c)
0(x) = Gysin (HL—x)

Avec:

Vo, woet Ghsont les amplitudes maximales.
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Dans cette étude, nous nous intéressons aux modes supérieurs de flambement, Les solutions
recherchées doivent satisfaire les conditions aux limites données dans I'’équation (2.6), ce qui nous

amene a considérer des fonctions de la forme :

v(x) = v sin (kLﬂ) (2.8-a)
w(x) = wy sin (kLLx) (2.8-b)
0(x) = 6y sin (kLLx) (2.8-c)

Oou:
Vi, Wk et 6 sont les amplitudes indéterminées. k=1...n désigne le nombre de d’ondes. On a ajouté le

terme k dans les équations (2.8) pour tenir compte des modes supérieurs. Les intégrales suivantes sont

utilisées pour évaluer I’équation (2.5)
. km kmx L
J, sin® ( )dx—fcos (L)dx=5 (2.9)

En utilisant les fonctions (2.8) dans I'équation (2.5), apres intégration et simplification nous trouvons :

m=2 (508 pYoz 4 (S22 p)wp + [2 (222 4 61,) - P 1067 -

4 L L2 L2

2P0y (z.vy — yCWk)} (2.10)

Nous posons:

P, (k) = M (2.11-a)
P, (k) = w (2.11-b)
Py(k) = —(k mEly + Glt) (2.11-c)

En tenant compte des équations (2.11), I'équation précédente (2.10) devient:

1 2
= LB = PYvi + (B, — P)wi + (Py — P)Io6; — 2P0, (21 — ycwo)} (2.12)

Cette expression quadratique peut se représenter sous la forme d’un produit matriciel comprenant

une matrice carrée 3 x 3 et le vecteur amplitudes des déplacements 3D:
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—Z:P
P,(k)—P 0 —= -
172 t YcP
In= ZT{vk W Hk} 0 Py(k) - P T {Wk} (2.13)
0
—ZcP cP k
I = Ig(Pe(k) = P)]

A I'équilibre, la condition de stationnarité est vérifiée §I1 = 0. Cela conduit a :

[P~ P 0 = | v

I 0 P,(k) — P g I{Wk} =0 Vévy, dwy, 66y (2.14)
2 ] O

[ Y2 Iy (Pa(k) - P)J

Pour avoir des solutions non triviales, le déterminant de la matrice doit étre nul. On arrive a la solution

du probléme suivant :
A= (B, (k) — P)(B, (k) — P)(Ps(k) — P) — P(B,(k) — P)f—f — P2(B, (k) - P)% -0 (2.15)

Les charges de flambement peuvent étre obtenues a partir des solutions de I'équation. (2.15). Les
solutions analytiques explicites (fermés) sont possibles pour les sections transversales double
symétrique et mono-symétrique . Cependant, les solutions analytiques pour une section transversale
arbitraire sont tache difficile. Une procédure semi-analytique est possible pour la résolution de cette

équation.
2.2.1 Flambement d’une barre a section double symétrique

Dans le cas d’'une section transversale doublement symétrique, le centre de cisaillement coincide avec
le centre de gravité ; par conséquent, y.=0 et z.=0. (Comme les sections | et H ...). Dans ce cas |’équation

(2.15) est réduite a :
(P,(k) = P)(P, (k) = P)(Pa(k) = P) = 0 (2.16)

Les charges de flambement peuvent étre calculées a partir de I'équation (2.16). Ces charges sont

données par la relation :
P, = min(P,(k), P,(k), Pg(k)) (2.17)

P;(k), Py(k)et Po (k) sont les forces critiques de flambement de mode k, en flexion et en torsion. Elles

sont définies dans les équations (2.11a-c).
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Pour une section doublement symétrique (y. = zc = 0), I'équation (2.16) est totalement découplée. Les
charges critiques de flambement pour le mode k (k=1 ... n) sont données dans (2.17). La barre peut se
flamber en flexion pure classique (flambement d'Euler) ou en torsion pure. On peut facilement obtenir
les charges de flambement classiques utilisées dans la conception en mettant k = 1. Dans ce cas, puisque
la charge de flambement Py est la plus élevée, on comprend aisément que la charge critique de

flambement est la plus petite parmi les charges critiques P; et de Py.

De plus, les équations (2.11) permettent d'obtenir les charges de flambement d'une poutre en présence
des appuis intermédiaires rigides. Selon ces solutions, en présence de ny, n; et ng appuis positionnés le
long de la poutre dans les directions y, z et en torsion, il se produit des charges de flambement
supérieures, données par:

2
n°Ely,
L2

2

El,
—= P, = (ny, +1)?

P, = (le+1)2 1

2
et Py = i((n,, + 1?22 4 G1) (2.18-a,c)

Les 3 charges de flambement présentent un grand intérét pratique dans la conception des barres

retenues latéralement avec des entretoises.
2.2.2 Flambement d’une barre a section mono-symétrique

2.2.2.1 Section transversale symétrique par rapport a I’axe (y-y)
Lorsque la section transversale est symétrique par rapport a I'axe y-y, le centre de torsion se trouve sur

I” axe y-y par conséquent, z. = 0,(comme la section en C).L’équation (3.15) devient :
2
(P,(k) = P)(P, (k) = P)(Py(k) — P) — P*(P,(k) — P) f—; =0 (2.19)

La solution de I'équation (2.19) donne les charges de flambement suivantes:

P, = min(B,(k), Pyg(k)) (2.20-a)

Dans cette expression, P,(k) est définie dans I’équation (2.11-a). Py (k) est la charge critique de

flambement en flexion-torsion combinant les forces critiques Py(k) et P4k). Elle est donnée par:

P, (k) + P () J (P, (0) + Po(k)) = 4a B, (k)Py (k)

2a,

Py@(k) =
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avec:

a, = (1 - y—z) (2.20-b,c)

Io

2.2.2.2 Section transversale symétrique par rapport a I'axe (z-z)
Dans le cas d’une section symétrique par rapport a I'axe z-z (comme la section T), la centre de torsion se

trouve sur I'axe z-z par conséquent, par conséquent, y. = 0. Le probleme se raméne a :
2 zé
(P,(k) — P)(B, (k) — P)(Py(k) — P) — P?(P,(k) — P) =0 (2.21)

B = min(Py(k): Py (k)) (2.22-a)

ou:
Py(k) est définie dans I’équation (3.11-b) . P,¢ (k) est la charge critique de flambement en flexion-

torsion combinant les forces critiques P.(k) et Po(k). Elle est donnée par :

P,(J) + Py (k) £ J (R0 + Po(K))" = 4a; B,()Po ()

P (k) = T

Avec :

a; = ( - é) (2.22-b,c)

Il est important de mentionner que pour k = 1, on obtient le premier mode de flambement utilisé dans
les méthodes classiques de conception. Ces solutions analytiques sont similaires aux solutions obtenues
par Mohri [21]. Rappelons que selon les équations (2.20-a,b) ou (2.22-a,b), trois solutions sont possibles
pour les charges de flambement: une en flexion pure et deux autres en flexion-torsion. Les trois solutions

sont nécessaires pour les analyses des modes supérieurs de flambement.

2.2.3 Flambement d’une barre a section Asymétrique

Si la section ne posséde aucun axe de symétrie (yc # 0, z.# 0), 'équation (2.15) ne peut étre simplifié
et tous les modes de flambement sont totalement couplés. Dans ce cas, les solutions analytiques de
forme fermée ne sont pas possibles. Les trois solutions de I'Eq. (2.15) correspondent a un flambement
par flexion-torsion. Ces solutions sont inférieures a toutes les charges critiques non couplées Py(k), P,(k)
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et Po(k). C'est la raison pour laquelle les solutions de (3.15) sont plus importantes dans la conception.
Ces 3 solutions sont toutes nécessaires dans le cadre d'analyses en mode supérieur. Dans la présente
contribution, les solutions de (2.15) sont introduites dans le code Matlab [35] pour tout mode k.
Rappelons que dans la littérature, les solutions disponibles pour les charges supérieures de flambement
n’existent que dans le cas de la flexion pure (théorie classique du flambement d’Euler [1-2]). Les solutions

de forme fermée figurant dans ce travail pour le flambement en flexion-torsion sont originales.

2.3 La résistance au flambement selon I’Eurocode 3

La vérification du flambement se base sur le facteur de réduction y, qui prend en compte tous les
effets qui diminuent la capacité due au flambement. La résistance au flambement selon Eurocode 3 peut

étre déterminée avec:
Npra = XAfy (2.23)
fy: estlalimite d’élasticité de I'acier.

Le coefficient de réduction y se détermine comme étant la valeur minimale selon I'expression :

1

X= m (2.24)
¢ =05(1+a(1-02)+22) (2.25)

Ou:
a : est le facteur d'imperfection défini ci-dessous.

A partir des équations (2.24) et (2.25), Il apparait que la résistance au flambement dépend de

I’élancement réduit, A.
- A
1= /ﬁ (2.26)
Per
ou:

P.r : est la charge critique de flambement donnée dans la théorie classique du flambement, c’est-
a-dire la charge critique théorique sans tenir compte des imperfections initiales et les contraintes

résiduelles.
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En pratique, les imperfections et les contraintes résiduelles diminuent influencant la résistance au
flambement. L'Eurocode 3 tient compte de ces effets en utilisant des courbes de flambement. Ces
courbes tiennent compte du type et de la géométrie de la section, ainsi que des imperfections

géométriques et matérielles. Le choix des courbes de flambement est donné dans les tableaux (2.1) et

(2.2).

Courbe de flambement

do

facteur d’'imperfection a

0.13

0.21

0.34

0.49

0.76

Tableau 2.1: Valeurs des coefficients d'imperfection adoptés dans I’'Eurocode 3.
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Courbe de
flambement
Axe de $235
. Limi
Type de section imites flambement | s 275 < 260
$ 355
S$420
a a
n ~ tr<40 A 0
9 ty z - b do
.E O N mm zz
£ o
© H = | 40mm< tf y-y b a
c hjv v <100 z-z C a
(]
i R ~ tr< 100 y-y b a
2 z ‘\7: mm z-z C a
b
§ - 2 ts> 100 y-y d o
< mm z-z d o
< ., = : Y t;< 40mm vy b b
(] q =
R z-z C c
§T y -y Yy - Yy
o
g § | tr>40 mm vy ¢ ¢
& . == ! 2 d
2« Fini a chaud Quelconque a ER
: &
P
& o Fini a froid Quelconque C C
" 7 ts En général (sauf
‘§ — - comme indiqué | Quelconque b b
o ci-dessous)
c h{ v - Y Soudure
o Anai .
@ ) t épaisses :
R w elconque C C
5 L 2 I a>0 .5t;;b/ Qu qu
L— "! tf<30, h/tw<30
=
) 2 ' |
5§88 ‘
2 93 — l Quelconque c c
LS w3
T 9
(]
(7]
c
(=) —
'g < T - Quelconque b b
(7]

Tableau 2.2: Choix des courbes pour le calcul au flambement (Tab 6.2 EC3).
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La figure (2.4) présente cinque courbes de flambement d’une barre simplement comprimée en commen-
cant par celle qui est la plus basse et c’est elle qui présente une forte imperfection de la barre (courbe
d) en allant vers celle qui présente une faible imperfection (courbe ap). A notre connaissance, ces courbes
ne sont utiles que pour les imperfections et le flambement par flexion uniqguement (flambement d’Euler).
Cela signifie que I'analyse de flambement est sous hypothese 2D. Le choix des courbes de flambement
est fonction des formes de section (tableau 3.1 et 3.2). Par exemple, dans le cas d'une section en | a une
semelle courte (sections en | classiques, pour lesquelles le rapport h/b> 1,2), la courbe a est utilisée
lorsque Pcr = P; (c'est-a-dire I'axe z-z). La courbe b est choisie lorsque Pcr = Py (c.-a-d. Axe y-y). Pour les
sections en | avec une large semelle h / b <1,2, les courbes b et c sont utilisées respectivement. Dans
I'analyse de flambement 3D, la charge de flambement doit étre soit Py, P; or Pe. Dans le dernier cas, il n'y
a pas de recommandation pour le choix de la courbe d'imperfection a utiliser lorsque P.,=P¢ .Ainsi que
pour les sections étudiées en section (2.3.2) et (2.3.3) ou tous les modes de flambement sont flexion-
torsion. A notre avis, les contraintes de torsion dues au gauchissement étant plus importantes que les
contraintes de flexion, il serait prudent et raisonnable d’adopter la courbe d en présence de modes de

torsion pure ou de flambement torsion-flexion. Cette décision sera considérée ultérieurement.

11
1,0 -
09
08
c 07
o
g i
T
g 08
©
8 05
c
3
¥ 0'4
&
© 0,3
0.2
0.1
(Y} — |

00 0.2 04 086 08 1.0 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Elancement réduit 7

Figure 2.4: Courbes de flambement européennes des barres en acier [13].
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2.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté une analyse analytique du flambement des barres a parois
minces et a section ouvertes, soumises a une charge axiale de compression. Différentes sections sont
investiguées : double symétrique, mono-symétrique et asymétrique. Les modes de déplacements en
flexion et en torsion sont rapprochés par des fonction sinusoidale afin d'en tirer les équations d'équilibre
algébriques. En appliquant la méthode de Ritz, une équation différentielle plus générale est obtenu. De
cette équation, des solutions analytiques sont proposées pour le calcul des modes supérieurs de
flambement. Dans le cas d’une section bi-symétrique, les modes de flambement sont totalement
découplés, dans le cas d’une section monosymetrique, les modes de flambement en flexion ou en
flexion-torsion peuvent étre présents. Dans le cas d'une section arbitraire, tous les modes de
flambement sont couplés et ils sont en flexion-torsion. La validation des solutions proposées ainsi que
leur effet sur la résistance au flambement interviendront dans le chapitre 5.

Dans I'Eurocode 3, la résistance au flambement s’effectue en se basant sur les courbes de flambement,
qui tiennent compte d’'un ensemble de caractéristique de I’'élément a vérifier. Les modes en torsion ainsi
qgue I'effet des maintiens sur la résistance au flambement ne sont pas prise en compte dans I’'Eurocode

3.
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Chapitre 3: Déversement des poutres a sections
minces ouvertes avec modes supérieurs
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Chapitre 3 : Déversement des poutres a sections minces ouvertes avec modes supérieurs

3.1 Introduction

A la recherche de I’économie dans les constructions métalliques, on utilise les profils minces ouverts,
de grande portée qui sont plus résistants en flexion ainsi que plus légers de masse, cet avantage se fait
en éloignant le plus possible la matiere du centre de gravité et en éliminant au maximum la matiere
selon I'axe faible. Les poutres a section en (I ou H), sont particulierement indiquées pour leur efficacité
lors d’un effort de flexion en ce sens qu’elles possédent une grande inertie selon I'axe fort pour un
minimum de matiére. Ces poutres peuvent subir un phénoméne d’instabilité connu sous le nom de
déversement qui apparait lorsque la flexion atteint un niveau critique. La figure 3.1 présente un exemple
d'une poutre simplement appuyée doublement symétrique, chargée dans son plan de plus grande
rigidité par des moments identiques. Le déversement génére soudainement et simultanément une
déformation latérale de flexion et une rotation longitudinale de torsion le long de la portion non

maintenue de la poutre.

Déformation a 'abscisse x

(a) '

Figure 3.1 : Le déversement d’une poutre a section en | double symétrique. (a) description général, (b).
Déplacement induits par le déversement.

Le déversement est compliqué par le fait que la flexion et la torsion sont couplées. De plus, la torsion est
souvent accompagnée par le gauchissement. Le déversement doit donc étre vérifié de facon stricte, non
seulement pour la configuration de service des structures mais aussi pour les phases de construction.

De nombreux travaux s’intéressent au déversement des poutres a parois minces et section ouverte. Des
modeles analytiques et numériques pour I'analyse de déversement des poutres a sections en | bi-
symétrique sont proposés dans [36-40]. D’autre modeles concernent le déversement des poutres a

sections en | mono-symétrique s sont proposés dans [23], [41-46].
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Une des solutions couramment utilisées par les constructeurs pour réduire le risque de déversement
consiste a disposer des maintiens latéraux ou en rotation. La présence de ces maintiens ne modifie pas
la flexion dans le plan principal de chargement. Mais augmente la rigidité de la poutre suivant I'axe de
faible inertie et réduit la longueur de déversement, donc augmente le moment critique. Les maintiens
jouent latéralement un role d’appui élastique ou a ressorts, pour cela le déversement d’une poutre
appuyée latéralement par des retenues latérales se ramene a un probleme d’une poutre continue avec
des ressorts translationnels ou torsionnels. Deux modeéles sont proposés dans la littérature pour calculer
la résistance au déversement d'une poutre avec des appuis élastiques. Le premier se ramene a un
probleme d’une poutre appuyée latéralement par des ressorts qui ne travaillent qu’en translation
représentant la rigidité des supports latéraux. Différents auteurs ont utilisé ce modeéle pour évaluer le
moment critique de déversement [47-49]. En utilisant une approche énergétique, McCann [50] propose
une formulation analytique simplifiée pour le calcul du moment critique de déversement, dans le cas
d’une poutre bi-symétrique soumise a un moment uniforme et retenue par des ressorts translationnels
intermédiaires situés a des intervalles réguliers. La position des maintiens par rapport au centre de

torsion est prise en compte.

Le deuxieme modeéle traite la poutre au complet mais remplace les retenues offertes par les maintiens
par des ressorts torsionnels. Taylor et Ojalvo [51] ont proposé une solution analytique du moment
critique de déversement des poutres en | appuyées discretement en torsion. En se basant sur une
approximation numérique, Trahair [24] a proposé une formule de la rigidité en torsion nécessaire pour
considérer I'appui latéral situé a mi portée comme un appui rigide. Mutton et Trahair [52], Nethercot
[53], Medland [54] et Tong et Chen [55] Valentino et Trahair [56] ont étudié les effets de retenue en
torsion sur la résistance des poutres pour différentes conditions de chargement. Cependant, presque
toutes leurs études se limitent a une seule retenue torsionnelle sur la longueur. Récemment, Dans
Nguyen et al [57] ont été étudiés le déversement des poutres en | appuyées discréetement en torsion
sous un moment constant. Une solution analytique du moment critique de déversement a été proposée
et qui prend en compte les appuis latéraux discrets. Plus récemment, des études ont été menées par
Mohamadi et al [58] sur le déversement des poutres a sections en | mono-symétrique s’appuyées
discrétement en torsion et sous chargement de moment constant. L'étude considére des études

numeérigues aux élément finis en utilisant le code LTBeam [59].
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Si les maintiens sont infiniment rigides, la poutre va déverser entre ces retenues, la longueur de
déversement sera la distance entre les appuis latéraux. Au point de vue mode, la poutre déversera selon
un nombre d'ondes supérieur au premier mode (i.e avec modes supérieurs). On ne pourra donc pas
négliger le calcul des modes supérieurs. Ce dernier probléme est celui qui nous intéresse. Pour ce faire
nous proposons dans ce chapitre une étude du déversement des poutres a sections en | bi-symétrique.
La présence des maintiens latéraux en flexion et en torsion est possible et donc plus complete.

L’originalité du travail est orientée vers la recherche des modes supérieurs de déversement.

3.2 Déversement des poutres a section doublement symétrique sous différentes charges

Le déversement des poutres ayant une section en | bi-symétrique est investigué dans cette partie.
Différents cas de charge sont considérés : une charge répartie, une charge concentrée et un gradient de
moments. Ces cas de charges sont les plus importants dans les applications pratiques. L'influence de la
position de la charge par rapport au centre de torsion est prise en compte. En appliquant la méthode de
Ritz, les expressions analytiques des moments de déversement correspondants aux modes supérieurs
ont été obtenues pour les différents cas de charges.

Dans le cas ou la section de la poutre présente une section a double symétrie, = 0, et soumise a un

systeme de charges transversales I'énergie de déformation (1.52) prend la forme :

1 n n n 1 !/ 124
U= EjL(Elz(v )? + EL,(Ww'")? + El,(6x)?)dx + 3 [, GI.(0)%dx + [, My, (v"'6,) dx (3.1)

3.2.1 Poutres soumises a une charge uniforme répartie

Considérons une poutre simplement appuyée a section transversale bi-symétrique (Figure 3.2), soumise
a une charge uniformément répartie g; appliquée a une distance e; par rapport au centre de torsion de

la section transversale de la poutre.

= N

> L >

Figure 3.2 : Poutre a section bi-symétrique soumise a une charge uniforme répartie.

52



Chapitre 3 : Déversement des poutres a sections minces ouvertes avec modes supérieurs

Le moment de flexion M, selon I'axe fort donné par :
M, (x) = %(L —x) (3.2)

Le travail des forces extérieures qui se retrouve au dehors de centre de torsion est donné par :

W= fOL q,wpdx (3.3-a)

Ou:

wp est le déplacement vertical du point b, illustré dans le schéma suivant :

Le déplacement wyp est donné par (Mohri [23]) :
wy, =w — e, (1 — cosb,) (3.3-b)
La fonction cos & peut s’approximiser sous la forme suivante :

6%
cosf, =1 — Y (3.3-c)

L'expression finale du travail des forces extérieures s’écrit:
_ 1 02
W = [ q,wdx — EfL q.e;~-dx (3.3-d)

L'énergie totale est donnée par:
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N=v-w=2/ (EL,wW) +ELW) +GL(60)? + El,(6,)°) dx + [, My (v'6,) dx —
J, a:wdx + %fL q,e,0? dx (3.4)

Dans la stabilité linéaire, on peut négliger les termes fL EIy(w”)de et fL Eq,wdx ,qui n’ont pas un

effet significatif sur la charge critique. L’équation (3.4) devient alors :

= %fL (Elz(vu)z + G (6:)% + Efw(Q;)z) dx + [ M,(v'6,) dx + %fL q,e,0% dx (3.5)

Les équations d’équilibre peuvent étre obtenues a partir de la condition de stationnarité 611 =0,

I'équation différentielle qui régit alors le probléme est :
oIl = fL(EIZv”Sv” + GI1.6,66, + EI,0,' 60, )dx + fL M,(v"56, +
0,6v'")dx + [, q,€,0,50,dx = 0 (3.6)

Le systeme d'équations différentielles obtenu est donc:
ELv®™ + M6, =0 (3.7-a)

El,0%Y — (G1)6) + qse,0, + Myv" =0 (3.7-b)

En intégrant I'équation (3.7-a), on obtient:

"no_ & -
v’ = T 0, (3.7-¢)

En substituant I'équation 3.7-c dans 3.7-b, nous obtenons I’équation différentielle du 4™ ordre qui

s’exprime en fonction de & et s’écrit :

2

n M
E1,0% — (GI)0) + q,e,0, — 50 =0 (3.8)

C'est cette équation différentielle qui définit le déversement. La solution de I'équation 3.8 dépend,
comme toute équation différentielle, des conditions frontieres du probleme spécifique étudié et pour

une poutre simplement appuyée les conditions se traduisent par les équations données dans (2.6).
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Il existe deux méthodes principales dans la littérature sur la résolution analytique de la poutre lors de
I'instabilité pour définir le moment de déversement: la méthode de Galerkin et la méthode de Ritz. La
méthode de Galerkin est appliquée aux équations d’équilibre différentielles. En revanche la méthode de
Ritz est basée sur une analyse énergétique du phénomeéne, nous avons a résoudre une équation intégrale
et non un systeme d'équations différentielles. Avec les deux méthodes, il convient d’approximer les
modes de déplacement par des fonctions satisfaisant aux conditions limites.

Dans cette étude, nous nous intéressons aux modes supérieurs de déversement pour obtenir des
solutions analytiques a ce probleme, la méthode de Ritz est utilisée et le systeme algébrique résultant
doit étre résolu en utilisant les conditions frontieres du probléme. Les solutions analytiques sont dérivées
selon un mode k. Dans le cas des poutres simplement appuyées en flexion et en torsion, les composantes
de déplacement en flexion v (x), w (x) et I'angle de torsion &(x) sont approximés par les fonctions
données dans I'expression (2.8). Dans le cas ol le moment critique de déversement correspondant au
premier mode d'une poutre bi-articulée est cherché on prend les fonctions définie dans (2.7).

En utilisant la méthode de Ritz a la solution de I'équation (3.5) et compte tenu des équations (2.8),

I’énergie potentille totale s’écrit :

= % <(kL—”)4 Elv2sin? (kLﬂ) + (an)z GI1.0%cos? (?) + (an)‘* El,0%sin® (I{Lﬂ)> dx +

L

<— % (L —x) (kL—n)Z Vg O sin? (%)) dx + %j; q,e,0Fsin? (%) dx (3.9)
L

Les intégrales suivantes sont nécessaires pour évaluer I'équation (3.9)

J, sin® (kLLx) dx = [, cos? (kLLx) dx = % (3.10-a)
3 3
fL (xL — x?)sin? (kLLx) dx = i—z + 4kL2_nz (3.10-b)

En tenant compte des relations (3.10), et apres intégration, I’énergie totale M se met sous la forme

suivante :
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M= (%g (’;—”)4 ELvk +3% ("T")2 GI,6F +1% ("L—”)4 Elweg) + (— ("L—")2 Ll L) kak) +
~=q,e,0% 3.11)

Le moment fléchissant maximal d{ a I'application de la charge uniformément répartie est donné par la

formule suivante:

2
M, = % (3.12)

On remplace (3.12) dans (3.11), I’ expression de I'énergie potentielle prend alors la forme suivante :

=1k (k_n)z [(kL_n)Z ELv: + GI.07 + (an)Z El,07 + (_Mb (M) vkgk) n %eszH,E] (3.13)

22\ L 3k212

L’équation quadratique en terme des déplacements (3.13) s’écrit sous forme matricielle :

- 15(2)2 {vk}t (an>2 El, 2 —M, (2(:—:::3)) {vk} (3.14)
I o () () () [ |
a I'équilibre 611 = 0,cela conduit a :
k) ? _pp, (Hn?+3)
(L ) El, M, ( 3k272 ) {ZZ} =0 Vv, 56, (3.15)

() (2 (14 ) e

Pour avoir des solutions non-triviales, il faut alors poser comme étant nul le déterminant de cette

matrice, le probleme a résoudre s’écrit alors:

k?m?+3 8 Iy GIL?
~ (2552 M3+ R0 (G o) My + (R (0?2 (14 o) = 0 (3.16)
OU nous avons posé :
2.2
P, (k) = “EEk

L2

56



Chapitre 3 : Déversement des poutres a sections minces ouvertes avec modes supérieurs

La solution de I'équation (3.16) donne la nouvelle expression du moment de déversement:

M(k) = €, (K)P, (k) [(cz(loez) + J(cz<k>ez>2 o )] (3.17)

k%m2EI,

et les coefficients C; et C; sont donnés par :

3k2 2

Cl(k) = Z(RTZ-I-S) (3.18-3)
6

CZ(k) = k2TL'2+3 (318_b)

3.2.2 Poutre soumise a une charge concentrée au milieu

Considérons ci-dessous une poutre simplement appuyée a section transversale bi-symétrique (Figure
3.3), soumise a une charge concentrée P appliquée au milieu de la poutre a une distance e; par rapport

au centre de torsion de la section transversale.

P
Z |
!
e
< L >

Figure 3.3 : Poutre a une section bi-symétrique sous une charge concentrée au milieu.

Le moment de flexion peut étre exprimé par :

M, (x) =§x pour 0 < x <L/2 (3.19-a)
M, (x) =§(L—x) pour L/2 < x <L (3.19-b)

Le moment maximal dans la poutre sous la charge concentrée P est :

M, = FL (3.20)

57



Chapitre 3 : Déversement des poutres a sections minces ouvertes avec modes supérieurs

Le travail de la charge concentrée qui se retrouve en dehors du centre de torsion est donné par :
W = —=Pe,6? (3.21)

Dans ce cas I'énergie totale prend la forme suivante :
_1 "2 N2 "\ 2 " 1 2
n=1f (Elz(v )+ GI.(6,)? + El,(6}) )dx + J, My(v'6,) dx +3 Pe, 3 (3.22)

En utilisant la méthode de Ritz a la solution de I'équation (3.22) et compte tenu des équations (3.8),

on peut distinguer deux cas :

» Pour des nombres impairs de k, c’est-a-dire (k € 1,3,5,7..),I’énergie potentielle totale est donnée

par:

= % <(kL—n) Elv}sin (k:x) + (an) GI1.0%cos? (knx) + (’%)4 El,0%sin? (%)) dx +

(—gx (kL—n)z v Oy sin (kL )) dx + <—§(L —x) (an)Z v, 0y sin ( )) dx + - Pezek (3.23)
L

Les intégrales suivantes sont nécessaires pour évaluer I'équation (3.23)

L/2

L/2 kmx L?
Jy " xsin ( 5 ) dx =— + yyE (3.24-a)
L . o (kmx L? L?
L2 (L - X)Sll’l (T) dx = Te ' ko2 Vk € {1,3,5 } (3.24-b)
Apreés intégration sur la longueur, on trouve
k k2 k)2 k272 +4
m=25( L”) [(T”) ELvZ + GI,02 + (T”) El,0% — M, (#) VB + e Mbek] (3.25)

Autrement dit, sous forme matricielle :
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k)2 _ My (K*m’+4
1) G| S Lo e e

() () b1 (14 ) [ M|
2 ( Kk2m2 L El, 1+k2712E1a, K2n 6z My

Son déterminant est donné par :

(k2n2+4

- m) Mb+sz(k282 )M,,+(P (k))zl‘"( +%)=0 (3.27)

On trouve la méme relation précédente donnée dans (3.17) avec les coefficients C; et C; donnés par :

k2 2

C (k) = kZZHZ’L} (3.28-a)
8

C,(k) = PER (3.28-b)

» Pour des nombre pairs de k, c’est-a-dire (k € 2 ,4,6,8,....), I'énergie potentille totale est donnée

par :
= % ((k%) Elv?sin (k:x) + (an) G1.0%cos? (k”x) + (kL—n)4 El,07sin? (%)) dx +
L
<— gx (an)z v 0y sin (kL )) dx + (—E(L —x) (kL—n)z vy 0y sin? (%)) dx (3.29)
L/2 L

On peut remarquer dans I'équation (3.29) que le dernier terme %Pezé?,f est absent, ce qui explique que

I'effet de la position de la charge n’a aucune influence sur le moment de déversement dans le cas des

modes paires.

Nous allons avoir recours aux intégrales suivantes pour évaluer I'équation (3.29)

L/2 .o (kmx %
fo X sin (T) dx = (3.30-a)
L kmx L2
(L — x)sin? (T) dx = = vk € {2,4,6 ...} (3.30-b)
L/2
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Apres intégration et simplification, on trouve :

1= %g(’%”)z [("T”)z ELvZ + GI,02 + ("L—")2 El, 02 — M,,vkek] (3.31)

gue l'on exprime sous la forme matricielle :

kN2 g _Mp
BTG U
2 L w k2n2El,) " P
—1ME+ (P02 (1+ L —)=0 (3.33)
La résolution de I'équation (3.33) nous a permis d’obtenir les coefficients C; et C; suivants :
C,=2 (3.34-a)
C,=0 (3.34-b)

3.2.3 Poutres soumises a deux moments égaux

Considérons une poutre a section transversale bi-symétrique, soumise a deux moments égaux Moy en

ses extrémités figure 3.4.

< »
<« L »

Figure 3.4 : Poutre a section bi-symétrique soumise a deux moments égaux.

Dans ce cas |'expression de I'énergie potentielle se réduit a:
1 n 2 ny 2 "
n=2 (EL(v")" +GL(60)? + EL,(6;)") dx + J, Mo(v'6,) dx (3.35)

En utilisant la méthode de Ritz, on obtient :
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M= %j((%ﬂr El,v2sin? (kLﬂ) + (kL—”)Z G1.0%cos? (’{Lﬂ) + (an)4 El,0?%sin? (%)) dx —

L

fL ("L—”)z M, (vkek sin? ("Lﬂ)) dx (3.36)

En intégrant I'équation précédente, on obtient aprés simplification :

1= %%((%)4 ELvE + ("T")2 GI1,02 + ("L—")4 EL,02% — 2M, (("L—")2 vk9k>> (3.37)

dont la forme matricielle est:

1L (km\2 (Vo) (an)z El; —Mo Uk
= EE(T) {90} M, (k_n’)z Bl (1 n GI¢L? ) {Bk} (3.38)
)

k2m2El,

L’équation (3.38) est satisfaite lorsque:

(T) El, —Mo {vo}

My (DY B, (14 ) %

k2m2EI,

=0 (3.39)

Il existe une solution non-triviale si le déterminant de I'équation (3.39) est égal a zéro, soit :

—ME + (P(0)* 2 (1+ o) = 0 (3.40)

k2m2El,

L'équation (3.40) permet de déterminer le moment de déversement correspond au mode k d’une poutre

simple en flexion pure s’exprime comme suit :

M (k) = €1 (P, (k) Ii\/ll—‘;’(l + kfn’;;,w)] (3.41)
Avec:
C,=1=cte (3.42)
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3.3 Formule générale des modes de déversement d’ordre supérieurs

D'apreés les constatations précédentes, on peut établir la relation suivante comme étant la formule

générale du déversement d'une poutre a section bi-symétrique et qui déverse selon un mode k.

MZ (k) = €, (k) (P, (k) [(czaoez) + J (C2()e,)? + 2 (1 + kf,,’;f,w)] (3.43)
Alors la formule proposée dans cette étude est plus générale et permet de prévoir le moment de
déversement pour un mode k. La racine négative correspond au moment de déversement lorsque le
moment appliqué est inversé. Les coefficients Ci, Cz et la torsion de Saint Venant ainsi que la charge
d’Euler P; sont fonction du mode de déversement. Les valeurs de C; et C> dépendent du type de
chargement appliqué a la poutre. C; traduit I'influence de la distribution des moments de flexion le long
de la poutre et C; figure le coefficient du point d'application des charges transversales par rapport au
centre de torsion. Dans le cas d’une poutre sollicitée par une charge répartie ou des charges concentrées,
les deux coefficients C; et Cz interviennent dans les calculs. Par contre dans le cas d’'une poutre sollicitée
par un gradient de moments appliqués aux appuis, seuls C; intervient dans la solution analytique (car e;
=0dans ce cas). De plus, dans le cas d’'une poutre sollicitée par une charge concentrée, les 2 coefficients
C; et C2 dépendent des modes pairs ou impairs. En présence des mode pairs k= 2, 4, 6, 8, le coefficient

Cz n’intervient pas dans le calcul.

La formule (3.43) est équivalente a la solution adoptée par I'Eurocode 3 lorsqu’on pose la valeur de k =1,

On obtient :

T2El,,

2
MZ. = C,P, l(czez) T \/(Czez)z + II_‘:(l L Gl )l (3.44)

On se rappelle que I'équation 3.44 proposée dans I'Eurocode 3 prédisait que le mode de déversement
d’une poutre non retenue qui serait toujours le premier mode. Pour une poutre appuyée latéralement
sur des appuis intermédiaire rigides, le mode critique de déversement fera passer a k=2, k=3, k =4.... .

L’équation (3.43) permet d'obtenir le moment critique de déversement d’une poutre retenue avec des

x;L

appuis intermédiaires rigides. Selon cette solution, en présence de np appuis positionnés a — ou X;
b
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est la coordonnée des appuis dans la direction x (x; =1,2,3.........np).1l se produit le moment de

déversement, donné par:

Mcir(nb + 1) = Cl(nb + 1)(Pz(nb + 1)) (Cz(nb + 1)62) t+ \/(Cz(nb + 1)62)2 + 1[_(: (1 + %)] (3.45)

Dans I'équation (3.45) nous avons remplacé k par (np+1).

34 La résistance au déversement selon I’Eurocode 3

Dans I'Eurocode 3, le principe de vérification du déversement se base sur le facteur de réduction yi7,
qui prend en compte tous les effets qui diminuent la capacité due au déversement. La résistance au
moment de flexion selon Eurocode 3 peut étre déterminée avec:

My rq = xLeW 1y (3.46)
Ou:

fy = est la limite d’élasticité de I'acier

qur: est le coefficient de réduction.

W : est le module de section, selon la classification des sections suivante :
v’ W =W,y : le module de section plastique pour les sections de classe de 1 et 2.
v’ W = Wey : le module de section élastique pour les sections de classe 3.

v' W = Weg, : le module de section efficace pour les sections de classe 4.
L’élancement réduit, A;r est donné par :

Wiy

Ar = 3.47
LT Mo (3.47)
M. : est le moment critique de déversement.
Comme le flambement, I'expression du coefficient de réduction de y,; est donnée par :
. (3.48)

Xt = 77—
¢LT+\’¢12,T_,BIIZJT

Ou Au7 est 'élancement réduit donné par (3.47) . La fonction @, est définie par:
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¢LT = 0.5 (1 + O(LT(I - ILT) + ﬁzi'r) (349)

Les valeurs recommandées pour f et ELT sont £=0.75 et ZLT =0.4 (élancement limite).

a7 est le parametre de défaut. Les valeurs utilisées dans I'EC3 sont fonction des imperfections (Tabeau

3.1). Le choix des constantes a prendre dépend de la forme de la section étudiée (Tableau 3.2).

Courbe d’imperfection a b c d

ar 0.21 | 0.34 | 049 0.76

Tableau 3.1 : valeurs des coefficients d'imperfections.

Limites courbe
Sections Laminées h/b<?2 a
h/b>2 b
Sections Soudées h/b<?2 c
h/b>2 d
Autres Quelques soit d

Tableau 3.2 : Choix des courbes pour le calcul au déversement.

3.5 Conclusion

Le déversement des poutres en | bi-symétriques sous différents cas de charge a été étudié. Ces cas
de charge sont : charge répartie, charge concentrée et deux moments égaux. Ces cas de charges sont les
plus importants dans les applications de conception technique. L'influence de la position de la charge
par rapport au centre de torsion est prise en compte. En se basant sur la méthode de Ritz, des solutions
analytiques de moment de déversement au mode k ont été développées par I'approximation des
déplacements par des fonctions sinusoidales a plusieurs termes afin de tenir compte des modes

supérieurs de déversement. Ces solutions analytiques seront validées au chapitre 5.
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4.1 Introduction

La majorité des problémes d'ingénierie sont décrits par des équations différentielles aux dérivées
partielles associées a des conditions aux limites définies sur un domaine et son contour. La résolution
analytique d’équations différentielles pose parfois des difficultés considérables, et une solution exacte
décrivant bien le probléeme étudié n’est pas toujours facile a trouver. Toutefois, I'analyse devient vite
complexe lorsqu'il s'agit de structures composées de poutres formées de profils ouverts a parois minces,
la compréhension de leur fonctionnement étant beaucoup moins intuitive. En général on recourt au
calcul par éléments finis, mais on ne peut en interpréter les résultats si l'on n'a pas bien identifié certains
phénoménes grace a une réflexion théorique approfondie.

Plusieurs études portent sur I'analyse de la stabilité des poutres minces a sections ouvertes, En utilisant
la méthode des éléments finis. En se s’appuyant sur le modéle de Vlasov, des auteurs tels que Barsoum,
et Gallagher [25], Attard [43], Krajcinovic [60], Laudiero et Zaccaria [61], Powel et Klingner [62], Battini
et Pacoste [63], ont proposé des modeles éléments finis pour I'analyse de la stabilité linéaire des poutres
a paroi mince, en particulier le comportement au flambement et au déversement.

Récemment, d’autres modeles sont intervenus, améliorant les premiers et ont donné des résultats
meilleurs pour la stabilité linéaire, comme I'’énoncent Wu et Mohareb [64] qui développent un modele
éléments finis pour analyse des poutres a en | bi-symétrique, Ce modeéle prend en considération les
déformations de cisaillement et les excentricités des chargements. Erkmen et al [65] quant a lui a
proposé un modele d'éléments finis pour I'analyse du flambement des éléments a parois minces basé
sur les conditions de stationnarité de I'énergie potentielle. Des modeles en torsion modérée ont été
développés récemment et ont donné des résultats meilleurs tant pour la stabilité que pour le
comportement non linéaire [22,66-68]. Un modéle non linéaire pour I’'analyse de la stabilité des poutres
minces a sections ouvertes a été proposé dans les travaux de Mohri et al [69]. Ce modéle prend en
considération les effets de raccourcissement des déformations de pré-flambage, les grandes torsions et

le couplage flexion-torsion.

La méthode des éléments finis n’a pas de limitation concernant les conditions de bords, formes de
structures, types d’actions et discontinuités locales. En principe, tous les phénomeénes inhérents aux

structures a parois minces peuvent étre modélisés en utilisant les éléments finis ici.
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L’objectif de ce chapitre est de présenter un modele numérique pour le calcul des modes supérieurs de
flambement et de déversement des poutres formées de profils ouverts a parois minces, La formulation
du probléme par éléments finis et I'utilisation des poutres 3D avec sept degrés de liberté par nceud ont

été adoptées. Les bases de ce modéle sont détaillées dans (Mohri et al [22]).

4.1 Equations d’équilibre

On considére un élément a parois minces et a section ouverte dans un repére 3D (figure 4.1). Le
centre de torsion C est repéré par ses coordonnées (y., zc). Un point M est défini sur le contour par ses
coordonnées y, z et wolu wla coordonnée sectorielle, définit le gauchissement de la section en ce point.
Conformément a ce qui a été précédemment établi dans le chapitre 1, les déplacements up;, v, et wy,

du point M peuvent étre exprimés de la maniére suivante :

uy=u—yw) —zw") — wo;,

vy =V —e,0, Wy =W — e,0, (4.1a-c)
Avec :

€y =Y =Y, €2=2— Z

[=F] P

WA, 1, 2.0

Clye 2.

Figure 4.1: Poutre a section ouverte : cinématique et chargement.
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Le tenseur de Green est défini par:

" 1 2 nr?
Exx = € — Yk, — zk,, — w0y +§R 0y

1 w ’ 1 Jw '
Exy = — E (ez + 5) Hx Exg = E (ey - Z) Hx (4.28-C)

dans (2a):
’ 1 12 12 ’ AY:Y;
E=u +E(U +w'"”) = (yw' —z.v)6;
ky =w" +v'0; k,=v"—-w'6, (4.3a-d)
R* =e,* +¢,*

Le présent modeéle est appliqué dans le cas d’une loi de comportement élastique linéaire avec E et G
comme modules d’élasticité longitudinale et transversale, les éléments de réduction dans le domaine

élastique sont définis par les relations suivantes :

N = [ EgyxdA = EAz + 2 EAl 0}
M, = fA EgyyzdA = _Ely(ky - .Bzgylcz) (4.4a-d)

M, = [ EeyydA = —EL(k, — 05 )

d d ’
Mg, = 2 fA(ngz(ey - 6_(:) - ngy(ez - % ))dA = G160
B, = [, EexxwdA = El,,(65 — Bo,0% ) (4.4€)
Mg = EAlge — 2E1,Byk, — 2EL,B,ky — 2E1,B,0% + S Elp6; (4.4f)

les composants de vecteurs de contrainte et de déformation sont définis ainsi:

{s}¥={N M, M, My, B, Mg}
m={e -k, -k 6 0y 267} (4.53,b)

la relation de contrainte-déformation s’écrites sous forme de matrice :
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‘N [EA 0 0 0 0 EAl, 1( € )
M, 0 EI 0 0 0 2ELB, —iy
El 2EI —k,
©={wt=lo o o @ o o |} et =101 ae
B, 0 0 0 0 El,  —2EIB,|| b
\Mz) |EaAl, 2ELB, 2ELB, O -2EI,8, El 1562

{S} et {71 sont les vecteurs contraintes et déformations. [D] est la matrice de comportement. Elle
est fonction des constantes élastiques et des caractéristiques gé¢ométriques de la section ouverte. A est
I'aire de la section. Iy et I, les moments d’inertie de flexion autour des axes y et z. I: et I»sont respective-
ment, le moment d’inertie de St-Venant et le moment d’inertie de gauchissement. lp est le moment
d’inertie polaire de la section autour du centre de torsion. S, f: et f» sont les coefficients de Wagner.
Iz est le moment d’inertie de gauchissement non- linéaire. Leurs expressions sont données dans Mohri
[21] et une méthode numérique de calcul efficace est développée dans ce chapitre. Les équations d'équi-

libre sont dérivées a partir de la condition stationnaire de potentiel total donnée par :

oU—-—6W =0 (4.7)
Ou:
oU et W sont respectivement I'énergie de déformation et le travail des forces extérieures. Leur
variation en fonction des déplacements virtuels ainsi que de leurs dérivées sont développées
séparément ci-dessous. Nous Basons sur les composantes de déplacements virtuels et apres intégration

sur la section A, la variation de I'énergie de déformation s’exprime par:
oU = f (N&s - M, 6k, — M,8k, + Ms,,66, + B, 66, + %MR(?(H,’C)Z) dx (4.8a)
L
En notation matricielle, selon (5a, b), on peut mettre:
6U = [ {8y} {S}dx (4.8b)

Les vecteurs {y}et {S} peuvent étre décomposés en fonction des déplacements de la fagon suivante :

Selon la définition du vecteur{y} dans (5b) et selon (2a) et (3), on peut écrire:
1
o} = (IH] + 3 [40)] - [A:(0)]) {6} (4.9)
Les matrices [H] et [A(8)] sont classiques en mécanique des structures non linéaire. La derniere matrice

[A(@)] prend en compte |'effet de couplage flexion-torsion. Les termes non nuls de cette matrice sont:
A(1,4) =yw' —zv' A.(2,4) =V A.(3,4) = —w' (4.10a-c)

Les composants du vecteur { @ } sont les suivants:
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¥ = v w o6, v’ w' 6] 6.} (4.11)
La variation de {dy} est nécessaire dans I’évaluation de I'énergie de déformation (8b), on obtient ainsi :

{6y} = ([H] + [A()] - [A:(6)] - [A(6)]) {56} (4.12)
La matrice [/1(9)] résulte de la variation de [A.(8)]. Les termes non nuls de cette matrice sont:

A(1,2) = —z.6,  A(1,3) =y,6, A(2,2) =6, A(3,3) = -6, (4.13a-c)

En forme matricielle, la variation de I'énergie de déformation devient:
L ~ t
6U = [ {66} ([H] + [A(6)] — [Ac(8)] — [A(6)]) {S}dx (4.14)
Pour la variation du travail extérieur (0W), des charges réparties sont appliquées aux parois de la poutre

le long de la ligne (pp’, Fig.1). Leurs composantes A(px, py, p:) sont supposées proportionnelles au facteur

de charge A. La variation du travail extérieur s’exprime sous la forme suivante:

oW = Af (pxéup + py 6V, + pzdwp(ez)) dx (4.15)
L

Afin de prendre en compte les termes de torsion de second ordre des charges p,, I'expression de w, est

dérivée en présence de termes de torsion quadratique Mohri [23]:

_ 6%
wy(e) =w, — e, . (4.16)
En opérant la variation sur les composants de déplacement -selon la cinématique (1a, b) et (16)- la

variation du travail extérieur est décomposée en deux parties, écrites comme suit:

SW = SW,. + W, (4.17a)
Ou:

oW, est la contribution de la charge classique. oW, est la contribution de I'effet de I'excentricité des

charges verticales.
SW, =2 j(pxé‘u + py0v + p 6w + M, 60, + my,6w’ + m,6v’ + b, 86, )dx
L

= A J({8q}{p} + {66}{m}) dx (4.17b)
SWye = -4 fL(pzeyexaex)dx =—-1 f{dq}t[ml] {q}dx (4.17¢)

Cette partie conduit a un moment de torsion non linéaire proportionnel a (p:e:6s). Dans les équations

(17), (my = -pxz, m; = -pxy, my = -py e+ p: ey, et bo= -px @) définissent respectivement les moments de
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flexion externes, le moment de torsion et le bimoment. Pour la formulation matricielle de (W), les

vecteurs supplémentaires suivants ont été utilisés:
{@=u v w 6}
P} ={{Px Py Pz M} (4.18a,c)

my={0 m, my b, 0 0 0 0}

[m;] est une matrice carrée (4, 4). Le terme non nul de cette matrice est mi(4,4) = p.e:

L'expression finale du travail des forces extérieures, est :

SW = 1 [ ({5q} (p} + {603 fm})dx — A [ {69} [my]{q}elx (4.19)

Le systéme d'équilibre est obtenu a partir de (15) et (19), combinaison avec la loi de comportement (6)

et (9) pour obtenir:

( ] {66} ([H] + [A(®)] - [Ac(8)] — [A(8)]) {S}dx
{ —A [,({8q}{p} + {66} {m}Ddx + A [{5q} [m;]{q}dx v{8q},{66} (4.20)
L {S}=[D]([H]+ [A(6)] — [AC(G)]){G}

La discrétisation par éléments finis de ce systéme est étudiée ci-dessous.

4.2 Discrétisation par éléments finis

Dans la littérature des poutres a parois minces a section ouverte, la déformation due au gauchisse-
ment est d’'une importance primordiale. Pour cette raison, le gauchissement est considéré comme un
déplacement indépendant supplémentaire par rapport aux éléments poutre 3D classiques. La discréti-
sation par éléments finis de la poutre de longueur L est effectuée en divisant la poutre en plusieurs
éléments finis poutres a deux nceuds et a 7 degrés de liberté 7 (7 ddl) par nceud. En notant les déplace-
ment nodaux par ({r}} = fuvw 8, v' w’ 6,};;i = 1,2) . Des fonctions de forme linéaires sont choisies
pour le déplacement axial. Les fonctions cubiques d’Hermite sont adoptées pour les autres composantes
v, w et 6. Leurs expressions sont données dans [70] et [71],ces fonctions de forme sont données dans

I’'annexe. Les vecteurs {q} et {8} sont liés aux variables nodales {r} par:

@ =1} 5 {6} =1[g(O]{r} (4.21a,b)
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[f(&)]et [g(&)] sont des matrices regroupant les fonctions de forme. La variation de {5} et {66} est
nécessaire pour évaluer I’équation (20). En appliquant ces relations aux équations d’équilibre, on ob-

tient:

U (J7,[BOIS}eds) — MF} + 2{F(r)} = 0

(4.22a,b)
(Yo = (D1 (1B.] +5 [Bu ()] — [Bc(8)]) {re

U, désigne le processus d'assemblage sur les éléments de base. Les matrices et vecteurs utilisés dans

(22) sont:
[BO)] = [BJ] + [Bu(8)] — [B.(8)] — [B.(6)] (4.23a)
[B/] = [H][g] (B (9)] = [A(O)][g] (4.23b,¢)
[B.(0)] = [4.(O)1lg]  [B(6)] = [4(8)][g] (4.23d,e)
{F} = Ues [ {FYed = U5 [2 (IF14p)e + [g]mc)dé (4.24)
(F} = Ut [ (R (}edg = U ([ [F1ma][F1d8) () (4.24b)

Les matrices [B;]et [B,,;(6)] sont connues en analyse non linéaire. Les matrices [B.(6)] résultent d'un
couplage flexion-torsion. {F} étant le vecteur de force nodal classique. Le vecteur de force supplémen-
taire {F (r)} n’est pas constant et dépend des déplacements et de I'excentricité de la charge. Pour ré-
soudre le probléme (22), la méthode itérative classique de Newton-Raphson peut étre appliquée. Par
conséquent, nous devons calculer la matrice de rigidité tangente (ou Jacobienne) et on considére ensuite
I'état fondamental correspondant a la déflexion initiale a I'état de pré-flambement, cette procédure se
présente comme suit :

(r}={r} +{Ar}  {S}={S}+{AS} A=Ay +AA (4.253,c)

Si la solution ({ro}, {So}, A0), est supposée initiale, les incréments du probleme ({Ar}, {AS}, AA) remplissent

les conditions suivantes:
Ue s J7 (IB(B)1H{AS} + [AB(6)]°{So}) d§ — AA{F} + AGH{F(1)}) = 0 (4.262)

Avec:

{AS} = [D]{Ay} = [D][B(&)]{Ar} (4.26b)
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En raison des termes de couplage impliqués dans la matrice [B(0)], les incréments [AB(6)] dans (26a)
ne sont pas simples et doivent étre calculés avec prudence. Selon (26b), on peut écrire pour la partie de

la matrice de rigidité géométrique :

[AB(60)]°{AS} = [B(6,)]° [DI[B(8)]{Ar} = [Ky|{Ar}

Le deuxieme terme méne a la matrice de rigidité due aux contraintes initiales. Suite a la procédure adop-

tée dans Mohri [22], on arrive a:

[AB(O)]7{So} = []* (ISo] — [So] — [So]) lg){ar} = [g)[Sol[g}Ar} = [K;, [{ar) (4.27)

Dans (27) nous avons posé:
5] - [5]'
Les termes non nuls des matrices de contraintes initiales sont les suivants :
50(2,2) =5,(3,3) = Ny, So(4,4) = Mg, (4.28a, b)
So(4,2) = —Noz + My,  So(4,3) = Noy. — My (4.28¢, d)

Dans la présente étude, I'influence du point d'application de la charge par rapport au centre de torsion
est prise en compte. Rappelons que la contribution de charge a été déduite dans (24) par sa composante

classique {F} (24a) étant la partie dépendant du déplacement {F (r)} (24b). Alors:
AMF} = AQA{F()}) = AA({F} — {F (r0)}) — Ao {F (Ar)} (4.29a)

Avec:

Fao)} = Ues (S, IF1 i [F1 d€) o)

(F@AN} = Ue (111 Il [f] d€ ) {ar} = [Kpl{ar) (4.29b, ¢
Finalement, la forme matricielle globale du probléeme incrémental (26) peut s’écrire comme suit:
[K:]{Ar} = AA{F} (4.30a)

La matrice de rigidité tangente [K:] est donnée par :
K] = [ ] + [Kso] [KF] (4.30Db)

Avec:
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l 1
[K,] = U, (f [Bwo)]f[D][B(eo)]df)

2\,

[Ks,] = Ue 2 (17, [91°[5(80)11g] d¢) (4.30c-e)

l 1
(K] = 29 {ue - ( [EnT df)}

[Ko] est la matrice de rigidité géométrique et [Kso] est la matrice des contraintes initiales. La matrice [KF]
est la contribution des charges et tient compte de l'influence du point d'application de la charge. Le
systeme (30) peut étre résolu a I'aide des méthodes itératives et les courbes de déplacements peuvent
étre obtenues. Cette tache a été effectuée dans le cas plus général et en présence d'amplitudes de tor-
sion importantes ou infimes en [22, 72]. En présence des instabilités, les charges critiques sont calculées
par les points singuliers de la matrice tangente [K:]. Alors I'analyse de flambement méne au probléme

des valeurs propres d’un systeme d’équations:

([Kg] = Ao([Ks,| = [KF])) {r} = {0} (4.31)

Ao et {r} sont les charges de flambement et les modes propres correspondants. Elles sont réalisées selon
un solveur efficient du probléme des valeurs propres. Dans Abaqus [27], les méthodes de Lanczos et de
sous-espace (subspace en anglais) sont possibles. Dans ce travail, nous avons adopté le solveur efficace
de Matlab [35] pour résoudre le probléme de valeur propre. Le présent modele d'éléments finis est
implémenté dans ce code. Il est référencié B3Dw (B :Beam ;3D : 3 Dimensional ;W : Warping) dans la

partie application.

4.3 Conclusion

Un modele numérique des poutres a parois minces et a sections ouvertes est développé dans ce
chapitre. Le présent modeéle est capable d’analyser des poutres en compression ou en flexion. Le modele
numérique utilise des poutres 3D a 7 ddl par nceud. Ce modeéle peut étre qualifié de général car il tient
compte a la fois de I'effet de I’excentricité de la charge par rapport au centre de torsion et du couplage
flexion —torsion. Son utilisation est donc adaptée a une grande variété de formes de poutres. Le présent
élément fini est implanté sur Matlab et appelé B3Dw. La validité de ce modeéle sera vérifiée dans le

chapitre 5.
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5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de vérifier la validité des présents modeles théorique et numérique pour
I'analyse du flambement et du déversement des poutres a parois minces et a sections ouvertes d’une
part et d’autre part d’étudier I'effet des maintiens latéraux sur la résistance au flambement et au

déversement.

Pour atteindre ces objectifs, le chapitre se compose de deux partie principales, la partie 5.2 expose
I'analyse et la comparaison des résultats obtenus par les modeéles théorique et numérique ayant fait
I'objet des chapitres 2,3,4 avec les simulations numériques en utilisant les codes commerciaux Abaqus
et Adina [73]. La partie 5.3 traite des exemples de calcul de la résistance au flambement et au

déversement en tenant compte les effets des maintiens latéraux.

5.2 Résultats et validations numériques

Cette partie est divisée en deux sections, le flambement des barres sous une charge de compression
est abordé dans la section 5.2.1, tandis que le déversement des poutres est étudié a la section 5.2.2. Les
charges de flambement et de déversement fournies par les présents modeéles sont comparées avec celles
données par la simulation par éléments finis en utilisant les codes commerciaux Abaqus et Adina. Dans
le code Adina, les poutres sont modélisées par I’élément poutre. Cependant dans le code Abaqus,
I’élément poutre B310S est adopté dans I'analyse. Dans chacun des deux codes, les caractéristiques
géométriques des sections ouvertes peuvent étre choisies avec deux possibilités. Soit on donne les
dimensions de la section (largeurs et les épaisseurs des semelles et de I'dme), dans ce cas les propriétés
géométriques et mécaniques des sections sont calculées par le code. Soit on donne directement les
propriétés de la section (A, Iy, I, l»...). Dans le cas de notre étude, afin d’utiliser les mémes propriétés
géométriques des sections, on a adopté la 2™ méthode. Dans le processus de maillage, on a prété plus
d’attention a I'exactitude de ce dernier. Le nombre d'éléments a été augmenté jusqu'a ce que la solution

devienne insensible au maillage.

5.2.1 Validité des solutions analytiques dans le cas de flambement

Afin d'évaluer la validité de la solution analytique proposée dans le chapitre 2 et du présent modele
d'éléments finis (appelé B3Dw) qui est été formulé au chapitre 4, une étude comparative implique

I'analyse de stabilité au flambement des barres en variant la longueur de barre L, ainsi que le type de
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section (bi-symétrique, mono-symétrique et arbitraire), avec les mémes conditions aux limites (poutre
simplement appuyée). Dans tous les exemples, I'acier a été adopté avec les constantes élastiques
suivantes: module de Young (E = 210 GPa), module de cisaillement (G = 80,77 GPa). Pour toutes les barres
étudiées, deux configurations sont analysées (1): la variation des charges critiques de flambement du
premier mode en fonction de la longueur de barre, (2): I'analyse des modes supérieurs de flambement
pour une longueur fixe. Les présentes solutions analytiques et numériques sont comparées a des

simulations du code commercial Abaqus ou a des solutions de référence lorsque cela est possible.

5.2.1.1 Exemple 1 : Flambement d’une barre a section en | bi-symétrique

Dans cet exemple, on considére une barre de longueur L et de section en | bi-symétrique « IPE 300 ». La
barre est simplement supportée a ses deux cotés et soumise a une charge axiale de compression P

(Figure 5.1). Les caractéristiques géométriques et mécaniques de la section sont données dans le tableau

(5.1).
u,v,w, bx v,w, 6 =0 150mm
N R
* ---------------------------------------------------------------- 44_ g 7.1mm
/\ @ =
W L : 'xx’% mmtmm— 10.7mm

Figure 5.1: Barre a une section en | bi-symétrique: les conditions aux limites, le chargement appliqué et
les dimensions de la section.

A =51,88 cm? l,=7998,98 cm* ;= 602,71 cm* zc.=0,0cm

lt= 15,57 cm* lo=125930 cm® yc=0,0 cm

Tableau 5.1 : Caractéristiques géométriques et mécaniques du profilé IPE 300.
Dans le tableau (5.2), on illustre la variation des charges critiques de flambement du premier mode en

fonction de la longueur L. Pour cela on fait varier la longueur de 2 a 8m. Les solutions analytiques sont

obtenues a partir de la relation (2.17), en mettant k =1. Dans ce tableau, les charges critiques de
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flambement estimées par les présents modeles sont comparées avec celles données par la modélisation

a I'aide du code Abaqus.

On observe une diminution de la charge critique de flambement lorsque la longueur L augmente. On
peut remarquer aussi que pour toutes les longueurs, le mode de flambement est en flexion par rapport
a I'axe z-z. Un excellent accord est obtenu entre les charges de flambement obtenues par les méthodes

proposées et celles données par Abaqus.

Théorie Présent Abaqus
L (m) ) Mode de flambement Ecart %
Min(P,, P,,Po) B3Dw (B310S)
2 3118,67 3119,28 3104,50 0,48
3 1386,07 1386,35 1383,30 0,22
4 779,67 779,82 778,78 0,13
En flexion selon z-z
5 498,99 499,08 498,62 0,09
6 346,52 346,58 346.51 0,02
7 254,59 254,63 254,49 0,06
8 194,92 194,95 194,86 0,05

Tableau 5.2. Comparaison analytique et numérique des charges critiques de flambement d'une barre
ayant une section bi-symétrique.

Afin d’évaluer les modes supérieurs de flambement, on fixe la longueur L = 4m. dans ce cas, les quatre
premieres charges de flambement associées aux quatre premiers modes supérieurs ont été cherchées.
Les résultats obtenus sont présentés au tableau (5.3). Les modes de flambement analytique ont été
également calculés par I'équation (2.17). La derniére colonne nous donne I'erreur observée entre les
résultats de B3Dw et ceux fournis par Abaqus. Les résultats mettent en évidence que le mode de
flambement 1 et 3 sont en flexion autour de I'axe faible z-z alors que pour les modes 2 et 4 sont en

torsion. La figure Al de I'annexe expose les formes des modes de flambement de la barre.
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Les modes supérieurs de flambement pour L=4m

Mode Pcr Présent Abaqus Type de Ecart
(Théorie, kN) B3Dw B310S mode %

1 779,67 779,82 778,78 FP 0,13

2 1743,32 1742,39 1741,80 TP 0,03

3 3118,67 3118,28 3104,80 FP 0,43

4 4687,22 4686,49 4658,50 TP 0,60

Tableau 5.3. Comparaison analytique et numérique des quatre premiers modes de flambement d'une
barre ayant une section bi-symétrique. (FP: mode en flexion pure, TP: mode en torsion pure).

5.2.1.2 Exemple 2: Flambement des barres a section mono-symétrique par rapport a I’axe (y-y )

Le flambement des barres ayant une section mono-symétrique selon |'axe y-y (section en C) est analysé
dans cet exemple. Les dimensions de la section sont présentées dans la figure 5.2. Les caractéristiques
géomeétriques de cette section sont calculées selon Mohri[21]. Dans le tableau (5.4), les charges critiques
de flambement du premier mode sont données pour les différentes valeurs de la longueur L. Les
solutions analytiques sont calculées a partir de I’équation (2.20). Ces solutions sont possibles a partir des
charges de flambement non couplées de la section reproduites dans les trois premiéres colonnes du
tableau (5.5). Ensuite on a comparé ces résultats avec les résultats numériques donnés par B3Dw et le

code Abaqus.

On peut également remarquer que les charges critiques de flambement diminuent avec I'augmentation
de la longueur. Les résultats indiquent également que le flambement flexion-torsion est le mode de
flambement dominant lorsque la longueur de la barre L <3 m. La charge de flambement en flexion d’Euler
est présente pour des longueurs supérieures a 3 m. Sur la base de ces résultats on peut conclure que le
comportement au flambement de la section en C dépend de la longueur de la barre. On note un bon
accord entre les résultats analytiques et le présent modele d’éléments finis et les simulations fournis par

Abaqus. L'erreur entre B3Dw et Abaqus n'est pas supérieure a 1%.

D’autre part, les modes supérieurs de flambement sont investigués. Pour cela la méme section en C est
reconsidérée avec une portée fixée a L = 4m et les quatre premiers modes supérieurs de flambement

sont recherchés. Les comparaisons entre les prédictions analytiques, B3Dw et Abaqus sont présentées
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dans le tableau (5.6). Pour cette longueur, les modes 1 et 4 sont en flexion pure (FP), tandis que les
autres modes (2 et 3) sont en flexion- torsion (FT). Les formes de ces modes sont détaillées dans la figure

A2 de I'annexe.

u,v,w, 6 v,w, 6 =0 120mm
N AL
4, ........................................................................... H<_ 8
/N\ ~
i L o s ]0mm

Figure 5.2: barre a une section en C: les conditions aux limite, le chargement appliqué et Les
dimensions de la section.

A =42,00 cm? l,=2654,00 cm* I;= 600,64 cm* z.=0,0cm

l¢=13,95cm* lo=38142 cm® ye=7,61cm

Tableau 5.4 : Caractéristiques géométriques et mécaniques de la section C.

L Py P, Po Pyo Per,th Présent Abaqus Typede Ecart
(m) (kN) Min(P,,Pys) B3Dw B310S Mode (%)
2 13717,27 3095,90 2269,38 2104,77 2104,77 2104,78 2117,00 FT 0,58
3 6096,56 137596 1470,89 1314,88 1314,88 1314,89 1322,00 FT 0,54
4 3429,32 773,98 1191,42 1009,65 773,98 773,98 772,77 FP 0,16
5 2194,76 495,34 1062,07 838,44 495,34 495,35 494,85 FP 0,10
6 1524,14 343,99 991,80 716,99 343,99 343,99 343,75 FP 0,07
7 1119,78 252,73 949,43 619,11 252,73 252,73 252,60 FP 0,05
8 857,33 193,49 92194 536,04 193,49 193,50 193,42 FP 0,04

Tableau 5.5 : Comparaison analytique et numérique des charges critiques de flambement d'une barre
ayant une section en C mono-symétrique.
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(FT: mode en flexion-Torsion, FP: mode en flexion pure).

Les modes supérieurs de flambement pour L=4m

Mod Pcr Présent Abaqus Type de Ecart
ode
(Théorie, kN) B3Dw B310S Mode %
1 773,98 773,98 772,77 FP 0,16
2 1009,34 1009,65 1014,60 FT 0,49
3 2104,13 2104,78 2117,00 FT 0,58
4 3095,91 3095,92 3076,40 FP 0,63

Tableau 5.6 : Comparaison analytique et numérique des quatre premiers modes de flambement d'une
barre ayant une section en C mono-symétrique.
(FT: mode en flexion-Torsion, FP: mode en flexion pure).

5.2.1.3 Exemple 3: Flambement des barres a section mono-symétrique par rapport a I’axe (z-z)

Le présent exemple vise a examiner le comportement au flambement des barres ayant une section
mono-symétrique selon I'axe z-z. Deux sections sont étudiées. La premiere est une section en | mono
symétrique et la seconde est une section en T. Leurs dimensions sont présentées en figure 5.3. Pour les
deux sections, la variation de la charge critique est analysée avec une longueur L variant de 2 a 8 m. Le
tableau (5.8) compare les charges de flambement de la section en | mono-symétrique. Les solutions
analytiques sont obtenues a partir de I'équation (2.22). Afin d'éclaircir cette solution, les charges de
flambement non couplées de cette section sont reproduites dans les trois premiéres colonnes. Les
solutions analytiques obtenues sont comparées avec les résultats numériques donnés par B3Dw et le
code Abaqus. La méme procédure est suivie pour la section transversale en T et les résultats sont donnés
dans le tableau (5.10). Pour les deux sections, il est observé que le mode de flambement flexion-torsion
contrdle le comportement pour toutes les longueurs considérées. Les charges critiques de flambement
déduites des présents modeles sont en bon accord avec ceux donnés par Abaqus. L'erreur maximale ne

dépasse pas 1,20%.

Les modes supérieurs de flambement sont examinés pour les deux sections. Pour ce faire, la longueur
est fixée a L =4 m et les quatre premiers modes de flambement sont définis. Les charges de flambement
résultantes sont illustrées dans le tableau (5.9) pour la section | mono-symétrique et le tableau (5.11)

pour la section en T. On peut voir que tous les modes supérieurs sont en flexion-torsion et qu’aucun
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mode de flexion n’est présent dans les quatre premiers modes. La encore, dans I'analyse des modes
supérieurs, la résistance de barre dépend uniquement des modes de torsion en flexion. Les formes des

modes de flambage de la section en té sont présentées a la Figure A3 de I’Annexe.

150mm 150mm
B [ T ] - -
uv,w, 6 =0 v, 6 =0 I 10.7mm I 10.7mm
\H !-H P 300mm I I
_____________________________________________________________________ 7 1mm 300mm
W ] @é l = L o 10.7mm l I 7.1mm
« o 75 mm
a b c

Figure 5.3: barre a une section en mono-symétrique d’axe z-z (a): les conditions aux limites, le
chargement (b) : Les dimensions de la section en | (c) : Les dimensions de la section en Té.

A =43,86 cm? l,=6011,84 cm* I;=339,39 cm* z.=8,6 cm
lt=12,51 cm* lo= 27985 cm® ye=0cm
(a)

A =36,59 cm? l,=3461,3 cm* l,=301,8 cm* z:=8,37 cm

lt=9,374 cm* lo= 746,98 cm® y=0cm

(b)

Tableau 5.7 : Caractéristiques géométriques et mécaniques de la section en | mono-symétrique (a),
section en Te (b).

82



Chapitre 5 : Validations numériques et contréle des instabilités

L Py P, Po Pzo Per,th Présent Abaqus Typede Ecart
(m) (kN) Min(P,, P.s) B3Dw  B310S mode (%)
2 31150,40 1758,56 3280,87 1149,96 1149,96 1149,96 1152,70 FT 0,24
3 13844,62 781,58 2185,65 577,88 577,88 577,88 578,33 FT 0,08
4 7787,60 439,64  1802,32 354,51 354,51 354,51 354,63 FT 0,03
5 4984,06 281,37 1624,89 240,42 240,42 240,42 240,46 FT 0,01
6 3461,16 195,40  1528,52 173,59 173,59 173,59 173,59 FT 0,01
7  2542,89 143,56  1470,40 130,99 130,99 130,99 131,00 FT 0,01
8 1946,90 109,91 1432,68 102,21 102,21 102,21 102,21 FT 0,01

Tableau 5.8. Comparaison analytique et numérique des charges critiques de flambement d'une barre
ayant une section en | mono-symétrique. (FT: mode en flexion-Torsion).

Les modes supérieurs de flambement pour L=4m

Mod Pcr Présent Abaqus Type de Ecart
ode
(Théorie, kN) B3Dw B310S mode %
1 354,51 354,51 354,63 FT 0,03
2 1149,96 1149,96 1152,70 FT 0,23
3 2354,08 2354,10 2369,20 FT 0,63
4 4004,48 4004,50 4053,80 FT 1,20

Tableau 5.9 : Comparaison analytique et numérique des quatre premiers modes de flambement d'une
barre ayant une section en | mono-symétrique.
(FT: mode en flexion-Torsion).
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L Py P, Po P:o Per th Présent Abaqus Typede Ecart
(m) (kN) Min(Py,P.o) B3Dw B310S mode (%)
2 17934,87 1563,79 459,95 403,15 403,15 403,15 402,99 FT 0,04
3 7971,05 695,02 447,52 328,30 328,30 328,30 328,07 FT 0,07
4 4483,72 390,95 443,17 253,51 253,51 253,51 253,31 FT 0,08
5 2869,58 250,21 441,16 191,03 191,03 191,03 190,90 FT 0,07
6 1992,76 173,75 440,06 144,90 144,90 14490 144,82 FT 0,06
7 1464,07 127,66 439,40 112,09 112,09 112,09 112,04 FT 0,04
8 1120,93 97,74 438,98 88,64 88,64 88,64 88,61 FT 0,03

Tableau 5.10 : Comparaison analytique et numérique des charges critiques de flambement d'une barre
ayant une section en Té. (FT: mode en flexion-Torsion).

Les modes supérieurs de flambement pour L=4m

Mod Pcr Présent Abaqus Type de Ecart
ode
(Théorie, kN) B3Dw B310S mode %
1 253,51 253,51 253,31 FT 0,08
2 403,14 403,15 402,99 FT 0,04
3 459,86 459,87 460,10 FT 0,05
4 508,78 508,78 510,02 FT 0,24

Tableau 5.11 : Comparaison analytique et numérique des quatre premiers modes de flambement
d'une barre ayant une section en Té. (FT: mode en flexion-Torsion).
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5.2.1.4 Exemple 4: Flambement des barres a section quelconque (arbitraire)

Cette section transversale arbitraire a été étudiée par Papp [74]. Les propriétés géométriques de cette
section transversale sont représentées dans la figure 5.4. Dans cet exemple, les charges critiques de
flambement ont été calculées en fonction de I'élancement L variant de 2 a 8 m. Les charges critiques
analytique et numérique sont récapitulées dans le tableau (5.12). Le modeéle présent est comparé aux
simulations Abaqus. Etant donné que la section transversale est arbitraire, les solutions analytiques de
la charge de flambement ne sont pas simples. Dans le présent modele, elles ont été obtenues
numériquement par des solutions de I’équation (2.15). A cet effet, les charges de flambement non
couplées Py, P, et Pgsont nécessaires. Elles sont données dans le tableau (5.12). Les résultats d'analyse
sont inclus dans la colonne 5 a des fins de comparaison. Les résultats analytiques et numériques
concordent bien avec celle d’Abaqus. De plus, Papp [74] n'a pris en compte que |'élancement L =4 m et
a obtenu une charge de flambement P, = 299,16 kN. Ce résultat est en bon accord avec notre modéle
ou P =299,07 kN est obtenu numériqguement et 299,06 de maniére analytique. On se rappelle que pour
cette section, tous les modes de flambement sont en flexion-torsion. Les déplacements v, w et l'angle

de torsion & sont présents dans tous les modes.

Pour cette section, les modes supérieurs de flambement sont évalués pour une longueur de barre L = 4
m. Les quatre premiers modes de flambement ont été calculés. lls sont présentés dans le tableau (5.13).
Il est confirmé que tous les modes supérieurs sont également en flexion-torsion. Un bon accord entre
les différentes solutions est remarqué. L'erreur ne dépasse pas 1%. Les formes des quatre premiers

modes de flambement de cette section sont données en figure A4 de I'annexe.

u,v,w, 9X v,w, HX =0 6mm

____________________________________________________________________________ *4_ 160
/h< 100mm o

G

180mm

Figure 5.4 : barre a une section quelconque avec conditions aux limites, chargement appliqué et
dimensions de la section.
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L Py P, Po Pcr th Présent Abaqus Type Ecart
(m) (kN) (Eq,2.15) B3Dw B310S de mode (%)
2 2429,11 7575,41 808,82 764,32 764,36 771,94 FT 0,98
3 1079,60 3366,85 452,85 421,51 421,53 421,27 FT 0,06
4 607,28 1893,85 328,27 299,06 299,07 299,13 FT 0,02
5 388,66 1212,07 270,60 239,68 239,69 239,35 FT 0,14
6 269,90 841,71 239,27 204,52 204,52 204,20 FT 0,16
7 198,29 618,40 220,39 179,58 179,57 179,29 FT 0,16
8 151,82 473,46 208,13 149,95 149,89 149,89 FT 0,00

Tableau 5.12 : Comparaison analytique et numérique des charges critiques de flambement d'une barre
ayant une section quelconque. (FT: mode en flexion-Torsion).

Les modes supérieurs de flambement pour L=4m

Mode Pcr Présent Abaqus Type de Ecart
(Théorie, kN) B3Dw B310S mode %

1 299,06 299,07 299,13 FT 0,02

2 608,91 608,65 607,55 FT 0,18

3 764,32 764,37 765,22 FT 0,11

4 1531,36 1531,61 1534,80 FT 0,21

Tableau 5.13 : Comparaison analytique et numérique des quatre premiers modes de flambement
d'une barre ayant une section quelconque. (FT: mode en flexion-Torsion).
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5.2.2 Validité des solutions analytiques dans le cas de déversement

L’objectif de cette section est de valider et d'étudier la précision et |'efficacité des solutions analytiques
proposées pour I'analyse des modes supérieurs de déversement. Pour ce faire, on considére une poutre
simplement appuyée a une section transversale bi-symétrique (IPE300) sollicitée par les cas de
chargements : une charge uniformément répartie et une charge concentrée, comme indiqué dans la
figure 5.5. Les mémes propriétés du matériau (I'acier) sont utilisées. L’excentricité des charges verticales

par rapport au centre de torsion est prise en compte.

- L > L LN
uv,w, 6 =0 1 v,w, 6(\:0 V,w, 6 =0
(TF) (sc) (BF)

e .
Position de charge I

Figure 5.5: Poutre a section transversale bi-symétrique sollicitée par une charge uniformément
répartie et une charge concentrée toute deux appliquées au niveau : de la semelle supérieure(TF), du
centre de torsion (SC), et de la semelle inférieure en (BF).

Les solutions sont vérifiées ci-dessous en suivant la méme procédure que pour I'analyse de flambement
considérée précédemment. Dans cette analyse, des comparaisons sont établies avec les solutions
analytiques proposées et les solutions obtenues par éléments finis en utilisant B3Dw, Abaqus et Adina.
Dans un premier temps, on étudie la variation du moment critique de déversement en fonction de la
longueur L. Dans cette étude paramétrique, la longueur des poutres L varie de 4 m a 8 m. Les charges
peuvent étre appliquées au niveau : de la semelle supérieure, du centre de torsion, ou de la semelle
inférieure.

Les résultats sont illustrés dans la figure 5.6 pour les 3 positions de charge. Le cas de charge uniforme

est illustré a la Figure 5.6-a et le cas de charge concentrée est présenté a la Figure 5.6-b. On remarque
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qgue dans ces cas de charge, la résistance au déversement est meilleure lorsque la charge est appliquée
au niveau de la semelle inférieure et que les valeurs les plus basses sont obtenues lorsque les charges
sont appliquées au niveau de la semelle supérieure.

Pour chaque cas et position de charge, un bon accord est constaté entre les solutions analytiques et
numériques proposées et le code Abaqus. Cependant, les simulations d’Adina surestiment le moment
de déversement lorsque la charge est appliquée au niveau de la semelle inférieure. La différence n'est
pas importante et diminue avec I'élancement.

L'étude est suivie par une évaluation des modes supérieurs de déversement pour une poutre a une
portée fixe L=6m, en tenant compte de I'effet d’applications de chargement.

Dans cette analyse les quatre premiers modes supérieurs du déversement sont recherchés en termes de
positions de charge pour les deux cas de charge. Les résultats du cas de charge uniforme sont présentés
sur les figures (5.7-a,c), suivis du cas de charge concentrée sur la figure (5.8-a,c). En ordonnée, les
moments de déversement non dimensionnels M (k) / Mcrrefsont rapportés. M (k) indique le moment
de déversement du mode k et Mc,ref est le moment critique de déversement du premier mode pour la
position de chargement sur le centre de torsion (SC). Ces valeurs sont respectivement Mcref = 94,23
kN.m pour le cas de charge uniforme et Me,ref= 113,22 kN.m pour le cas de charge concentrée. A partir

de ces courbes on remarque que:

- Tous les résultats ont la méme tendance en fonction de mode k et de la position de chargement.
Un bon accord est observé entre les présents modéles (analytique, B3Dw) et les autres codes
d'éléments finis.

- Une différence est constatée avec le code Adina lorsque la charge transversale est uniforme et
appliquée au niveau de la semelle supérieure ou inférieure. Ce constat a également été rapporté
dans [75]. L'erreur maximale de 8% est obtenue dans le cas ou la charge uniforme est appliquée
a la semelle supérieure (Figure 5.7-b).

- Lorsque le chargement est appliqué au niveau du centre de torsion ou semelle supérieure, les
solutions analytiques sont bien concordantes avec les résultats numériques. Cependant, une pe-
tite différence est observée dans le cas de la charge concentrée lorsque la charge est appliquée
au niveau de la semelle inférieure. La différence n'est pas supérieure a 3%. Cette différence reste

acceptable.
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Des constatations intéressantes se dégagent de la comparaison de I'effet de la variation du moment de

déversement en fonction de mode k:

- Dans le cas d’'une charge uniformément répartie, I'augmentation du moment de déversement
M.r est trés sensible aux positions de charge.

- Dans le cas d’'une charge concentrée, I'effet de la position de la charge est présent en mode
impair, tandis que pour le mode pair, le moment de déversement est indépendant de la position
de charge. On obtient pour k=2 et k=4, le rapport est respectivement de 3,93 et 15,41 pour les
trois positions de charge (Figure 5.8-a,c). Ces résultats importants sont en accord avec les solu-
tions analytiques dérivées dans (3.36).

- Sous une charge uniformément répartie (Figure 5.7), I'augmentation du rapport M (k)/ Mcr,ref
dans le mode 4 par rapport au 1°" mode atteint respectivement 12,77, 13,30 et 13,86 pour les
positions TF, SC et BF.

- Dans le cas d’une charge concentrée (Figure 5.8), I'amélioration est plus importante. En mode 4,

le rapport atteint la méme valeur 15,41 pour les 3 positions de charge.
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Figure 5.6: Variation du moment critique de déversement en fonction de la longueur L. (a) cas de la
charge uniformément répartie, (b) cas de la charge concentrée.
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Figure 5.7 : Poutre bi-symétrique sollicitée par une charge uniformément répartie : Variation des

moments critiques analytiques et numériques en fonction du mode de flambage k.
(a): Centre de torsion (SC), (b): Semelle supérieure (TF) et (c): Semelle inférieure (BF).
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Figure 5.8: Poutre bi-symétrique sollicitée par une charge concentrée : Variation des moments
critiques analytiques et numériques en fonction du mode de flambage k.
(a): Centre de torsion (SC), (b): Semelle supérieure (TF) et (c): Semelle inférieure (BF).

La méme étude a été rapportée pour la méme poutre sollicitée cette fois-ci en ses extrémités par deux

moments égaux (figure 5.9). Les solutions analytiques sont obtenues a partir de I'équation (3.48).

“"@j’ gb‘)m

< »
<« L »

Figure 5.9: Poutre a section transversale bi-symétrique sollicitée par deux moments égaux.

La figure 5.10 donne la variation du moment critique en fonction de la longueur L. La figure 5.11 expose

la variation du moment de déversement en fonction du mode k. On peut vérifier a nouveau que:
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- Le moment critique de déversement diminue lorsque L augmente
- Les résultats obtenus par les présents modeéles, Abaqus et Adina sont en totale concordance.

- L'augmentation du rapport Mcr (k)/Mc:ref dans le mode 4 par rapport au 1°" mode est de 10,16.
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Figure 5.10: Variation du moment critique de déversement en fonction de la longueur L.
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Figure 5.11 : Poutre bi-symétrique sollicitée par deux moments égaux : Variation des Moments
critiques analytiques et numériques en fonction du mode de flambage k.

Dans tous les exemples étudiés, notre estimation des modes supérieurs de flambement et de déverse-
ment est en général en bon accord avec les résultats numériques. Ces modes supérieurs peuvent con-
duire a une amélioration plus efficace des phénomeénes d'instabilité des poutres. Ce point de vue sera

traité dans la section ci-dessous.

5.3 Effets des maintiens latéraux et controle des instabilités

Afin d’évaluer I'influence des maintiens latéraux sur la résistance au flambement et au déversement
des poutres a paroi mince, justifiant, par la méme occasion, I'importance des modes supérieurs de
flambement et de déversement, des exemples sont présentés dans cette partie. La détermination des
charges critiques de flambement et déversement est effectuée en se basant sur les modéles proposés
dans cette approche qui sont ensuite incluses dans I’évaluation de coefficient de réduction afin de
déterminer la résistance de la poutre. Dans I'analyse de déversement, I'effet de la position de la charge
est pris en compte. Dans cette étude, seules les sections compactes sont prises en compte les sections
de classe 4 ne sont pas abordées du fait que le voilement local devient le critere déterminant pour ces
classes de section.
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5.3.1 Incidence sur la résistance au flambement

5.3.1.1 Exemple 1: la résistance au flambement des poutres simplement appuyées retenues et non
retenues latéralement.

On considere une poutre de longueur totale L = 9m et de section double symétrique, avec les dimensions
suivantes (h = 34,80, b = 39, tf= 1,40, tw = 1,40), la nuance d'acier étant S235 (f, = 235 MPa). La poutre
est sollicitée par une charge de compression axiale. La résistance de la poutre au flambement est étudiée
dans des conditions non maintenue (Figure 5.12, cas 1) et maintenue en présence des maintiens latéraux
ou autrement dit des appuis intermédiaires. (Figure 5.12, cas 2 a 4). Les maintiens sont situés a mi-
hauteur de la poutre. Pour isoler I'effet des maintiens sur la poutre, une rigidité nulle en flexion et en
torsion est imposée aux assemblages de poutre-maintien (c'est-a-dire que les maintiens sont tres
rigides). Les conditions aux limites adoptées aux positions des maintiens sont illustrées a la figure 5.12.
Des analyses de flambement linéaire sont effectuées a I'aide de B3dw afin d'examiner les effets de
maintiens sur les charges critiques des poutres. Ces charges de flambement résultantes sont utilisées
dans I'évaluation de la capacité portante de la barre en utilisant la méthode adaptée dans L'EUROCODE
3.

Les résultats obtenus pour différentes configurations sont présentés au tableau 5.14. Dans ce tableau
les charges de flambement analytiques et numériques Py, P, et Pg sont examinées pour chaque
configuration. Les charges de flambement obtenues sont utilisées dans le calcul des coefficients de
réduction y calculés selon I'équation 2.24. Ensuite, La résistance de la barre Nprq est obtenue pour
chaque cas.

La premiere observation concerne la barre sans retenue qui se flambe selon le premier mode. Le mode
de flambement critique est en flexion autour de I'axe faible suivi par un mode en torsion. Pour cette
barre, la valeur du coefficient de réduction est proche de 0,53. La perte due au flambement est proche
de 47%.

La deuxieme observation porte sur I'effet des appuis latéraux sur la résistance au flambement qui se
vérifie trés bien dans le cas (2-4) puisque d’une part, les élancements réduits observés diminuent avec
I'augmentation de nombre des maintiens ; et d’autre part, le coefficient de réduction et la résistance au
flambement augmentent avec I'ajout des maintiens. De facons chiffrées, le passage d’une poutre sans
retenue a une poutre avec une seule retenue puis deux retenues, augmente la résistance respectivement

de 49% et 53%. Ici, il est intéressant d’observer que le mode de flambement est passé a k =2, k=3.
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Dans le dernier cas, des maintiens dans toutes les directions ont été ajoutés et la capacité de la barre est

améliorée (la perte n’est que de 11%). Cette valeur est acceptable et on peut conclure que I'effet de

I'instabilité due au flambement est réduit au minimum.
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Figure 5.12: Poutre avec et sans maintiens latéraux, Conditions aux limites.
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Analytique B3Dw
cas | Ly, | L, Lg Afy
Py Pz P0 Py Pz P0
1 9 9 9 8896.81 | 3544.08 6133.80 8896.81 3544.08 6133.79
2 9 (45|45 8896.81 | 14176.33 | 15643.57 | 8896.81 14176.33 | 15643.57
3664.36
3 9 3 3 8896.81 | 31896.75 | 31493.18 | 8896.81 | 31896.75 | 31493.18
4 3 3 3 80071 31896.75 | 31493.18 | 80071.32 | 31896.75 | 31493.18
_ _ _ présent Perte de
Ay Az Ao Xy Xz Xo y 4 acr=P, cr/ Af y ;
Nbp,rd résistance
Tab 0.642 | 1.017 | 0.773 | 0.816 | 0.530 | 0.596 | 0.530 | 1942.11 0.97 47%
(cont) | 0.642 | 0.508 | 0.484 | 0.816 | 0.838 | 0.791 | 0.791 | 2898.51 4.27 21%
0.642 | 0.339 | 0.341 | 0.816 | 0.929 | 0.893 | 0.816 | 2990.12 2.43 18%
0.214 | 0.339 | 0.341 | 0,99 | 0.929 | 0.893 | 0.893 | 3272.00 8.59 11%

Tableau 5.14 : Capacité portante d’une barre simplement appuyée sans et avec maintiens latéraux en
flexion-torsion.

5.3.1.2 Exemple 2: la résistance au flambement des poutres consoles retenues et non retenues laté-
ralement.

Dans cet exemple, I'effets des maintiens latéraux sur la résistance au flambement d'une barre console
est étudié. La barre a une portée L =12m et une section HEA 500 (h = 490, b = 300, tf= 23, tw = 12mm).
A I'extrémité bloquée de la barre, tous les degrés de liberté (7 DDL) de déplacement, de rotation et de
gauchissement sont bloqués. La barre est étudiée dans deux conditions sans et avec des maintiens
latéraux. La barre sans maintiens est illustrée dans le cas 1 a la figure 5.13. Cependant, les cas 2-6 illustre
les cing configurations pour des barres auxquelles sont attachés des maintiens.

Pour chaque configuration, les charges de flambement sont calculées et la résistance de la barre est
examinée. Dans ce cas, aucune solution analytique précise pour les charges de flambement n'est
disponible. C’est la raison pour laquelle seules les charges de flambement numériques sont reportées

dans le tableau 5.15. Elles sont obtenues a partir de I’élément fini de notre modéle (B3Dw). Ensuite, Les
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charges de flambement sont utilisées dans le calcul des coefficients de réduction afin d’évaluer la
capacité portante Npra des barres pour chaque cas.

Dans le cas d’une poutre sans retenues (cas 1), la charge critique de flambement est autour de |'axe
faible z-z. Cette valeur est tres basse (P; = 373 kN). Ceci conduit a un tres faible facteur de réduction y =
%z = 0.073. La perte due au flambement est trés importante (93%). Lorsque les maintiens sont fournis
dansles cas 2 et 3, larésistance au flambement des barres a été améliorée et la perte due au flambement
a été réduite a 54% et 48% respectivement. De plus, on remarque que dans le cas 3, la charge critique
de flambement est autour de l'axe fort y-y (¥min = y= 0,52). Cela signifie que des maintiens sont
nécessaires dans les 3 directions telles qu'adoptées dans les derniers cas (cas 4-6). La résistance au
flambement de la barre peut étre bien améliorée comme dans le cas 6 ou les maintiens latéraux sont
placés a 3, 6,9 et 12 m. Dans ce dernier cas, |'effet de flambement sur la capacité portante est réduit au

minimum (seulement 13% de perte en résistance parfaite).

Cas1 Cas 2 v,(9\x=0
£ |
12 > 12 >
Cas3 v,6=0 Cas4 v, 6=0
P
‘ I~ l E >
4+“——— pm——>¢— EE— 6m -ﬁ’ 6m ’d> !

Figure 5.13: Poutre avec et sans maintiens latéraux, position et conditions aux limites.
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B3Dw _ _ _
cas Afy 7, P, Py Ay Az Ao
1 3129.44 373.14 5480.75 1.218 3.527 0.920
2 3129.44 3053.43 8440.04 1.349 1.436 0.981
3 4641 3129.44 7730.64 13604.13 1.218 0.775 0.584
4 25608.15 7730.64 13604.13 0.426 0.775 0.584
5 1277792 15237.47 21892.69 0.060 0.552 0.460
6 215635.60 25701.48 33446.18 0.15 0.42 0.37
Tab Présent Perte de
(cont) Ay X X X Nb,rd ar=Parl Afy résistance
1 0.519 0.073 0.509 0.073 339.80 0.08 93%
2 0.519 0.461 0.616 0.461 2137.90 0.66 54%
3 0.519 0.740 0.721 0.519 2408.26 0.67 48%
4 0.916 0.678 0.714 0.678 3146.58 1.66 28%
5 1 0.813 0.801 0.801 3719.39 4.71 20%
6 1 0.884 0.866 0.866 4019.32 7.20 13%

Tableau 5.15: Capacité portante d’une barre encastrée sans et avec maintiens.

5.3.2 Incidence sur la résistance au déversement

Une évaluation de l'effet des maintiens latéraux sur la résistance au déversement d'une poutre

simplement appuyée revét une importance pratique. Pour ce faire, une poutre de section bi-symétrique

a parois minces (IPE 500) et de longueur L = 12 m, est investiguée dans cet exemple. La poutre est

soumise a une charge uniformément répartie appliquée au niveau : du centre de torsion, de semelle

inférieure et semelle supérieure. De plus, la poutre est retenue latéralement, les conditions aux limites

et la position des maintiens pour les 4 configurations sont illustrées a la figure 5.14. Les moments

résistants au déversement Mp,q4 Sont rapportés pour chaque cas et normalisés au moment de flexion

maximale (M4 = 515,59 kNm). Les résultats obtenus pour les différentes configurations sont présentés

a la figure 5.15.
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On remargue que dans le cas d’'une poutre sans retenue (cas 1), La perte due au déversement est tres
importante et dépend de la position de la charge. Il atteint respectivement 75, 70 et 65% pour les
positions de charge semelle supérieure, centre de torsion et semelle inférieure. En présence des
retenues, la résistance au déversement augmente de facon non linéaire en fonction du nombre de
retenues. En présence de 3 retenues, on constate que la perte n'est que de 12%, pour toutes les positions
de charge. La méme étude a été rapportée pour la méme poutre sous une charge concentrée et dans les
mémes conditions aux limites que celles de la figure 5.14. La méme tendance a été observée, mais
I'amélioration de la résistance au déversement est la meilleure. En présence de 3 maintiens (cas 4), la

perte n'est que de 9% (Figure 5.16).

“— 1m —P>4— i —P4— I1m —>

Figure 5.14: Poutre sans et avec maintiens avec conditions aux limites et positions des appuis
intermediares.
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Figure 5.15: Poutre sous une charge uniforme: I'effet des appuis intermédiaires et la position de la
charge sur la résistance au déversement.
(SC): Centre de torsion, (TF): Semelle supérieure et (BF): Semelle inférieure.
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Figure 5.16: Poutre sous une charge concentrée : |'effet des appuis intermédiaires et la position de |a
charge sur la résistance au déversement.
(SC): Centre de torsion, (TF): Semelle supérieure et (BF): Semelle inférieure.
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Les maintiens latéraux jouent un réle majeur sur la résistance au flambement et au déversement. Ce réle
peut étre appréciable et devrait étre pris en compte. Linfluence des maintiens sur la résistance au
déversement et flambement et I'amélioration de la capacité portante de la poutre est alors plus évident
et établi dans ce travail. On rappelle que I'effet des maintiens dans la conception est toujours basé sur

des hypotheses empiriques.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a comparé les résultats des modeles théorique et numérique proposés et qui
ont été formulés aux chapitres 2, 3, 4, avec les modéles numériques en éléments finis élaboré par les
codes Abaqus et Adina et également avec quelques résultats des travaux donnés dans la littérature afin
de valider et d'évaluer la performance des formules analytiques et numérique proposées dont le but est
de déterminer les modes supérieurs du flambement et du déversement des poutres a parois minces et
a section ouverte. L’efficacité du modeéle analytique est testée sur plusieurs exemples dans les limites de
la théorie des poutres. Par ailleurs, I'’étude de la résistance au flambement et au déversement des
poutres sans et avec maintiens est examinée. La détermination de la charge critique de flambement et
de déversement est effectuée en se basant sur les modeéles proposés dans ce travail qui sont ensuite
inclus dans I’évaluation de coefficient de réduction afin de déterminer la résistance de la poutre. Dans
I'analyse de déversement, I'effet de la position de la charge est pris en compte. Les résultats indiquent

que :

- dansle cas d’une section en I- bi-symétrique, les modes de flambement sont découplés et ils sont
en flexion pure (flambement d'Euler) ou en torsion pure.

- dans le cas d’une section mono-symétrique en C, les modes de flambement en flexion ou en
flexion-torsion peuvent étre présents.

- Dans le cas d’'une section mono-symétrique en T, les modes de flambement sont en flexion ou
en flexion-torsion.

- dans le cas d’'une section arbitraire, tous les modes de flambement sont couplés et ils sont en

flexion-torsion.
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- les solutions proposées dans I'Eurocode 3 sont limitées aux modes de flambement classiques. En
présence des modes de torsion, ils ne sont plus valables. Certaines améliorations sont proposées
dans la présente étude.

- il existe un excellent accord entre les solutions analytiques proposées et celles obtenues par les
simulations numériques, confirmant |'exactitude et |'efficacité de I'approche suivie.

- le modele numérique (B3Dw) proposé a montré une grande capacité a résoudre les problémes
d’instabilité des poutres a parois minces et a sections ouvertes.

- la résistance au flambement et au déversement augmente avec I'ajout des maintiens latéraux.

Finalement, on peut conclure que les modes supérieurs de flambement et de déversement sont trés
nécessaires dans le calcul des conceptions puisque : d’une part, ils peuvent aider a la compréhension du
comportement des poutres non retenues en présence des phénomeénes d’instabilité, et d’autre part, ils
permettent d’évaluer les effets des maintiens avec précision. Le nombre de ces derniers, leurs directions
et leurs positions peuvent étre optimisés afin de controler et limiter les phénomenes d’instabilité et de

couvrir la résistance parfaite des poutres.
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Les problemes associés aux constructions avec des éléments a parois minces découlent essentielle-
ment du phénomene d'instabilité. C'est la raison pour laquelle nous parlons de contréle. Dans ce but,
nous avons présenté dans le premier chapitre les différentes théories de torsion, en insistant plus parti-
culierement sur la torsion non uniforme qui affecte les poutres a parois minces et a sections ouvertes.
En présence des structures poutres a parois minces, le gauchissement joue un role trés important. La
torsion non uniforme fait intervenir des nouveaux parametres quantités (statique, mécanique et géo-
métrique) qui s'ajoutent a ceux, déja, utilisés dans la méthode des sections planes. En se basant sur les
hypothéses des petites déformations et de I'indéformabilité de la section transversale dans son plan, le
modéle de Vlasov a été établi. Une étude comparative entre la théorie de Vlasov et les simulations du
code commercial Abaqus en utilisant I’élément B310S a été présentée, afin de valider ce modeéle. Les
résultats montrent un trés bon accord entre la théorie de Vlasov et I'élément de poutre B310S. A partir
du modele de Vlasov, I'énergie de déformation qui permet d’étudier les instabilités 3D (le Flambement,

et le déversement) des éléments a parois minces et a sections ouvertes a été établie.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons présenté une analyse analytique du flambement des barres a
parois minces et a section ouvertes, soumises a une charge axiale de compression. Des sections de
différentes formes ont été examinées : section bi-symétrique, mono-symétrique et asymétrique. En
appliquant la méthode de Ritz, des solutions analytiques sont proposées pour le calcul des modes
supérieurs de flambage. Nous concluons que dans le cas d’une section doublement symétrique les
modes de flambement sont découplé. La barre peut se flamber en flexion pure ou en torsion pure.
Lorsque la barre présente une section mono-symétique, les modes de flambement sont en flexion pure
ou en flexion-torsion. Dans le cas d’une section arbitraire, tous les modes de flambement sont couplés
et ils sont en flexion-torsion. La vérification de la résistance au flambement d’une barre comprimée selon
EC3 a été examiné. Dans ce code les formules ont été établies et calibrées pour le flambement par
flexion. Avec la restriction que dans ce code les modes d’instabilité par torsion ou flexion-torsion ne sont
pas prises en compte. Pour pallier cette limitation nous avons proposé de retenir la courbe de
flambement d.

Dans le troisieme chapitre, le déversement des poutres a parois minces et a section bi-symétriques sous

différents cas de charge a été étudié. Le point d’application de la charge au niveau de la section
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transversale est pris en compte. La méthode de Ritz est utilisée pour déduire les équations d’équilibre.
Des solutions analytiques plus générales de moment de déversement au mode k ont été développées
pour les cas de charges : charge uniformément répartie, charge concentrée et deux moments égaux. Le
calcul du moment résistant au déversement selon I'Eurocode 3 a été présenté.

Au chapitre 4, un modele numérique des poutres a parois minces et a sections ouvertes est développé.
Le présent modele est capable d’analyser des poutres en compression ou en flexion. Le modele
numérique utilise des poutres 3D a 7 ddl par nceud. Ce modele tient en compte de I'effet de I’excentricité
de la charge par rapport au centre de torsion et du couplage flexion —torsion. Dans ce modele, des

sections a formes quelconques peuvent étre considérées.

Dans le dernier chapitre, nous présentons d’abord, une comparaison des résultats des modeles
théorique et numérique proposés avec les modeles numériques en éléments finis élaboré par les codes
Abaqus et Adina et également avec quelques résultats des travaux donnés dans la littérature afin de
mettre en évidence I'efficacité des modeles proposés. Les résultats obtenus par les présents modeles
sont généralement en bon accord avec les résultats des simulations numériques. Une différence est
constatée avec le code Adina lorsque la charge transversale est appliquée au niveau de la semelle
supérieure ou inférieure, cette différence est liée a I'utilisation des liens rigides pour excentrer la charge
transversale. Nous avons montré aussi que dans le cas d’une charge uniformément répartie, les modes
supérieurs de de déversement sont trés sensibles a la position de la charge. Dans le cas d’'une charge
concentrée, I'effet de la position de la charge est présent en mode impair, tandis que pour le mode pair,

le moment de déversement est indépendant de la position de charge.

Par ailleurs, une évaluation de I'effet des maintiens latéraux sur la résistance au déversement a été
étudiée. Des exemples numériques basés sur les modeéles proposés ont permis de mettre en évidence
I'influence des maintiens sur la résistance au flambement et au déversement. De cette évaluation nous
présentons les conclusions suivantes :
- La considération des modes supérieurs, peut aider a la compréhension du comportement des
poutres retenues et non retenues en présence des phénomenes d’instabilité.
- Les maintiens améliorent la résistance au flambement et au déversement de facon a modifier le
mode.
- En présence des colonnes et des poutres retenues, le flambement et le déversement sont pré-
dominants par les modes supérieurs.
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Conclusion générale

- Le flambement et le déversement peuvent étre contrélés et limités par I'ajout des maintiens la-
téraux ce qui augmente le coefficient de réduction.

- Les solutions proposées dans I'Eurocode 3 sont limitées aux modes de flambement classiques.
En présence des modes de torsion, ils ne sont plus valables. Certaines améliorations sont propo-

sées dans la présente étude.
En conclusion, Les maintiens latéraux jouent un role majeur sur la résistance au flambement et au dé-

versement. Le nombre des maintiens, leurs directions et leurs positions sont alors plus évidents et prou-

vés dans ce travail. Leur role peut étre appréciable et devrait étre pris en compte.
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Annexes

Dans cette annexe, nous donnons les formes des modes de flambement calculées par notre approche
B3Dw. Les figures A1-A4 donnent les quatre premiéres formes de mode des barres de 4 m avec une
section en | bi-symétrique, une section mono-symétrique en C, une section en T et une section arbitraire.
Le cas d’une barre a une section bi-symétrique est présenté a la figure Al, les modes de flambement 1
et 3 sont en flexion autour de |'axe faible z-z alors que pour les modes de flambement 2 et 4 ils sont en
torsion. Dans le cas d’une barre avec une section en C (Figure A2), les modes en flexion pure sont
présents dans les modes 1 et 4. Les modes 2 et 3 sont des modes en flexion-torsion (w et Oxsont couplés).
Dans le cas d’une barre avec une section en T (Figure A3), tous les modes sont des modes en flexion-
torsion (v et &x sont couplés). Aucun mode en flexion pure n’est présent. Les formes de mode de la barre
a section transversale arbitraire (Figure A4) sont toutes en flexion-torsion. Tous les déplacements sont

présents en flexion torsion (v, w et Ox sont couplés).
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Les fonctions de forme utilisées sont
N =-(1-922+9) Ny =-(1-§)(1 =)
Ny ==-(1+22-8) Ny==(-1+&)(1+9)

Avec & = %

En utilisant ces fonction de forme pour v,w, 6 dans le modeéle de Vlassov, le vecteur équivalent de charge
est:

( 0 A\
P(24EI + 13kyL3)

(M) | 16(3EI + 2k, L?)

T1 0
M1 0
N,

P(24EI + 13k, L?) (
L\ZZZ | | T6GEI + 2k, %)
3PLk,

\ 16(3EI + 2k, 3))

La matrice de rigidité [Kg] est obtenue en remplagant la contribution de la torsion libre par celle de la
torsion non uniforme.

La matrice de rigidité [Kg] s’exprime alors sous la forme suivante :

[K.] 0 0 8
K,] ©
[Kq] = 8 [0] [Ky] O
0 0 0 [Kw]
Avec :
EAr1 -1
KJ=—" 7]
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12E1 12EI
Z et @, =—2
GAL? GAL?

On notera I'apparition de deux termes supplémentaires ¢, = correspondant a la

prise en compte par I'élément de la déformation d’effort tranchant.
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